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Notations

e Tous les espaces dans cette thése sont définis sur R".

_ P . alolr
e Pour a € N" on pose |a| = a; + as + ... + ay, la dérivée partielle P T

notée 9% f ou (. Si f une fonction de deux variables (z,y), on note 9% f, oy f

est

o fxg(x)= [z f(x—y)g(y)dy est le produit de convolution des fonctions f et g.
e Af=>" 227’; est le laplacien de f.

o || f|[, désigne la norme de f dans L” (R"). Si1 < p < oo, p' est I'exposant conjugué
p/(p—1).

e D (R") = C§° (R") est l'espace des fonctions C* (R™) a support compact.

e D' (R") est le dual de D (R™) ,appelé espace des distributions sur R™.

e Pour toute fonction intégrable f on a

. f(z)dx = /000 (/Sn—l f(rx’)dx’)r"ildr,

telle que S™! la sphére unité de R™

e S (R™) est I'espace des fonctions C* (R") a décroissance rapide sur R” muni de la
norme classique

Sar (f) = sup sup (1+[z)™ |0°f], VfeSRY.

T€ERM |a|<M
e S’ (R™) est le dual de S (R™), appelé espace des distributions tempérées.

e W est 'espace de sobolev tel que
Wy ={feSR"):0°f € LP, J|a|<m}
e Si f: R™ — C est une fonction, le support de f est suppf = {x € R" : f (x) # 0}.

e Si f € S(R"™) sa transformée de fourier est

FNO= [ oo @)
et sa transformée de fourier inverse est

(FUf) (@) = (2n)" / expi®€ £ () dé

n



e (' ¢y, ...désigneront des constantes strictements positives

e Soit 0 < ¢ < o0, ¢, désigne I'espace des suites {5j}j€N qui vérifient

‘ (Zm) < +o0.

e Soient s € R, 0 <p < ooet 0 <q< oo, (5(LP) qui vérifient

Jteshen

o0

1/
gs Lp) Z 28] || ]H q<+oo
7=0

|| {aj}]EN

e Si x € R, [z] est sa partie entiére.



Introduction

Plusieurs auteurs comme Hormander, Calderén, Stein, Bourdaud, Moussai, Dje-
riou,...,ont étudiés la continuité des opérateurs pseudo-différentiels sur des espaces
de fonctions, comme les espaces de Lebesgue LP, Sobolev H*, Holder C*, Besov B |
et autres. Hormander dans [8] a prouvé que les o.ps.d d’ ordre m = 0, de symbole

o(z,§) de classe S i.e

08000 (2,€)| < Cap(l+[E))" AL pour 0<6<p<T,

sont bornés sur L?, et il en est de méme pour § = p # 1. Dans le cas § = p = 1,
un contre-exemple de Ching [1] en 1972 montre que la continuité des o.ps.d sur L?
n’est pas assurée en général.

Dans ce mémoire nous avons utilisé le contre-exemple donné par Bourdaud et
Moussai [3] pour les o.ps.d d’ordre m = 0 de symbole de classe de Hormander ST,
pour prouver qu’ils ne sont pas bornés sur les espaces des multiplicateurs ponctuels
de B, , pour 0 < s < %.

Notre travail est organisé en trois chapitres :
Dans le premier, on rappelle quelques propriétés sur les séries de Littlewood-
Paley et on termine par quelques inégalités qui seront utilisés dans la suite.

Dans le deuxiéme chapitre, une premier partie commence par des rappels sur
les espaces de Besov et leurs propriétés, et dans la deuxiéme partie on donne une
caractérisation par la fonction maximale de Peetre et par les différences finies pour
ces espaces.

Dans le troisieme chapitre, on va étudier les espaces des multiplicateurs ponctuels
dans les espace de Besov et quelques résultats qu’on utilisera par la suite. On termine
ce chapitre par un contre exemple pour les o.ps.d d’ordre 0, ce sont des opérateurs
non bornés sur les espaces des multiplicateurs de By , pour 0 < s < %.



Chapitre 1

Quelques résultas préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de rappeler les notions essentielles, dans le cadre
générale quelques propriétés sur les séries de Littlewood-Paley, et les outils que nous
aurons a utiliser dans ce mémoire.

1.1 Séires de Littlewood-Paley

Les séries de Littlewood -Paley jouent un réle important dans la définition des es-
paces de Besov. Nous allons rappeler la définition de la décomposition de Littlewood
-Paley d’une distribution tempérée.

1.1.1 La décomposition de littlewood-paley
Soit v € S (R") telle que :
* suppy C {E €R": 53 < [¢] < 3}
* 7 (€) >0 pour § <[] < 3.
* 2 (277 =1, v¢ e R\ {0}

€7
On pose p (£) =1 — > v (277€), on obtient une fonction p € C* (R") telle que
=1

3
suppp C {5 eER":|{] < 5},
alors pour tout £ € R™ on a la partition de 'unité suivante

PO+ Y7 (27— 1. (L1
Jj>1
La relation (1.1) converge dans S (R™) est appellés la partitions de 'unité.
A cette partition on a associe une suite d’opérateurs de convolutions, notés

QS = S'(R") — C*(R")

définis par '
Qif (x) = F(v(2
Spf(x) = Fl(p(2



ou bien
F@QNE) = v@27)f () vixz1
F(SH© = p(275) f () VE=>0,

avec la notation Qy = Sy. Si dans la relation (1.1) on change £ par 277¢, alors il

vient ‘
P27+ 3 (279 =1,

J>k+1
on multiplie par f (€) on obtient
FE@p@* ) +1©) D> 727 =7 (1.2)
j>k+1

En appliquant I'application F~! sur (1.2) on obtient encore

Sef+ Y. Qif=f  (VkeN). (1.3)

Jj2k+1

Pour £ = 0 on trouve

Sof +>_Qif = f.

j>1
Pour tout f € S’ (R™) la décomposition de Littlewood-Paley de f est alors I'iden-
tité
F=Y_Qif (1.4)
J=0
La série (1.4) converge au sens des distributions temperées. De (1.3) et (1.4) alors

k

Sif+ Y, Qif =) Qif+ > Qif,

J2k+1 Jj=0 j>k+1

Donc

k
Sif = > Qif-
j=0

Pour toute f € &' (R"), la décomposition de Littelwood-Paley de f, est alors
Iidentité :
F=Suf+ > Qif (1.5)

j>k+1
La série (1.5) converge au sens des distributions tompérées.
Remarque 1.1 Par l'inégalité de Young pour la convolution, il vient que les suites

d’opérateurs (Q;);5, €t (5));5¢ sont bornnées uniformément dans L(L?) pour 1 <
p < +o00.



Décomposition du produit f - g
Soient f et g deux fonctions dans S’ (R™) . On définit le produit f - g par :

frg= jlijgo (Q;f) - (Qy9),

lorsque la limite existe dans &’ (R™), on combinant (1.4) et (1.5) on trouve

fg =) Qifg
j=0
= Y a(>dary a)
>0 E>0 t>0
= D ) D Qi (QufQu) .
j>0 k>0 t>0

Calculons maintenant F (Q; (QrfQ:g)) -

F(Q; (QrfQu9)) (&) = ~ (27 ]§) (QrfQ:g) (£)]
= 7 (2778) (F(Quf) * F (Qr9)) (€)
7 (

27 ’5) F(Quf) (€ =) F (Qug) (n)
N /Rﬂ( 35)” e —m) v (27) F(f) (€ —n) F(g) (n)dn,

donc, il ya trois cas ot le support de F (Q; (QrfQ+g)) n'est pas vide

t<j et j—2<k<j+4,
k<j et jJ—2<t<j+4

t>5,k>7 et |t—j|§1,
alors
Qi(f-9) = > Qi(QufQug)
t;k>0
= (& +QP Q) (9.
avec _
QV(f-9) = Qi (QifSig),
Q§2) (f-9) = o J+1fQJg ) (1.6)
QY (f9) = s Qi (QufQug) .
et
B jt+4 B j+1
Qj:ZQk et Qj:ZQk-
j—2 Jj—1



1.2 Quelques inégalités de base

Théoréme 1.2 (Riesz-Thorin) Soient (X, u),(Y,v) deux espaces mesurés et

D0, 1, Go, @1 € [1,00] avec py # p1,q0 # q1. On suppose que T est un opérateur envoi
o (X, p) dans € (Y,v) et P* (X, pn) dans L9 (Y,v) tel que, pour toute fonction
simple f on a

(i=0,1).
Alors T' renvoie (€7, P), = (P dans (€q0,£‘h)9 = (9 tels que ]l) =120 4 il et % =

lq;ong(%, (0 <0 <1) de plus on a

ITfll, < "SI, -
Preuve. Voir |7, page 34| m

Théoréme 1.3 (Inégalité de Hoélder) Soient f; € 7 (R™) avec 1 < p; < oo et
i=1,2. Alors

LA Foll, < AL, (12l

telle que T < —l— —

Théoréme 1.4 (Inégalité de Young) Pour tout f,g € P (R"™) on a
Fract ®) et | xgl, <Ifl,lall,.

Telle que 1+ % = 1—1) +% et p,q,r € [1,00].

Preuve. On fixe g € L7 (R") et on considére I'opérateur T f = f * g. On a

Tf(@) =  [f@)g@—y) fu)""dy
Tf () < [If(y ”‘1 |g — | If ()] dy.

En utilisant 1'inégalité de Holder, on obtient

ITF @)l < 171 Mgl -

D’autre part, I'inégalité de Hélder donne

Tf (@) < llgllg N1l -

On applique le théoréme 1.2 (théoréme d’interpolation)

T : L'(R") — L7 (R")
L9 (R") — L™ (R™).

Alors pour tout % +1= Il) + é, on a

T:LP(R") —s L (R").



Théoréme 1.5 (Théoréme de Bernstien) Soient 1 < p < g < o0 et « € N™.

Il existe ¢ = c(a,p,q,n) > 0, telle que pour toute f € LP(R™), avec suppj/‘\ C
{£eR": || < H}, ona

£, < eH"HG=D £,

Preuve. Soit ¢ € S (R") telle que ¢ (£) = 1 pour |¢| < 1. On pose ¢ = ¢ (
a f = ¢Hf7 et

).On

£
H

JO = (Fou) )« ¥,

Par Inégalité de Young, on obtient

1N, < IHEem) 1151

Comme pour tout z € R”

1 1,1
avec 1 + = = =4 =,
p’ +q p+r

(Fou)" (z) = H" (F ') (Ha),

il vient
1 (F6m) ||, = B3] (F 7)™ |

Ce qui donne le résultat. m

r

Lemme 1.6 Soient 0 <a <1 et 1< g < oo, pour toute suite {¢;},.y C (7 (Ry) on
a:

Preuve. Pour 1 < ¢ < o0, on a

J
{a] 5 a_kék}
jEN

o
+ H {a_] Z akgk}
4 P jeN

J

2
¢a = 1— aH {eidjen qu' (17)

J J

a’ a ke, = E o’ Fep
k=0 k=0
J

= Z a0/, qi=Rd
k=0

par l'inégalité de Holder, on trouve
J J J /
A q A A a/q
(Sorsa)' = (S o) (So)"™
k=0 k=0
Donc pour tout n € N on a

n i n , n n

> (L)

j=0 k=0 i

IN IN
VS /
Q Q

-~ ~.
N—— N——
Q )
— =
/
e
Q)
SRS
—— L)
. ESES)
Q
T
Z
—



Donc

¢a

k=0
Pour 0 < ¢ <1, ona
J q J
( a]—k€k> < a(J—k)qu,
k=0 k=0
ce qui implique
n J q n n
(o)< (L)
j=0 k=0 k=0 j=k

Par conséquent

o 1 \la
H{ @ kgk}jeN SC(l—gQ) e} jenller

0a
k=0

De méme pour {a‘j D he ak€k} .
jeEN



Chapitre 2

Définitions et quelques propriétés des
espaces de Besov

Nous allons rappeler la définition des espaces de Besov et certaines propriétés.

2.1 Espace de Besov

Définition 2.1 Soient s € R, p,q € [1,+0o0]. L’espace de Besov By  (R™) est [’en-
semble des f € &’ (R™) telles que

4 a\ 1/q
<ijo (QSJ ||ij||p> > < +oo, pour 0<g<+o0
SUP;>0 <2js ||ij||p> < 400, pour q = +00

1.f]

Bs ,(R™)

Proposition 2.2 (i) B, est un espace de Banach si min (p,q) > 1
(i1) Soient s € R, p, qo, q1 €]0,00) tels que 0 < qo,q1 < 00 et e > 0, alors

s+e s !
S - BP#]O - BPle — S ?
(i1i) Si0 < qo < q1 < o0, alors
S S
BP#IO - BP,(h

(iv) Soient py <p et s — pﬂo =a-— %, alors

S e}
Bpq = Bpg
(v) Pour tout entier m > s on a
m S
W) = By .

Preuve. voir [10, page 47| =

Définition 2.3 On dit qu’un espace vectoriel E est une algébre si il existe une
constante ¢ > 0, telle que

1F-9le <Clifllg-lglg, V(o) ek



Proposition 2.4 Soient s € R,0 < p,q < 00, alors les propriétés suivantes sont
équivalentes

(i) B, est une algébre
(ii) B:, < L>

(1)) s> 3 ous=72 et 0<g<1

Proposition 2.5 Soient s € R et n > 1. Alors

(i) Pour tout suite des fonctions {g;} ;.\ telle que suppg; C {€ € R : 7127 < |¢] <727}
et pour tout 7 € N, on a

00 %) . 1/q

H > g < C( P ||9j||f,> ,  ¢>0.
— | gy ) -
J J

(i) Pour tout fonction 6 € C* (R™) a support dans n~! < |¢| < 7 et toute suite
de distribution {g;}, . définie par Fg, (§) =0 (277¢) Fg (€), on a

e [ 17 ) ()
(S 2vlgily) " < sup [0 lgllpy @y 21)
=0

lal<[5]+1
(iii) Sis > 0, on peut dans (i) remplacer les couronnes 727 < || < 727 par les
boules |¢] < n27.
Preuve. (i) On a Q) (ijo gj> = Z;igf% Qrg;, telle que pour tout |[j — k| < N
on a suppy (2"“.) NsuppFg; # ¢, avec N =2 + HE—Z] Alors

2" Qk(Z%)H < ) 2%||Qugknll,
=0 P _N<I<N
< c Z 2k8||9k+l||p-
_N<I<N
D’ou
> > a\ 1/q > q\ 1/q
(S Efa(Sa)) < o $ (56 m))
k=0 =0 P _N<I<N k=0

< a3 (1a,))"

k=0
ii) On pose g; = Y poy Qrgj, Vj € N. D’on
J+N

gi= > 2VF0(2) * Qug,

k=j—N

telle que pour tout |7 — k| < N, avec suppy (2*"”) NsuppFg; # ¢, ot N =2+ HE—;’}
Nous avons

(14 15)" 70 5) = 2m) " [ expV (1= A,)" 6 (w) do

n

9



d’aprés I'inégalité de Caushy-Shwarz et 1'égalité de Bessel-perseval on a

ol < ([, Jo-aarmo@fa) ([ () "a)

< C sup ||o“ H ., avec m = [2]—1—1

|| <m

par l'inégalité de Young on déduit que
“+oo

ol <e 3 lQuall, < ¢S 1Qknoll,
j—N<k<j+N k=j

alors on a trois cas :
1)Sis>0ona

(D29 lgille )" < ea (Do 2 IQuewallt) "
j=0 k=0

2)Sis<0ona

29 |gill, < C@)2? D [Qul,

J—N<k<j+N

< C(@/)) 9—sN9s(j+N) Z 2_Sk<||ng||p>'

0<k<j+N
3) Si s = 0 en utilisant I'inégalité de Holder, alors :

1/q

1/q Inn
q —
o, <e( X )X @) wee vz [
j—N<k<j+N j—N<k<j+N
d’ou

> 1/q ' 1/q
(Do lgsllz) ™ = c@N+DT (ST ST Quls)
§=0

j=0 j—N<k<j+N
P 1/q
= c@N D)3 Qugll?)
k=0

= C ”gHBqu.
n

Lemme 2.6 Soient 1 < pg,qo < 00 et 1 < p,q1 < o0, alors

(B, B;;ﬂ1)9 — B3, s = (1-6) s+ s,

1 —
= 0+£,0<9<1.

1 1—-6 6 1
P o @ q Po DM

10



2.2 Normes équivalentes

Le but de ce section est de présenter des normes équivalentes pour les espaces
de B, ,.
2.2.1 Caractérisation par la fonction maximale de Peetre

Nous commencerons par les définitions suivantes.

Définition 2.7 Soient a > 0, f € S (R"). Les fonctions maximales de Peetre sont
définies par

a _ 1Q;f (y)] ra B 1S;f ()]
O @ =8 gy 5O = S e -

Théoréme 2.8 Soient s € R, > 0,0 < p,q < oo et a > max (n/p,n/q). Alors
1 *,a
17052, = 4@ f} 0

est une norme équivalente dans B, ,.
Preuve. Voir [10]. =

jeN.

Y

e (LP)

Théoréme 2.9 Soient s € R, 7> 0,0 < p,q < oo et a > max (n/p,nt). Alors
2 *,a
A (EAT

est une norme équivalente dans B, ,.
Preuve. Voir [10]. m

)
£5(LP)

2.2.2 Caractérisation par la différence finies

Pour définir les normes sous forme continue d’une fonction f appartenant &
I’espace fonctionnel de Besov, nous aurons besoin de 'opérateur de différences finies.

Définition 2.10 Soient f € S’ (R"),x,h € R" et m € N*, opérateur de différences
finies est noté par A} tel que

M @) =3 (2) (0 st k),

m
k=0

() - =

Apf(x) = fla+h)—f(z)
ALf(z) = A, (ALS) (2)

ol

on a

Apf(x) = &, (A1) (@)



Théoréme 2.11 ([9]) Soient 1 < p,q < oo, M € N\ {0} et s > 0. Alors

1
: Wy adt\1/a
5, =+ ([ (27 s lairsl, )5
’ 0 |n|<t

est une norme équivalente dans B, .

1.f]

Preuve. Etape 1. Nous prouvons qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

3
1Ny, < I, . (2:2)
posons
1 ix.h' M / n
| |=1

telle que ™! la sphére unité de R". 6 (z) # 0 si x € suppy ou = € suppp, et comme

F(AYF)(©) = (exp™ 1) (Ff) (€).

on a
1
|51 |h/|=1

FLHOFf) () AN f (x)dh .

Par conséquent

1 , 2
@il < pgory [ 881 dn / P (ras) @

< sup ‘Afyf‘p.

uER™ Ju| <2

Alors
L, adt\1/q , q
[ (7 am 1a2s,)' T 2 (T s a),)
0 ueR™ |u|<t >0 u€R™ |u|<2-7
—j41
% 2—sqt /2 ’ t—sq_1>1/q
9-i
> Cllflly,,

Etape 2. Nous prouvons 'assertion inverse de (2.2).

12



Pour tout 0 <t < 1 et Vk € N, on obtient :

[ (e smsin), )" < 29

o0 2— k+1
< O 2= sk’25k’ AM / t_sq_ldt
< QR (2 s V1) )
<G>0 (2% sup [|laly)"

k=0 |u<27k

Pour tout v € R™ tel que |u| < 27% 7 > 0 et j € {0,...,k}, alors il existe une
constante Cy > 0, telle que

*,d
J

a2 @i, <227 sup B < i (24)

wi<z—k 1+ |20yl

si d > (n\ min (p, q)) alors on décomposé¢ AM f en

(343 )aran-aem

j=0  j=k+1

Nous estimons chacun des deux termes. Choisissez deux nombres reéls r et ¢ tels
que 0 <7 < s < t, et en utilisant (2.4), on remplace d par r et ¢t dans Iestimation
des A; et By respectivement, on obtient

<§: (25k ||Ak||p>q)1/q < 05<§: (2—(t—s)k zk: o(t=5)jpsj HQ;’tpr>q>l/q 2.5)
=0

et

<Z% |BkH > )1/q < Cﬁ(i (2(S—T)1€ i 9—(s=1)igsj ”Q;’Tf”p)q)l/q

k=0 j=k+1
(2.6)
Nous appliquons le lemme 1.6 et estimation élémentaire HQ;’df”p < HQJ'pr (d=rout)
a (2.5) et (2.6), et si on pose 0 < r < 7, alors on trouve

ey (20 ”Z2M P27 1Qu7l, )+ (20 3 2 gy, )

k=0 k=0 j=k+1
]

Définition 2.12 Nous dirons qu’une distribution © est homogéne de degré o € R,
St
O(tz) = t*O(x), (Vt >0, z € R").

Lemme 2.13 ([1]) Soient T > =2, ¢ € D(R") et © une fonction homogéne de
degré 0, C™ en dehors de lorigine, alors la fonction |z|” © (x) ¢ (x) appartient a
T4+

P
By

13



Preuve. Soit g (z) = |z|” © (z) ¢ (z), pour prouver que g € B;,;; (R™) on va montrer
par récurrence sur m = —[—7—2]—1, (m € N) que g\ € B;Zf_m (R™) ot |a| < m.
1. Lecasm=0, 0 =7+2 <1, posons (Ayg)(z) =g(z+h)—g(z),ona

sl < ([ o+ [ ) idg@ra
lz|<2|h|  |z|=2lA]
dans la premiére intégrale, on majore |Ag (z)| par |g (x + h)| + |g (x)| ce qui donne

[ mg@ra < 2 [ @

|lz|<2|h| |lz|<3|A

< ¢ / |z|™ dx

2| <3|h|
< cln”

dans la deuxiéme intégrale, le théoréme des accroissements finis donne

|Arg (2)] < clhl o[

/ |Ang (z)|P dz < c|h|f / 2|7 da = ¢ |h|7”
|z|>2|h| |z|>2]h]

ainsi [|[Apgll, < c|h|”.

2. Lecasm=0, c=1.

Pour évaluer ||g||z , I'éstimation porte sur la différence seconde
p,o0

Ahg(x) =g (z+h)—2g(x)+g(z—h).
De maniére analogue au (1), on a
[Ahg ()" dz < 37 / lg ()| do

|z|<2|R| |z|<3|h
< clhlf

et la formule de taylor a l'ordre 2, permet d’obtenir

[Ahg ()] < clhl |2 (pour |a] > 2]A])

[ 1atg@l ar < e [ ape?ae=cpp

|z|>2|A |z|=>2]h|

finalement [|AZgll, < c[h].
3. La récurrence sur m.

14



Fixons a dansN", tel que |a| < m, la fonction ¢(® est une combinaison linéaire de
fonctions da la forme

g; () = e A @)Y (), (G=0,....]al),

ot A est homogéne de degré 0, C* sur R"\ 0 et ¢ € D.
Onam <  + 7 entraine j <7+ 2, donc

/|gj ()P dx < c/ |x|p(77j) dz,
TESUppY

ce qui prouve que g; € LP.
. T+2—m
Il reste & montrer que pour |a| =m, g; € Bpod

e Si j# 0, 'hypothese de récurrence s’applique et donne

T*j+% T+%7m

g]€B7oo (_>Bp,oo
° Sij:O,ona1§m<T+%<1+m,d’of1

Z—m

-
g; € Wpl — Bpod

: L THE—m
Conclusion : toutes les dérivées de g d'ordre «a, (|a] <m), sont dans By

n

Y

+7
d’ou g € B,T,,oop. ]

15



Chapitre 3

Non continuité des o.ps.d sur les
espaces des multiplicateurs de Besov

Dans ce chapitre on va étudier la multiplicateur ponctuels dans les espaces de
Besov B; (R™). Avant cette étude nous rappelons quelques notions essentielles sur
I'espace des multiplicateur M (F)

3.1 Espaces des multiplicateurs.

3.1.1 Multiplicateurs ponctuels

Définition 3.1 Soit E un espace de Banach de distribution (E.B.D), on dit que
f € D' (R") est un multiplicateur ponctuel de E, s’il existe une constante C > 0,
telle que pour toute v € C*NE, on a

If-dllg < CliYlg -

L’espaces linéaire des multiplicateurs sera noté M (E) définie par la norme

1 arcmy = Sup If -y, YYeC®nE.

[Vl =1

Remarque 3.2 1. Si E contient C>*° N E comme un sous-espace dense; on dit
tout simplement, pour tout » € D (R"), on a

f-deE, et |f-dllp<clvlp-

2. (M (E),]|. ||M(E)) est un espace de Banach.

3. Si DR") C M(E) alors M (E) est un algébre (i. e. si f,g € M (E) =
fgeM(E)).

4. M (E)= M (FE') telle que E' est le dual de E.

3.1.2 Multiplicateurs de Besov

Théoréme 3.3 (|2]) sil <p < oo alors

M (LP) = L.

16



Proposition 3.4 Soient p,q € [1,00) et s € R, alors
i) (By, (RM) = B, (R")
() M (B, (R")) =M (B, (R")
(iii) M (B, (R™)) < L.

Preuve. La preuve de (i). Soient f € B, et g € B,%,
1. Le cas s > 0, on utilisons la decomposmon sulvante

(f,9) = Z / Qf ( da:+z Qi () Sy ag (a) i,

telle que f (z) = f(—z) et §(z) = g (—z). Par I'inégalité de Holder dans L?, nous
avons,

\Z Sig@)de| < ) 27Q;f ()
=0
9—Js i sk (2_Sk||5kg (l‘)
k=0

< el fllsy, lgllse -

X

p,) dx

La derniére estimation est obtenue par l'inégalité de Holder et le lemme 1.6. De
meéme

]Z Quf () - Si1g () | <

s
/

et comme AN f (z) = Aivhf (x) et le theoreme 2.11, on obtient

‘/n ) - Sk—19 (v) dx

k= 1Qk

s Mgl s

/ l

2. Le cas s < 0, nous utilisons la décomposition
=Y [ sf@-Qoe d:c+2 S f () Qug (o) dr,
j=0 /R"

alors nous avons

3 [ 8@ Qs

Le cas s = 0, on remarquons pour tout j et z, il existe y; , € R™ telle que |z — y; | <
277, On choisissons d > (n/min (p, q)), d’ou

‘Z e )dm‘ f’: 10,/ <i:1 1Qrg ()]l o

j= (2% |x—yﬂ|)

x (14 (25 = gel)")). (3.1)

so 9l -




Alors le dernier terme de (3.1) est borné par

(S 10lt) (32 (32 2
=0 k=0

J=0

Qg @)

L))

Par I'inégalit¢ de Holder ces cas impliquent que B, < (B;Vq)/.

On montrons que l'inverse, soit g € (B;’q)/ et on considére I'application f €
B, = g(f)=(f9).
Par le théoréme de Hahn-Banach et [10, Proposition 2.11.1/()], on obtient

(3 (st )")" ~ ol

(ici ||g|| désigne la norme de Iapplication linéaire continue g), ce qui donne
g€ B,

La preuve de (ii), Soient a € M (B;,q) et f € B,%, g€ B, ,, Le produit (a- f, g)
peut étre écrit comme :

Z - Q;f (x)-S;(a-g)(z)dr+ Z - ka—1f($) -Sk(a-g) () dx (sis>0),
et

S [ sf@a @iy [ Sef@au@ @ 6is<0),

ainsi que

> [ Qif@-Siag)@da| < e (Do 2 s
j=0 /R” j k=0

7=0
x[1Sj (a-g)ll

p’)

(si s =0, voir (3.1)).

p
L’estimation
@ 19 < ellf g, o gl

peut étre obtenue de la méme maniére que (i).
Il s’ensuit que, (pour tout s € R),

S )
Bpiq

||a'f||Bp_,3q, < sup [(a-f,9)l

llgll
B

< ellfllp,

Les inclusions inverses seront obtenus par la méme technique.
La preuve de (i), comme

(B2 o B0, = B

P0,907 " P1,91 Y2

18



en particulier
(Bygs Byoy), = Bo. (3.2)

p,q’ T p

Donc si b e M (B;q) on considére l'opérateur
Tb . —
g—0b-g
on a T est borné de B dans Bs  (car b e M (B; ), et Tj est borné de B
dans B°,(car b € M (Bs,) = M(B;Z,)). Donc par (3.2) on trouve que T} soit
borné de L? dans L? c’est-a—dire b € M (L?*) = L*>. Alors
M (B;’q) — L.
|

Théoréme 3.5 ([9]) Soient 1 < p,p1,q < oo, r>0 et —r <s <min(r, }).
Alors
By NL® =M (B;’q) .
Preuve. Soient f € B, et g € By ., N L*. D’aprés la décomposition de f - g, on
obtient

[e'e] 3
Fra=>30"( 9.
k=0 =1

. . (1)
on calcule f - g dans la norme de B, , et on estime respectivement ¢}, (f-9),

1(3) (f-9) >QS’) (f-g) en norme de Bs

200 ()
k=0

I .
i=1 k= P

Estimation de {Q,(Cl)(f : g)} . On observe que
keN

HQS) (f-9)

= HQk (QkakJrlg) Hp

< ¢Sl H@kap

p

Puisque
1Sk119ll0e = [|F 7 (0 (27)) gl . < llell; o]l -

comme supp F <Q,(€1) (f - g)) C{EeR": 2 <[£] <3-27}, alors la proposition 2.5

donne

s .
Bqu

o0 <eclsl. i
k=0 P,q
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Estimation de {Q;f) (f- g)} . Nous considérons d’abord p < p;. D’aprés 'in-
keN

égalité de Bernstein on a

1Qifll,, < c2"PHIQsfIl,, (ot 5 =5 =),

p

par conséquent, par 'inégalité de Holder

m(

| <c|@

k+1
, 28N "2 Qi f
1 j=0

si on suppose que 1 < pﬂl, alors on a

k+1

2 s —rkojro—sj 57
D0 <cllalls, {272 (29 10,01, |
j=0

k+1

< cllglly, . (20 EPIL (27 1Q411,) ).

On calcule 2% || Q) (f - q)
p

k+1
ka } H < . H{Q(S—T)k Q(T’—S)j <25j ) ) }
I 3ol =clisls, 2 1Q:f1,) },

En utilisant la proposition 2.5 (car supp F(Q\7(f - g)) c {€ e R* : 2 < |¢| <
3-27}) et le lemme 1.6 (car s < r) on obtient

S0 s, =
k=0 P4

en norme de ¢ on trouve

@ (f-g)

@

Nous étudions maintenant le cas p > p;. Soit d > 0 tel que 3 L < min (11) % — %)

Nous fixons 1 T= p_1 E et f=5— ; + 4. Alors I'inégalité de Holder donne

o5l << [0

H5%+1fHd

Ensuite, nous obtenons

k+1

P 9|, < elolly, 20 "3 ARty (27 110:51,)

2
t

k+1

< cligly, 27 {2 3" 27 (29 1Qifll,) }-
§=0

Puisque B < 0, alors par le lemme 1.6 on obtient

(5 e

9 a\1/q
Q29| }) T e gl
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Aussi, puisque t < p, alors par I'inégalité de Bernstein on obtient le résultat désiré.

FEstimation de{ 2:3) (f- g)} . Pour tout £ > 0 on a
keN

QY (F9)=>_Qx(@Q9-Qsf),
j=k

telle que le support de F (Qy (Q;9- Q;f)) C {£ € R™: [¢] < 3-27}, alors d’aprés la
proposition 2.5 on a

S o], < (XY o @e-anll)”
k=0 ba k=0 j=k

soit % = ]lj + pil, alors par I'inégalité de Holder on trouve

H,f; W0 = (Xl I00,)") "
= ” .

o . o . . 1/
< (X (20 wy a2 @), 292 1,1, ) ")
k=0 Jj=k
00 _— 00 Iy o q\ 1/q
< gl (D0 (207020 (271 11,) ))
k=0 Jj=k

< llgllsy, . MI71
P1,0

s 9
Bqu

mais Bi;”” — Bj , alors

>0

2Tl
ta k=0

o < lalls, _ 171

s -
Btsq Bsa
)

3.2 Opérateurs Pseudo-differentiels

Définition 3.6 Les transformations de Riesz d’une fonction complexe f sur R™
sont définis par

R;f (z) = ¢,lim MQ (y) dy

e=0 oz —y[""
joyl>e

pour j = 1,2,...,n. La constante c, est donnée par c, = %

Remarque 3.7 1. Les transformées de Riesz sont données par un multiplica-
teur de Fourier. En effet, la transformée de Fourier de R; est donnée par

F(R;f) (z) = —ﬂ (Ff) ().

2. La transforms de Riesz est bornée sur L* (R™), voir [12, § 3, 1.2, p. 56].
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Définition 3.8 ( Classe de Hérmander ) On appelle s la classe des symboles
o € C®(R™ x R™) pour tout « et 5 dans N", tels que |f| < N de degré m et de type
(p,0), définie par les inégalités suivantes. lls existe Cy = Cy 5 > 0 tels que :

08080 (2,€)] < Cop (1 + [g]) ool (3.3)

Exemple 3.9 Si 5(§) est une fonction C* sur R™\{0}, homogéne de degré m, et
si € C3°(R™) wvaut 1 autour de 0. Alors (1 — (£))5(§) est un symbole de degré m du

type (1,0).
En effet par la formule de Leibniz, on a

ol

(1= ()BE = >

oS Ma =)

9%(1 = (£))0*7B(8),

la fonction € — (1 — (£))B(&) est C sur R™\ {0}, pour & = 0 elle est définie car
(0) = 1, donc I’homogénéité de  donne

p NGB () = OB (x)

par conséquent, on a

o o=y _ m—la—|||ga1 _ a—y §
0°(1 = (€)a* 7B = (L+[ehmMo(1 = (€)a 5(1+|§‘)H
m-lol o Y1951 — (11997 3( S
< (1+€)) Ivlﬁﬁzl((1+|£|) )9 (1~ (€)d ﬁ(1+|§|
< Sl — (OB + I
Il suffit donc de poser ¢ = (1 — (5))5(@))

)l

Définition 3.10 Soito (z,§) € S5, lopérateur pseudo-differentiel de symbole o (z, )

est noté o(x, D), telle que pour toute f € S (R™) on a

op (o) f () = (2m) / exp ™€ o (2, €) Ff (€) de.

n

L’ensemble des opérateurs pseudo-differentiel d’ordre m, associé a la classe S)'s sera
noté OPJ.

Remarque 3.11 L’espace des symboles verifiant 3.3 est un espace de Fréchet pour
les semi normes P, ; :

058
Pai(0) = ’@@3%3%7
ecrn|8l<i (14 [€]) K

Théoréme 3.12 ([3]) Soient 1 <p < oo et 1l <q<o0. 85i0<s <%, alors tout
opérateur op (o) € OPYy, n'est pas borné de M(B3?) dans M(B3).
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Preuve. On supose que op (o) € OP/,, est borné¢ de M(B}9) dans M (B31).

Soit la fonction
9(x) = O(7)¢ (v),
oll © est C* sur la sphére unité S"~!, et positive et & support contenu dans 'ouvert

V={yes" ", y<-—|y/2}
et ¢ € D(R"™), positive et ¢ () = 1 sur la boule unité |x| < 1. Puisque on a

T

]

démontré dans le lemme 2.13 que g € Bloo N L™, et d’aprés le théoréme 3.5, alors
g € M (B39) pour s €] — L

Soit op (0) € OP?, de symbole

_ & ~
7(©)= 1 (1-50),
et € D(R™) qui vaut 1 ou voisinage de 0.

Pour tout g € D (R™), l'opérateur op (o) est défini par
op (o) (g) = R1g — B * Rug,

ou R; est la transformation de Riez associée & la premiére composante, puisque R;g
est borné sur L? (R") et g € L? (R"), nons avons obtenons par Young

16+ (Bag)llo < cllglly 18l

de ce qui précede, il suffit de montrer que Ryg ¢ L™ (R™) et par conséquent op (o) g ¢
M (B:).
Soit, en effet, 'ouvert

U={zes" ", = >|z|/2}

alors, quelques soients x et y dans R™"\ 0, tels que

£€U7 i
|yl

. 1
€V entraine w7 —y; > - |z —y
] 2

x
d’ou pour tout x € R”, tel que — € U, on a

||
T — 1 n
— 9 (y)dy > 5 lz—y| " g (y)dy,
| lz—y|>e

a—y|ze [T — Y|
par conséquent
. Ty — U
Rig(e) = lim [ log)dy
20 Jje—y|ze [z — Y|
1 —n
> 5[ ()
2 Jiwl<pi<a vl
> 2778 gy gu) [log [

ce qui prouve que R;g n’appartient pas a LS (R™).

Alors op (o) g ¢ L* et puisque M (B;’q) — L, ( d’aprés la proposition 3.4) alors
op(c)g ¢ M (B:) ce qui contredit que I'operateur op (o) est borné. m
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudier la non continuité des opérateurs pseudo-différentiels
sur les espaces des multiplicateurs de B , pour 0 < s < %, comme un cas particulier
du la résultat qui obtenu par G. Bourdaud et M. Moussai dans |3].
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Résumé

Nous étudions la non-continuité des opérateurs pseudo-
différentiels du symbole o(z,¢) dans la classe de Hérman-
der 57 i.e.

108000 (2,&)| < Cap(L+ [€[)™ AP for 0<d<p<,

sur les espaces des multiplicateurs ponctuels de Besov
M (B;’q) pour 0 < s < n/p.

Mot-clés : Opérateurs Pseudo-differentiels, espace de Be-
sov, espace de Sobolev, décomposition de Littlewood-
Paley.
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Résumé

we study the non-continuity of the pseudo-differential
operators of the symbol o(z,£) in the class of Horman-
der 57 i.e.

08000 (2,&)| < Cap(L+ [€[)™ AL for 0<d<p<,

on pointwise multipliers Besov space M (Bg ’q) for 0 < s <
n/p.

Key words : Pseudo-differential operators, Besov spaces,
Sobolev spaces, Littlewood-Paley decomposition.




	Introduction
	Quelques résultas préliminaires
	Séires de Littlewood-Paley
	La décomposition de littlewood-paley

	Quelques inégalités de base

	Définitions et quelques propriétés des espaces de Besov 
	Espace de Besov
	Normes équivalentes
	Caractérisation par la fonction maximale de Peetre
	Caractérisation par la différence finies


	Non continuité des o.ps.d sur les espaces des multiplicateurs de Besov
	Espaces des multiplicateurs.
	Multiplicateurs ponctuels
	Multiplicateurs de Besov

	Opérateurs Pseudo-differentiels

	Conclusion

