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Notations

• Tous les espaces dans cette thèse sont définis sur Rn.

• Pour α ∈ Nn,on pose |α| = α1 + α2 + ... + αn, la dérivée partielle ∂|α|f
∂α1x1...∂αnxn

est
notée ∂αf où f (α). Si f une fonction de deux variables (x, y) , on note ∂αx f, ∂αy f.

• f ∗ g (x) =
∫
Rn f (x− y) g (y) dy est le produit de convolution des fonctions f et g.

• ∆f =
∑n

i=1
∂2f
∂x2i

est le laplacien de f .

• ‖f‖p désigne la norme de f dans Lp (Rn) . Si 1 ≤ p ≤ ∞, p′ est l’exposant conjugué
p/ (p− 1) .

• D (Rn) = C∞0 (Rn) est l’espace des fonctions C∞ (Rn) à support compact.

• D′ (Rn) est le dual de D (Rn) ,appelé espace des distributions sur Rn.

• Pour toute fonction intégrable f on a∫
Rn

f(x) dx =

∫ ∞
0

(∫
Sn−1

f(rx′)dx′
)
rn−1dr,

telle que Sn−1 la sphére unité de Rn

• S (Rn) est l’espace des fonctions C∞ (Rn) à décroissance rapide sur Rn muni de la
norme classique

=M (f) = sup
x∈Rn

sup
|α|≤M

(1 + |x|)M |∂αf | , ∀f ∈ S (Rn) .

• S ′ (Rn) est le dual de S (Rn) , appelé espace des distributions tempérées.

• Wm
p est l’espace de sobolev tel que

Wm
p = {f ∈ S ′ (Rn) : ∂αf ∈ Lp, |α| ≤ m}

• Si f : Rn −→ C est une fonction, le support de f est suppf = {x ∈ Rn : f (x) 6= 0} .

• Si f ∈ S (Rn) sa transformée de fourier est

(Ff) (ξ) =

∫
Rn

exp−ix·ξ f (x) dx

et sa transformée de fourier inverse est(
F−1f

)
(x) = (2π)−n

∫
Rn

expix·ξ f (ξ) dξ



• C, c1, ...désigneront des constantes strictements positives

• Soit 0 < q ≤ ∞, `q désigne l’espace des suites {εj}j∈N qui vérifient

∥∥∥{εj}j∈N∥∥∥
`q

=
( ∞∑
j=0

|εj|q
) 1
q
< +∞.

• Soient s ∈ R, 0 < p <∞ et 0 < q ≤ ∞, `sq(Lp) qui vérifient

∥∥ {aj}j∈N ∥∥`sq(Lp)
=
( ∞∑
j=0

(
2sj ‖aj‖p

)q)1/q
< +∞

• Si x ∈ R, [x] est sa partie entière.



Introduction

Plusieurs auteurs comme Hörmander, Calderón, Stein, Bourdaud, Moussai, Dje-
riou,...,ont étudiés la continuité des opérateurs pseudo-différentiels sur des espaces
de fonctions, comme les espaces de Lebesgue Lp, Sobolev Hs, Hölder Cs, Besov Bs

p,q

et autres. Hörmander dans [8] a prouvé que les o.ps.d d’ordre m = 0, de symbole
σ(x, ξ) de classe Smρ,δ i.e∣∣∂αξ ∂βxσ(x, ξ)

∣∣ ≤ Cα,β(1 + |ξ|)m−ρ|α|+δ|β|, pour 0 ≤ δ < ρ ≤ 1,

sont bornés sur L2, et il en est de même pour δ = ρ 6= 1. Dans le cas δ = ρ = 1,
un contre-exemple de Ching [4] en 1972 montre que la continuité des o.ps.d sur L2

n’est pas assurée en général.

Dans ce mémoire nous avons utilisé le contre-exemple donné par Bourdaud et
Moussai [3] pour les o.ps.d d’ordre m = 0 de symbole de classe de Hörmander Sm1,δ,
pour prouver qu’ils ne sont pas bornés sur les espaces des multiplicateurs ponctuels
de Bs

p,q pour 0 < s < n
p
.

Notre travail est organisé en trois chapitres :
Dans le premier, on rappelle quelques propriétés sur les séries de Littlewood-

Paley et on termine par quelques inégalités qui seront utilisés dans la suite.

Dans le deuxième chapitre, une premier partie commence par des rappels sur
les espaces de Besov et leurs propriétés, et dans la deuxième partie on donne une
caractérisation par la fonction maximale de Peetre et par les différences finies pour
ces espaces.

Dans le troisième chapitre, on va étudier les espaces des multiplicateurs ponctuels
dans les espace de Besov et quelques résultats qu’on utilisera par la suite. On termine
ce chapitre par un contre exemple pour les o.ps.d d’ordre 0, ce sont des opérateurs
non bornés sur les espaces des multiplicateurs de Bs

p,q pour 0 < s < n
p
.
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Chapitre 1

Quelques résultas préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de rappeler les notions essentielles, dans le cadre
générale quelques propriétés sur les séries de Littlewood-Paley, et les outils que nous
aurons à utiliser dans ce mémoire.

1.1 Séires de Littlewood-Paley
Les séries de Littlewood -Paley jouent un rôle important dans la définition des es-

paces de Besov. Nous allons rappeler la définition de la décomposition de Littlewood
-Paley d’une distribution tempérée.

1.1.1 La décomposition de littlewood-paley

Soit γ ∈ S (Rn) telle que :

* suppγ ⊂
{
ξ ∈ Rn : 1

2
≤ |ξ| ≤ 3

2

}
.

* γ (ξ) ≥ 0 pour 1
2
≤ |ξ| ≤ 3

2
.

*
∑
j∈Z

γ (2−jξ) = 1, ∀ξ ∈ Rn\ {0} .

On pose ρ (ξ) = 1−
∑
j≥1

γ (2−jξ) , on obtient une fonction ρ ∈ C∞ (Rn) telle que

suppρ ⊂
{
ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ 3

2

}
,

alors pour tout ξ ∈ Rn on a la partition de l’unité suivante

ρ (ξ) +
∑
j≥1

γ
(
2−jξ

)
= 1. (1.1)

La relation (1.1) converge dans S (Rn) est appellés la partitions de l’unité.
A cette partition on a associe une suite d’opérateurs de convolutions‚ notés

Qj, Sk : S ′ (Rn) −→ C∞ (Rn)

définis par
Qjf (x) = F−1 (γ (2−j.)) ∗ f (x) j ≥ 1
Skf (x) = F−1

(
ρ
(
2−k.

))
∗ f (x) k ≥ 0

2



ou bien
F (Qjf) (ξ) = γ (2−j.) f̂ (ξ) ∀j ≥ 1

F (Skf) (ξ) = ρ
(
2−k.

)
f̂ (ξ) ∀k ≥ 0,

avec la notation Q0 = S0. Si dans la relation (1.1) on change ξ par 2−jξ, alors il
vient

ρ
(
2−kξ

)
+
∑
j≥k+1

γ
(
2−jξ

)
= 1,

on multiplie par f̂ (ξ) on obtient

f̂ (ξ) ρ
(
2−kξ

)
+ f̂ (ξ)

∑
j≥k+1

γ
(
2−jξ

)
= f̂ (ξ) . (1.2)

En appliquant l’application F−1 sur (1.2) on obtient encore

Skf +
∑
j≥k+1

Qjf = f, (∀k ∈ N) . (1.3)

Pour k = 0 on trouve
S0f +

∑
j≥1

Qjf = f.

Pour tout f ∈ S ′ (Rn) la décomposition de Littlewood-Paley de f est alors l’iden-
tité

f =
∑
j≥0

Qjf. (1.4)

La série (1.4) converge au sens des distributions temperées. De (1.3) et (1.4) alors

Skf +
∑
j≥k+1

Qjf =
k∑
j=0

Qjf +
∑
j≥k+1

Qjf,

Donc

Skf =
k∑
j=0

Qjf.

Pour toute f ∈ S ′ (Rn), la décomposition de Littelwood-Paley de f, est alors
l’identité :

f = Skf +
∑
j≥k+1

Qjf (1.5)

La série (1.5) converge au sens des distributions tompérées.

Remarque 1.1 Par l’inégalité de Young pour la convolution, il vient que les suites
d’opérateurs (Qj)j≥0 et (Sj)j≥0 sont bornnées uniformément dans L(Lp) pour 1 ≤
p ≤ +∞.

3



Décomposition du produit f · g

Soient f et g deux fonctions dans S ′ (Rn) . On définit le produit f · g par :

f · g = lim
j→∞

(Qjf) · (Qjg) ,

lorsque la limite existe dans S ′ (Rn), on combinant (1.4) et (1.5) on trouve

f · g =
∑
j≥0

Qj (f · g)

=
∑
j≥0

Qj

(∑
k≥0

Qkf
∑
t≥0

Qtg
)

=
∑
j≥0

∑
k≥0

∑
t≥0

Qj (QkfQtg) .

Calculons maintenant F (Qj (QkfQtg)) .

F (Qj (QkfQtg)) (ξ) = γ
(
2−jξ

)
[F (QkfQtg) (ξ)]

= γ
(
2−jξ

)
(F (Qkf) ∗ F (Qtg)) (ξ)

= γ
(
2−jξ

) ∫
Rn
F (Qkf) (ξ − η)F (Qtg) (η) dη

=

∫
Rn
γ
(
2−jξ

)
γ
(
2−k (ξ − η)

)
γ
(
2−tη

)
F (f) (ξ − η)F (g) (η) dη,

donc, il ya trois cas où le support de F (Qj (QkfQtg)) n’est pas vide

t ≤ j et j − 2 ≤ k ≤ j + 4,
k ≤ j et j − 2 ≤ t ≤ j + 4

t ≥ j, k ≥ j et |t− j| ≤ 1,

alors

Qj (f · g) =
∑
t;k≥0

Qj (QkfQtg)

=
(
Q

(1)
j +Q

(2)
j +Q

(3)
j

)
(f · g) ,

avec
Q

(1)
j (f · g) = Qj

(
Q̃jfSj+1g

)
,

Q
(2)
j (f · g) = Qj

(
Sj+1fQ̃jg

)
,

Q
(3)
j (f · g) =

∑
k≥j Qj

(
QkfQ̄kg

)
,

(1.6)

et

Q̃j =

j+4∑
j−2

Qk et Q̄j =

j+1∑
j−1

Qk.
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1.2 Quelques inégalités de base
Théorème 1.2 (Riesz-Thorin) Soient (X,µ) , (Y, υ) deux espaces mesurés et
p0, p1, q0, q1 ∈ [1,∞] avec p0 6= p1, q0 6= q1. On suppose que T est un opérateur envoi
`p0 (X,µ) dans `q0 (Y, υ) et `p1 (X,µ) dans `q1 (Y, υ) tel que, pour toute fonction
simple f on a

‖Tf‖qi ≤ C ‖f‖pi , (i = 0, 1).

Alors T renvoie (`p0 , `p1)θ = `p dans (`q0 , `q1)θ = `q tels que 1
p

= 1−θ
p0

+ θ
p1

et 1
q

=
1−θ
q0

+ θ
q1
, (0 < θ < 1) de plus on a

‖Tf‖q ≤ C1−θ
0 Cθ

1 ‖f‖p .

Preuve. Voir [7, page 34]

Théorème 1.3 (Inégalité de Hölder) Soient fi ∈ `pi (Rn) avec 1 ≤ pi ≤ ∞ et
i = 1, 2. Alors

‖f1.f2‖r ≤ ‖f1‖p1 ‖f2‖p2 ,

telle que 1
r
≤ 1

p1
+ 1

p2
.

Théorème 1.4 (Inégalité de Young) Pour tout f, g ∈ `p (Rn) on a

f ∗ g ∈ `r (Rn) et ‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

Telle que 1 + 1
r

= 1
p

+ 1
q
et p, q, r ∈ [1,∞].

Preuve. On fixe g ∈ Lq (Rn) et on considére l’opérateur Tf = f ∗ g. On a

Tf (x) =
∫
f (y)1/q g (x− y) f (y)1/q′ dy

|Tf (x)| ≤
∫
|f (y)|1/q

′
|g (x− y)| |f (y)|1/q dy.

En utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient

‖Tf (x)‖q ≤ ‖f‖1 ‖g‖q .

D’autre part, l’inégalité de Hölder donne

|Tf (x)| ≤ ‖g‖q ‖f‖q .

On applique le théorème 1.2 (théorème d’interpolation)

T : L1 (Rn) −→ Lq (Rn)
Lq
′
(Rn) −→ L∞ (Rn) .

Alors pour tout 1
r

+ 1 = 1
p

+ 1
q
, on a

T : Lp (Rn) −→ Lr (Rn) .
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Théorème 1.5 (Théorème de Bernstien) Soient 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ et α ∈ Nn.
Il existe c = c (α, p, q, n) > 0, telle que pour toute f ∈ Lp (Rn), avec suppf̂ ⊂
{ξ ∈ Rn : |ξ| < H} , on a ∥∥f (α)

∥∥
q
≤ cH |α|+( 1

p
− 1
q

) ‖f‖p

Preuve. Soit φ ∈ S (Rn) telle que φ (ξ) = 1 pour |ξ| ≤ 1. On pose φH = φ
(
ξ
H

)
. On

a f̂ = φH f̂ , et
f (α) =

(
F−1φH

)(α) ∗ f.
Par Inégalité de Young, on obtient∥∥f (α)

∥∥
q
≤
∥∥ (F−1φH

)(α) ∥∥
r

∥∥f∥∥
p
, avec 1 + 1

q
= 1

p
+ 1

r
.

Comme pour tout x ∈ Rn(
F−1φH

)(α)
(x) = Hn

(
F−1φ

)(α)
(Hx) ,

il vient ∥∥ (F−1φH
)(α) ∥∥

r
= Hn+|α|−n

r

∥∥ (F−1φ
)(α) ∥∥

r
.

Ce qui donne le résultat.

Lemme 1.6 Soient 0 < a < 1 et 1 ≤ q ≤ ∞, pour toute suite {εj}j∈N ⊂ `q (R+) on
a : ∥∥∥{aj j∑

k=0

a−kεk

}
j∈N

∥∥∥
`q

+
∥∥∥{a−j ∞∑

k=j

akεk

}
j∈N

∥∥∥
`q
≤ 2

1− a

∥∥∥ {εj}j∈N ∥∥∥
`q
. (1.7)

Preuve. Pour 1 ≤ q ≤ ∞, on a

aj
j∑

k=0

a−kεk =

j∑
k=0

aj−kεk

=

j∑
k=0

a(j−k)/qεka
(j−k)q′ ,

par l’inégalité de Hölder, on trouve

( j∑
k=0

aj−kεk

)q
≤
( j∑
k=0

aj−kεqk

)( j∑
k=0

aj−k
)q/q′

.

Donc pour tout n ∈ N on a

n∑
j=0

( j∑
k=0

aj−kεk

)q
≤

( n∑
i=0

ai
)q/q′( n∑

k=0

εqk

n∑
j=k

a(j−k)
)

≤
( n∑
i=0

ai
)q( ∞∑

k=0

εqk

)
.
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Donc ∥∥∥{ j∑
k=0

aj−kεk

}
j∈N

∥∥∥
`q
≤ C

∥∥{εj}j∈N∥∥`q .
Pour 0 < q < 1, on a ( j∑

k=0

aj−kεk

)q
≤

j∑
k=0

a(j−k)qεqk,

ce qui implique
n∑
j=0

( j∑
k=0

aj−kεk

)q
≤
( n∑
k=0

εqk

n∑
j=k

a(j−k)q
)
.

Par conséquent

∥∥∥{ j∑
k=0

aj−kεk

}
j∈N

∥∥∥
`q
≤ C

( 1

1− aq
)1/q∥∥{εj}j∈N∥∥`q .

De même pour
{
a−j

∑∞
k=j a

kεk

}
j∈N

.
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Chapitre 2

Définitions et quelques propriétés des
espaces de Besov

Nous allons rappeler la définition des espaces de Besov et certaines propriétés.

2.1 Espace de Besov
Définition 2.1 Soient s ∈ R, p, q ∈ [1,+∞] . L’espace de Besov Bs

p,q (Rn) est l’en-
semble des f ∈ S ′ (Rn) telles que

‖f‖Bsp,q(Rn) =


(∑

j≥0

(
2sj ‖Qjf‖p

)q)1/q

< +∞, pour 0 < q < +∞

supj≥0

(
2js ‖Qjf‖p

)
< +∞, pour q = +∞

Proposition 2.2 (i) Bs
p,q est un espace de Banach si min (p, q) ≥ 1

(ii) Soient s ∈ R, p, q0, q1 ∈]0,∞) tels que 0 < q0, q1 ≤ ∞ et ε > 0, alors

S ↪→ Bs+ε
p,q0

↪→ Bs
p,q1

↪→ S ′,

(iii) Si 0 < q0 ≤ q1 ≤ ∞, alors

Bs
p,q0

↪→ Bs
p,q1

(iv) Soient p0 < p et s− n
p0

= α− n
p
, alors

Bs
p0,q

↪→ Bα
p,q

(v) Pour tout entier m > s on a

Wm
p ↪→ Bs

p,q.

Preuve. voir [10, page 47]

Définition 2.3 On dit qu’un espace vectoriel E est une algèbre si il existe une
constante c > 0, telle que

‖f · g‖E ≤ C ‖f‖E · ‖g‖E , ∀ (f, g) ∈ E

8



Proposition 2.4 Soient s ∈ R, 0 < p, q ≤ ∞, alors les propriétés suivantes sont
équivalentes

(i) Bs
p,q est une algébre

(ii) Bs
p,q ↪→ L∞

(iii) s > n
p
ou s = n

p
et 0 < q ≤ 1.

Proposition 2.5 Soient s ∈ R et η > 1. Alors

(i) Pour tout suite des fonctions {gj}j∈N telle que suppgj ⊂ {ξ ∈ Rn : η−12j ≤ |ξ| ≤ η2j}
et pour tout j ∈ N, on a∥∥∥ ∞∑

j=0

gj

∥∥∥
Bsp,q(Rn)

≤ c
( ∞∑
j=0

2sqj ‖gj‖qp
)1/q

, c > 0.

(ii) Pour tout fonction θ ∈ C∞ (Rn) à support dans η−1 ≤ |ξ| ≤ η et toute suite
de distribution {gj}j∈N définie par Fg

j
(ξ) = θ (2−jξ)Fg (ξ), on a( ∞∑

j=0

2sqj ‖gj‖qp
)1/q

≤ c sup
|α|≤[n2 ]+1

∥∥θ(α)
∥∥
∞ ‖g‖Bsp,q(Rn) . (2.1)

(iii) Si s > 0, on peut dans (i) remplacer les couronnes η−12j ≤ |ξ| ≤ η2j par les
boules |ξ| ≤ η2j.

Preuve. (i) On a Qk

(∑
j≥0 gj

)
=
∑j=k+N

j=k−N Qkgj, telle que pour tout |j − k| ≤ N

on a suppγ
(
2−k.

)
∩ suppFgj 6= φ, avec N = 2 +

[
ln η
ln 2

]
. Alors

2ks
∥∥∥Qk

( ∞∑
j=0

gj

)∥∥∥
p
≤

∑
−N≤l≤N

2ks ‖Qkgk+l‖p

≤ c
∑

−N≤l≤N

2ks ‖gk+l‖p .

D’où( ∞∑
k=0

(
2ks
∥∥∥Qk

( ∞∑
j=0

gj

)∥∥∥
p

)q)1/q

≤ c1

∑
−N≤l≤N

( ∞∑
k=0

(
2ks ‖gk+l‖p

)q)1/q

≤ c2

( ∞∑
ḱ=0

(
2ḱs ‖gḱ‖p

)q)1/q

.

ii) On pose gj =
∑∞

k=0Qkgj, ∀j ∈ N. D’où

gj =

j+N∑
k=j−N

2njF−1θ(2j·) ∗Qkg,

telle que pour tout |j − k| ≤ N, avec suppγ
(
2−k
)
∩ suppFgj 6= φ, où N = 2 +

[
ln η
ln 2

]
.

Nous avons(
1 + |y|2

)mF−1θ (y) = (2π)−n
∫
Rn

expix·y (I −∆x)
m θ (x) dx,
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d’aprés l’inégalité de Caushy-Shwarz et l’égalité de Bessel-perseval on a

∥∥F−1θ
∥∥

1
≤

(∫
suppψ

∣∣∣(I −∆x)
m/2 θ (x)

∣∣∣2 dx) 1
2
(∫

Rn

(
1 + |y|2

)−m
dy
) 1

2

≤ C sup
|α|≤m

∥∥θ(α)
∥∥
∞ , avec m = [

n

2
] + 1

par l’inégalité de Young on déduit que

‖gj‖p ≤ c
∑

j−N≤k≤j+N

‖Qkg‖p ≤ c
+∞∑
k=j

‖Qk−Ng‖p ,

alors on a trois cas :
1) Si s > 0 on a( ∞∑

j=0

2sqj ‖gj‖qp
) 1
q ≤ c1

( ∞∑
k=0

2sqk ‖Qk+Ng‖qp
) 1
q
.

2) Si s < 0 on a

2sj ‖gj‖p ≤ C (ψ) 2sj
∑

j−N≤k≤j+N

‖Qkg‖p

≤ C (ψ) 2−sN2s(j+N)
∑

0≤k≤j+N

2−sk
(
‖Qkg‖p

)
.

3) Si s = 0 en utilisant l’inégalité de Hölder, alors :

‖gj‖p ≤ c
( ∑
j−N≤k≤j+N

1
)1/q( ∑

j−N≤k≤j+N

‖Qkg‖qp
)1/q

, avec N = 2 +

[
ln η

ln 2

]
d’où ( ∞∑

j=0

‖gj‖qp
)1/q

≤ c (2N + 1)1/p+1/q′
( ∞∑
j=0

∑
j−N≤k≤j+N

‖Qkg‖qp
)1/q

= c (2N + 1)1/p+1/q′
( ∞∑
k=0

‖Qkg‖qp
)1/q

= c ‖g‖B0
p,q .

Lemme 2.6 Soient 1 ≤ p0, q0 ≤ ∞ et 1 ≤ p1, q1 <∞, alors(
Bs0,q0
p0

, Bs1,q1
p1

)
θ

= Bs,q
p , s = (1− θ) s0 + θs1

1

p
=

1− θ
q0

+
θ

q1

,
1

q
=

1− θ
p0

+
θ

p1

, 0 < θ < 1.
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2.2 Normes équivalentes
Le but de ce section est de présenter des normes équivalentes pour les espaces

de Bs
p,q.

2.2.1 Caractérisation par la fonction maximale de Peetre

Nous commencerons par les définitions suivantes.

Définition 2.7 Soient a > 0, f ∈ S ′ (Rn). Les fonctions maximales de Peetre sont
définies par

Q∗,aj f (x) = sup
y∈Rn

|Qjf (y)|
(1 + 2j |x− y|)a

, S∗,aj f (x) = sup
y∈Rn

|Sjf (y)|
(1 + 2j |x− y|)a

, j ∈ N.

Théorème 2.8 Soient s ∈ R,≥ 0, 0 < p, q <∞ et a > max (n/p, n/q). Alors

‖f‖(1)
Bsp,q

=
∥∥∥{Q∗,aj f

}
j≥0

∥∥∥
`sq(L

p)
,

est une norme équivalente dans Bs
p,q.

Preuve. Voir [10].

Théorème 2.9 Soient s ∈ R, τ ≥ 0, 0 < p, q <∞ et a > max (n/p, nτ). Alors

‖f‖(2)
Bsp,q

=
∥∥∥{S∗,aj f

}
j≥0

∥∥∥
`sq(L

p)
,

est une norme équivalente dans Bs
p,q.

Preuve. Voir [10].

2.2.2 Caractérisation par la différence finies

Pour définir les normes sous forme continue d’une fonction f appartenant à
l’espace fonctionnel de Besov, nous aurons besoin de l’opérateur de différences finies.

Définition 2.10 Soient f ∈ S ′ (Rn) , x, h ∈ Rn et m ∈ N∗, l’opérateur de différences
finies est noté par ∆m

h tel que

∆hf (x) =
m∑
k=0

( k
m

)
(−1)k f (x+ (m− k)h) ,

où ( k
m

)
=

m!

k! (m− k)!
on a

∆1
hf (x) = f (x+ h)− f (x)

∆2
hf (x) = ∆1

h

(
∆1
hf
)

(x)

. =

. =

. =

∆m
h f (x) = ∆1

h

(
∆m−1
h f

)
(x)

11



Théorème 2.11 ([9]) Soient 1 ≤ p, q ≤ ∞,M ∈ N\ {0} et s ≥ 0. Alors

‖f‖(3)
Bsp;q

= ‖f‖p +
(∫ 1

0

(
2sj sup
|h|<t

∣∣∆M
h f
∣∣
p

)q dt
t

)1/q

,

est une norme équivalente dans Bs
p,q.

Preuve. Etape 1. Nous prouvons qu’il existe une constante c > 0 telle que

‖f‖Bsp,q ≤ c ‖f‖(3)
Bsp,q

, (2.2)

posons

δ (x) =
1

|Sn−1|

∫
|h′|=1

(
expix.h

′ −1
)M

dh′, (∀x ∈ Rn,M ∈ N) ,

telle que Sn−1 la sphére unité de Rn. δ (x) 6= 0 si x ∈ suppγ ou x ∈ suppρ, et comme

F
(
∆M
h f
)

(ξ) =
(
expiξ·h−1

)M
(Ff) (ξ) ,

on a
F−1 (δFf) (x) =

1

|Sn−1|

∫
|h′|=1

∆M
h′ f (x) dh′.

De plus

Qjf (x) = F−1
(γ (2−j.)

δ (2−j.)
F
(
F−1

(
δ
(
2−j.

)
Ff
)) )

(x)

=

∫
Rn
F−1

(γ (2−j.)

δ (2−j.)

)
(y)F−1

(
δ
(
2−j.

)
Ff
)

(x− y) dy

=
1

|Sn−1|

∫
|h′|=1

∫
Rn
F−1

(γ (2−j.)

δ (2−j.)

)
(y) ∆M

2−jh′f (x− y) dydh′.

Par conséquent

‖Qjf‖p ≤
1

|Sn−1|

∫
|h′|=1

∥∥∆M
2−jh′f

∥∥
p
dh′
∫
Rn
F−1

(γ (2−j.)

δ (2−j.)

)
(y) dy

≤ C1 sup
u∈Rn,|u|≤2−j

∣∣∆M
u f
∣∣
p
.

Alors

C2

(∫ 1

0

(
t−s sup

u∈Rn,|u|≤t

∥∥∆M
u f
∥∥
p

)q dt
t

)1/q

≥ C3

(∑
j≥0

(
2js sup

u∈Rn,|u|≤2−j

∥∥∆M
u f
∥∥
p

)q
× 2−sqt

∫ 2−j+1

2−j
t−sq−1

)1/q

≥ C4 ‖f‖Bsp,q

Etape 2. Nous prouvons l’assertion inverse de (2.2).
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Pour tout 0 < t < 1 et ∀k ∈ N, on obtient :∫ 1

0

(
t−s sup

|s|≤t

∥∥∆M
u f
∥∥
p

)q dt
t
≤ (2.3)

≤ C2

∞∑
k=0

(
2−sk2sk sup

|u|≤2−k

∥∥∆M
u f
∥∥q
p

)∫ 2−k+1

2−k
t−sq−1dt

≤ C3

∞∑
k=0

(
2sk sup
|u|≤2−k

∥∥∆M
u f
∥∥
p

)q
.

Pour tout u ∈ Rn tel que |u| ≤ 2−k, r > 0 et j ∈ {0, ..., k} , alors il existe une
constante C4 > 0, telle que∥∥∆M

u (Qjf)
∥∥
p
≤ 2M2d(j−k) sup

|y|≤2−k

|Qjf (x+ y)|
1 + |2jy|d

≤ C42d(j−k)
∥∥∥Q∗,dj f

∥∥∥
p
, (2.4)

si d > (n\min (p, q)) alors on décomposé ∆M
u f en( k∑

j=0

+
∞∑

j=k+1

)
∆M
u (Qjf) = Ak +Bk.

Nous estimons chacun des deux termes. Choisissez deux nombres reéls r et t tels
que 0 < r < s < t, et en utilisant (2.4), on remplace d par r et t dans l’estimation
des Ak et Bk respectivement, on obtient( ∞∑

k=0

(
2sk ‖Ak‖p

)q)1/q

≤ C5

( ∞∑
k=0

(
2−(t−s)k

k∑
j=0

2(t−s)j2sj
∥∥Q∗,tj f∥∥p )q)1/q

(2.5)

et ( ∞∑
k=0

ϕs
(
2−k
)
‖Bk‖p

)q)1/q

≤ C6

( ∞∑
k=0

(
2(s−r)k

∞∑
j=k+1

2−(s−r)j2sj
∥∥Q∗,rj f

∥∥
p

)q)1/q

.

(2.6)
Nous appliquons le lemme 1.6 et l’estimation élémentaire

∥∥Q∗,dj f
∥∥
p
≤
∥∥Qjf

∥∥
p

(d = r ou t)
à (2.5) et (2.6), et si on pose 0 < r < γ, alors on trouve

C7

∞∑
k=0

(
2−(M−γ)k

k∑
j=0

2(M−γ)2jγ ‖Qjf‖p
)q

+C8

∞∑
k=0

(
2(γ−r)k

∞∑
j=k+1

2−(γ−r)j2jγ ‖Qjf‖p
)q
.

Définition 2.12 Nous dirons qu’une distribution Θ est homogène de degré α ∈ R,
si

Θ(tx) = tαΘ(x), (∀t > 0, x ∈ Rn).

Lemme 2.13 ([1]) Soient τ > −n
p
, φ ∈ D (Rn) et Θ une fonction homogène de

degré 0, C∞ en dehors de l’origine, alors la fonction |x|τ Θ (x)φ (x) appartient à
B
τ+n

p
p,∞ .
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Preuve. Soit g (x) = |x|τ Θ (x)φ (x), pour prouver que g ∈ B
τ+n

p
p,∞ (Rn) on va montrer

par récurrence sur m = −[−τ− n
p
]−1, (m ∈ N) que g(α) ∈ B

τ+n
p
−m

p,∞ (Rn) où |α| ≤ m.

1. Le cas m = 0, σ = τ + n
p
< 1, posons (∆hg) (x) = g (x+ h)− g (x) , on a

∥∥∆hg
∥∥p
p
≤
( ∫
|x|≤2|h|

+

∫
|x|≥2|h|

)
|∆hg (x)|p dx

dans la première intégrale, on majore |∆hg (x)| par |g (x+ h)|+ |g (x)| ce qui donne∫
|x|≤2|h|

|∆hg (x)|p dx ≤ 2p
∫

|x|≤3|h|

|g (x)|p dx

≤ c

∫
|x|≤3|h|

|x|τp dx

≤ c´|h|σp

dans la deuxième intégrale, le théorème des accroissements finis donne

|∆hg (x)| ≤ c |h| |x|τ−1

d’où ∫
|x|≥2|h|

|∆hg (x)|p dx ≤ c |h|p
∫

|x|≥2|h|

|x|p(τ−1) dx = c´|h|σp

ainsi ‖∆hg‖p ≤ c |h|σ .
2. Le cas m = 0, σ = 1.
Pour évaluer ‖g‖B1

p,∞
, l’éstimation porte sur la différence seconde

∆2
hg (x) = g (x+ h)− 2g (x) + g (x− h) .

De manière analogue au (1), on a∫
|x|≤2|h|

∣∣∆2
hg (x)

∣∣p dx ≤ 3p
∫

|x|≤3|h|

|g (x)|p dx

≤ c |h|p

et la formule de taylor à l’ordre 2, permet d’obtenir∣∣∆2
hg (x)

∣∣ ≤ c |h|2 |x|τ−2 (pour |x| ≥ 2 |h|)

d’où ∫
|x|≥2|h|

∣∣∆2
hg (x)

∣∣p dx ≤ c |h|2p
∫

|x|≥2|h|

|x|p(τ−2) dx = c´|h|p

finalement ‖∆2
hg‖p ≤ c |h| .

3. La récurrence sur m.
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Fixons α dansNn, tel que |α| ≤ m, la fonction g(α) est une combinaison linéaire de
fonctions da la forme

gj (x) = |x|τ−j Λ (x)ψ (x) , (j = 0, ..... |α|) ,

où Λ est homogène de degré 0, C∞ sur Rn�0 et ψ ∈ D.
On a m < n

p
+ τ entraîne j < τ + n

p
, donc∫

|gj (x)|p dx ≤ c

∫
x∈suppψ

|x|p(τ−j) dx,

ce qui prouve que gj ∈ Lp.
Il reste à montrer que pour |α| = m, gj ∈ B

τ+n
p
−m

p,∞ .
• Si j 6= 0, l’hypothèse de récurrence s’applique et donne

gj ∈ B
τ−j+n

p
p,∞ ↪→ B

τ+n
p
−m

p,∞

• Si j = 0, on a 1 ≤ m < τ + n
p
< 1 +m, d’où

gj ∈ W 1
p ↪→ B

τ+n
p
−m

p,∞

Conclusion : toutes les dérivées de g d’ordre α, (|α| ≤ m) , sont dans B
τ+n

p
−m

p,∞ ,

d’où g ∈ B
τ+n

p
p,∞ .
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Chapitre 3

Non continuité des o.ps.d sur les
espaces des multiplicateurs de Besov

Dans ce chapitre on va étudier la multiplicateur ponctuels dans les espaces de
Besov Bs

p;q (Rn). Avant cette étude nous rappelons quelques notions essentielles sur
l’espace des multiplicateur M (E)

3.1 Espaces des multiplicateurs.

3.1.1 Multiplicateurs ponctuels

Définition 3.1 Soit E un espace de Banach de distribution (E.B.D) , on dit que
f ∈ D′ (Rn) est un multiplicateur ponctuel de E, s’il existe une constante C > 0,
telle que pour toute ψ ∈ C∞ ∩ E, on a

‖f · ψ‖E ≤ C ‖ψ‖E .

L’espaces linéaire des multiplicateurs sera noté M (E) définie par la norme

‖f‖M(E) = sup
‖ψ‖E=1

‖f · ψ‖E , ∀ψ ∈ C∞ ∩ E.

Remarque 3.2 1. Si E contient C∞ ∩ E comme un sous-espace dense ; on dit
tout simplement, pour tout ψ ∈ D (Rn), on a

f · ψ ∈ E, et ‖f · ψ‖E ≤ c ‖ψ‖E .

2.
(
M (E) , ‖.‖M(E)

)
est un espace de Banach.

3. Si D (Rn) ⊂ M (E) alors M (E) est un algébre (i. e. si f, g ∈ M (E) =⇒
f · g ∈M (E)).

4. M (E) = M (E ′) telle que E ′ est le dual de E.

3.1.2 Multiplicateurs de Besov

Théorème 3.3 ([2]) si 1 ≤ p ≤ ∞ alors

M (Lp) = L∞.
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Proposition 3.4 Soient p, q ∈ [1,∞) et s ∈ R, alors
i)
(
Bs
p,q (Rn)

)′
= B−sp′,q′ (Rn)

(ii) M
(
Bs
p,q (Rn)

)
= M

(
B−sp′,q′ (Rn)

)
(iii) M

(
Bs
p,q (Rn)

)
↪→ L∞.

Preuve. La preuve de (i). Soient f ∈ Bs
p,q et g ∈ B−sp′,q′ .

1. Le cas s > 0, on utilisons la décomposition suivante

〈f, g〉 =
∞∑
j=0

∫
Rn
Qjf (x) · Sjg (x) dx+

∞∑
k=1

∫
Rn
Qkf̃ (x) · Sk−1g̃ (x) dx,

telle que f̃ (x) = f (−x) et g̃ (x) = g (−x). Par l’inégalité de Hölder dans Lp, nous
avons, ∣∣∣ ∞∑

j=0

∫
Rn
Qjf (x) · Sjg (x) dx

∣∣∣ ≤ c1

∞∑
j=0

2js ‖Qjf (x)‖p ×

× 2−js
j∑

k=0

2sk
(

2−sk
∥∥Skg (x)

∥∥
p′

)
dx

≤ c3 ‖f‖Bsp,q ‖g‖B−sp′,q′ .

La derniére estimation est obtenue par l’inégalité de Hölder et le lemme 1.6. De
même ∣∣∣ ∞∑

k=1

∫
Rn
Qkf̃ (x) · Sk−1g̃ (x) dx

∣∣∣ ≤ c1

∥∥f̃∥∥
Bsp,q

∥∥g̃∥∥
B−s
p′,q′

,

et comme ∆N
h f̃ (x) = ∆N

−hf (x) et le theoreme 2.11, on obtient∣∣∣ ∫
Rn

∞∑
k=1Qk

f̃ (x) · Sk−1g̃ (x) dx
∣∣∣ ≤ c2 ‖f‖Bsp,q ‖g‖B−sp′,q′ ,

2. Le cas s < 0, nous utilisons la décomposition

〈f, g〉 =
∞∑
j=0

∫
Rn
Sjf (x) ·Qjg (x) dx+

∞∑
k=1

∫
Rn
Sk−1f̃ (x) ·Qkg̃ (x) dx,

alors nous avons ∣∣∣ ∞∑
j=0

∫
Rn
Sjf (x) ·Qjg (x) dx

∣∣∣ ≤ c ‖f‖Bsp,q ‖g‖B−sp′,q′ .

Le cas s = 0, on remarquons pour tout j et x, il existe yj,x ∈ Rn telle que |x− yj,x| ≤
2−j. On choisissons d > (n/min (p, q)), d’où∣∣∣ ∞∑

j=0

∫
Rn
Qjf (x) · Sjg (x) dx

∣∣∣ ≤ ∞∑
j=0

‖Qjf(x)‖p
( j∑
k=0

‖Qkg (x)‖p′
1 + (2k |x− yj,x|)d

dx

×
(
1 +

(
2k |x− yj,x|

)d ))
. (3.1)
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Alors le dernier terme de (3.1) est borné par

( ∞∑
j=0

‖Qjg‖qp
)1/q( ∞∑

j=0

( j∑
k=0

2d(k−j)
∥∥∥Q∗,dk g (x)

∥∥∥
p′

)q′)1/q′

.

Par l’inégalité de Hölder ces cas impliquent que B−sp′,q′ ↪→
(
Bs
p,q

)′
.

On montrons que l’inverse, soit g ∈
(
Bs
p,q

)′ et on considére l’application f ∈
Bs
p,q → g (f) = 〈f, g〉 .
Par le théoréme de Hahn-Banach et [10, Proposition 2.11.1/(i)], on obtient( ∞∑

k=0

(
2−sk ‖Skg‖p′

)q′)1/q′

∼ ‖g‖

(ici ‖g‖ désigne la norme de l’application linéaire continue g), ce qui donne
g ∈ B−sp′,q′ .

La preuve de (ii), Soient a ∈M
(
Bs
p,q

)
et f ∈ B−sp′,q′ , g ∈ Bs

p,q, Le produit 〈a · f, g〉
peut étre écrit comme :

∞∑
j=0

∫
Rn
Qjf (x) · Sj (a · g) (x) dx+

∞∑
k=0

∫
Rn
Qk−1f̃ (x) · Sk(ã · g) (x) dx (si s > 0) ,

et
∞∑
j=0

∫
Rn
Sjf (x)·Qj (a · g) (x) dx+

∞∑
k=1

∫
Rn
Sk−1f̃ (x)·Qk−1(ã · g) (x) dx (si s < 0) ,

ainsi que

∣∣∣ ∞∑
j=0

∫
Rn
Qjf (x) · Sj (a · g) (x) dx

∣∣∣ ≤ c
∞∑
j=0

( j∑
k=0

2d(k−j)∥∥S∗,dk f
∥∥
p′

)
× ‖Sj (a · g)‖p (si s = 0, voir (3.1)).

L’estimation
|〈a · f, g〉| ≤ c ‖f‖B−s

p′,q′
‖a · g‖Bsp,q ,

peut étre obtenue de la méme maniére que (i).
Il s’ensuit que, (pour tout s ∈ R),

‖a · f‖B−s
p′,q′

≤ sup
‖g‖

Bsp,q

|〈a · f, g〉|

≤ c ‖f‖B−s
p′,q′

.

Les inclusions inverses seront obtenus par la même technique.
La preuve de (i), comme (

Bs0
p0,q0

, Bs1
p1,q1

)
θ

= Bs
p,q,

18



en particulier (
Bs
p,q, B

−s
p′,q′

)
2

= B0
2,2. (3.2)

Donc si b ∈M
(
Bs
p,q

)
on considére l’opérateur

Tb : S −→ S ′
g −→ b · g

on a Tb est borné de Bs
p,q dans Bs

p,q (car b ∈ M
(
Bs
p,q

)
), et Tb est borné de B−sp′,q′

dans B−sp′,q′(car b ∈ M
(
Bs
p,q

)
= M

(
B−sp′,q′

)
). Donc par (3.2) on trouve que Tb soit

borné de L2 dans L2 c’est-à–dire b ∈M (L2) = L∞. Alors

M
(
Bs
p,q

)
↪→ L∞.

Théorème 3.5 ([9]) Soient 1 ≤ p, p1, q ≤ ∞, r > 0 et −r < s < min(r, n
p
).

Alors
Br
p1,∞ ∩ L

∞ ↪→M
(
Bs
p,q

)
.

Preuve. Soient f ∈ Bs
p,q et g ∈ Br

p,∞ ∩ L∞. D’aprés la décomposition de f · g, on
obtient

f · g =
∞∑
k=0

3∑
i=1

Q
(i)
k (f · g) ,

on calcule f · g dans la norme de Bs
p,q, et on estime respectivement Q(1)

k (f · g) ,

Q
(2)
k (f · g) , Q

(3)
k (f · g) en norme de Bs

p,q

∥∥f · g∥∥
Bsp,q
≤ C

3∑
i=1

∥∥∥ ∞∑
k=0

Q
(i)
k (f · g)

∥∥∥
Bsp,q

.

Estimation de
{
Q

(1)
k (f · g)

}
k∈N

. On observe que∥∥∥Q(1)
k (f · g)

∥∥∥
p

=
∥∥∥Qk

(
Q̃kfSk+1g

)∥∥∥
p

≤ c ‖Skg‖∞
∥∥∥Q̃kf

∥∥∥
p
.

Puisque
‖Sk+1g‖∞ =

∥∥F−1
(
ρ
(
2−k.

))
∗ g
∥∥
∞ ≤ ‖ρ‖1 ‖g‖∞ ,

comme supp F
(
Q

(1)
k (f · g)

)
⊂ {ξ ∈ Rn : 2j ≤ |ξ| ≤ 3 · 2j} , alors la proposition 2.5

donne ∥∥∥ ∞∑
k=0

Q
(1)
k (f · g)

∥∥∥
Bsp,q

≤ c ‖g‖∞ ‖f‖Bsp,q .
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Estimation de
{
Q

(2)
k (f · g)

}
k∈N

. Nous considérons d’abord p ≤ p1. D’après l’in-
égalité de Bernstein on a

‖Qjf‖p2 ≤ c 2jn/p1 ‖Qjf‖p , (où 1
p2

= 1
p
− 1

p1
),

par conséquent, par l’inégalité de Hölder

2ks
∥∥∥Q(2)

k (f · g)
∥∥∥
p
≤ c

∥∥∥Q̃kg
∥∥∥
p1

2ks
k+1∑
j=0

2jn/p1 ‖Qjf‖p ,

si on suppose que r ≤ n
p1
, alors on a

2ks
∥∥∥Q(2)

k (f · g)
∥∥∥
p
≤ c ‖g‖Brp1,∞

{
2sk

k+1∑
j=0

2−rk2jr2−sj
(

2sj ‖Qjf‖p
)}

≤ c ‖g‖Brp1,∞
(

2(s−r)k
k+1∑
j=0

2(r−s)j
(

2sj ‖Qjf‖p
))

.

On calcule 2ks
∥∥∥Q(2)

k (f · g)
∥∥∥
p
en norme de `q on trouve

∥∥∥{2ks
∥∥∥Q(2)

k (f · g)
∥∥∥
p

}
k≥0

∥∥∥
`q
≤ c ‖g‖Brp1,∞

∥∥∥{2(s−r)k
k+1∑
j=0

2(r−s)j
(

2sj ‖Qjf‖p
)}

k≥0

∥∥∥
`q
.

En utilisant la proposition 2.5 (car supp F(Q
(2)
k (f · g)) ⊂ {ξ ∈ Rn : 2j ≤ |ξ| ≤

3 · 2j}) et le lemme 1.6 (car s < r) on obtient∥∥∥ ∞∑
k=0

Q
(2)
k (f · g)

∥∥∥
Bsp,q

≤ c ‖g‖Brp1,∞ ‖f‖Bsp,q .

Nous étudions maintenant le cas p > p1. Soit d > 0 tel que 1
d
< min

(
1
p
, 1
p
− s

n

)
.

Nous fixons 1
t

= 1
p1

+ 1
d
et β = s− n

p
+ n

d
. Alors l’inégalité de Hölder donne∥∥∥Q(2)

k (f · g)
∥∥∥
t
≤ c

∥∥∥Q̃kg
∥∥∥
p1
‖Sk+1f‖d .

Ensuite, nous obtenons

2(n
t
−n
p

)k
∥∥∥Q(2)

k (f · g)
∥∥∥
t
≤ c ‖g‖Brp1,∞ 2(β−s)k

k+1∑
j=0

2(n
p
−n
d

)j2−sk2sk2−sj
(

2sj ‖Qjf‖p
)

≤ c ‖g‖Brp1,∞ 2−sk
{

2βk
k+1∑
j=0

2−βj
(

2sj ‖Qjf‖p
)}

.

Puisque β < 0, alors par le lemme 1.6 on obtient( ∞∑
k=0

{
2(n

t
−n
p

)k2sk
∥∥∥Q(2)

k (f · g)
∥∥∥
t

}q )1/q

≤ c ‖g‖Brp1,∞ ‖f‖Bsp,q .
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Aussi, puisque t < p, alors par l’inégalité de Bernstein on obtient le résultat désiré.

Estimation de
{
Q

(3)
k (f · g)

}
k∈N

. Pour tout k ≥ 0 on a

Q
(3)
k (f · g) =

∞∑
j=k

Qk

(
Qjg ·Qjf

)
,

telle que le support de F
(
Qk

(
Qjg ·Qjf

))
⊂ {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ 3 · 2j}, alors d’aprés la

proposition 2.5 on a∥∥∥ ∞∑
k=0

Q
(3)
k (f · g)

∥∥∥
Bs+rt,q

≤
( ∞∑
k=0

2(s+r)qj

∞∑
j=k

∥∥Qk

(
Qjg ·Qjf

)∥∥q
t

)1/q

,

soit 1
t

= 1
p

+ 1
p1
, alors par l’inégalité de Hölder on trouve

∥∥∥ ∞∑
k=0

Q
(3)
k (f · g)

∥∥∥
Bs+rt,q

≤
( ∞∑
k=0

(
2(s+r)k

∞∑
j=k

∥∥Qjg
∥∥
p1
‖Qjf‖p

)q)1/q

≤
( ∞∑
k=0

(
2(s+r)k

∞∑
j=k

2rj2−rj
∥∥Qjg

∥∥
p1

2sj2−sj ‖Qjf‖p
)q)1/q

≤ ‖g‖Brp1,∞
( ∞∑
k=0

(
2(s+r)k

∞∑
j=k

2−(s+r)j
(

2sj ‖Qjf‖p
))q)1/q

≤ ‖g‖Brp1,∞ ‖f‖Bsp,q ,

mais Bs+r
t,q ↪→ Bs

p,q alors∥∥∥ ∞∑
k=0

Q
(3)
k (f · g)

∥∥∥
Bst,q

≤
∥∥∥ ∞∑
k=0

Q
(3)
k (f · g)

∥∥∥
Bs+rt,q

≤ ‖g‖Brp1,∞ ‖f‖Bsp,q .

3.2 Opérateurs Pseudo-differentiels
Définition 3.6 Les transformations de Riesz d’une fonction complexe f sur Rn
sont définis par

Rjf (x) = cnlim
ε→0

∫
|x−y|>ε

(xj − yj)
|x− y|n+1 g (y) dy

pour j = 1, 2, ..., n. La constante cn est donnée par cn = Γ((n+1)/2)

π(n+1)/2 .

Remarque 3.7 1. Les transformées de Riesz sont données par un multiplica-
teur de Fourier. En effet, la transformée de Fourier de Rj est donnée par

F (Rjf) (x) = −i xj
|x|

(Ff) (x) .

2. La transforms de Riesz est bornée sur L2 (Rn), voir [12, § 3, 1.2, p. 56].
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Définition 3.8 ( Classe de Hörmander ) On appelle Smρ,δ, la classe des symboles
σ ∈ C∞ (Rn × Rn) pour tout α et β dans Nn, tels que |β| ≤ N de degré m et de type
(ρ, δ), définie par les inégalités suivantes. Ils existe C1 = Cα,β > 0 tels que :∣∣∂αξ ∂βxσ (x, ξ)

∣∣ ≤ Cα,β (1 + |ξ|)m−ρ|α|+δ|β| (3.3)

Exemple 3.9 Si β(ξ) est une fonction C∞ sur Rn\{0}, homogène de degré m, et
si ∈ C∞0 (Rn) vaut 1 autour de 0. Alors (1− (ξ))β(ξ) est un symbole de degré m du
type (1, 0).
En effet par la formule de Leibniz, on a

∂α(1− (ξ))β(ξ) =
∑
α≥γ≥0

α!

γ!(α− γ)!
∂α(1− (ξ))∂α−γβ(ξ),

la fonction ξ 7→ (1 − (ξ))β(ξ) est C∞ sur Rn\ {0}, pour ξ = 0 elle est définie car
(0) = 1, donc l’homogénéité de β donne

µ−|α−γ|∂α−γβ
(
µ−1x

)
= µ−m∂α−γβ (x) ,

par conséquent, on a∣∣∂α(1− (ξ))∂α−γβ(ξ)
∣∣ = (1 + |ξ|)m−|α−γ|

∥∥∂α(1− (ξ))∂α−γβ(
ξ

1 + |ξ|
)
∥∥

≤ (1 + |ξ|)m−|α| sup
|γ|≤|α|

((1 + |ξ|)|γ|)
∥∥∂α(1− (ξ))∂α−γβ(

ξ

1 + |ξ|
)
∥∥

≤ =|α|((1− (ξ))β(
ξ

1 + |ξ|
))(1 + |ξ|)m−|α|.

Il suffit donc de poser c = =|α|((1− (ξ))β( ξ
1+|ξ|)).

Définition 3.10 Soit σ (x, ξ) ∈ Smρ,δ, l’opérateur pseudo-differentiel de symbole σ (x, ξ)
est noté σ(x,D), telle que pour toute f ∈ S (Rn) on a

op (σ) f (x) = (2π)−n
∫
Rn

expix·ξ σ (x, ξ)Ff (ξ) dξ.

L’ensemble des opérateurs pseudo-differentiel d’ordre m, associé à la classe Smρ,δ sera
noté OPm

ρ,δ.

Remarque 3.11 L’espace des symboles verifiant 3.3 est un espace de Fréchet pour
les semi normes Pα,i :

Pα,i (σ) = sup
ξ∈Rn,|β|≤i

∣∣∂αξ ∂βxσ (x, ξ)
∣∣

(1 + |ξ|)n−|α|+γ|β|
,

Théorème 3.12 ([3]) Soient 1 ≤ p < ∞ et 1 ≤ q ≤ ∞. Si 0 < s < n
p
, alors tout

opérateur op (σ) ∈ OP 0
1,0, n’est pas borné de M(Bs,q

p ) dans M(Bs,q
p ).
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Preuve. On supose que op (σ) ∈ OP 0
1,0, est borné de M(Bs,q

p ) dans M(Bs,q
p ).

Soit la fonction
g(x) = Θ

( x
|x|
)
φ (x) ,

où Θ est C∞ sur la sphère unité Sn−1, et positive et à support contenu dans l’ouvert

V =
{
y ∈ Sn−1 , y1 < −

∣∣y∣∣/2}
et φ ∈ D (Rn) , positive et φ (x) = 1 sur la boule unité |x| ≤ 1. Puisque on a
démontré dans le lemme 2.13 que g ∈ B

n
p
p,∞ ∩ L∞, et d’après le théorème 3.5, alors

g ∈M
(
Bs,q
p

)
pour s ∈]− n

p
, n
p
[.

Soit op (σ) ∈ OP 0
1,0 de symbole

σ (ξ) =
ξ1

|ξ|

(
1− β̂ (ξ)

)
,

et β ∈ D (Rn) qui vaut 1 ou voisinage de 0.
Pour tout g ∈ D (Rn) , l’opérateur op (σ) est défini par

op (σ) (g) = R1g − β ∗R1g,

où R1 est la transformation de Riez associée à la premiére composante, puisque R1g
est borné sur L2 (Rn) et g ∈ L2 (Rn), nons avons obtenons par Young

‖β ∗ (R1g)‖∞ ≤ c ‖g‖2 ‖β‖2 ,

de ce qui précède, il suffit de montrer que R1g /∈ L∞ (Rn) et par conséquent op (σ) g /∈
M
(
Bs,q
p

)
.

Soit, en effet, l’ouvert
U =

{
x ∈ Sn−1 , x1 > |x| /2

}
alors, quelques soients x et y dans Rn�0, tels que

x

|x|
∈ U, y

|y|
∈ V entraine x1 − y1 >

1

2
|x− y|

d’où pour tout x ∈ Rn, tel que x

|x|
∈ U, on a∫

|x−y|≥ε

x1 − y1

|x− y|n+1 g (y) dy ≥ 1

2

∫
|x−y|≥ε

|x− y|−n g (y) dy,

par conséquent

R1g (x) = lim
ε→0

∫
|x−y|≥ε

x1 − y1

|x− y|n+1 g (y) dy

≥ 1

2

∫
|x|≤|y|≤1

2−n |y|−n Θ
( y
|y|

)
dy

≥ 2−n−1 ‖Θ‖L1(Sn−1) |log |x|| ,

ce qui prouve que R1g n’appartient pas à L∞loc (Rn) .
Alors op (σ) g /∈ L∞ et puisque M

(
Bs,q
p

)
↪→ L∞, ( d’après la proposition 3.4) alors

op (σ) g /∈M
(
Bs,q
p

)
ce qui contredit que l’operateur op (σ) est borné.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudier la non continuité des opérateurs pseudo-différentiels
sur les espaces des multiplicateurs de Bs

p,q pour 0 < s < n
p
, comme un cas particulier

du la résultat qui obtenu par G. Bourdaud et M. Moussai dans [3].
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Résumé

Nous étudions la non-continuité des opérateurs pseudo-
différentiels du symbole σ(x, ξ) dans la classe de Hörman-
der Smρ,δ i.e.∣∣∂αξ ∂βxσ(x, ξ)

∣∣ ≤ Cα,β(1 + |ξ|)m−ρ|α|+δ|β|, for 0 ≤ δ < ρ ≤ 1,

sur les espaces des multiplicateurs ponctuels de Besov
M
(
Bs
p , q

)
pour 0 < s < n/p.

Mot-clés : Opérateurs Pseudo-differentiels, espace de Be-
sov, espace de Sobolev, décomposition de Littlewood-
Paley.
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Résumé

we study the non-continuity of the pseudo-differential
operators of the symbol σ(x, ξ) in the class of Hörman-
der Smρ,δ i.e.∣∣∂αξ ∂βxσ(x, ξ)

∣∣ ≤ Cα,β(1 + |ξ|)m−ρ|α|+δ|β|, for 0 ≤ δ < ρ ≤ 1,

on pointwise multipliers Besov space M
(
Bs
p , q

)
for 0 < s <

n/p.

Key words : Pseudo-differential operators, Besov spaces,
Sobolev spaces, Littlewood-Paley decomposition.
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