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Fractional differential equations are generaliza-
tion of classical differential equations.
In this memory we study how to proof the ex-
istence and uniqueness of solutions to Cauchy
type problems for ordinary differential equa-
tions of fractional order particularly of Riemman-
Liouville operator using a different techniques ad-
apted for linear and non linear problems.
Keywords : Lebesgue spaces, Spaces of Continu-
ous Functions Riemman-Liouville operator, Cap-
uto operator, Cauchy problem




Les équations différentielles fractionnaires sont
des généralisations des équations différentielles
classiques. Dans ce mémoire on a traité le pro-
bleme de Cauchy pour les équations différen-
tielles d’ordre fractionnaires pour prouver 'exis-
tence et l'unicité de ces types de probleme,
particulierement sur l'opérateur différentiel de
Riemann-Liouville, en utilisant des techniques
adaptés aux différents types linéaire et non li-
neéaire.

Mots clés : Espace de Lebesgue, Espace de fonc-
tion continue, L’opérateur de Riemann-Liouville,
L’opérateur de Caputo, Probleme de Cauchy.
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INTRODUCTION

Le sujet du calcul fractionnaire a acquis une popularité et une importance considé-
rables au cours des trois derniéres décennies, en raison principalement de sa démonstration
d’applications dans de nombreux domaines de la science et de 'ingénierie, apparemment
diversifiés et largement répandus. Il fournit en effet plusieurs outils potentiellement utiles
pour résoudre les équations différentielles et intégrales, et divers autres problemes impli-
quant des fonctions spéciales de la physique mathématique, ainsi que leurs extensions et

généralisations dans une et plusieurs variables.

L’histoire de la dérivée d’ordre non entier s’étale de la fin du 17 eme siecle jusqu’a nos
jours. les spécialistes s’accordent pour faire remonter son début a la fin de 'année 1695
quand L’Hospital a soulevé une question a Leibniz en s’interrogeant sur la signification
de ZZ—% lorsque n = % Leibniz, dans sa réponse,voulut engager une réflexion sur une
possible théorie de la dérivation non entiere, et a écrit a L’Hospital : "... cela conduirait
a un paradoxe a partir duquel, un jour, on aura tirer des conséquences utiles". Il a fallu
attendre les années 1990 pour voir apparaitre les premieres "conséquences utiles'. la
premiere tentative sérieuse de donner une définition logique pour la dérivée fractionnaire
est dii a Liouville qui a publié neuf documents dans ce sujet entre 1832 et 1837.
Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui s’est avérée essentiellement celle
de Liouville, et c’est depuis qu’elle porte le non "Approche de Riemann-Liouville". Plus
tard, d’autres théories on fait leurs apparition comme celle de Grunwald-Leitnikov, Weyl
et de Caputo. A cette époque il n’y avait presque pas d’applications pratiques de cette
théorie, et c’est pour cette raison qu’elle a été considéré comme une abstraite ne
contenant que des manipulations mathématiques peu utiles. Le passage des formulations
mathématiques pures a des applications, a commencé a voir le jour depuis les années
1990, ou les équations différentielles fractionnaires sont apparues dans plusieurs

domaines tels que la physique, I'ingénierie, la biologie, la mécanique...etc



TABLE DES MATIERES

L’objectif principal de ce mémoire est I’étude de probleme de Cauchy pour la dérivée
fractionnaire. Ce mémoire se compose d’un total de trois chapitres. Le premier chapitre
(préliminaires) fournit quelques définitions de base et les propriétés de tels sujets de

I’analyse mathématique que les espaces fonctionnels.

Dans le deuxieme chapitre. notions et définitions de la dérivation et d’intégration

fractionnaire au sens de Riemann Liouville, et Caputo, et quelques propriétés

Le dernier chapitre, nous étudions I'existence et I'unicité de la solution du probleme de

Cauchy de I'équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire suivante :

Diy(z) = f(z), (= 0,0<z<T < 0)
(D§*y) (0) = by, b €R, (k=1,---,n)

Et pour I'équation différentielle d’ordre fractionnaire non linéaire qu’il est écrite de la

forme
Diy(z) = flz,y(z)], (Re(a) > 0,2 > a),

(D *y) (a*) = by, b €C, (k=1,--- ,n)
Ou D est 'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre «

défini par :

D2, f() = Wl_ 3 ( di) [ @ =it .




CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASES ET
PRELIMINAIRES

Dans cette section on rappelle les notions et les résultats fondamentaux de la théorie

de I'analyse fonctionnelle.

1.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section, nous présentons des définitions des espaces, p-intégrables, fonc-

tions absolument continues et continues

Espace des fonctions intégrables

Définition 1.1.1. Soient ) un ensemble de R™ et p un nombre réel positif.

On note par LP(2)(1 < p < 00) les classes de toute les fonctions mesurables f définies

dans €2, ou

/Qlf(fc) I dz < oo. (1.1.1)

La fonctionnelle || . ||, définie par

15 0= [ 1 7@ P (112)

est une norme dans LP(Q2), pour 1 < p < oo.
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Définition 1.1.2. On pose

L>=(Q) ={f: Q2 — R, f mesurable, 3 une constante C telle que | f(z) |< C p.p sur Q}.

(1.1.3)
La fonctionnelle || . ||z~ définie par
[ f llzoe= inf{C;| f(z) |< C p.p sur O}, (1.1.4)
est une norme pour p = 0Q.
Remarque 1.1.1. Si f € L™ on a
| f(@) <[ f [z p-psur @ (1.1.5)
Lemme 1.1.1. L’espace LP(€2) muni de la norme || . ||z» est un espace de Banach.
L’espace L*(€2), muni de la norme || . ||z2 est un espace de Hilbert.

Inégalité de Holder

Soit p, q,r des nombres de [1, +o0] vérifiant % + % = % (avec la convention - = 0). si

oo

feLPlet ge L?le produit fg appartient a L" et on a

I fg <[l £ llzell g [|e (1.1.6)

Inégalité de Young

Soient a,b € R, et p,q € ]1;+00[ t.q % -+ é = 1. Alors :
I N
ab< T+~ (1.1.7)
p q

Inégalité de Minkowski

Soit p € [1,00] et f et g dans L on a

f+gll<Iflp+ gl (1.1.8)

Espaces des fonctions continues

Définition 1.1.3. Soit Q@ = [a;b](—0c0 < a <b < o0) et n € Ny ={0,1,2,...}. On note
par C"(Q2) l'espace des fonctions f qui leurs dérivées d’ordre n sont continues sur {2, muni

de la norme :

I llen= " 11 f*) o= Zmaéi | fP(2) [,n € N (1.1.9)
k=0 k=0 *€

En particulier si n = 0, C°(Q) = C(Q) I'espace des fonctions continues sur €, muni de la

norme :

I/ llo= max | f(z) | (1.1.10)

4
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Théoréme 1.1.1 (Ascoli-Arzela). Soit A un sous ensemble de C(J,E), A est

relativement compact dans C(J,E) si et seulement si les conditions suivantes sont
vérifiées :
i) L’ensemble A est borné, i.e, il existe une constante K > 0, telle que :
|| o(z) ||< K pour tout = € J, et tout p € A
ii) L’ensemble A est équicontinue, i.e, pour tout € > 0, il existe § > 0, telle que :

| 21 — 29 |< 6 = @(x1) — @(x2) ||< € pour tout z1, 25 € J et tout ¢ € A

I'ensemble {f(z), f € A} C E est relativement compact.

Espaces des fonctions absolument continues

Définition 1.1.4. Soit Q = [a;b](—00 < a < b < o0) un intervalle fini on note par
ACa; b] Tespace des fonctions absolument continues, c’est-a-dire I'espace des fonctions

primitives des fonctions intégrables
f(z) € AC[a;b] & f(x) = c+/ o(1)dt, (o(t) € Lla; b)) (1.1.11)

Ainsi, toute fonction f absolument continue posseéde une dérivée sommable ' = ¢(t),

presque partout sur [a, b], et donc ¢ = f(a).

pour n € N={1,2,3,...}, on désigne par AC"([a;b]) I'espace des fonctions (n — 1) fois
dérivable sur [a;b], telle que f"~V € AC([a;b]) c’est-a-dire :
d
AC™(Q) = {f : [a;b] = C et (D" f)(z) € AC]a;b], (D = %)} (1.1.12)

Lemme 1.1.2. Soit n € N,AC"[a; b] est 1'espace des fonctions f s’écrivent sous la forme

1 x n—1
fz) = 7,/ (z — )" pt)dt + > Cr(z — a)* (1.1.13)
(TL — 1) a =0
Ou ¢(t) € Lla;b] et Cx(k =0,1,2,...,n — 1) sont des constantes arbitraires telle que :
fHa)

p(t) = f(n)(t)a Cy = TR

Espaces des fonctions continues avec poids

Définition 1.1.5. Soit = [a; b] un intervalle fini et A € C(0 < PRe(A\) < 1), on note par
Ci[a; b] I'espace des fonctions f définies sur ]a; b] telle que (x — a)* f(z) € C[a; b].

La fonctionnelle || . ||¢,, définie par
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I llew=Il (z = a)*f lle (1.1.14)

est une norme dans Cy[a; b].

Pour n € N, on note par C}[a; b] I'espace de Banach de toutes les fonctions continues

différentiables & 1'ordre (n — 1) sur [a, b] et ont la dérivée f()(x) d’ordre n, telle que

f™(z) € Cy[a;b], La fonctionnelle || . |y est définie par
n—1
CRlasb) = {f <l f lleg= D2 1 f Ml + 11 F™ llen} (1.1.15)
k=0

Espaces des fonctions absolument continues avec poids

Soit 2 = [a; b] un intervalle fini on note par ACY , I'espace des fonctions absolument
continues avec poids admet dérivable n — 1 fois et A"~ ![z* f(x)] est absolument continue
sur [a; ], telle que

AC’f\L’“[a; bl ={f :[a;b] = C; \" [zt f(x)] € AC,p € R\ = xddm}’ (1.1.16)

1.2 Théorémes fondamentaux

1.2.1 Principe du point fixe

Les théoremes de point fixe sont les outils mathématiques de base qui aident a établir
I'existence de solutions de divers géneres d’équations. La méthode du point fixe consiste &
transformer un probleme donné en un probléme de point fixe. Les points fixes du probléme

transformé sont ainsi les solutions du probleme donné.

Définition 1.2.1. Soit T un opérateur défini dans un espace de Banach E dans lui-méme,

alors pour tout x € E, tel que x = T'(x), s’appelle un point fixe de 'opérateur T.

Théoreme 1.2.1. Soit T un opérateur continu dans un espace de Banach E dans lui-

méme, et on définit la suite (z,,) par
Tmi1 =1 (), m=0,1,... (1.2.1)

qui converge vers x = x*, pour o € E , alors z* c’est le point fixe de 'opérateur T,
c’est-a-dire
" =T(z") (1.2.2)

Preuve. On peut le voir directement d’apres 1’équation (1.2.1), et que l'opérateur T est
continu

t = 77%1_1}110o Tyl = 7711_{%0 T(xy,) =T(z").

6
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Théoréme 1.2.2. Soit T un opérateur d’un espace de Banach E dans lui-méme, T est
une contraction (ou application contractante), s’il existe une constante 0 < k < 1 telle

que, pour tout x,y € E ,on a
[ T(@)=TW I<klz—yl. (1.2.3)

Remarque 1.2.1.
i) Si k> 0 dans la relation (1.2.3), T est dit Lipschitzienne.
ii) L’application Lipschitzienne est nécessairement continue.
iii) Si k < 1 dans la relation (1.2.3), T est dite contraction.

iv) Si k =1 dans la relation (1.2.3), T est dit non expansive.
Théoréme 1.2.3. Soit E un espace de Banach et F un sous-ensemble fermé de E.
Soit f une application contractante de F dans E, alors il existe un unique z € F, tel que
f(z) = =.

Théoréme 1.2.4. Si T un opérateur continu dans un espace de Banach E, tel que pour
m € N, lopérateur T est contractant, alors ’équation Tz = =z, admet une seule

solution, cette solution c’est le point fixe.

Théoréme 1.2.5 (Picard). Si E est un espace de Banach et f est contractante, alors f

admet un unique point fixe.

Théoréme 1.2.6 (Schauder). Soit (E,d) un espace métrique complet, soit X une partie
convexe et fermée de E, et soit {A : X — X} une application telle que l’ensemble

Az : x € X est relativement compact dans E. Alors A posséde au moins un point fixe.

Théoréme 1.2.7 (Schaefer). Soient X un espace de Banach et A : X — X un opérateur

completement continu,Si I'ensemble
e ={u € X : NMu = u, pour un certain A € |0, 1[}, (1.2.4)

est borné, alors A posseéde au moins un point fixe.

1.2.2 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Ce théoreme est le plus connu des théoremes sur les équations différentielles. Ses

hypotheses sont souvent satisfaites dans la pratique.
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Théoréme 1.2.8 (Cauchy-Lipschitz). Soit F : Q x U — R? continue ou € et U sont

des ouverts respectifs de R et R%.On suppose que F est localement lipschitzienne en sa
seconde variable sur 2 x U au sens ou, pour tout (¢,y) € Q x U il existe un voisinage
(2 de t dans 2 et un voisinage U, de y dans U et une constante K telle que, pour tout
seety,y €U,

| F(s,41) = F(s,32) [< K [ y1 — y2 | (1.2.5)

Soit (tg,yo) € 2 x U. Alors les deux résultats suivants sont vérifiés :

e Existence locale : il existe un intervalle ouvert Jy C €2 contenant ¢, et une application

y: Jo — U de classe C!, telle que
vt € Jo,y'(t) = F(t,y(t)) et y(to) = yo

e Unicité globale : si y; et 3, sont deux applications de classe C! définies sur I'intervalle

ouvert J C €2 contenant ty qui vérifient
Vit € J () = F(t,y:(t) = ya(t) = F(t,52(t)) et y1(to) = y2(to) = yo

alors y;(t) = y2(t) pour tout t € J.




CHAPITRE 2

CALCUL FRACTIONNAIRE

Le calcul fractionnaire est une branche de I'analyse dont I’étude se rapporte aux
opérateurs d’intégration et de dérivation d’ordre non entier. Dans ce chapitre, on donne

les différentes définitions de la dérivée fractionnaire.

2.1 Fonctions Spéciales

Dans cette sections nous présentons des définitions et quelques propriétés pour les
fonctions :Gamma,Béta et Mittag-Leffter.Ces trois fonctions jouent un role tres important

dans la théorie du calcul fractionnaire et ces applications.

2.1.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma est tout simplement la généralisation de la notion de factoriel

a tous les nombres réels. Elle est défie par une intégrale impropre.
Définition 2.1.1. On appelle fonction Gamma la fonction définie par :
I(z) = /Om £l tdt (2 € C Re(z) > 0) (2.1.1)
Exemple 2.1.1.
1) I(1) = fFetdt =1

2) T(3) = Ji™ tze~tdt = 2 [;7° e~ ds = /7, (posant le changement de variable, t = 52)

Lemme 2.1.1. La fonction Gamma est une fonction de classe C*°surR’ (resp. holo-

morphe sur le demi plan z € C,%Re(z) >0 ) et

'+OO
Vk € N,Vz € R (Re(z) > 0),T®(2) = / (Int)*t* e~ dt (2.1.2)

0
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Proposition 2.1.1. pour tout (z € C JRe(z) >0 ,n € N), on a

i)

[(z+1) =2I'(2) (2.1.3)
ii)
['(n)=(n—1)! (2.1.4)
iii)
1 (2n)l\/7
r —)=— 2.1.
(5= (2.1.5)
Preuve.
i) En intégrant par partie
+00 %) +oo
L(z+1) = / tretdt = [—tze_tr + z/ t*~le tdt
0 0 0

ii) On pose z =n — 1,

(2n)!/7

4nn!

iii) Nous allons démontrer la formule I'(n + %) = par récurrence pour n € N

pour n =0 on a

0+ ;) = (23(!8{)% =/

- Supposons que la formule est vérifée pour (n — 1) et considérons n.c-a-d que supposons

que
o -t

est vérifié. Alors

1 1 1

Din+3) = (n=3)Tn-3)
o LR
- VT = )

2n —1(2n —2)\\/7
2 4n1(n— 1)
2n2n —1(2n — 2)/7
on 2 4n1l(n—1)

(2n)!v/m

4nnl

Donc la formule est vérifée pour n € N

10
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2.1.2 Fonction Béta

Définition 2.1.2. La fonction Béta est une fonction définie par :
/ #7711 — )771dt (p, q € C,Re(p) > 0,Re(q) > 0) (2.1.6)

le changement de variable v = 1—t permet de montrer que la fonction Béta est symétrique
¢’est-a-dire

B(p,q) = B(q,p) (2.1.7)

Elle peut prendre aussi les formes intégrales suivantes :

B(p.q) = ap+q_1/0 ! (a —t)" dt (2.1.8)
+oo tp—1
B(p,q) = /05 sin® ! cos® "t Odt (2.1.10)

Proposition 2.1.2. la fonction Béta est reliée au fonction Gamma par la relation sui-

vante : Vx,y > 0, on a

I'(p)L'(q)
B(p.q) = 2.1.11
(P q) T+ ( )
En effectuant le changement de variable
ty =t 4t

On trouve

T 1 oo —1 —th 3,/
COIN) = [ 6 [t — ) e,

“+oo ; , ti Lp—1
0 0

. / . \
Si on pose t; = 4, on arrive a
t2

) = [ e, ([ 6 — )y )
- /+°° e dty((1,) " B, )

= )P, B(p, q)
- T+ >B< )

Ce qui donne le résultat désiré.

11



CHAPITRE 2. CALCUL FRACTIONNAIRE

2.1.3 Fonction Mittag-Leffter

Définition 2.1.3. La fonction de Mittag-Leffter est définie par :
400 Zk:
E, ()= — (€ C,NRe(a) >0 2.1.12
()= % fap gy (£ € C0el@) >0 (21.12)

k=0

et la fonction de Mittag-Leffter généralisée est définie par

400 Zk
Exemple 2.1.2.
1)
+o00 zk 400 Zk
Fii(z) =) ——=) — =¢€".
11(2) kz::or(kﬂ) ,;0 k!
2)
Bar(s) =3 i =5 2 cosh 2
2) =) ——— =Y —— =coshy/z.
21 =T2k+1) = (2k)
Proposition 2.1.3. pour a =n € N, on a
1)
(CZ)”En()\z") — AE,(\+"),(n € N; A € C) (2.1.14)
2)
d n | n—1 A — (_1)" A : :
(£) z En(zn)l = En(zn),(z #0;neN; A e C) (2.1.15)
pour o = 1/n (n € N\{1})
3)
. z n—1 tk—l
Ein(z)=¢ |1 - dt|, (n € N\{1 2.1.16
(o) = [ [t (S i i we ) 2.116)
Cas particulier : sin =2 on a
Eip(z) = |1+ 2/2 e tdt (2.1.17)
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2.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Dans cette section, on va définir I'intégrale d’ordre fractionnaire sur un intervalle
fini de I'axe réel et la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville avec quelques

propriétés dans 'espace des fonctions continues .

Formule de Dirichlet["]

Soient F'(z,y) une fonction continue et «, 5, trois réels positifs. L’expression suivante

est dite formule de Dirichlet.

[ =2y tde [ty @) Py = [ =0y Ty [ (=0 =) Pl )da,

Certains cas particuliers de la formule de Dirichlet sont d’un intérét particulier. Par

exemple, si on prend F(x,y) = g(x)f(y) et y=1,0on a :

[ =2y g@yds [ (a0 o)y = [ £y [ (0 @) e (22.)
On pose g(z) = 1.d’apres la formule (2.2.1) on trouve

[@=ardn [ -y = Bl p) [ (-9 )y (222)

ou B est la fonction béta.

2.2.1 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a; b]

Définition 2.2.1. Soit f : [a,b) — R une fonction continue. La primitive de f est définie

par :
T3, f(z) = / "), (2.2.3)

Proposition 2.2.1. Soit f : [a,b) — R une fonction continue. La primitive d’ordre n a

gauche de f est définie par :

1
(n—1)!

Preuve. En effet, les primitives d’ordre supérieur sont données par :

T f(o) = / (o — )V f(1)d. (2.2.4)

@) = [ Zh s

_ /; (/asf(t)dt) ds.

En utilisant la formule de Dirichlet (2.2.2), on a

3 f(z) = /JC (/jf(t)dt) ds.
= /axf(t)(txds> dt.

13
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Alors

xT

TS @) = [ (@= S0

a

De méme, on a
Lo f(x) = | ga+f(s)ds

=5/ (x —t)?f(t)dt.

Par récurence, on a
n 1 T e
T () = ooy [, (2 = 0 Ve

Lemme 2.2.1. Soit f : [a,b) — R une fonction continue. La primitive d’ordre n a droit

de f est définie par :
1

T f(z) = m

/ "t ) F (1)t (2.2.5)

2.2.2 L’intégrale de Riemann-Liouville

Définition 2.2.2. soit 2 = [a; b] un intervalle fini sur R, et f une fonction intégrable sur
Q. L’intégral fractionnaire de Riemann-Liouville Z% Z* d’ordre (v € C,R€E(cr) > 0) est

définie par :

7% f(z) = F(la) [[@= e swar (2.2.6)
Et ,
o f(a) = F(la) [ =2 (2.2.7)

I'(.) est la fonction Gamma.

Théoréme 2.2.1. [7] Les opérateurs d’intégration fractionnaires Z% et Z;" avec (Re(a) >

0) sont bornés dans l'espace LP(1 < p < 00), tell que :

a1, < KA, et =1, < KIA,- (2.2.8)

(b= a)%e(@)
" = Re(a) | (o) |

Corollaire 2.2.1. Soit f est fonction définie sur (R* ou R), alors on a :

7% f(x) = F(la) [ = 0000tz € R 9e(a) > 0), (2.2.9)
T f(x) = F<1a) [ =)D 0t (v € B 98e(a) > 0), (2.2.10)
et
7o f(z) = F(la) [ =00 it (v € BsRe(a) > 0), (2.2.11)
70 f(z) = F(la) [ =)D ()it (v € B Rela) > 0) (2.2.12)

14
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Proposition 2.2.2. Pour «, 5 € C (Re(a) > 0;Re(H) > 0), on a

i)

T2 (I, f (@) = T2 f (a)

ii)

d

—— (L3 f (@) = T3 f ()

dx

iii)

I(?Jr (QT —

Preuve.

gt B

i) D’apres la définition (2.2.6), on a

7010, f(2)) = F(loo

1

['(«)

/;(x — )@ DT f(s)ds,

(2.2.13)

(2.2.14)

(2.2.15)

Lt g [ 6D
F<a>r<ﬁ>/a< ) /a< 1) PV f(t)dt.

En utilisant la formule de Dirichlet, on trouve

L) = poasih |- 0o
N r(a1+ B) /:@f — )T f(t)dt,
= I f(a).

ii) En utilisant la définition (2.2.6), on a

S I@) = (g [0 o).

a

_ @Lxczp((x—t)(al))f(t)dt,

= Gt [0,

~ —(T)E(B— 0 [ =025
_ F(Of_l)/j(m_t)w—”f(t)dt

= I f().

iii) De méme maniére, on a

To(e— o)™ = / Y@ — )7t — a)’ Nt
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On pose
t = a+(rx—a)y, yel0,1]
dt = (r—a)dy
_ I o 1
Ti-a)" = po [ @t @y @ -0y e - ady,
1 1 B 1 5
= e Ay
(z —a)*+P! /1 B—1. B—1
= —— 1— d
Do) vy,
(.’13 —a a+p—1
= F()a)B(Oé,ﬁ)
F(ﬁ a+p—-1
Mot "~
Théoréme 2.2.2. 2] Soit a > 0 et soit (fz)3, suite des fonctions continues uniformé-

ment convergente sur [a; b], alors on peut intervertir l'intégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville et la limite comme suite

(g, Jim fi)(«) = (Jim T3 fy)

k—00

, en particulier, la suite (fx)52, est uniformément convergente.

Preuve. Soit f la limite de la suite fy, il est clair que f est continue, et on a I'estimation :

TH-Te | € g [0 R - )
< gl el [t
1 (63
< rarp Ao
1 (03
< m” Jio = f oo (b—a)™.

d’o, la convergence uniforme lorsque k — oo, pour x € [a; b].

Exemple 2.2.1. Soit f une fonction définie par

f(z) =2’
En remplacant dans la définition de l'intégrale de Riemann-Liouville, on obtient

1 x
Igchm,B = F()/ (ZL’ — t)a_ltﬁdt.
(6] a

On utilise le changement de variable
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On obtient :

1 /!
T 2P = F()/ (1 —w)* Lz (zu) rdu,
Q) Ja

L e [N yetyf
F(a)x + /0(1 u)* tul du,
B(a76 + 1>xa+6
I(a) ’
F(ﬂ + 1) xa—i—ﬂ
o+ 5+1) '

d’ou ( )
T8+ 1

) e GNP A L 2.2.16

at® D(a+ 3+ 1)$ ( )

2.2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.2.3. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre a € C
(Re(a) > 0) avec n = [a] + 1 d'une fonction f définie sur un intervalle [a,b] de R est

définie par :

1 dar x
fel —_ pn(gn—a — _ \(n—a-1)) 1
D2 f(o) = DI N0 = i () [ -0V 24
Oun = [a] + 1 et [o] la partie entiere de «
Si de plus «a € [0, 1] alors n = 1,d’ou
1 d z
D __ (e _po 2.2.1
1) = o () [ = 0 r0a 2215)

Définition 2.2.4. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville & droit d’ordre a € C,
(Re(a) > 0) avec n = [a] + 1 d’une fonction f définie sur un intervalle [a,b] de R est

définie par :

DY f(a) = (—1)" DT f)a) = ( &

T(n—a) dxn>.lf““x>m_“_”f(ﬂdt (2.2.19)

Remarque 2.2.1. Pour @ = n, n € N l'opérateur D donne le méme résultat que la

dérivée usuelle d’ordre entier, tel que

Dy f(x) = f)(x)

Dy f(z) = (-1)"f" ()

17
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Corollaire 2.2.2. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o € C,
(Re(a) > 0) sur (RT ou R) est définie par :

« _ 1 d" * n—a—1 +
DG () = 10— (dmn>/o (x — )V f()dt, (x € RT) (2.2.20)
D2 f(z) = FE;—);) ((Z;) /;O(t —x) D f()dt, (x € RY) (2.2.21)
et
oy L N )
D110) = s ) [ = 000t e € R (2222
D f(x) = FE;?’;) (gﬂ) /:o(t —z)re U f(t)dt, (¢ € R) (2.2.23)

Proposition 2.2.3. Soient o, 5 > 0etn—1<a<n,m—1< < mtel que(n;m € N*)

alors :

1) sia> >0, alors pour f € L' [a,b] 'égalité
DI(T f)(x) = To 7 f () (2.2.24)

est presque par tout sur [a; b]

2) Pour a >0, k € N*, Si les dérivées fractionnaires DY, f et Dfi “ f existent, alors :
D, (D f(x)) = DA f(2) (2.2.25)
3) Si 8> a >0 et la dérivée fractionnaire Df; ® f existe, alors :
D (T3 f(x)) = D22 f(x) (2.2.26)
4) sia > 0et f € L'a,b], on obtient
ar Lo f(a) = f(x). (2.2.27)

Preuve.
1) Pour a > g > 0, alors n > m, on a
D) I f(x) = DIy I f(x)
= DnZ " f()
= DLInI " f(x)

= I f(2),

presque pour tout x € [a; b].

18
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2) poura >0et k€N, ona
Dy Dai f(z) = Dy Doy f(w)
= D"t f(a)

= DI f(w)

— Dkia
d’ou la résultat.
3) Pour a > 3 >0, on a
DI f(x) = DRIIE f(x)
= DAL f(a)
= D f(x)
existepouri — 1< f—-—a<ieti<m
4) D’apres la définition (2.2.17), on a
e lonf(x) = DRI I f(x)
= DLy f(x)
= f(2).

Lemme 2.2.2. [7] Soient a > 0 et f,_o(x) =I'7“f(x) € AC"[a; b] avec

In—a(x) =17 %g(x) € AC"[a; b], alors I'égalité

I3+ Dos f(x) = f(x) — Enjl F(a”_“].(i)l)(a: —a)* (2.2.28)
n o (_1\n—J (n—j) ]
Dy g(x) = g(z) — 2—21 ( I‘l()a _g;j:‘lgb) (b—z)* (2.2.29)

est vrai pour presque tout = € [a;b).

Exemple 2.2.2.

i) La dérivée non entiere d'une fonction constante au sens de Riemann-Liouville n’est pas

nulle ni constante, mais on a

« _ C —a
DaJrC = m(ﬂf - G,)

ii) La dérivée de f(t) = (t —a)’~! au sens de Riemann-Liouville :

Soit a non entieret 0 <n—1<a<n et §—1>0, alors on a

19
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Dz —a)’ = 5; (F(nl—a) /j(x — ) — a)ﬁ—ldt>

D’apres la définition (2.2.17) et proposition (2.2.15), on a

> x—aﬁ71:d7n & x_anfaﬁé’fl
o ) dtm (F(n—a—l—ﬂ)( ) )

et

ﬁ(:U —a)" P = m—a+pB-1)n-—a+B-2)(n—a+B—-1—(n—1))(z—a)f

dtr
= m—a+B-1)n—a+pB—2)..(8—a)(z—a) !
et d’autre coté
'n—a+p) = m—a+pf-DI'(n—a+p—-1)
= n—a+p-1n—a+p-2)'n—a+p—-2)
= n—a+p-1n—a+p—-2)..0—a)(f—a),

donc
o :z;—aﬁfl — &n_& _ n— o - _ x—aﬁ’o"l
%z —a) R —a s g0t 0= Dot §=2) (5~ a)a—a)
_ m—a+p-—1)n—-—a+p—-2)..(8—a)l'(P) (x—a)ﬁ_"‘_l
m—a+pf-1)(n—a+p-2)..(6—a)I'(8-0a)
_ F(ﬁ) x_aﬁ—a—l
— 7“5 ) ( ) ) (2.2.30)

2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Dans cette section, on va définir la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et quelque

propriétés sur un intervalle fini de I’axe réel dans I'espace des fonctions continues.

Définition 2.3.1. soit a € C(Re(a) > 0) et n = [a] + 1 la dérivée fractionnaire au sens

de Caputo est définir par la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville tel que :

- n=1 (k) (g
D3 fe) = 22 |10 - X - o 231
et
- n—1 (k)
o sta) = 22 [ 110 - 52 0 <b—t>k] (@) (232)
Si Re(ar) € ]0;1] alors n =1 tel que
CD8, () = D [£(0) — F(@)] (1), (233)
et
D f(a) = D2 [£) — )] (o). (234)
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Lemme 2.3.1. Si o ¢ N et f est une fonction continue, la dérivée fractionnaire au sens

Caputo et Riemann-Liouville existent, on a la relation suivant

°DE, f(x) = D2 f(2) — Z =t (2.3.5)
et
n—1 k
Dy F0) = Dy F0) ~ ¥ g (b o) (2.3.6)

Théoréme 2.3.1. la dérivée fractionnaire de Caputo a gauche D%, et a droit “Df

d’ordre ao € C(Re(ar) > 0) avec n = [a] + 1 est définie par :

Vi € [a,0).C D% f(z) = T (D" f) () = F(nl_a) [w=neetma, (@37)
et
1 b
Vo € [a,b],C DL f(x) = ()" (D" f)(z) = o —a) / (t —z)me D fMar. (2.3.8)

Cas particulier : Si a € [0, 1] alors n = 1, la dérivée fractionnaire de Caputo est

D2 f(w) = (D)) = gy (2= 0V (2.3.9)
et
“De f(x) = (1) I(Df)(x) = F((l_—l)a) / b(t — )7 Mgy, (2.3.10)

Preuve. D’apres la définition (2.3.1), on a

e o o f(k) (a) PR — ngn—o — Nk
at f(t) ]; k (t CL) (l‘) D Ia Z: t (l) (I)
n xr — n—oa— n—1 (k) a k
- din /a ( F(nt)_ @) [f(w kz::o ! k'( )<t —a) 1 .

Posons

n=1 (k) (,
o) =7 100 - £ - 0]

k=0
. En utilisant l'intégration par partie, on obtient

g(z) = /ww lf(t)—gf(z!(a)(t—a)kl dt.

k=0

Fn—a+1) (n—a+1

T — ) n—1 r(k) ZL‘— n—1 (k)a
= _ﬁf(ﬂ f ( t—CL |a+/ o t D[f(t)_ f ()

kh
5OM

= Irtetip l Z t — a)k] .
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En répétant ce procédé n fois, on trouve :

o) = e - 5 L]
P k!
IR O T (e () _
= I"I" D [f(t)—kzo o (t—a)k],dn<];) o (t—a)k>—0
Alors
fo = f(k) (a) _ d" n—o = f(k) (Cl)
-2 5| = e o - S 5 e- o
S LU ST
= I "D"f(z)
1 v n—a—1 n
= F(n_a)/a (z —1t)! ) Mt

Corollaire 2.3.1. Soit a € C(Re(a) > 0) et n = [a] + 1, tel que “D* et D* existent.
Si f®)(a) =0 pour tout k € {0,1,...,n — 1}, alors
“D*f(x) = D f(x)

Lemme 2.3.2. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o € C, (Re(a) > 0)

sur (RT ou R) est définie par :

“Da, f(x) = F(nl—a) [ =) £ gy, (2 € RY) (2.3.11)

“D* f(x) = F((;l_)na) /:O(t — ) fm (e, (x € RY) (2.3.12)
et

DS f(a) = F(nl—a) [ =i gy, (o € B (2.3.13)

°De f(x) = r((;l_);) / Pt — 2)n0 D O (1) dt, (2 € R) (2.3.14)

Proposition 2.3.1. Soit a > 0,5 > 0,avec n = [a] + 1, on a les propriétés suivantes :
i) Si f(x) € C?([a;b]), p = [a + B] + 1, alors
°DLOD, f(w) =C DY f(x) et ODROD] f(x) = DI f(w) (2.3.15)
ii) Si f(z) € C™([a;b]) ou f(x) € AC™([a;b]), alors

n—1 r(k)
Ig+CD2‘+f(:I:) = f(z) - Z ! k!(a)

k=0

(x —a)k (2.3.16)

IOy f(x) = flz) = > (b—=)* (2:3.17)
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Preuve.

i) En utilisant le théoreme (2.3.7), on obtient :

‘DD f(x) = ODLIID"f()
= "D (T D" f(x)
= 7AD" f (1)
= I D" f()

= DY f(x).
ii) D’apres le théoreme (2.3.7), on a
I g f(w) = T3 (L7 Dy f(2)
— D f(2)

n=1 (k) (g
TR S A OTF

e

Lemme 2.3.3. [7] Soit a € C(Re(a) > 0) et n € N;n = [a] + 1 les opérateurs fraction-
naires “D2, et “D définis sur 'espace C"[a; b] dans V'espace C,[a;b] et Cyla; b] sont dit

bornés, tel que

1 D2 f lleu< Ko ll £ llen et 19Dy f e, < Ko |l f llew - (2.3.18)

(b — @)@
|T(n—a)|[n—Re(a) + 1]

K, =

Exemple 2.3.1.

i) La dérivée fractionnaire d'une fonction constante au sens de Caputo est nulle
“DoC =0.
ii) La dérivée de f(x) = (z — a)’~! au sens de Caputo :

Soit a non entieret On —1 <a<n et §—1> 0, alors on a

D (@) = T (D)) = g [ =) O 0
et
L (w0l = (=13~ 2)-.(8 —m)(x — )",
posons

(t—a)=s(x—a)etsel0;]1]

dt = (x — a)ds
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Cpg+f($) _ (5 — 1)(5 — 2)(B — n) (ZL‘ _ a),@—afl /01(1 _ S)nfaflsﬁfnflds

I'(n—a)
_ B=DB=2)..-n) saipn 0 g_n
N I'(n—a) ( ) B L )

L BB (Bl B=n) e
C(n—a)(5—a)

I'(p)

= ————(r—a)

I3 —a)

le méme resultat avec la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville .

B—a—1

2.4 Propriétés générales des dérivées fractionnaires

Nous nous intéressons dans cette section aux propriétés d’intégration et de la diffé-

rentiation fractionnaire, les quelles sont plus souvent utilisées dans la dérivée classique.

2.4.1 Linéairité

La différentiation et I'intégration fractionnaires sont des opérateurs linéaires :

D (AF(t) + pg(t)) = AD" f(t) + uD°g(t) (2.4.1)

2.4.2 Regle de Leibniz

Pour un entier n on a

j;((f(t)g(t)) = i ( " ) FE @) g R (). (2.4.2)

k=0 k

La généralisation de cette formule nous donne

D((f(Hg() = 3 ( " ) SO ) D g (1) + Ra (1) (2.4.3)
oun>a-+1let
R (1) = n,nl_a) =5y glsyds [ e (2.4.4)

avec

lim Ry (t) =0

n—oo

. Si f et g sont continues dans [a;t] ainsi que toutes leurs dérivées, la formule devient :

k=0 k

DH((f)g(1) = Zn: ( . ) FR@) Db (2). (2.4.5)

ou D% est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.
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2.4.3 Intégration par parties

Soit @ € C, (Re(a) > 0) et n € N tel que n = [Re(a)] + 1 avec f(z) € C™[a;b] et
g(x) € C™[a;b], on a

b

fﬂW%www=/%mwﬁmm (2.4.6)

a

b

[ 1@ D3 @)z = [ o()Dp f)()da (2.47)

a

2.4.4 Transformée de Laplace
Rappelons quelques outils de base de la transformée de Laplace

La transformée de Laplace est méthode pratique pour résoudre des équations et des

systemes différentiels.

Soit f une fonction donnée définie pour tout les valeurs positive de la variable x La

transformée de Laplace définie par :

F(p) = £[f@)p) = [ fa)edrpeC (2.48)

On dit qu'une fonction réelle f : RT — R est a croissance sous-exponentielle si
M > 0,3py € R; | f(z) |< MePo®. (2.4.9)

Transformée inverse de Laplace

[0 = L@@ = [ FE)edp, e = 9e(o) - (2.4.10)

f est une fonction définie est continue pour z > 0 ainsi que ses dérivées f((z), f@(2), ..., f™(z)
au sens et sous les formule (2.4.9), alors La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre

entier existe pour p > pg

Transformée de Laplace du dérivée

LI (@)p) =" F(p) ~ Sp”’”f"“)(o) =p"F(p) - ipk“f "TR0). (2411)

On dit que le produit de convolution de f par g est défini par :

f@)g@) = [ fla =gt = [ gle —t)f(0)a. (2.4.12)

0

Transformée de Laplace du convolution

£1f () g(2)] = F(p).G(p) (2.4.13)

sous I'hypothese que F'(p) et G(p) existent.
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L’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre av € C(Re(ar) > 0) est

définie par la convolution

1 x 1
70, f(a) = —/ — 1)@V f()dt = — ! . 2.4.14
1w = o [0 = et @), (4a)
et la transformée de Laplace du fonction 2%~ ! est donnée par :
a— —Q . n n!
L[z* Y(p) = T'(a)p *(notation £[z"](p) = p”+1> (2.4.15)

d’apres la formule (2.4.14) et (2.4.15) la transformée de Laplace de 'intégrale fractionnaire

au sens Riemann-Liouville est la suivant :
LZg: fl(p) = p~*F(p) (2.4.16)
En utilisant la formule (2.4.11) et (2.4.16), on a

£[D5:fl(p) = £L[Dg+Ig " fl(p)

= LT ) — 3 DN (T ) (0)

= PP - S PG 0)
= L) - X PP )(0)
= L)) Z DR (0)

= PPL(Np) = 2P D)
k=1
de méme on applique la formule (2.4.16) et (2.4.11), on a

L{DG Y ) = £{Z7°Dg fHp)
= p" " L(Dg+ f)(p)

= p* " £(N)p) = Do p T FH(0)]
k=0

= p"L(f)(p) — D" fP(0)

k=0
donc la transformée de Laplace du dérivée fractionnaire au sens Riemann-Liouville et

Caputo est définie par

W o, DR H) = L) = DR 0), (24a)
Vo oy £LODE 1Y) = 5 L)) B) — 3 9O (0), (2.4.18)
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2.4.5 Transformée de Fourier

Rappelons quelques outils de base de la transformée de Fourier.

Soit f : R — R une fonction localement intégrable et absolument intégrable sur R.

On définit la transformée de Fourier de f, la fonction notée F[f] ou f de R — C; et sa

transformée inverse de C — R par :

Transformée de Fourier .

FINO = [ fla)eda. (2.4.19)

Transformée inverse de Fourier.

1

T or

(@) [ O:O F(€)e e dg. (2.4.20)

On appelle produit de convolution de f par g, la fonction notée f x g : R — R définie

par :
fro@) = [ fla—tgd= [ gle—f@)d (2.4.21)

Transformée de Fourier du convolution
Ff = g(2)] = F[f].Flg] (2.4.22)

sous 'hypothese F[f] et Flg] existent
Soit n € N. Si f ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a 'ordre n sont intégrables

Transformée de Fourier du dérivée

FL™1E) = (—i&)"FIf1(€) (2.4.23)

I'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a@ € C(Re(a) > 0) est

définie par la convolution

1

A1) = 5y [ xoo(x — 0D f(t)dt = ) (2.4.24)
et la transformée de Fourier du fonction 2%~ ! est donnée par :
|
F[z7Y(€) = T(a)(—i€)~“(notation Flz"](€) = (_ZZW) (2.4.25)

En utilisant la formule (2.4.24) et (2.4.25) la transformée de Fourier de l'intégrale frac-

tionnaire au sens de Riemann-Liouville est définie par :

Va € |01, (FZEf)(x) = (=)~ (Ff)(E) (2.4.26)
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Utilisant la regle (2.4.23) et (2.4.26), on obtient

FIDLAE) = FIDZE )
(=i)" FIZE f1(§)

= (=i§)" (=) " FLf1(E)
(=i6)*FLf1(E)

Alors la transformée de Fourier de dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est
définie par :
FIDLfIE) = (i) Ff1(6) (2.4.27)

le méme résultat avec la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
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CHAPITRE 3

EXISTENCE ET UNICITE D’UN
PROBLEME DE CAUCHY POUR EDF

Dans ce chapitre nous considérons la question de 'existence et de 'unicité de solu-
tions des problemes de type Cauchy, pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire
sur un intervalle fini de I'axe réel dans les espaces des fonctions sommable et des fonctions

continues

3.1 Probléeme fractionnaire de type Cauchy au sens

Riemann-Liouville

Dans cette section nous donnons des conditions pour prouver I’existence et 'unicité
du probleme fractionnaire de type Cauchy pour des équations différentielles fractionnaires
linéaires et non linéaire au sens de Riemann-Liouville.

3.1.1 Position du probleme

Le cas linéaire

Dans cette sous-section, nous discutons sur l'existence et I'unicité de solutions de

problemes de type Cauchy pour des équations différentielles fractionnaires linéaires.
On considere le probleme fractionnaire de type Cauchy suivant :

Diy(x) = f(z), (a>=0,0<z<T < o0)

(3.1.1)
(D5 y) (0) =br €R, (k=1,---,n)
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Ou f(x) € LY(0,T), i.e .
/0 | f(z) | da < oo.

Théoréme 3.1.1. [J] Si f(z) € L'(0,T), alors le probléme (3.1.1) admet une solution
unique y(x) € L*(0,T).

Preuve. Construisons donc une solution du probleme considéré. En appliquant, a la
premiére équation de (3.1.1), la formule de la transformée de Laplace (2.4.17) d'une dérivée
fractionnaire de Riemann-Liouville, a savoir
£{Dgey}(p) = p°Y (p) = D>_p "' D*y(0) = F(p), (3.1.2)
j=1
Ou Y (p) et F(p) désignent les transformées de Laplace de y(x) et f(x). En s’aidant de la

condition initiale introduite dans (3.1.1), on peut écrire
Y(p) =p *F(p) + Zp’ a1y, (3.1.3)
et la transformée de Laplace inverse donne
Y @) = £ FE)] £ (3.1.4)
D’apres la formule (2.4.16), on a
V) = T ) + 3 bt~ (), (3.15)
=

En utilisant la formule (2.4.15), on a

—J

y(r) = Zi: —g+1) (3.1.6)

En utilisant la regle de la différentiation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville du

fonction polynome (??) (Z¢ 2" = %xa*g ), on obtient

Do,a®I = DI Tege

“+F(n —k+ 1>$
= 0. (3.1.7)

on aura
Dgry(w) = D Ig f(x) = f(x). (3.1.8)
ce qui veut dire que notre y(x) défini par (3.1.6) est bien solution, dans L'(0,7), de la

premiere équation de (3.1.1). Par ailleurs, on sait que(voir la formule (2.2.30))

Do Fa T = Dla=j+1) e

T(k—j+1)
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Alors, de (3.1.6), on a

— a— a— " b}xa—j
Dityla) = DTy f(x) + Dw’“. Ta—j+1)
n k:—j
N z:: —J+1)

Dot {ng ky(a:)} o = b, c’est a dire que les conditions initiales introduite dans (3.1.1)
r=
est bien vérifiée. Par conséquent la fonction construite y(z) est solution du probleme

(3.1.1) reste & montrer 'unicité de cette derniere, Pour cela,posons

z(z) = y1(x) — y2(2),

oll y; et yo sont deux solutions (dans L'(0,7")) du probleme (3.1.1). Et donc z(z) sera

solution du probleme suivant :
(3.1.9)

En appliquant la transformée de Laplace dans les deux membres de la premiere équation

de (3.1.9), on obtient
Z(p) = £{z(z)}(p) = 0,
et donc z(z) = 0 pour presque tout = € (0,7), ce qui prouve que la solution y(z) est

'unique solution dans L'(0,T") du probléme (3.1.1).

Le cas non linéaire

Le "Model " non linéaire d’équation différentielle d’ordre fractionnaire o (JRe(c) > 0)

sur un intervalle fini [a,b] de 'axe réel R = (—00, 00) de la forme
Dyiy(x) = flz,y(x)], (Re(a) > 0,2 > a), (3.1.10)
Avec les conditions initiales
(D Fy)(at) = by, b € Ck=1,-- ,n) (3.1.11)
dans 'espace L*(a,b) défini pour a € C(PRe(a) > 0) par :

L%(a,b) ={y € L(a,b); Doy € L(a,b)} (3.1.12)
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Oun = [a] + 1 pour @ ¢ N et a = n pour @ € N. La notation (D% "y)(a™) signifie que
la limite est prise & presque tous les points du voisinage du coté droit de (a,a+¢)(e > 0)

comme suit :

(D *y)(at) = lim (D3)(e) (1< k <n—1), (3.1.13)

(D "y)(a®) = lim (Z7%y)(x), (o # n); (Dgsy)(a®) = y(a), (@=n)  (3.1.14)
Ou Z¢ est lopérateur d’intégration fractionnaire au sens Riemann-Liouville d’ordre «a

défini par (2.2.6)

En particulier si « = n puis, conformément aux (2.2.1) et(3.1.14), le probléeme dans
(3.1.10)-(3.1.11) est réduit au probleme usuel de Cauchy pour 1'équation différentielle

ordinaire d’ordre n € N
Yy (z) = flo,y(2)], y" ¥ (a) =by, b eClk=1,--- ,n) (3.1.15)

Quand 0 < PRe(a) < 1, le probleme (3.1.10)-(3.1.11) prend la forme

Dy(a) = fla,y(@)), (Zy)a) = b, (b€ C) (3.1.16)

a

Et aussi on peut écrivez un probleme de type Cauchy sous la forme

D% y(z) = flo,y(x)], lim (z —a)' " *y(z) =c¢, (c € C). (3.1.17)

z—a™t

3.1.2 Equivalence le probléme de type Cauchy et de ’équation

intégrale de Volterra

Dans cette sous-section, nous prouvons que le probleme de type Cauchy (3.1.10)-
(3.1.11)et I’équation intégrale non linéaire de Volterra

J a—j 1 v a—1
(g —q) 4 w/ (x — )L (t,y(0))dt, (x> a), (3.1.18)

sont équivalents en ce sens que, si y(x) € L'(a,b) satisfait une de ces relations, puis elle
satisfait également ’autre. Nous prouver un tel résultat en supposant qu'une fonction
f(x,y) appartient & L'(a,b) pour toute y € G € C pour cela nous avons besoin de

I’assertion auxiliaire qui suit le lemme.

Lemme 3.1.1. [7] L’opérateur d’'intégration fractionnaire Z% avec v € C(Re(ar) > 0) est
bornée dans L'(a,b) :
(b _ a)‘}ie(a)
T < ——F . 3.1.19
|| at+9 ||1— me(a) | F(Oé) | || g ||1 ( )

D’abord, nous considérons le probleme de type Cauchy (3.1.10)-(3.1.11) avec un réel

a > 0 donné par :
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Doiy(x) = flz,y(z)], (a>0,), (3.1.20)

(D Fy)(at) = by, b eR(k=1,--+ ,n) (3.1.21)

Théoréme 3.1.2. [7] Soient & > 0,n = —[—a], G un ensemble ouvert dans R, et f :

(a,b] x G — R une fonction telle que f(x,y) € L(a,b) pour tout y € G.

Siy € L(a,b), alors y satisfait les relations (3.1.10)-(3.1.11) si et seulement si y satisfait
I'équation intégrale (3.1.18).

Preuve. D’abord, on prouve la condition nécessaire. Soit y(x) € L'(a,b) satisfaisant les
relation (3.1.10)-(3.1.11) . Depuis que f(z,y) € L'(a,b), signifie que (D% y)(z) existe
dans L'(a,b). Selon (2.2.17), on a :

Dvy(x) = DI y) (x), Tyvy(x) = y(x) (3.1.22)

Et d’apres (3.1.22) on voit que (Z]7 “y)(z) € AC"[a,b] Comme (I y)(x) = D "y)(x),
alors (DI'y%y)(x) € AC™[a,b].Selon le lemme (3.1.1), 'intégrale (Z% f)(t,y(t)) existe dans
L(a,b) en appliquant l'opérateur Z¢, aux deux cotés de (3.1.10)

(Ze+ Dary)(x) = (L f(t, y(t)) () (3.1.23)
D’autre part on a :
@ P Xn: y7(znozj)( ) (x_a)afj ( —Inia(l‘)) (3124)
at a+y = F _] + 1) ) ynfa - &gt o

D’apres (2.2.17), nous avons également
nj d \nj (g (n=i)~(a—i) aj
Yn—al) = ()" (Lo y)(x) = (Dg"y)(). (3.1.25)

En utilisant cette relation et (3.1.21), nous réécrivons (3.1.24) sous la forme

BDL) = 9 =Yg a+f{f+ e o -
= anl o j ) (x —a)*™ (3.1.26)

D’apres (3.1.23) et (3.1.26), il vient :

Y a—j 1 * a—1
)= e T _j+1)<fc—a) gy L @O @) > ) (31.27)

Jj=1

avec a > (. Ce qui prouve la condition nécessaire.

Maintenant, nous prouvons la suffisance. soit y(z) € L'(a,b) satisfaisant 1’équation

(3.1.18). en appliquant 'opérateur D¢, aux deux cotés de (3.1.18), on a
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Dy = (D% (z —a)*?) + DIt y(t . 1.2
a+y(x) ]21 F(OI _] + 1)( a+(x CL) ) + at a+[ »y( )](l’) (3 8)
D’apres la définition (2.2.17) et la proposition (2.2.15), on a
p(r—a)? = DRIy "(z—a)™
Ma—j5+1) i
= DY | =—/——(x—a)"’ 1.2
=0
Et selon la relation (2.2.27), on obtient :
Dary(x) = [ |2, y(x)] (3.1.30)

et donc, on arrive a 'équation (3.1.10).

A présent on peut montrer que la relation (3.1.11) est aussi réalisée. Pour cela, on

applique l'opérateur D¢ (k=1,---,n) aux deux cotés de (3.1.18).

Si 1l <k<n-—1, dapres la relations (2.2.30)-(3.1.29) et propriété (2.2.3), on a

D)) = 3 = (DRt — ) ) (@) + (DRI Lt () (@)

= MNa— ] +1)
D M @ @) @), (3.131)
Donc
(Da+ ky = zi: x — a)k J + (k _1 1)! /az(x B t)kilf[t,y(t)]dt. (3'1'32)

Si k = n, selon la relations (3.1.14) et (3.1.32), on obtient

bj n—j 1 v n—1
=) (n—1>!/a (@ — )"Vt y(0)]dt. (3.1.33)

Utilisons (3.1.32)-(3.1.33) pour calculer la limite ¢ — a™ on obtient la relation (3.1.11).

(D) (@) = Z

Ainsi, la suffisance est prouvée, qui compléte la preuve du théoreme (3.1.2).

3.1.3 Existence et Unicité

Dans cette partie, nous établissons 'existence d’'une solution unique au probleme
(3.1.10)-(3.1.11) de type Cauchy dans 'espace L*(a,b), défini dans (3.1.12) sous les condi-
tions du théoreme (3.1.2), et la condition de Lipschitz sur f(z,y) par rapport a la deuxieme

variable : il existe A € ]0, 1] tel que pour tout x € [a,b] et tous y;,y2 € G € R,

| f(zoy) — f(@,02) [<Alyr — w2 | (3.1.34)
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Théoréeme 3.1.3. [7] soit @ > 0,n = —[—q], solent G un ensemble ouvert dans R, et
[ : (a,b] x G — R une fonction telle que f[x,y] € L'(a,b) pour tout y € G, et la condition
(3.1.34) est satisfait.

Alors, il existe une solution unique y(x) au probleme de type Cauchy (3.1.10)-(3.1.11)
dans l'espace L%(a,b).

Preuve. D’abord nous prouvons 'existence d’une solution unique y(z) € L'(a,b), selon
le théoreme (3.1.2). il est suffisant de prouver lexistence d’une solution unique y(z) €
L'(a,b) a équation intégrale non linéaire de Volterra (3.1.18).pour cela, nous appliquons
la méthode connue, pour les équations intégrales non linéaires de Volterra, pour prouver

le premiere résultat sur une partie de l'intervalle [a, b

L’équation (3.1.18) semble raisonnable dans n’importe quel intervalle [a, z1] C [a, b]

(a <z <D).

On choisit x; telle que I'inégalité

(1 —a)”

Tat 1) < 1. (3.1.35)

est satisfaite. On montre Pexistence d’une solution unique y(z) € L'(a,r;) & I'équation
(3.1.18) sur 'intervalle [a, 1]. Pour cela on utilise le théoreme du point fixe de Banach dans

I'espace L'(a, 1), qui est trivialement un espace métrique complet muni de la distance

d(y1,y2) =l y1 — va [1= / |1 — 2 | da. (3.1.36)

Nous réécrivons I'équation intégrale (3.1.18) | sous la forme y(z) = (T'y)(z), ou

(Ty)(a) = o + F(la) [ =0l e, (3137

Avec
— (x—a)*. (3.1.38)

n
Pour appliquer le théoréme (1.2.2) du point fixe, on doit prouver ce qui suit :
i) si y(z) € L*(a,x,), alors Ty(z) € L' (a, ;)
ii) pour toute yi,y2 € L'(a,x;) la relation qui suit est vérifiée :

(21 —a)®

Tar D" (3.1.39)

| Tyr — Ty |h<w || 1 — 2 |1, w

Il découle de (3.1.38) que yo(z) € L'(a,z;).Depuis que flx,y(z)] € L'(a,b) et d’apres
le lemme (3.1.1) (x = b et g(t) = f[t,y(t)]),l'intégrale du membre de droite de (3.1.1)
appartient également a L'(a,x;). Par conséquent (Ty)(x) € L'(a, ;).
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A présent, on montre la relation (3.1.39). D’apres (3.1.37)-(3.1.38) et (3.1.12), en
utilisant la condition de Lipschitz (3.1.34) et en appliquant la relation (3.1.19) (avec

b=z et g(x) = flz,y1] — flz,ys]), il vient :

| Tyr — T2 oy < | Zaell fEy) = f(Ey2) [} 2@
< AN v —v2 ] e
(21— a)”
< A | y1(2) — v2(2) lL@an=w | v1(2) — y2(2) [|L(ae1)

I'(a+1)

Ce qui donne (3.1.39). Selon(3.1.35), w vérifie 0 < w < 1, et par conséquent (d’apres le
théoréme (1.2.2)), il existe une solution unique y*(x) € L'(a,x;) de I’équation (3.1.18)

dans l'intervalle [a, x1].

D’apres le théoreme (1.2.2) , la solution y* est obtenue comme une limite de la suite

convergente (Ty*)(z) :
xlggo 1Ty = ¥" |l 2(aen= 0, (3.1.40)

ol y;(x) est une fonction dans L'(a;b). Si au moins un by, # 0 dans les conditions initiales

(3.1.11), on peut prendre y;(z) = yo(z) avec yo(z) est définie par (3.1.38).
Selon (3.1.37), la suite (7™yg)(z) est définie par la formule de récurrence

m, o 1 * a—1 m—1 o
(T y@(w)—yﬁw/a (x = O LT My (O)de, (m=1,2,---).  (3.141)

posons Yy, (z) = (T™y§)(x), alors la derniere relation prend la forme :
1 T
) = 0+ / (& — 1)Lt ymr (D)]dE, (m € N). (3.1.42)
et (3.1.40) peut-étre réécrit comme suit :

Hm |y = y" [l L(aen= 0, (3.1.43)

m—o0

Ceci signifie que 1'on a appliqué la méthode des approximations successives pour trouver

une solution unique y*(z) de I’équation intégrale (3.1.18) sur [a, z4] .

Par la suite on considere l'intervalle |z, x5, ot z3 = 21 + h1, h > 0 avec 9 < b. On
7 3

réécrit 'équation (3.1.18), de la forme :

y(x)zr(a)/am(x— ) dt+z a_j+1>(x—a)a—j

xT

" p(l@ L (o — 1) fTt,y 0] (3.1.44)

1
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Depuis que la fonction y(x) est uniquement définie sur lintervalle [a,x;], la derniere
intégrale peut étre considéré comme une fonction connue, ce qui permet de réécrire la

derniére équation comme
1 a—1
y(r) = you( 711 / x =) flt, y(t)]dt (3.1.45)

ol yo1(z) est définie par

J a—j 1 . a—1
R F(@)/ (@ — O Yt y@]dt (3.1.46)

est la fonction connue.

On utilise les mémes arguments comme ci-dessus, on conclut qu’il existe une solution

unique y* € L'(x1,z5) de I'équation (3.1.18) sur lintervalle [z, z3).

On prend l'intervalle suivant [zq, 23], ol x5 = x5 + hy et hy > 0 avec x3 < b et ainsi de
suite. Par la répétition de ce processus, on conclut a l'existence de la solution y* € L!(a, b)

pour I’équation (3.1.18) sur U'intervalle [a, b].

Ainsi, il existe une solution unique y(z) = y* € L'(a,b) de I’équation intégrale (3.1.18)
de Volterra, et par conséquent aussi du probleme de type Cauchy (3.1.10)-(3.1.11).

Finalement pour achever la preuve du théoreme (3.1.3) , il reste & montrer que la
solution y(z) € L'(a,b) est unique et qu’elle appartient a I’espace L%(a,b). Selon (3.1.3),
il est alors suffisant de prouver (D%.y) € L'(a,b).

D’apres la preuve ci-dessus, la solution est une limite de la séquence y,, € L(a,b)

Jim || ym =y (=0, (3.1.47)
avec le choix de certains y,, sur chacun [a, 1], ..., [2,,_1, b]. L'utilisation des deux relations
(3.1.10) et (3.1.34), donne :

I D+ ym — Doy 1= fla ym] = flz9) < Al ym =y 1 (3.1.48)

Selon (3.1.47) et (3.1.48), on obtient :
Jim | D5y — Doyy |[1=0 (3.1.49)

et par conséquent (D% y) € L'(a,b). Ceci termine la preuve du théoréme (3.1.3).
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CONCLUSION

Dans ce mémoire on a traité le probleme de Cauchy pour les EDFs pour prouver
I'existence et 1'unicité de ces types d’équations, cette étude restreinte a des techniques
revient a l'origine du probleme de Cauchy pour le cas linéaire, et a théorie du point fixe

de Banach pour le cas non linéaire.
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