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INTRODUCTION

Dans ce travail, nous nous intéressons a l’étude de différents modéles des équations
de Navier-Stokes. Ce sont des équations aux dérivées partielles décrivant 1’écoulement des
fluides (liquide, gaz ou plasma). Le but de ce travail est de montrer 'existence et I'unicité d’une

solution faible d'un modéle des équations de Navier-Stokes avec un terme régularisant.

Le premier modéle de Navier-Stokes qu’on va étudier est constitué de deux équations, la
premiére est I'équation de continuité pour les fluides incompressibles, la deuxiéme est I’équation
de Navier-Stokes satisfaite par la vitesse du fluide u et la pression P.

Soit Q un ouvert borné de R3 de frontiére assez réguliére qu’on note I'. On note
QT = x (O,T) et ZT =TI x (0,T>

On a le systéme suivant

/

div u =0, dans Qr,

N Au+ i D= f—VP, dansQ
a. u U ;b = - ) 1 )
ot - g
u =0 sur X,
\ u(z,0) = ug(x) dans Q,

oll 1 est une constante positive qui représente la viscosité du fluide, et f représente ’ensemble
de forces extérieures exercant sur le fluide.

Dans le deuxiéme modéle, nous allons ajouter un terme régularisant a la deuxiéme équation
qui sert & augmenter la régularité en temps de la solution. L’ajout de ce terme va nous permettre

d’obtenir I'unicité de la solution pour la nouvelle équation.



Le modéle qu’on va étudier est donné par le systéme suivant

div u =0, dans Qr,

ou 3 0 5, Ou 3
= B e op
ot ; O, (|VU| (%i) HoAu + ;uleu f—VP, dans Qp,

u=>0 sur Y,

u(z,0) = ug(x) dans €.

Notre travail est structuré comme suit

eLe premier chapitre est consacré aux rappels mathématiques de différents outils qui seront
utilisés dans la résolution de nos systémes d’équations. Nous allons principalement rappeler
les différentes notions de convergences, les injections de Sobolev, le lemme de compacité et les
opérateurs monotones.

e Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a I’équation de Navier-Stokes. Nous montrons ’exis-
tence d’une solution faible a I'aide de la méthode de Faedo-Galerkin et le lemme de compacité
d’Aubin.

eDans le dernier chapitre qui est le but de ce mémoire, on montre I'existence et 1'unicité de la
solution d’une variante de Navier-Stokes (Navier-Stokes avec un terme régularisant). Pour cet

effet, on applique les méthodes de monotonie et de compacité.



CHAPITRE 1

RAPPELS MATHEMATIQUES

1.1 Rappel de quelques inégalités mathématiques

Théoréme 1.1 (voir [2])(Inégalité de Holder)
Supposons que u € LP (Q) et v € L1(Q) avec 1 < p < +oo. Alors u,v € L' (Q) et

[ @ @l de < lull ol (11)
Notation 1.2 Soit 1 < p < +00; on note q l'exposant conjugué,
1 1
R
p q
En particulier, si p = 2 et ¢ = 2 on obtient I'inégalité de Cauchy-Schwarz
[ @@ de < ull g ol (12)

Proposition 1.1 (voir [2]) (Inégalité de Young)
Va > 0, VYa > 0, supposons que 1 < p < 400

ab? bl
ab < —+ —
P q
Remarque 1.1 Un cas simple de l'inégalité de Young avec les exposantsp =q =2 et (e > 0)
est ) 2
a €
ab < — + — 1.3
T 2e * 2 (13)

Proposition 1.2 (voir [2])(Inégalité d’interpolation)
Si f e LP(Q)NLIQ) avec 1 < p < q < o0 alors f € L"(Q), Vp <r <gq, et on a l'inégalité

d’interpolation

I/

e Inégalité de Poincaré

@) < 12y 111

LTQ)OU;_ q ,(OSCKSl)



Théoréeme 1.3 (Voir [2]) Soit Q un borné, alors il existe une constante ¢ > 0, telle que
|20y < €|Vl Vu € H; (Q). (1.4)

e Egalité de Parseval(voir [10])

too 2 r 2
/ it (P12 dr = / e ()13 dt

1.2 Applications linéaires
(voir [7])

Soient (£, ||.||z) et (F,||.|| ) deux espaces de Banach tels qu'il existe une application linéaire
injective de E' dans F'. Cette application permet de considérer £/ comme un sous-ev de F. On
notera F — F. On dira que cette inclusion est :

— Continue, et on notera £ — F il existe une constante C' > 0 telle que |lul|. < C|ul|z

pour tout u € FE.

— Compacte, notée E <, F'| si de toute suite bornée dans E (pour la norme de E' ), il est

possible d’extraire une sous-suite qui converge dans F' (pour la norme de F').
— Dense si pour tout u € F il existe une suite (u,), C E telle que lim, oo u, = u (la

convergence étant pour la norme de F).

1.3 Injection de Sobolev

Définition 1.1 (Voir [2])
X etY deux espaces de Banach, écriture X C 'Y signifie linjection continue de X dans

Y, c-a-d qu’il existe une constante k telle que
ully < Ellullx,Vue X
Soit Q) un ouvert borné de R™ a frontiére lipshitzienne ou Q = R", n > 1.

Proposition 1.3 (Voir [2]) Soit 1 <p < oo, on a
- Sip<n, W (Q) C LP*, avec zi = % —

- Sip=n, WH (Q) C L9, Vq € [p, +00).
=~ Sip>n, W (Q) C L™ ().

S |-

D’aprés le théoréme de Rellich-Kodrachov (Voir [2]), on a

Théoréme 1.4 Supposons que Q C R™ est une ouvert borné de classe C*, on a
- Sip<n, Wh? (Q) C L9, Vq € [1,p*), i:%—%.
~ Sip=mn, W (Q) C L4, Vq € [p, +00).
- Sip>n, W (Q) CC(Q).

En particulier, W' (Q) C LP injection compacte, pour toul p et n.



1.4 Espaces abstraits contenant le temps

Définition 1.2 (voir [/])
Soit X un espace de Banach, on défnit LP (0,T; X) l'espace des fonctions f mesurables de

10, T[ & valeurs dans X, muni de la norme

T 1/p
Hmmmfxf:(éwuum&) (15)

[l oo o) = sup_ess || f (£)]lx - (1.6)
t€]0,T|

sil<p<oo:

Sip =00

1.5 Lemme de Compacité

Définition 1.3 (Voir [/] [10])
Pour v > 0, on défnit l’espace :

H7(0,T; Xo,X1) = {ue L*(0,T; Xo) ; Dju € L* (0, T; X1) }

telle que Xy, X, sont des espaces de Hilbert, et

/
~ 112
el oy = (el + 11717 @l §

Nous allons donner maintenant « Lemme de compacité» faisant intervenir la notion de dérivée

fractionnaire ;

Lemme 1.1 (voir [/])(Lemme de compacité)

Soit Xo, X, X1 sont des espaces de Hilbert avec les injections continues
XO Cc X C X1
de plus, Uinjection de X, dans X est compacte, alors linjection de H" (0,T; Xy, X1) dans

L*(0,T;X) est compacte.

1.6 Formule de Green

(voir [3])

Théoréme 1.5 (intégration par parties en dimension n)

Soit Q ouvert borné de frontiere T de classe C* . Alors si u et v € H* (Q) ona :

ov ou
doe = — d i ds. 1.7
Quﬁxi x /aniv sc+/Fuvn s (1.7)

composante de la normale sortante au domaine 2.

ot n; est la 1M



Théoréme 1.6 (formule de Green dans H? )
Soit Q un ouvert borné de frontiere T de classe C* par morceaur, u € H* (Q) et v € H' ().
Alors

1. Pour tous champs vectoriels u, v réquliers on a

/Q(Au) cvdr = — /Q Vu : Vudzr + /r Z—Zvds. (1.8)

2. Pour tous champs scalaires v, u réguliers, on a

/(Au) vdr = —/Vu-V’udm+/@vds. (1.9)
0 Q r On
Remarque 1.2
Vu: Vo = Ou; Ov; )
=1 8a:j al’j

1.7 Les convergences forte, faible et faible*

Définition 1.4 (convergence forte)
Soit p > 1 et (up),cn une suite dans LP, (u,) converge fortement vers u pour la norme LP

81 0N a
[unll o = llull o

Définition 1.5 (convergence faible) (Voir [11])
Soient (uy),cy C E et u € E. On dit que u, — u faiblement dans E lorsque n — oo si
T (un) — T (u) pour tout T € E .

Définition 1.6 (convergence faible*) (Voir [11])
Soient (T,,),cxy C E et T € E'. On dit que T,, — T dans E' faible* si T, (z) — T (z)
pourtout v € E.

1.8 Reégularité en temps

e La continuité forte

Théoréme 1.7 (voir [1])
Soient X et'Y deux espaces de Banach tels que X C Y, X étant dense dans Y. Soit T > 0
et p,q tels que 1 < p,q < oo. Alors l'espace

d
Epg = {U e L (0,T;X);v = d_?tj e Lq(O,T;Y)}

s’injecte contindment dans [’espace C' ([0,T];Y).

4



e La continuité faible

Théoréme 1.8 (voir [1])
Soit Y un espace de Banach, on dit qu’une fonction u : [0,T] — Y faiblement continue si

pour tout W € Y, la fonction défini par
t€[0,T] = (¥ (1), u(t))yy

est continue. On note par C ([0, T ; Yainie), Uespace des fonction définies de [0,T] a'Y qui sont

faiblement continue.

Lemme 1.2 Soit X un espace de Banach séparable et réflexif, et soit Y un espace de Banach

tel que X s’injecte contindment dans Y. Alors

L>(0,T; X)NC([0,T]; Yaivie) = C (10,17 ; X taivic)

1.9 Lemme de DeRham

Lemme 1.3 (Lemme DeRham)
Soit 2 un ouvert de R3 conneze. On considére [ € 2'(Q), une condition nécessaire et suffisante

pour que
f=VP pour Pe 2(Q)
et que
(f,v) =0,Yv € Z,(Q)

ol Zs () est l'espace des fonctions de 7 (Q2) a divergence nulle.

On déduit d’aprés ce lemme, une extension du théoréme de DeRham aux distributions qui
dépendent du temps.

On a

Lemme 1.4 Soit he 2'(]0,T[; H*(Q)), telle que

Alors, il existe P € 2' (|0, T[; L* (2)), tel que h =V P.
Si de plus h € WE™ (0, T; H-* () on peut choisir P € W"" (0, T; L?(Q))

Définition 1.7 (Formule des sauts)
Soit f une fonction de classe C' par morceauz sur R admettant des discontinités en les
points a, ..., a,, soit o; le saut en a; c’est a dire que
o;= lim f(x)— lim f(x).
x—m?’ T—a;

Alors

p
(Ty) =Ty + ) 0ida,.
=1



1.10 Opérateur Monotone

Définition 1.8 (voir [/])

Tout opérateur A de V- — V' ayant la propriété de la continuité suivante

Vu,v,w € V, la fonction X = (A (u+ \v),w) (1.10)
est continue de R — R. '
est dit hémicontinu.
lopérateur A vérifie
Yu,v € V,ona : (1.11)
(A(u) —A(v),u—v) >0.

On pose la

Définition 1.9 (voir [/])
Tout opérateur A de V- — V' ayant la propriété (1.11) est dit monotone.

Proposition 1.4 Si v — J(v) est une fonctionnelle différentiable au sens de Gateaur sur V

et convexe, lapplication u — J'(u) de V. — V' est monotone et hémicontinu.



CHAPITRE 2

EXISTENCE DE LA SOLUTION DE
L EQUATION DE NAVIER-STOKES

Dans ce chapitre, nous nous étudions 'existence d’une solution faible solution de I’équation

de Navier-Stokes (cas d’évolution) selon [1] [10].

2.1 Position de probléme

Le but de ce chapitre est d’étudier I’existence d’un probléme de Navier-Stokes. Pour ce fait,
on aura besoin de la méthode de Faedo-Galerkin et le lemme de compacité d’Aubin.

Soit Q un ouvert borné de R3, de frontiére I' assez réguliére. On note

Qp = Qx]0,T[, T fini

Yr=Tx]0,T].
On définit le vecteur v dans €) par
u = (ug, ug, ug) . (2.1)
Les équations de Navier-Stokes, sont données par

ou ’
i Au + ;wD,u =f—-VP (u>0) (2.2)

divu=0 (2.3)

avec les conditions aux limites et initiales

u=0 sur ¥ (2.4)

u(z,0) =wuy(z) sur (2.5)

7



On note le probéme (2.2) — (2.5) par (P')
Notre but est de montrer I'existence de u et P
Tels que
— P désigne le tenseur des contraintes ( ou tenseur de pression ), est une fonction scalaire
telle que
P:Qr - R

— u désigne la vitesse de fluide , est une fonction vecteur telle que

u: Qp - R?

t représente le temps.

1 une constante positive qui désigne la viscosité du fluide.

f désigne la gravité ou toute autre force massique extérieure.

2.2 Résolution du probléme (P')

Avant de commencer la résolution de notre probléme on a besoin de définir certains espaces

fonctionnels

2.2.1 Espaces fonctionnels

Soit € un ouvert borné de R3, on définit les espaces fonctionnels suivants
V= {u e (H ()" divu = o} . (2.6)

H={ue (12(®)" divu=0}. (2.7)
L’espace H est équipé du produit scalaire (.,.) induit par L? () ; I'espace V est un espace

de Hilbert avec le produit scalaire :

(w.0)) = Y (Do, Div). 2.8)

=1
Iespace V est contenu dans H dense en H et I'injection est continue. Soit H' et V' les espaces
duales de H et V.

D’aprés le theoréme de Riesz, on identifie H a son dual : H' = H, alors on a l'injection suivante :
VcCH=H cCV. (2.9)

ou dans (2.9) chaque espace est dense dans le suivant.
En conséquence des identifications précédentes, le produit scalaire dans H de f € Het u € V

est le méme que le produit scalaire de f et u dans la dualité entre V' et V' :

<f>u> = (fju),VfEH,VUEV



2.2.2 Propriétés du terme non-linéaire 1I’équations de Navier-Stokes

Soient u, v et w trois vecteurs dans V' on pose

3
b (u,v,w) = Z /uk (Dyv;) w; dx
Q

ik=1

Lemme 2.1 Pour tous u,v,w dans V nous avons :

1) b(u,v,w) =—b(u,w,v)
2) b(u,v,v) =0

Démonstration
* On montre que :

b (u,v,w) = —=b(u,w,v).

Au lieu de cela, nous démontrons que :
b(u,v,w)+b(u,w,v) =0

alors

Mw
S~

b(u,v,w)+b(u,w,v) =

f.
i
I

Il
Mw
S~

-
e
Il
—

f.
i
I

I
Mw
S~

w

uy [Dy (viw;)] dzx .

Il
_

Il
S~

(=

-

1

D’aprés 1a formule de Green ,Vu €V

ik=1 ik=1

N

3
uy, (Dyv;) w; dx + Z / uy (Dyw;) v; dz
ik=1"%

ug (D) wi + ug (Dpw;) v; dx

ug [(Dgvy) w; + (Dyw;) v;] dx

3 3
I = Z /Q(ini) div uy, dzr + Z /Fuk (vyw;) m; ds

=0 =0

I =0

d’ou le résultat.

+* Maintenant on montre que

b(u,v,v) =0

(2.10)

(2.11)



Pour uw,v € V, on a d’aprés (2.11) alors : b (u,v,v) = —=b(u,v,v)

b(u,v,v) = Z/uk (Dyv;) v; dz

i,k=1
= — Z/ukvl (Dyv;)
i,k=1
= —b(u,v,v)
il vient
3
2 Z /uk (Do) v; de =0 < 2b(u,v,v) =0
ik=1"%
Alors
b(u,v,v) =0
Lemme 2.2 Pour u € V, la forme linéaire v — b (u,u,v) est continue sur V ;
on a:
| (D dal < ol 1Dk il
tel que :
! + =+ L_ 1
q 3
Pour
b(u,u,v) =(g(u),v), g(u) eV,
Alors

2
lg ()lly < es llullzo iy

2.2.3 Formulation variationnelle

Soit v € V une fonction test. On multiplie I'équation (2.2) par v et on intégre sur (2

3
/u’mdaz—u/Aumdx—i—/ (ZuiDiu>‘vdmz/fmdx—/vpmd:c.
Q Q o\ Q Q

OnaVP e 7 ()
(VP,v) = — (P,divv) =0, YoeV.
Alors
(VP,v) =0 (Dans 2'(0,T)%).

D’autre part par la formule de Green pour tous champs vectoriels u, v réguliers

—/Au-vdw = /Vu Vvdx—/—vds
Q
= /Vu Vvdx—/Vu nv ds

10

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)



Alors la formulation variationnelle de probléme (P’) est donnée par :

3
/u'-vdm+u/Vu-Vvdx+/Zui(Diuj)vjdx:/fwdx,VUEV (2.17)
Q Q Q; 0

i,7=1
u (0) = up. (2.18)
Théoréme 2.1 Soient
ug € H. (2.19)
et
fer*,1;v, (2.20)
Alors, il existe
ue€ L*(0,T;V)NL>(0,T; H) (2.21)

solution de (2.17)-(2.18).

Remarque 2.1 L’existence de la pression P est une conséquence du lemme de DeRham

Pour la preuve de ce théoréme on utilise la méthode de Faedo-Galerkin

2.2.4 Démonstration du Théoreme d’existence 2.1
Etape 1 : Construction des solutions approchées

Comme les espaces V et (H&)3 sont séparables alors il existe une famille libre. Soient

Wi, ..., Wy, ... une base «quelconque» de V et wu,, solution approchée définie par
m
Um (t) € [wb ) wm] » Um (t) = Zgjm (t) wy.
j=1

telle que

3
/u;n-wj dx—,u/Aum-wj d:zH—/ (ZuimDium>-wj dx:/f-wj dr,1 < j<m. (2.22)
Q Q Q Q

i=1
U (0) = tom, (2.23)

oll ug,, est la projection orthogonale en H de ug sur 'espace engendré par wy, ..., w,,, donc
Ugm — Ug dans H fortement quand m — oo. (2.24)

Les fonctions gj,, 1 < j < m, sont fonctions scalaires définies sur [0,t,,]. Existence de ces

fonctions est assurée par le théoréme de Cauchy-Lipchitz.

11



Etape 2 : Estimation de solution approchée
Multiplions (2.22) par g;., (t) et sommons en j, il vient

3
/u;num dx—,u/ Ay, Uy, dx+/ Z Wim, (Ditjm ) Wi dx = / [ty de,1 < 5 <m. (2.25)
Q Q Q; Q

1,j=1

D’aprés (2.12) on a b (U, U, Un) = 0, on en déduit

1d
—— |um, (t)|2+u/Vu-Vv d:v:/f(t)-um dx (2.26)
2dt Q Q
Par I'inégalité de Cauchy-schwartz
1d
5 27 [tm O)F + p [l O <N Ol @] (2.27)

D’aprés l'inégalité de Young, le second membre de l'inégalité (2.27) est majoré par

1F Ol wm 0] < 5l (O + e 1 O

1d
5= [um ()1 + pullum (D)7 <

2 2
2 dt [[wm O™+ Lf O

N =

d’ou
1d 2 M 2 2
§£|um(t)| + 5 lun O < I Oy

Intégrons sur (0,t), il vient

t t
i (OF = i 410 [ @ dr < [N @3

Alors . ,
|t (t)l2+u/ ltm ()| do < Jutgrm|” +Cu/ 1f (o)Ily do (2.28)
0 0
d’aprés (2.19), on a ug € H
d’ou
|u0m| S C1

et d’apres (2.20), on a f € L*(0,T;V") d’on
! 2
[ 1@ do <
0

alors, il vient
2 2
|t ()" =+ [t (O 200y < € (2.29)
Comme la constante ¢ ne dépend pas de m on prend donc ¢, =T.
De Plestimation (2.29) on déduit que

(unm) est uniformément bornée dans L*(0,T;V)NL>(0,T; H). (2.30)
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Etape 3 : Compacité des solutions

L’estimation précédente ne suffit pas pour passer a la limite dans I’équation (2.22) & cause
de la présence du terme non-linéaire b (u, u, w). Pour cela, on a besoin de montrer la compacité
des solutions.

U — uw dans L*(0,T; H)

Soit U, le prolongement de u,, par 0 en dehors de (0,7"). On remarque qu’on a deux points de

discontinuité en 0 et en 7. D’aprés la formule des sauts,

d
Eum (t) = u;n (t) + 0'1(50 + 0'25T
telles que
= lim u,, (t) — lim @, (¢) = uy, (0) .
7= B ()= 1 (1) = tn (0
= lim u,, (t) — lim @, (t) = —u,, (T).
72 = Bt (0= B o (6= =t ()
Alors
d - :
7 (t) =, (t) + U, (0) 0 — up, (T) 67
On a
Ve > 0, D" u,, est uniformément bornée de L (0,T;H) . (2.31)
ou

1/4— o , oo
Dt/ ‘u = restriction a (0,T) de la transformée de Fourier inverse

en 7 de|r|"*°q, ot U = transformée de Fourier en t de 1, (2.32)

prolongement de u par 0 hors de (0,T).

on déduit de (2.22) que
d [ _ _ L ~
pr m (1) - w; de—p [ Ay, - wj doe+ b (U, Uy, w;) = [ f-w;de
“ “ “ (2.33)
—07 fo U (T) - w; dax + g [, tom - w; da.
ol fest le prolongement de f par 0 hors de (0,7), et o dy, (resp. dr) est la masse de Dirac
en 0 (resp.T).
On utilise maintenant (2.14) mais avec des majorations différentes, valables lorsque n = 3; on

a

donc
2
(g (u),v)| <C ||UH(L4(Q))3 o]l
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et comme H] (Q) C L*(Q)sin=3,0n a:

lg (u)lly < e ull” (2.34)

Posons : g, = g ()
Jm — transformée de Fourier de g,,, f = transformée de Fourier de f; d’autre-part la dérivée

par rapport a ¢ d’ordre v de u est la transformée de Fourier inverse de (2i77)” U, ou

—

D}u(t) = (2im7)" u (1) (2.35)

(2.33) et (2.35)donne :

27rz'7'/ﬁm(7')-wj dx—,u/Aﬂm‘wj dl’+//g\m'1Uj dx:/f'wj dr—
Q Q @ “

(2.36)
—e_QW”T/ U, (T) - w; dx + / Upm - w5 di.
0 0
Mais @y, (1) € w1, ..., wy]; on déduit donc de (2.36)
(. Qi (T) Dy (7) ~ _
27m7'/ U, ( dx—i—,u/ dx—i—/ng-udex:
[ (r): Za% oot [ G () ()
/ f(T) Uy, (1) dx — e‘QmTT/ U (T) - Uy, (1) dz + / Uom * U (T) dx.
\ Q Q Q
Alors
2rirlin (0 0 Z 8”;;;] VPt [ G00)- 5 (o = [ F0)- T ()
(2.37)
—6_2””T/ U (T') » Uy (T) dax —|—/ U, * U (T) dx.
Q Q
On déduit de (2.37), en prenant la partie imaginaire et majorant :
7l () < (1 )l + | F O] ,) 1 (7)1 + i (7)1 (7))
(2.38)

+ [uom| [tm (7)]

D’apres (2.34) il vient :

T
16 (Ol < / g (O], dt

IN

T

c / et (8)]1
0

Ch

IN
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et donc

[Gm (Tl < Ch.

D’aprés (2.30), up, (T') et ug, sont bornées, on déduit de (2.38)

~ 2 ~ ~
7 [t () < e i (D)} 4 [ F )| N (0] + 22 (7)]

Soit o tel que 20 > 1. Alors

/m Ll Yl PR N (2.39)
o AR TSt i '
avec
T @ (DI
o = o T
voo | F ||, Nm ()1
ﬂm = / L dr
o L+ |7 ’
0 Jid (7))
m gd .
on = o | T
Mais ﬁ € L?(R,) et d’aprés (2.30), U, est uniformément bornée de L?(R,;V), donc

o,y < c comme

B < [T O N ()1 dr Ona B <

V/
Enfin <<1+|T|U € L? (RT)» et (2.30), entrainent ¢,, < ¢
Donc (2.39), 0 > 1 entrainent (2.31).

D’aprés le lemme de compacité 1.1, on a

Conclusion : (u,,) est uniformément bornée de L? (0,T; H).
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Etape 4 : Passage a la limite

On peut donc extraire de (u,,) une suite (u,) telle que

u, — u dans L*(0,T;V)
u, —* w dans L*(0,T;H)

u, — u dans L*(0,T;H) fortet p.p. dans Qr,.

On déduit de (2.40) (2.42) que u, (0) — u (0) dans V' faible et donc u (0) = wy.

En utilisant le lemme suivant :
Lemme 2.3 Soit u e L*(0,T;V)NL>®(0,T; H). Alors
we L' (0,T; (L ()%) .

Démonstration du lemme

Siu={u;}, on a
u; € L* (0, T Hy () N L>® (0,T; L* (Q))

Pourn >3 :
D’apres le théoreme de Sobolev, Hg (Q) C L7(Q), ;

u; € L*(0,T; L7 () N L (0,T; L* (2))

W=

1
2

Mazis d’apres Hélder

1/2

s (Dl oy < s (D ey s (D)1 5,
< cllus ()45
D’ou
u € L*(0,T; LP (2))
D’on (2.43)
Alors

(Uniun;) est bornée dans L? (0, T; Lp/z) et on peut donc supposer que
(Unilnj) — Xij dans L? (O,T; Lp/2) )
Mais grace a (2.42) on a
Xij = Uily.

Utilisons le Lemme suivant :
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Lemme 2.4 Soit Q un ouvert borné de R} x Ry, g, et g des fonctions de L(2), 1 < ¢ < oo,

telle que
192/l oy < € gn — g p. p. dans Q.

Alors g, — g dans LY faible.

Upilln; — uu; dans 2’ (Qr) ; en effet
/Qum-unjgo dx dt — /Qul-ujgo dx dt Yo € 2 (Qr)
car up,; — u; dans L? (Qr) et u,jp — u;j dans L? (Q7) .
On déduit de (2.46) (2.47) que

b (Un, Un, wj) — b (u,u,w;) dans L*(0,T) .
En effet si ¢ € L? (0,7T), on a :

T T
/ b (Un, Up, w;) Y dt = —/ b (Un, wj, up) Y dt
0 0

Par ailleurs
() wy) > (o wy) dans 7' (0,T)

et donc (2.22) (pour m = n) donne a la limite

/u’-wj d:c—u/Au-wj dx+b(u,u,wj):/f~wj dr.
Q Q Q

et cela Vj.
On en déduit (2.17), Vo € V

(2.48)

Reste & montrer que (2.5) a lieu. Mais d’aprés (2.40) on a, u, (0) — ug faiblement dans L? (Q2) ;

or (¢f.(2.24)) u, (0) = uno — up dans H, donc on a (2.5).
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CHAPITRE 3

ETUDE DES EQUATIONS DE

NAVIER-STOKES AVEC UN TERME

REGULARISANT

Le but de ce chapitre est d’étudier I'existence et I'unicité d’un probléme de Navier-Stokes

régularisant. En effet, nous allons ajouter un terme régularisant aux équations de Navier-Stokes

pour augmenter la régularité en temps de la solution. Pour ce fait, on aura besoin de la méthode

de Faedo-Galerkin, le lemme de compacité d’Aubin et de la méthode de monotonie.

3.1 Position du probléme

Soit © € R? un domaine borné a frontiére réguliére 3. On note
QT =0 x (O,T) et 2p =2 X (O,T)
On pose u = (uy, ug, us)

0
al’i

3
‘VU‘2 = Z ’D[LL]‘2 >Di =

1,j=1

On considére le probléme défini dans €07 suivant

P 3
DY

0

div u = 0,

avec les conditions aux limites et la condition initiale

u=0 sur Xr

18
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(]Vu]z u) — poAu + ZuzDLu =f—=VP, (o >0).
i=1

(3.1)



u(z,0) =wug(z) sur . (3.5)

On note le probéme (3.2) — (3.5) par (P”). Notre but est de montrer 'existence et I'unicité de

la vitesse u et 'existence de la pression P.

3.2 Résolution du probléme

3.2.1 Espaces fonctionnels

On a besoin de définir certains espaces fonctionnels pour la résolution de notre probléme.

On introduit les espaces fonctionnels suivants

V= {u|u e (W ()?, div u = 0} (3.6)

muni de la nomre

3 1/4
lully = (2 {’Dj“‘}iﬁl(a)) ’
=

et
H={ue (12(@)" divu=0}. (3.7)

3.2.2 Formulation variationnelle

Soit v € V une fonction test. Nous multiplions ’équation (3.2) par v et intégrons sur {2

0 : Ou ’
a/ﬂu-vdx—u/( o < xi))-vdw—uo/ﬂAu-vdx—i—/Q (;uiDiu>-vdx (3.8)
:/f-vd;v—/VP-vdx.

Q Q

D’autre part par la formule de Green, Yu,v € V :

3 3
0 9 Ou B 9 Ou 8v B / 9 Ou '
/Q< El oz, <]Vu 8@)) vdr = E /\V |* —=— dx 521 F\Vu| oz, vn; ds

1=

-~
=0

= Z/]Vu| D;u;D;v; d.

2,7=1

Alors la formulation variationnelle de probléme P’ s’écrit :

0
6t/u vdx+u2/|Vu| D;u;D; vjdx+uo/Vqudx+Z/ul (Djuj)vidxz  (3.9)

3,j=1 3,j=1

:/f~vd:v,‘v’v€ V.
Q
u (0) = up. (3.10)
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3.2.3 Théoréme d’existence

Théoréme 3.1 On suppose que f € L*3(0,T; V') et ug € H il existe alors une solution u, P
du probleme (P"), telle que

we L0, T;V)NL®(0,T; H). (3.11)

La démonstration de ce théoréme se fait de la méme maniére que le probléme du chapitre
précédent. La seule différence est dans le passage a la limite dans le terme régularisant. Pour

ce fait on aura besoin d’autre outils mathématiques.

Etape 1 : Solutions approchées

Soient wy, ..., Wy, ... une base quelconque de V' et wu,, solution approchée définie par

m
= gim(t)w
j=1
Les g;m €étant a déterminer par les équations

0

gn um w;dxr + p Z / ]Vum| DujmDiw;idx + uo/ Vu,,Vw;dz + (3.12)

2,7=1

/Zuzm Du]m)w]da:—/f widzr, ou 1<j<m.
Q

,j=1

U (0) = ugp, (3.13)
L’existence de g;,, se fait grace aux résultats généraux sur les systémes d’équations différentielles
dans un intervalle [0, ¢,,]. On montrera dans la suite que t,, = T
Etape 2 : Estimation de solutions

On multiplie (3.12) par gj, (t) et sommons en j; comme [, 377 Wim (Dittjm) umdz = 0,

on déduit

3um i (9 2 aurn
— Uy dT — 1 |Vt | “Updr + o | VupVugpde = (3.14)
o Ot Q \'—, Ox; Ly Q

Q

tel que
°L 0 ou
/ Z <|Vu\2 ) -uda::/]Vu]4 dx.
o\ ow; Ox; Q
donc
1d 2 4 2
57 [tm OF + pllwm O + o llum O = | f - um dz, (3.15)
Q
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Par 'inégalité de Cauchy-schwartz

1d
57z [um (OF + gl O + pro [[wm O < 1LF Oy e (@] (3.16)
D’apres l'inégalité de Young
Ld 2 4 2 _ M 4 3/4
5 g 1tm (OF + sl O + po lJwm I < 5 llwm O+ llf Ol (3.17)
d’ou
Ld 2, M 4 2 3/4
i (O + &l ()1 + gl ()7 < £ (B (3.18)

En intégrant sur (0,1) :

t t t
|t (t)|2+u/ [t (U)||4d0+/~LO/ [t (0)]* do < |U0m\4+cu/ If (@) do (3.19)
0 0 0
et comme f € L3*(0,T;V") et uy € H, alors

2 4 2
um (O] + g [[tm (t)||L4(O,T;V) + 1o [[tm (t)“LQ(O,T;V) < (3.20)

ol c¢ est une constante indépendante de m, on pourra dans la suite prendre ¢, = T.

Conclusion :

(um) est uniformément bornée dans L* (0,75 V)N L> (0,T; H) . (3.21)

Etape 3 : Compacité des solutions

Avant de passer a la limite il faut montrer la compacité des solutions, on a besoin le lemme

suivant
Lemme 3.1 La suite (u,,) est compacte dans L* (0,T, L* ()).

La preuve de ce lemme se fait de la méme maniére que le chapitre précedent, Lemme 2.2.

Etape 4 : Passage a la limite
Grace a lestimation (3.21) et au lemme (3.1), on déduit les passages a la limite suivants

u, — u faiblement dans L* (0,T;V)

u, —* u faiblement * dans L> (0,7 H)

(3.22)
u, — u fortement dans L* (0,T; H) et p. p. dans Qp
u!, — v’ faiblement dans L* (0,7T; V")
par ce dernier passage on déduit
3
Z Ui Dithjm = (U, - V) Uy = (u- V) u dans L* (0,T; L' (2)) (3.23)

ij=1
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On définit maintenant ’opérateur non linéaire A par

i (\V k a;f) (3.24)

)

Pour tout v € V', on a

3
<A (um) ,U> = IU,Z/;2 |Vum|2Diuijin d.ﬁ,
=1

- ,uHVumHQ/QVum-VU dz.

(A () 0)] < 1 [Vl [ V0] V0 €V,
d’ot A (uy,) € V', Yu,, € V, et on a
1A ()l < g | Vet

On intégre sur [0, 7]

T T 3
A|mwwm~ﬁ3ul|w%m

Comme Vu,, est borné dans L* (O, T;(L? (Q))3> donc A (u,,) est borné dans L*3 (0,T; V"), on

en déduit que
A(uy) = x dans L*3(0,T;V") (3.25)

Gréce aux (3.22), (3.23) et (3.25), on peut passer a la limite dans (3.12) on obtient I’équation

/gt - wj dx+u/x w; da:—l—,uo/Vu Vw]dx+/(u Vu - wjdx—/f wjidz. (3.26)
Q

Mais pour V7, on déduit donc

vdx—l—u/x vdm+uo/Vu Vvda:—i—/(u V)u-vdx = (3.27)
0

875

/ f-vdz, Yv € V, dans D'(0,T).
Q

Il reste & montrer que y = A(u), pour cela on utilise la méthode de monotonie.

On remarque que

avec
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et la fonctionnelle u — J (u) est différentiable au sens de Gateaux sur V' est convexe.
Gréce a la proposition (1.4), on déduit que 'opérateur A est monotone et hémicontinu.

On pose maintenant
X, - /0 (A () — A(0),u — v) dt
_ /O (A ) ) = (A () 0) = (A (0) 0 = 0) dt > 0,0 € L (V).

De l'équation (3.15)

/0 (A(n) ) dt= [ g — = (D)2 + 2 [ (0)]2

De I’équation (3.27), on a

1

2 _ Dy ()2 ' A d
X =y o O = 5 e O+ [ 7= [ (A ) ) -

T
/ (A(v),u, —v) dt,Yv e L* (V).
0
On prend la limite sup de X, et on utilise le fait que
[[u (T[] < limiinf [Ju, (T)]] .

On obtient

1 1
limsup X,, < = ||uo||2 5 | (T)||2 +

T
=3 f-ud:v—/o (x,v) dt—

Qp

T
/ (A(0),u—v) dt,Yv e L' (V).
0
De I’équation (3.27), il résulte que

4 1 1
| v dt =5l = S @+ [ 5w,
0 Qr

donc
T T T
limsuanS/ (x,u) dt—/ (x,v) dt—/ (A(v),u—v) dt.
0 0 0
D’ou
T
limsuang/ (x —A@),u—v) dt,Yv € L*(0,T;V).
0

Comme l'opérateur A est monotone alors
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Soit maintenant v € V quelconque et h € R*, si on prend dans (*), v = u — hv, on obtient

/T(X—A(U—hv),hv) dch/T(X—A(u—hv),v) dt >0

donc

T
/ (x— A(u— ho),5) dt > 0.
0
On fait tendre h vers 0, comme A est hemicontinu, il vient
T
/ (x — A(u),v) dt >0,Vo € L*(0,T;V)
0
Cette inégalité reste vraie pour —v, donc
T
/ (x — A(u),v) dt =0,Yo € L*(0,T;V)
0

ce qui donne

Au) =x

3.2.4 Unicité de la solution

On a le théoréme d’unicité suivant

Théoréme 3.2 Le probleme (P") admet alors une solution et une seule telle que
we€ L0, T;V)NL>®(0,T; H). (3.28)

Démonstration du théoréme

Soient u; et us deux solutions du probléme (P”), vérifiant (3.28) et soit w = u; —uy . On a

ow

vdx + ,LL<A(U1) — A(ug), v> + Mo/ Vu - Vodr + /(u1 -V)w - vdz—
o Ot 0 Q

/Q(w'v)w-vda:+/(w-V)ul-vdm:O.

Q

En prenant v = w (t), il vient
)+ ,u<A(u1) ~ Alus),ur — u2> + o] V|2 + /(w Vur-wde =0 (3.29)
Q

L’opérateur A étant monotone 1’équation (3.29) devient

1d

o7 lw (1)) + po| | Vw||? < —/(w~V)u1 cwdr = /(w-V)w-uldx ( voir lemme (2.1)) (3.30)
0

Q

Le point essentiel est de pouvoir majorer le terme non linéaire

b(w,w,uy) = /(w -V)w - updx.
Q
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On a par U'injection continue de H} () dans L(f2) avec 1 < ¢ < 6, en dimension 3,

bw(t) wit), u(0)] < )| |u)|

th . 3.31
Ol s (3:31)

(L8 ()3
On utilise maintenant I'inégalité d’interpolation (voir la proposition (1.2)) pour a = %, on a

1
2

(LO()3)

Hmﬂ‘ “[lue) (3.32)

< Ju)

(L3(Q)3

Comme Hj(Q2) s’injecte dans L%(2) en dimension 3 (c’est a dire ||w||(zs@y: < Cllwl)), la

majoration (3.31) devient

2

’b(w(t),w(t),ul(t))‘ <G u(t)H(LG(Q))S w(®)]?lwi) (3.33)
On pose
A1) = 18] g
() = [U®I] Lo s
par l'inégalité de Young on obtient la majoration
2 2
blaw(t), w(t), ur(£))]| < CaM(@)2 ()] + o) (3.34)
On Pinjecte dans (3.30), on a l'estimation
1d’f<CMWWQf (3.35)
5 dt w| = Ug w .

Comme u € L*(0,T;V) alors M*(t) € L*(0,T), d’ou

w=20
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CONCLUSION

Dans ce trvail, on a étudié ’existence et I'unicité de la solution de I’équation de Navier-
Stokes régularisée, tel que nous avons conclu lorsque 'opérateur est monotone, la méthode de
la monotonie est mieux adaptée a I’étude des problémes non linéaires, car elle nécessite moins

d’estimations que la méthode de compacité.
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Résumé

Dans ce mémoire nous allons étudier deux modéles de I'équation de Navier-Stokes qui sont
des équations aux dérivées partielles non linéaires : Notre but est de montrer 'existence de
solutions; pour cet effet on faitappel aux différent outils mathématiques tel la méthode de

Faedo-Galerkin ; lemme de compacité et la méthode de monotonie.
Les mots clés :

Equation de Navier-Stokes, la méthode de Faedo-Galerkin, lemme de compacité, la méthode de

monotonie.
Abstract

In this thesis we will study two models of the Navier-Stokes equation which are nonlinear
partial differential equations: Our aim is to show the existence of solutions; for this purpose, dif-
ferent mathematical tools such as the Faedo-Galerkin method are used; lemma of compactness

and the method of monotony.
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