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Introduction

La théorie des systémes déductifs a été fondée par A. Tarski [1930] et développée par le
méme auteur dans ses importants travaux [1956]. D’autre part, D. Hilbert [1923] a mis en
évidence 'importance du calcul implicatif positif, dont ’étude au point de vue de l'algebre
a été développée par L. Henkin [1950] et A. Diego [1965]. Ce dernier travail qui contient la
these de cet auteur, soutenue en 1961 a I'université de Buenos Aires.[1]

La notion de modele implicatif au sens de Henkin (& laquelle on peut donner le nom
d’algebre implicative de Hilbert) a une grande importance dans 'étude du calcul considéré
par D. Hilbert. Il existe cependant d’autres calculs propositionnels, de nature trés variée,
et distinctes du calcul implicatif positif.[1]

Ce document est organisé de la maniére suivante :

Le premier chapitre est constitué des définitions et des concepts de base ; & ce niveau,
nous rappelons les notions et outils de base de la théorie des ensembles ordonnés, nous
présentons les concepts et le vocabulaire permettant de définir un ensemble ordonné, un
treillis et une algébre de Boole en proposant pour chacun un exemple illustratif.

Le second chapitre consiste a définir et a étudier les treillis de Heyting en général
et énumérant certaines propriétés algébriques importantes qui les identifient et les carac-
térisent.

Le dernier chapitre fera 'objet de I’étude les systémes déductifs et traitement les deux

théories principales.



Chapitre 1

GENERALITES ET NOTIONS DE
BASE

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques notions de sur relations définies entre deux
ensembles non vides.

Ce chapitre est divisé en quatre sections :

1- Dans la premiére section nous donnons des définitions et des propriétés des relations
binaires.

2- La seconde section est consacrée a 1’ordre et aux ensembles ordonnés ainsi qu’aux notions
de chaines et antichaines.

3- Dans la troisiéme section on introduit la structure de treillis d’ordre, treillis algébrique,

treillis distributif, treillis modulaire, treillis complémenté, treillis résiduel ainsi que

certain sous-ensembles particuliers dans un treillis.

4- Enfin la quatriéme section est consacrée a une classe particuliére de treillis a savoir les

algébres de Boole.

1.1 Relations binaires

Définition 1.1.1 Une relation binaire d’un ensemble E vers un ensemble F est une partie

R de EXF. Si(z,y) € R on dit que = est en relation avec y et on note tRy. Si (x,y) ¢ R



1.1. Relations binaires

on dit que x n’est pas en relation avec y et on note (xRCy) ou | (xRy). Dans le cas

particulier ot = F on dit que R est une relation binaire définie sur E.

Définition 1.1.2 Soit R une relation binaire d’un ensemble E vers un ensemble F. On
appelle relation réciproque de R et on note R™! (ou R?) la relation binaire de F vers E
définie par :

Y(z,y) € Ex F, (xR 'y) & (yRa).

Définition 1.1.3 On dit qu’une relation R est incluse dans une relation S ou que S est

une extension de R et on note R C S, si
V(z,y) € EXF (z,y) € R= (x,y) €.
On dit que deux relations R et S sont égales si R CS et S C R.

Définition 1.1.4 Soit R une relation binaire d’un ensemble E vers un ensemble F'. On
appelle relation complémentaire de R et on note R la relation binaire de E vers F définie
par :

V(z,y) € EX F,(z,y) € R° < (x,y) ¢ R.

Définition 1.1.5 [6] Soient R une relation binaire d’un ensemble E vers un ensemble F
et S une relation binaire de l’ensemble F vers un ensemble G. La composée T de R et S
est une relation binaire de ’ensemble E vers l’ensemble G notée T =R oS ouT =RS et
définie par :

V(z,y) € E X G, (2Ty) < (3z € F tq (x52) A (2Ry)).

Notation : Dans le cas particulier ot £ = F' = G on note R> = RoR = RR.

Définition 1.1.6 (Relation d’équivalence) Une relation binaire R définie sur un en-

semble E est une relation d’équivalence st R est :
o Réflexive [(Vx € E)(z,z) € R];
o Symétrique [(Vz,y € E) si (x,y) € R alors (y,x) € R];

o Transitive [(Vx,y,z € F) si (x,y) € R et (y,z) € R, alors (x,z) € R].



1.2. Ensemble ordonné

1.2 Ensemble ordonné

Définition 1.2.1 (Relation d’ordre) Une relation binaire R sur un ensemble E est un

ordre sur E si elle vérifie les trois propriétés suivantes :

e Réflexive : pour tout x € F,x < x;
o Antisymétrie : pour tous x,y € E,(x <y et y < x) impliquent x = y;
e Transitive :pour tous x,y,z € E, (x <y et y < z) impliquent x < z.

Définition 1.2.2 (Ensemble ordonné) Un ensemble ordonné ou ordre est un couple (E, <

) ot E est un ensemble non vide et < est une relation d’ordre définie sur E .

Remarque 1.2.1 Les définitions ci-dessus correspondent a l’ordre large mais pas a l’ordre
strict : (R, <) ou < est l'ordre strict usuel sur les réels n’est pas un ensemble ordonné (c’est

un ensemble strictement ordonné, voir en-dessous).

Définition 1.2.3 (Ordre strict) Une relation binaire est un ordre strict (ou une relation

d’ordre strict) quand elle est irréflexive (pour tout x € E,xR°x) et transitive.
Théoréme 1.2.1 Un ordre strict est toujours antisymétrique.

Définition 1.2.4 (Ensemble strictement ordonné) Soit E un ensemble et < une rela-

tion d’ordre strict sur E. On dit que (F, <) est un ensemble strictement ordonné.

o Deuzx éléments x et y de E sont dits comparables si x < y ou y < x, on note cette sym-
boliquement par lécriture x }f y. Si tous les paires d’éléments de E sont comparables,
alors nous disons que E forme une chaine, sinon ils sont dits incomparables, il sont
alors notés x || y. Si tous les paires d’éléments (distincts) de E sont incomparables

alors nous disons que E forme une antichaine.

Définition 1.2.5 (Ordre total) Un ordre sur E est dit total si deuz éléments sont tou-

jours comparables. Un ordre qui n’est pas total est dit partiel.



1.2. Ensemble ordonné

Définition 1.2.6 (Ordre strict total) Un ordre strict sur E est dit strict total si deux

éléments différents sont toujours comparables :

Ve,ye e #y=x<youy<ux.

Exemple 1.2.1

1.

2.

L’ensemble Z muni de l’ordre naturel est totalement ordonné.

L’ensemble N est partiellement ordonné par la relation de divisibilité. On note ce poset

par (N, ).

L’ensemble 7 n’est pas partiellement ordonné par rapport a la divisibilité. Soit x un
élément non nul. On a x divise —x, et —x divise x. Mais x n’est pas égal o —x, et

donc la propriété d’antisymétrie n’est pas valide.

Si X est un ensemble, l’ensemble de ses parties P(X) est partiellement ordonné par

Uinclusion. On note ce poset (P(X), C).

Supposons que A est un ensemble totalement ordonné par une relation, et supposons
que n est un entier positif. Alors l’ensemble A™ est partiellement ordonné par la

relation <., définie ci-dessous :
(al, ...... ,an) <lex (bl, ...... ,bn) S e [1,71] Tap = bl,bg = a2, ..... , Qi1 = bi,l,ai < b;.
Cet ordre est appelée l'ordre lexicographique.

Soit (E,<pg) et (F,<p) deux ensembles ordonnés. On définit l’ordre produit simple
<prod sur ExF par¥(xq,11) € EXFN(22,y2) € EXFE, (21,y1) <proa (T2,Y2), 21 <p %2

et y1 <p Ya.

1.2.1 Eléments particuliers

Définition 1.2.7 (Minorant, plus petit élément) [5/ Soit (E, <) un ensemble ordonné

et F' une partie non vide de E. On dit que x € E est un minorant de F' si tout élément de

F est plus grand que x pour < : Vy € F,x < y. Si le minorant de F' est un élément de F

on dit que c’est le plus petit élément de F'.



1.2. Ensemble ordonné

Définition 1.2.8 (Borne inférieure) On appelle borne inférieure de F, s’il existe, le plus

grand des minorants de F'. On la note inf F'.

Définition 1.2.9 (Majorant, plus grand élément) [5/Soit (E, <) un ensemble ordonné
et F' une partie non vide de E. On dit que x € E est un majorant de F si tout élément de
F' est plus petit que x pour <: Vy € F,y < z. Si un majorant de F est un élément de F, on

dit que c’est le plus grand élément de F'.

Définition 1.2.10 (Borne supérieure) On appelle borne supérieure de F', si elle existe,

le plus petit des majorants de F', on la note supF.

Remarque 1.2.2 [l n’y a pas toujours un minorant ou un majorant.

Exemple 1.2.2 Dans (R, <) :

Pour F = [0;1[, on a Majo(F) = [1;+o00[et Mino(F) =| — 00;0] donc sup F' et inf F
existent avec sup F' =1 et inf F' = 0.

Pour F' =] — o0;1], on a Majo(F) = [1;+oolet Mino(F) = () donc sup F' existe et

sup F' = 1. En revanche inf F' n’existe pas.

Définition 1.2.11 (Elément minimal) Soit (F, <) un ensemble ordonné et F' une partie
non vide de E. Un élément x € F' est un élément minimal de F' quand aucun élément de F

n’est strictement plus petit, pour < que x
Vye Fly<xz=y=ux.

Définition 1.2.12 (Elément maximal) Soit (E, <) un ensemble ordonné et F' une partie
non vide de E. Un élément x € F est un élément marimal de F quand aucun élément de

F nest strictement plus grand, pour < que x

Vye Floe <y=y=ux.



1.2. Ensemble ordonné

1.2.2 Chaines et antichaines

Notation : On note zy < x; < .... < z, une chaine de (X, <) ou, simplement, z(;.....z,.L’'élément
xo est l'origine de la chaine, z, son extrémité, et sa longueur vaut le nombre de ses éléments

moins un (donc p pour la chaine zy < 1 < ... < z,).

Définition 1.2.13 Une chaine C = zox;...... x, de P est dite :
e Maximale si elle n'est contenue (strictement) dans aucune autre chaine de X ;
o FElendue si elle contient un élément minimal et un élément mazimal de X.

Définition 1.2.14 Une antichaine de X est maximale si elle n’est contenue dans aucune

autre antichaine de X.

Remarque 1.2.3 Les seuls sous-ensembles ordonnés de X qui sont a la fois chaine et

antichaine de X sont les singletons de X.

Définition 1.2.15 [7/Soit X un ensemble ordonné. Le nombre mazximum d’éléments d’une
antichaine de X s’appelle la largeur de X et est noté o(X). L’étendue k(X) de X est
le nombre mazimum d’éléments d’une chaine de X. Par ailleurs, on note v(X) le nombre
minimum d’antichaines dans une partition de X en antichaines et 0(X) le nombre minimum

de chaines dans une partition de X en chaines.
Définition 1.2.16 La hauteur de X est la quantité \(X) = k(X) — 1.

Exemple 1.2.3

N avec lordre ordinaire est une chaine.

N* avec la relation de divisibilité n’est pas une chaine.

e P(X) avec la relation d’inclusion n’est pas une chaine (si X a au moins deux éléments).

la chaine 4 formée de I’ensemble {0, 1, 2,3} muni de 'ordre naturel.



1.2. Ensemble ordonné

Exemple graphique :

02

1.2.3 Diagramme de Hasse

Quand (E, <) est un ensemble ordonné fini, on peut le représenter graphiquement par son

diagramme de Hasse, qui est un graphe non-orienté avec les contraintes suivantes :
e les sommets sont les éléments de E;
e si x < y on place z plus bas que y sur le diagramme ;
o siz <yetquiln’y apasdeze E tel que x < z <y, on met une aréte entre z et y.

Exemple 1.2.4 Le diagramme de Hasse pour l'ordre C sur E = {1;2;3} est :
{1,2,3}
- . / - | \ -
(1,2} (1,3} {2,3)
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1.3 Treillis

Définition 1.3.1 Un treillis est un ensemble ordonné dans lequel tout paire d’éléments

admet une borne supérieure et une borne inférieure. On notera : Inf{x,y} = x Ay et

Sup{z,y} =z Vy.

Définition 1.3.2 (Treillis fermé) Un treillis est fermé s’il posséde un plus petit élément

noté “07est plus grand élément noté “1”.

Définition 1.3.3 (Treillis complet) Un treillis est dit complet lorsque toute partie non

vide admet une borne supérieure et une borne inférieure.
Exemple 1.3.1

e Pour tout ensemble E, (P(E),C) est un treillis, si X et'Y sont des parties de E on
a: XVY=XUY, et XANY=XNY

o (N*|) est un treillis :x V y = ppme(x,y) et x Ay = pgdc(z,y).

e Toute chaine est un treillis : x V y = max(z,y), x ANy = min(x,y).

Exemple graphique :

<

Un contre-exemple de treillis



1.3. Treillis

Définition 1.3.4 (Sous-treillis) Une partie(P, <) d’un treillis (E, <) est un sous-treillis
de E si pour tout x ety de P, x Ny et x Vy sont dans P.

Exemple 1.3.2
e {a,b,c,d}, muni du méme ordre, est un sous-treillis de E;

e {a,b,c, e}, muni du méme ordre, est un treillis mais pas un sous-treillis de E.

wll
L

by +

1.3.1 Caractérisations algébriques

Proposition 1.3.1 Dans un treillis que quelconque

e r<y&sSr=xNy&Sy=cVy;

tdempotente : xtVxr=x et x Nx = x;

commutative : xVy=yVar exANy=yAz;

associative : xV (yVz)=(xVy)Vz etxANyNz)=(zAy) Az

les lois d’absorption : x N(xVy)=x etxzV (zNy)=1x.

Théoréme 1.3.1 [3/Soit un ensemble E muni de deux lois internes A,V, qui sont idem-
potentes, commutatives et associatives qui vérifient les lois d’absorption, alors il existe une
unique relation d’ordre < sur E telle que E soit un treillis et quels que soient x et y :

sup{z,y} =z Vy et inf{z,y} =z Av.

10



1.3. Treillis

Preuve. Si une telle relation d’ordre existe elle est nécessairement définie par : xRy si

et seulement si z Vy =y, ou 2R’y si et seulement si x Ay = x.
o R est réflexive : 2Rx car x V & = z (idempotence).

e R est transitive : supposons 2Ry et yRz, donc zVy =y et yVz = 2. Alors:
xVz = zV(yVz)
= (xVy)Vz (associativité)
= yVz
= z.

Donc z'Rz.

e R est antisymétrique : supposons xRy et yRx, donc x Vy =y et y Vo = x, d’apres
la commutativité il en résulte x = y.
R est donc bien une relation d’ordre.

/

Unicité: Soit xR’y < = Ay = x on montre que R = R
e R C R :
soit (z,y) ER<axVy=y
xANy=zA(xVy) ==z (loi dabsorption)
= (z,y) € R/
e RC R:
soit (z,y) e R ©rxANy==z
zVy=(xAy)Vy=yV (yAz)=1y (loi d’absorption)
= (z,y) € R donc R =R
(E, <) est un treillis :
Soient deux éléments x et y.
e Rz Vy, car

zV(xVy) = (zVzx)Vy (associativité)
= zVy (idempotence)

11
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yRx Vy, car
yV(xVy) = (xVy)Vy (commutativité)
= zV(yVy) (associativité)
= xVy (idempotence)
Donc x V y majore {x,y}. Soit M un autre majorant de {x,y} :
(xvVy) VM = zxzV(yvVM) = xV M(car yRM)
= M (car zRM)
Donc z V yRM.

On a donc bien : =V y = sup{z,y}.

e © AN yRy car
(xANy)ANy = xA(yAy) (associativite)
= zAy (idempotence)
x AN yRx car
(xAy)ANx = xA(xAy) (commutativité)

= (xAx)Ay (associativité)
= zAy (idempotence)
Donc x A y minorant {z,y}. Soit m un autre minorant de {z,y} :
(xAy)Am = zxzA(yAm) = zAm (car mRy)
= m (car mRx)

Donc mRx A y.

On a donc bien :inf{z,y} =z A y.

Proposition 1.3.2 Dans un treillis (F,<) :

e Sia<b, alors pour tout x : aNx <bAzx etaVr<bVux;

e Sia<betc<d, alors: aNc<bAdetaVec<bVd.

Preuve.

12
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1. a<b,doncanb=aetaVb=>b, alors :
(anz)NbAz)=(aANb)AN(xAx)=aAx doncaNhz <bAuz.

(avVz)V(bVz)=(aVb)V(xVz)=bVzdoncaVr<bVux.
2. Sita<betc<d, alorsaNc<bAcetbNc<bANddoncaNc<bAd

aVe<bVcetbVe<bVddoncaVvVe<bVd.

1.3.2 Treillis distributif

Définition 1.3.5 Un treillis E est dit un treillis distributif si chacune des lois V et N\ est
distributive par rapport a Uautre. Cela équivaut a dire que E vérifie l'une quelconque des

conditions :

o (Dy) Quels que soient x,y,z : tA(yVz)=(xAy)V(rAz) (distributivité de N\ par

rapport a V );

e (Ds) Quels que soient x,y,z :xV (yNz)=(xVy) A(xVz) (distributivité de V par

rapport a A).

Remarque 1.3.1 Les conditions Dy et Dy sont équivalentes. En effet, supposons que D,
soit vérifiée, on peut écrire :
(xVy)AN(xVvz) = [(xVy Az]V[(zVy)AZz]
= zV[zA(xVy)] (loi d’absorption)
= zV(izAz)V(zAYy)

= zV(yAz) (loi d’absorption)
Donc Dy est aussi vérifiée.

La réciproque, supposons que Dy soit vérifiée, on peut écrire :

@Ay V(enz) = [zAy)ValAlzAy) Ve
= zA[zV(zAy) (loi d’absorption)
= oA (zVZ)A(2VY)
= xzA(yVz2) (loi d’absorption).

13



1.3. Treillis

Exemple 1.3.3

o (P(E),Q) est un treillis distributif.

e Toute chaine est un treillis distributif.
min(z, maz(y, z)) = mazx(min(x,y), min(x, z)).
e Considérons le treillis E = {1,2,3,5,30} ordonné par divisibilité x V y = ppmc(z,y)
et © ANy = pgdc(z,y) . Ce treillis n’est pas distributif, car par exemple :
2A(BVE) £ (2A3)V(2A5).
Eneffet, 2A (3V5) =2A30=2 et (2A3)V(2A5)=1V1=1.
De méme 2V (3A5) # (2V3)A(2V5).

En effet, 2V (3A5) =2V 1=2 ¢t (2V3)A(2V5)=30V30=30.

0

Caractérisation des treillis distributifs

Théoréme 1.3.2 [3/Pour qu’un treillis E soit distributif il faut et il suffit qu’il vérifie, quels

que sotent x,vy, 2, la condition :
TNANz=yANz . )
impliquent © = y.
zVz=yVz

14
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1.3.3 Treillis modulaires

Définition 1.3.6 Un treillis E est dit un treillis modulaire s’il vérifie, quels que soient les
éléments x,vy, z, la condition :

x < z implique xV (y A z) = (xVy) A z. (Une propriété plus faible que la distributivité.)
Remarque 1.3.2 Tout treillis distributif est modulaire.

Théoréme 1.3.3 [3/Pour qu’un treillis E soit modulaire il faut et il suffit qu’il vérifie, quels

que sotent x,vy, z, la condition :

TNzZz=yNz ) ]
impliquent x et y sont égauxr ou incomparables.
zrVz=yVz

1.3.4 Treillis complémenté

Définition 1.3.7 Un treillis est dit complémenté s’il admet un plus petit élément 0 et un
plus grand élément 1 et si tout élément x admet un élément x! dit complémenté de x tel que

rANxt=0etzVa =1
Exemple 1.3.4

e Dans une chaine, un élément différent de 0 et 1 n’a jamais de complément.

e Tout treillis (P(F),C) est complémenté, si X C E son complément (unique) n'est

autre que le complémentaire de X = Cx.
Théoréme 1.3.4 Dans un treillis distributif, tout élément a au plus un complément.

Preuve. Supposons que z posséde deux complément z/ et x//

zcANxl=xANxtt=0 . . e 1e e
impliquent x/ = x/ (car treillis distributif). m

zsNVxl=xVal=1

1.3.5 Treillis résiduel

Définition 1.3.8 (Monoide) Un monoide est un ensemble non vide muni d’une loi de com-
position, interne associative qui admet un élément neutre, un monoide est dit commutatif

st ses éléments sont permutables.
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1.3. Treillis

Définition 1.3.9 [2/Une algébre (L,V,\,®,—,0,¢e) de type (2,2,2,2,0,0), sera dit un

treillis résiduel si les conditions suivantes sont vérifiées:
e (Ry) (L,V,N\,0,1) est un treillis fermé;
e (Ry) (L,®,¢€) est un monoide commutatif;
e (R3) Pour tout z,y,z€ L,z <y—z<rx0y<z.

Exemple 1.3.5
Les tables définissent deux opérations ® et — sur l’ensemble L = {0,a,b,c,d, 1} de telle

sorte que (L,V,\,®,—,0,1) est un treillis résiduel

o 1
e d
/C\
a b
0
Le diagramme de Hasse de
L
©l0lalblc|dl|1 — | 0|lalblc|d| !
010|0|0]0]|0]|0 0 |1|1]1|1]1]|1
a |0]0|0|0]ala a |d|1|d|1]|1]1
b |0|0|0|0|b|b b |d|d|1]|1|1]|1
c |0]0|0|0]|c]|c c |dld|d|1|1]1
d|0|0|0]|0|d]|d d |0|lalblc| 1|1
1 10lal|lb|lc|d]|! 1 |O0lalb|lc|d]|1
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1.4. Algébres de Boole

1.3.6 Filtres et ideaux dans un treillis

Soit F un treillis.

Définition 1.3.10 (Filtres) On appelle filtre de E toute partie non vide F' de E
vérifiant :
a) Siz € Fety>x: alorsy € F.
b) Size FetyeF :alorsxANy€F.

Proposition 1.3.3 Soit F' un filtre propre, les deux assertions suivantes sont

équivalentes :

1. F est un ultrafiltre.

2. Pour tout x ¢ F, il existe y € F tel que x Ny = 0.

Définition 1.3.11 (Idéal) On appelle idéal d’un treillis E toute partie non vide I de E

vérifiant :
1. Sixelety<x:alorsyel.
2. Sixeletyel :alorsxzVye€l
Proposition 1.3.4 Soit I un ideal propre, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. I est un idéal propre.

2. Pour tout x ¢ I, il existe y € I tel que x V y = 1.

1.4 Algébres de Boole

Définition 1.4.1 Une algébre de Boole est un treillis distributif fermé et complémenté.

Exemple 1.4.1 Tout treillis (P(E), C) est une algébre de Boole.
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1.4. Algebres de Boole

Théoréme 1.4.1 Soit E' une algébre de Boole, Pour tout x,y € E on a :
1.0r=1,1/=0 et (xN=x
2. Lois de Morgan:

a) (zAy)=arVyl
b) (zVy)r=uar Ayl

z <y & zVy=1

N yANxr =20

4. x <y y < af

Preuve.
I1vo=1 x! A (1) =0

=0 =1et 17=0. et = x = (a/).
IN0=0 !V (zn)r =1

2.a) (xAy)AN@Vy)=(@AyAz)V(xAyAy)=0Ay)V(tA0)=0vV0=0
(xAy)V(ervVy)=(xNVaVy)ANyVarVy)=(yVI)A(xrv1)=1A1=1.
Donc (z Ay)l =zt V y!
b) (xVy V(zrAy)=(xVyVa)ANxVyVy)=(1Vy)A(zVvl)=1vli=1
(xVy) AN Ayt)=(x ANzt ANy)V (yAxt Ayt) = (y AO)V (z7A0) =0V 0=0.

Donc (z V y)! = xt A y!.
3. (&)
Sens direct (=)
l=arve<ax/Vy doncaz/Vy=1
Sens inverse (<)

Siz/vy=1
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1.4. Algebres de Boole

zA(xVy) = ANl = =z = (zAz)V(zAy) = =
= 0V (zAy) =
= TAY =z
= T <y

(&)

Sens direct (=)

yANe <y ANy=0doncy/ ANz =0

Sens inverse (<)

siyy Az =0ona:

yVynzg) = yv0 =y = (yVy)A(yVvVe)=y

= 1A(yVz)=y
= zVy=y

= x<uy.

4. <y rhy=z& (xANy)l=x1<xVy = <y <l

Lois supplémentaires:
e r—y=ax/Vy=acs<ysr—y=1;

s rxoy=(r—y Ay —a).
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Chapitre 2

TREILLIS DE HEYTING

Dans ce chapitre, nous allons mettre en évidence certaines connaissances nécessaires a la
compréhension algebre implicative et algebre implicative positive. En particulier nous par-

lerons des outils de base de la théorie treillis de Heyting.

2.1 Algébre implicative

Définition 2.1.1 Une algébre (A, —,1) de type (2,0), formé d’un ensemble non vide A, une
opération binaire — définie sur A et un élément distingué 1 € A, sera dit algébre implicative

si les conditions suivantes sont vérifiées:

I a—a=1,

Ib a—b=1etb—c=1 alorsa— c=1;

Is a—b=1etb— a=1 alors a=1b;

I, a—1=1.

Exemple 2.1.1 Toute chaine avec un plus grand élément 1 est une algébre implicative, ou
1 sia<bp;

a — b est définie par : a — b=
b sinon.

En effet :

I a<a=a—a=1,
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2.1. Algébre implicative

I3

L

a—b=1 a<b
— — a < c,donca —c=1;
b—c=1 b<c
a—b=1 a<b
— :>a,:b
b—a=1 b<a

a <1, (1 un plus grand élément) — a — 1 = 1.

Lemme 2.1.1 On définit a < b pour a — b= 1.

(A, <) est un ensemble ordonné avec un plus grand élément 1 si et seulement si A est

une algébre imlicative.

Preuve. En effet, soit A un ensemble ordonné on a

l.a—a=1 (car a < a);

a—b=1 a<b

= =a<c=>a—c=1;
b—c=1 b<c
a—b=1 a<b

= alors a = b;
b—a=1 b<a

4. a—1=1NVac A a<1).

Réciproquement, si on considére est un algébre imlicative A, on a < relation d’ordre

avec un plus grand élément,

en effet

e Réflexivité : a < a (car a — a = 1);

a<b a—b=1
e Transitivité : = =>a—c=1=a<cg
b<e b—c=1
i . a<b a—b=1
e Antisymétrie : = alors a = b;
bfa b%a:l

e Vac A a<l(cara—1=1).
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2.2. Algébre implicative positive

Théoréme 2.1.1 (Régle de modus ponens)

a=1
=b=1
a—b=1
Preuve.
b—1=1 deI4

=b=1 de I;. m
1 —-b=1 (hypothese)

2.2 Algeébre implicative positive

Définition 2.2.1 Une algébre (A, —,1) de type (2,0), formé par un ensemble non vide
A, une opération binaire — définie sur A et un élément distingué 1 € A, sera dit algébre

implicative positive si les conditions suivantes sont vérifiées:
(P) a— (b—a)=1;
() (a—=(b—c)) = ((a—b) —(a—0) =1

a—b=1
(Ps) =a=0b;
b—a=1

(P4) a—1=1.

Exemple 2.2.1 (X,0(X)) un espace topologique, o(X) = {des ouverts de X }. On pose
A—B=BUCAetl=X.

Alors (0(X),—,1) est une algébre implicative positive.

En effet

(P)A—=(B—A)=X?

Ona AUCB D A, donc AUCB 24 =4 (A est ouvert)

AGE\BO ulA> AuCA

—

AUCB U4 > AUCA =X =X (X est ouvert)

(o}

A— (B—A)= AUCB UCA = X. Done (Py) est vérifiée.
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2.2. Algébre implicative positive

(P) (A= (B—0(C))— ((A— B)— (A—(C))=X. Sobtient de la méme maniére.

o

A-B=X BUCA = X e e
(Ps) = . - BUCA = AUCB
A—-B=X AUCB =X
pour A C B

(o}

reA = zeAUCB

o

= reBUlA
= xe€BUCA
= x€B (carz e A)

B C A. S’obtient de la méme maniére.

(P) A— X =X.
A— X =XULA =X = X. Clest -a dire, (0(X),—,1) est une algébre implicative

positive.

Remarque 2.2.1 La régle de modus ponens est valable dans une algébre implicative posi-

tive.
Proposition 2.2.1 Tout algébre implicative positive est une algébre implicative.

Preuve. Pour I;:

Remplacer ¢ par a

(@—(b—a))—=((a—=0b)—(a—a)=1
l—-((a—b)—(a—a)=1 (cara— (b—a)=1 deP,)
(@ —b) — (a—a)=1 (dapres la régle de modus ponens)
Remplacer b par a — a

(@—=(a—a)—(a—a)=1

l—(a—a)=1 (cara — (a —a)=1 de P, )
a—a=1 (d’apres la reégle de modus ponens).
Pour I :
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2.2. Algébre implicative positive

Supposons que a - b=1 et b—c=1,

(a— (b)) = ((a—b) = (a—c) =1 (de Py)
(@=1)—=00=(@—=c)=1

1—(1—(a—c) =1 (hypothése)

l—(a—c)=1 (d’apres la regle de modus ponens)

a—c=1 (d’apres la régle de modus ponens). m
Proposition 2.2.2 Pour toute algebre implicative positive, on a les propriétés suivantes :
1. a <b—aq;
2.a<lb—-c&sb<a—c
3. a < (a—b)— b
4.1 —a=a;
5. sib<c, alorsa—b<a— c
6. sta<balorsb— c<a— c
7. a— (a—b)=a— b
8. a—(b—c)=b—(a—c);

9. (b—c¢)<(a—b)—(a—c).

Preuve.

1. On veut montrer a < b — a. On sait que d’apres (P;) a — (b — a) = 1, donc

a<b— a.

2. Montrons I'équivalence a < b —-c< b <a — c.

a)Le sens direct (=)

24



2.2. Algébre implicative positive

Supposons que a < b — ¢, alorsa — (b - ¢) =1 (x),or,(a = (b — ¢)) — ((a —

b) = (a—c)=1(FP).

(%) et (Po

), d’apres la régle de modus ponens, nous aurons : (a — b) — (a — ¢) = 1.
b S a — b7 (Pl)

=b<ag—ec
a—b < a—c

b) Le sens réciproque (<)
Supposons que b < a — ¢, donc b — (a — ¢) = 1, on aura
(b—a)— (b—c)=1 (dapres la réegle de modus ponens et (P))
a < b— a, (Pl)

=>a<b—ec
b—a < b—c

. On veut etablir : « < (a —b) - b. Ona: a—b<a— b (car < est une relation

d’ordre), donc (d’apres 2) a < (a — b) — b.

. Montrons l'egalité 1 — a = a.

] a par 1
Dans 3. c’est-a~dire a < (@ — b) — b, on remplace , 1<(l1—a)—aet
b par a
donc (1 — a) — a = 1, clest-a-dire 1 — a < a. d’autre part d’aprés (1.) on a
1—a>a.
) l—a<a
Conclusion =1—a=a.

l—a>adel

5. Montrons que si b < ¢, alors a — b < a — c.

Sib<e¢alorsb—c=1 Danscecasa — (b—-c¢)=a—1=1or (a — (b—¢) —

((a—=b) = (a—c))=1(P)

(a —b) — (a — ¢) = 1, (d’apres la régle de modus ponens)
Conclusion : b < ¢, alorsa — b <a — c.
6. Si a < b montrons alors que b — ¢ < a — c.

Sia<balorsa —b=1

(@a—(b—=c)—=(a=b)—(a—c)=1(R)
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2.2. Algébre implicative positive

donc (a — (b — ¢)) —» (1 — (a — ¢)) = 1 (hypothese)
mais 1 — (a — ¢) = (a — ¢) d’apres 4.
a—(b—c)<a—c

b—c < a—>(b—>c)}
=2b—c<a—c.

a—(b—c) < a—c

7. Montrons l'égalité : a — (a - b) =a — b
Ona(a—(b—c)—=(a—=0)—(@—c)=1(R)
En remplacant ¢ par b on obtient
(a— (a—b)) — ((a—>a)— (a—0b)=1et donc
(@a—(a—b)—>1—(a—b)=1(cara —a=1)

(@a—(a—b)—(a—0b)=1(carl— (a—b) = (a—b)de4)
a— (a—b)<a—b (4)
D’autre part
(@a—b) = (a— (a— b)) =1de (P
a—b<a—(a—b) (i4)
de (i) et (i) on obtient I'égalité : a — (a — b) = a — b.

8. Montrons 'égalité : a — (b—c¢) =b— (a — ¢)
Ona(a— (b—c)— ((a—0b) —(a—c)=1(FP).

Ce qui donne a — (b —¢) < (a — b) — (a — ¢) — (%)

’ < a—bde(Py S b<(a—(b—d)—(a— o)
a—b < (a—(b—c))— (a—c)de(2)
Donc d’aprés (2) auraa — (b —¢) < b — (a — ¢). (7)
a par b

Dans (x) remplace on obtient b — (a — ¢) < (b—a) — (b —¢)

b par a
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2.3. Treillis de Heyting (Treillis de Brouwer)

b—a<(b—(a—c))— (b—c)de(2)
a<b—ade(P) =a<(b—(a—c))—(b—r0)
Et donc de (2) on obtient b — (a — ¢) < a — (b — ¢). (i)

(i) et (ii) donnent I’égalité : a — (b — ¢) = b — (a — ¢).

9. Pour montrer (b — ¢) < (a — b) — (a — ¢).
a— (b—c)<(a—b)— (a—c)(P)

b—c<a—(b—c).(P) =b—c<(a—b)— (a—c).

2.3 Treillis de Heyting (Treillis de Brouwer)

Définition 2.3.1 C’est un treillis (E, <, A\, V) vérifiant, quel que soit a,b de E l’ensemble

{z € E| aAx <b} possede un plus grand élément. noté a — b.
al(a—0b)<b

aNz<bsxrxr<a—b

Exemple 2.3.1 1. Une algébre de Boole est toujours un treillis de Heyting avec :

a—b=adVb.
aN(a—b) = aN(adVD)
= ANad)V(aNDb
En effet (and)viand)
= 0V (aAb)
= 0V (aAb)<bh

aNz<besz<dVd

Implication directe (=)

alx < b (par hypothése)
aV(aNzx) < dVb
(@Va)AN(@Vvz) < dVb

LA (a'Va) < dVvb

a VvV < dVbd

x < d Vb (carx<d V)
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2.3. Treillis de Heyting (Ireillis de Brouwer)

Implication réciproque (<)

T < d' Vb (Par hypothése)

A

aN(a'Vb)
(ana)V(aNDb)
0V (aAb)
0V (aAb)
aANb<hb.

aNx

IN

alNx

IN

aN\Zx

IN

aN\x

IN

aN\x

2. Toute chaine avec un plus grand élément est un treillis de Heyting avec :

1 sia<b
a — b=max{zr € C|min(a,z) < b} =
b sinon.

Proposition 2.3.1 Toute treillis de Heyting est un treillis distributif.

Preuve. Soit T un treillis de Heyting Montrons que T est distributif,
(xAy)V(eAz)=xAN(yVz),zyzel.
Montrons d’abord que (z Ay)V (zAz) <z A(yV 2).

<yVz s ANy<zA(yVvz
v="v = V= (yv2) = @Ay V(EAz)<zA(yVz).
2<yVz TANz<zA(yVz)

(ii) On va démontrer (x Ay) V (x A z) > x A (y V 2z) par deux méthodes.
Méthode 1 : On considére ensemble F définipar: F' = {t € E | xAt < (zAy)V(zAz)}.
Cet ensemble a un plus grand élément t,

s ANy<(xAy)V(zA=z eF <t
y< @Ay VI ) = Y = y=r =yVz <ty doncyvVzeF
cAz<(xAy)V(zAz) zeF z <t

cA(yVz)<(zAy)V(TAz).
De (i) et (ii) on conclu z A (y V z) = (x Ay) V (z A 2)

Méthode 2 : On prend A = (x Ay) V (z A 2)

ANy<(zAy)V(eNnz)=A <zr— A
zAy < (@Ay)V(zAz2) L yseo L yvi<a oA
zAz<(zAy)V(zAhz)=A z2<x— A

= zA(yVz) <A
Doncz A (yVz) <(xAy)V(xAz) (ii)
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2.3. Treillis de Heyting (Treillis de Brouwer)

e (i) et (ii) donnent x A (y V z) = (x Ay) V (T A 2).

Proposition 2.3.2 Un treillis de Heyting posséde un plus grand élément.

Preuve. On considére 'ensemble F'= {t € £ | z At < z}.

Soit z € E, F = {t € F|x ANt < x} = FE cet ensemble a un plus grand élément
x — =1 (Car FE est un treillis de Heyting).

DoncVie F,eNt<r<ot<r—zxz,doncVte F,t<zx—ux

Donc © — z est le plus grand élément de £. =
Remarque 2.3.1 Un treillis de Heyting ne posséde pas nécessairement un 0.

Exemple 2.3.2 (N, >) est une chaine dont le plus grand élément est 0.

_— _ 0 sia>0b
Donc c’est un treillis de Heyting , avec a — b =
b sinon.

Proposition 2.3.3 [8/Soit E un treillis complet. E est une algébre de Heyting ssi elle
satisfait la distributivité infinie:

a A (V)= V(aAb).

i=1 =1

Preuve.

1. Dans le sens =)

o0 0.0)
a (‘v1bi) < z & (‘v1bi> < a—z
1= 1=
S b < a—2z, Wi
& biAa < z, Vi

[e¢]
& .Vl(a ANb) < =z
1=
Puisque z est arbitraire, on prend respectivement :

z=al (»(zbi);

z = i\?l(a Ab;).

2. Dans le sens <)
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2.3. Treillis de Heyting (Treillis de Brouwer)

Supposons que F soit un treillis complet satisfaisant la distributivité infinie.
Soit (a,b) € E%. Définissons :

a—b= v T = V{zla ANx < b} (a — b existe, car E est un treillis complet)
aNz<

a. aN(a—b)<b 7
aN(a—b)=aAN( V )= V (ahz)<Vb=b.
aNz<b aNz<b
De telle sorte que si y A a < b, alors nous aurons y < V{zla Az < b} =a — b.
Réciproquement, siy <a —b,alorsyAa<( V z)Aa< V (aAzx)<Vb=h.
anz<b aNz<b

—~
distributivité

Proposition 2.3.4 Tout treillis de Heyting (L,V,A\,—,0,1) est un treillis résiduel
Preuve.
(1) (R1) (L,V,A,0,1) est un treillis fermé;

(17) (Rs) (L, A, 1) est un monoide commutatif (car A loi interne associative, commutatif

et admet un élément neutre 1

puisqur : T A1=1Az=x);

(i13) (Rs) Pour tout z,y,z € L, x <y — z < x Ay < z (Car L est un treillis de Heyting ).

Proposition 2.3.5 Tout treillis de Heyting est une algébre implicative positive.
Preuve. Pour démontrer proposition on va montrer la propriété suivante :
a<besa—b=1 (*)

=)Sia<balorsVz, aNz<a<b donc {r€FlaNz<b}=Fdonca—b=1
<)Sia—b=1lalorsVz, z<a—b

=Vr aNz<b (Car E est un treillis de Heyting)
(On prend = = 1) =a <b.

30



2.3. Treillis de Heyting (Treillis de Brouwer)

a—b=1 a<b

b—a=1 b<a
ea—(b—a)=17
Ona b A a < a, donc a € {x/bAx < a} dont le plus grand élément est b — a, d’ou
a<b—a=a—(b—a)=1
e aq—1=17

On considére 'ensemble F' = {t € E | a At < 1},Alors F' = E cet ensemble a un plus

grand élément 1, donca — 1 = 1.

Comme on obtenir le résultat directement de * en posant b=1,a <1< a—1=1.

e Montrons que (a — (b — ¢)) — ((a = b) — (a — ¢)) = 1.

Pour celaon pose x =a —b,y=a —c et z=0—c.

aNz=aA(a—b)<b
=aANzA(a—2)<bANz=bA(b—c)<g
al(a—z2) <z

=aANzA(a—2)<c,
=zAN(a—2z2)<a—c,
=zA(a—z) <y,
=a—z<T—Y,
=a—(b—c)<(a—b)— (a—c),

=(a—=b—c)—((a—=b—(a—c)=1 de * m
Proposition 2.3.6 Pour un treillis de Heyting, on a les propriétés suivantes :
1. (a—=c)AN(b—c)<(aVD) —c
2. aN(a—b)=aANb.
3. bA(a—b) =0

4. a —» (bAc)=(a—b) A (a— c).
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2.3. Treillis de Heyting (Ireillis de Brouwer)

Preuve.

1)

aN(a—=c)AN(b—c)<aA(a—c)<c(car,a —c<a— c)
bA(a—c)AN(b—c)<bAN(b—c)<c(car,b—c<b—c)

= (aVO)A(a — c)A(b—¢) = (aN(a — c)A(b— ¢))V(bA(a — c)A(b—¢)) < cVe=c.
Donc ona (aVb)A(a—c)AN(b—c)<c

& (a — )A(b — ¢) < (aVb) — c. (car, dans un treillis de Heyting a Ax <b < 2 < a — b)
2)

b<a—b

=aANb<aA(a—0b) (i)
a<a

aN(a—b)<b .
=aA(a—b) <anb (i)

aA(a—b)<a

(i) et (ii) donnent a A (@ — b) = a Ab.

3)

b<a—b

b<b
a—b<1

S b<bA(a—b) (i)

=a—>b<b—b (carb—b=1)
= bA (a — b) < b (car, dans un treillis de Heyting a Az <b <2< a—b) (i)
de (i) et (ii) donnent

bA(a—b)=10
4)
a— (bAc)<a— (bAc)san(a— (bAc) <bAc (x)
aN(a— (bAc) <c (de x);
aN(a— (bAc) <cea—(bAc)<a—c (i
aN(a— (bAc) <b (de x);
aN(a— (bAe)<bsa— (bAc)<a—b (i)

de (i) et (ii) donnent
a— (bAc) < (a—=b)A(a— c)..... (xx)
(a—=b)AN(a—c)<a—besaN((la—bAla—c)<b (H1)
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2.3. Treillis de Heyting (Treillis de Brouwer)

(a—=b)AN(a—c)<a—ceaN((la—b)Ala—c)<c (H2)
de (H1) et (H2)
aN((a—=b)AN(a—c)<bAce (a—=bAa—c)<a—(bAc) (% % %) .

(**) et (***) donnent 1’égalité demandée m
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Chapitre 3

SYSTEMES DEDUCTIFS

Dans ce chapitre, nous allons mettre en évidence la relation qui existe entre des systémes
déductifs irréductibles et des systémes déductifs complétement irréductibles. Pour montrer
que de la déduction possédent la propriété des systémes déductifs, on va s’appuyer sur une

caractérisation les théses possédant la propriété des systémes déductifs.

3.1 Définitions sur les systémes déductifs

Soit < A, —> un systéme formé par un ensemble non vide A, et une opération binaire —

(qu’on peut nommer opération d’implication) définie sur A.

Définition 3.1.1 Une partie D de A est un systéme déductif (de A), si les conditions

sutvantes sont vérifiées :

S1) z — (y — x) € D quels que soient les éléments x,y, z € A;
S2) (z—(y—2) — (r = y) — (xr — 2)) € D quels que soient les éléments x,y,z € A.

mp) MP(Régle de Modus Ponens) Sia € D,a — b € D, alorsb € D. (stabilité par Modus

Ponens)

Un systéme déductif sera dit propre Si D # A,
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3.1. Définitions sur les systémes déductifs

Exemple 3.1.1 Soit A ={0,2,1} et considérons l’opération binaire — (appelée implication
intuitioniste) définie par la table ci-jointe. On a les seules systémes déductifs sont Dy =
{1}, Dy = {2,1} et D3 = A.

Dy = {0, 1} ils ne sont pas systémes déductifs (car 0 € Dy et0 —2=1€ Dy et 2 ¢ D,
donc ne vérifie pas MP) Ds = {0,2}, Dg = {0} et D; = {2} ils ne sont pas systémes
déductifs car0 — (0 - 0)=1¢ D; i=5,6,7.

~N DO J/
O | = | = [
~ ~ ~ ~

0
1
0
0

Théoréme 3.1.1 L’intersection d’une famille quelconque de systémes déductifs est un sys-

téme déductif.

Preuve. Soit D; systéme déductif,

D =N D; systéme déductif car pour tout x,y,z € A
r— (y—zx) €D, )
(car D; systéme déductif), donc
(= (y—2)—=(z—y —(r—2)eD
T — (y — :E) eD .
Donc D systéme déductif. m
(r—=(y—2)—=(z—y —(r—2)eD
Définition 3.1.2 Notons par Ty l’ensemble de tous les éléments de A de la forme x —
(y — x) ou de la forme (x — (y — 2)) — ((x — y) — (x — 2)).Nous dirons que Ty
est I'ensemble de théses élémentaires de A. L’intersection T de tous les systéemes déductifs

de A, sera appelée ensemble de théses de A. Le systéme < A, —> sera dit déductivement

consistant si T # A et dans le cas contraire déductivement inconsistant.

Exemple 3.1.2 Soit A ={0,2,1} et considérons l'opération binaire — définie par la table

ci-dessus

N D l

N N N |~

SO | =D
O [~ |~
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3.2. Caractérisation des théses

le systéeme < A,—> est tel que Ty = {2,1}\T = A (car Ty, = {2,1} C T) Donc
To=1{2,1} ouT = A. T #{2,1}, (car {2,1} ils ne sont pas systémes déductifs (2 € {2,1}
et2—0=2¢c {21} et 0 ¢ {2,1} donc ne vérifie pas MP).

3.2 Caractérisation des théses
Théoréme 3.2.1 Quel que soita € A, a — a €T, (Ou T est l’ensemble des théses de A ).
Preuve. En remplacant y par (¢ — a) dans S1 nous avons
a— ((a—a)—a)eT (1)
Remplagons dans S2 y par (a — a) et z par a, alors :
(a—(@a—a)—=a) = (@a—(@—a) = (@—a)eT (2)
De (1) et (2) par M. P.
(a—(a—a)—(a—a)eT (3)
Remplagons dans S1 y par a
a—(a—a)eT (4)
De (3) et (4) par M. P.on tirea —a €T. m
Théoréme 3.2.2 Sit €T, alors a — t € T, pour tout a € A.

Preuve. Par S1

t—(a—t)eT (1)

De (1) et M.P,on tirea —t€ 7. m

Théoréme 3.2.3 Si

a—beT (1)
alors, a — c € T.(3)
b—ceT (2
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3.2. Caractérisation des théses

Preuve. De (2) et le théoreme 3.2.2 on déduit
a— (b—c)eT. (4)
En utilisant (4), S2 et M. P. on obtient
(a—b) = (a—c)eT. (5)
De (1) et (5) par M.P. on tire (3). m

Théoréme 3.2.4 (Compatibilité a gauche — ) Sib — ¢ € T, alors (a — b) — (a —
c)eT.

Preuve. Du théoréeme précédent ona

(a—(b—c)eT...(»1) (car,siteT, a—teT,t=0b—c)

De (1) et (S2) et M. P on en déduit
(a—b)—(a—c)eT.
[
Théoréme 3.2.5 Sit €T, alors (t — a) —a € T.
Preuve. Par le théoréme 3.2.1 (i.e. Ve € A, x — x € T ), posons x = (t — a),on aura
(t—a)—(t—a)eT. (1)

Par S2ie. (x = (y—2)) = (r —my) = (r — 2)) € Tavecz = (t = a),y =t,2 = a.
On obtient :

(t—=a)=(t—a) = ((t=a)=t) = ((t=a)—a)ecT (2
De (1) et (2) on tire
(t—a)—t)—=((t—a)—a)eT. (3)
orteT,donc(t —a)—tel. (4)

De (3),(4) et M.P (t »a) a€T. m
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3.2. Caractérisation des théses

Théoréme 3.2.6 (compatibilité a droite de —) Sia — b € T, alors (b — ¢) — (a —

c)eT.

Preuve. De a — b € T, Du théoréme 3.2.5 (Sit € T, alors (t — a) — a € T, avec

t=a—beT, a=a— c)onen déduit
((a—b)—=(a—c)—(a—c)eT (1)
Mais par S2
(@a—>0b—c)—((a—-b)—(@—c)el. (2
De (2),(1) et le théoréme 3.2.3 on déduit
a—=(b-c)—(@—c)eT. (3

Par (S1)
(b—c)—(a— (b—c))eT. (4)

De (3), (4) et le théoreme 3.2.3

(b—c¢)—(a—c)eT.

Théoréme 3.2.7 (a — (a — b)) - (a —b) € T.
Preuve. Par S2, y =a,z2 =5
(@a—(a—b)—((a—a)—(a—b)eT (1)

En appliquant & (1) le théoréeme 3.2.6, (i.e. a — b e T, alors (b —¢) — (a — ¢) € T et

en posant ¢ = a — b), nous aurons
((@—a)—(a—=b)—(a—b)—((a—=(a—b)—(a—b)eT (2
Du théoréme 3.2.5 donne

((@—a)=(a—=0b) = (a—b)eT (3)
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3.2. Caractérisation des théses

De (2) et (3) par M.P.
(a— (a—0b)— (a—b)eT.
Ce qu’il fallait démontrer. m
Théoréme 3.2.8 (Loi de I’échange)
(a—(b—c)—(b—(a—c)eTl.
Preuve. Nous savons (S2)
(@a—(b—=c)—(a=b)—=(a—c)eT (1)

Et de S1, nous avons

b—(a—0b)eT (2)

De (2) on en déduit en utilisant le théoréme 3.2.6, (i.e, Si, a — b € T, alors (b — ¢) —

(a—c)eT. )avecc=a—c
((@a=b)=(@=c)—=(b—(a—=c)eT (3
De (1) et (3) par la regle de la transitivité on tire

(a—(b—c)—(b—(a—0c)eT. (4)

Théoréme 3.2.9 Nous avons :
(a—=b)—(a—c)—(a—(b—c)eT

Preuve. De S1
b—(a—0beT. (1)

On déduit par le théoreme 3.2.6 (compatibilité a droite de —, avec ¢ = a — c¢)

((@a—=b)=(a—=c)—(b—=(@—0c)eT (2
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3.2. Caractérisation des théses

Par la loi de 1’échange (i.e. (a — (b — ¢)) — (b — (a — ¢)) € T').En remplagant a par

b et b par a on obtient :
b—(a—c)—(a—0b—c)eT. (3)
De (2) et (3) on tire par transitivité :
((a=b)—=(a—c)—(a=(b—c)eT
u
Théoréme 3.2.10 a — ((a — b) — b) € T.

Preuve. Par la loi de échange (i.e. (a — (b — ¢)) — (b — (a — ¢)) € T), nous

pouvons écrire en remplacant a par a — b, b par a et ¢ par b.
((a=b)—=(a—=b)—(a=((a—b)—0b)eT (1)
De (1), théoréme 3.2.1 et M.P. on tire
a— ((a—0b)—0b)eT.
[
Théoréme 3.2.11 (a — b) — (((a = b) = b) = b) € T.
Preuve. Il suffit de remplacer a par a — b dans le théoréme 3.2.10 on tire
(a—b) — (((a—0b) —b) —b)eT.
u
Théoréme 3.2.12 (((a — b) = b) - b) — (a —b) € T.
Preuve. De le théoréme 3.2.10
a— ((a—0b)—b)eT. (1)
De (1) et par le théoréme 3.2.6 (compatibilité & droite de —, avec ¢ = b) on tire

(((a—=b) —=b) —=b) = (a—beT
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3.2. Caractérisation des théses

Théoréme 3.2.13 ((a —b) — (b —a) —a)) — (b —a) — ((a = b) — b)) € T.

Preuve. Par la loi de ’échange, en remplacant a par a — b, b par b — a et ¢ par a.

nous obtenons
(a—b) = ((b—a)—=a) = ((b—a) = (@b —a) T (1)
Par 'axiome S2 nous avons :
((a—b) = (@a—=b)=((@a—=b)—a)—(a—b)—b)eT. (2
De (2) on tire en utilisant le théoreme 3.2.1 i.e. ((a — b) — (a — b) € T et M.P.
(a—b) —a)=((a—b)—=beT. ()

De (3) on déduit en utilisant le théoréme 3.2.4 (compatibilité a gauche de —, avec

a=b—a).:
(b—=a)=((@a=b)=a) = ((b—a)=((a=b)=0b)eT (4
En appliquant la transitivité & (1) et (4) on obtient le théoréeme. m
Théoréme 3.2.14 (a —b) — (b—c¢) — (a —¢)) € T.
Preuve. Par S2 nous avons :
(a—b—c)—(a—b)—(@a—c)eT. (1

En appliquant le théoréme 3.2.4 (compatibilité & gauche de —, avec a = b — ¢) a (1)

(b—=c)—=(a=(b—0) = ((b—=c)—=((a—b) —(a—c)eT. (2
En appliquant a (2) : S1) et M.P. on tire :
(b—¢c)— ((a—b)—(a—¢c)eT. (3)

En appliquant & (3) la loi de I’échange on obtient le théoréme. m
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3.2. Caractérisation des théses

Définition 3.2.1 Nous dirons que deux formules a et b sont logiquement équivalentes si

a—beT etb— acT et nous écrirons

a=0b(modT).

Théoréme 3.2.15 la relation = ( mod T') est une relation d’équivalence compatible avec

["opération —.

Preuve.

Réflexive : x — o € T' (d’apré le théoréme 3.2.1)donc x = x( mod T').
Symétrique :
sie=y(modT)=ao—-yecTety—axecT =y=xz(modT).

Transitive :

Cx=ymodT) =z —yeTety—zeT
si
y=z(modT)=y—z2€Tetz—yeT

r—yeT (1)

y—zeT (2)

Par transitivité on aura © — z € T. (I)

z—yeT (3)

y—axeT (4)

(3) et (4) donnet z — x € T. (IT7)

de (I) et (II), x = z(mod T).

Compatible avec 'opération — & droite :

r=ylmodT) =12 — 2=y — z(mod T) ?
r—yel (1)

r=y(mod T) =
y—zeT (2

y — x € T d’aprés ce qui précede on aura
(r—2)—>W—2eT ()

de méme x — y € T, on en déduit

(y—2)—>(xr—2)eT (I

de (1) et (I1)
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3.3. Théoréme de déduction

r—z=y— z(modT) .

Compatible avec 'opération — a gauche :

r=ylmodT) = z—z=2z—y(modT) ?
r—yeT (1)

y—xzeT (2
de Sl (z —y)—= (= (z—y)eT (3)

de (1) et (3) par M.P. on tire z — (x — y) € T (4)
de S2 et (4) par M.P

r=y(mod T) =

(z—=2)=(z—y) €T (I)
deS1(y —a) = (z—(y—ux)eT (5)
de (2) et (5) par M.P. on tire (6) 2 — (y — x) € T
de S2 et (6) par M.P

(z—>y)—(z—x)eT (II)
de (I) et (II)

z—x=z—ylmodT) m

3.3 Théoréme de déduction

Définition 3.3.1 Si H est une partie d’une algébre (A, —) nous donnerons le nom de
systéme déductif engendré par H a l'intersection D(H) de tous les systémes déductifs qui

contiennent l'ensemble H .

Il est clair que D() =T et que Sit € T alors D({t}) =T.
Plus généralement si H C T alors D(H) =T.

Exemple 3.3.1 Soit A ={0,2,1} et — est l'implication intuitioniste.
Soit H = {2}, les systémes déductifs contenant H sont : Dy = {2,1} et Dy = A . On
tire D(H) = D1 N DQ = {2, 1}

Définition 3.3.2 Etant donnée une succession hy, ho, ..., hy, d’éléments de A, nous dirons

que x est une conséquence de la succession donnée et nous écrirons

hl,hz, ,hn Fax
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3.3. Théoréme de déduction

St,

hy — (hg — (hs — ... = (h, — 7)) € T.

Théoréme 3.3.1 Si hl, ceey hkfl, hk, hk+1, hk+2, hn H x, alors hl, ey hkfl, hk+1, hk, hk+2, hn [

x.

Preuve. Par hypotheése :

a=h; — (hg — ... = (hy — (41 — ... = (b, — 1)))) € T.
Pour simplifier ’exposition posons
X =hgro — (.. = (hy — 2).).
Donc par hypothése :
a=hy — (hyg — ... = (hy = (hpy1 — X))..)eT. (1)
Par la loi de I’échange nous savons que
(e = (b1 = X)) = (b = (e — X)) € T (2)
De (2) on déduit par le théoréme 3.2.4 que
(A1 = (b = (1 — X)) = (him1 = (b1 — (i, — X)) € T (3)

En appliquant de nouveau k — 2 fois de suite, le théoréme 3.2.4 a (3) en prenant

successivement o« = hy_o, hj_3, ..., hy nous obtenons finalement
a— (hy = (hg — ... = (hgo1 — (hgy1 — (b — X)) €T, (4)
Comme a € T de (4) par M.P. on tire :
hy — (hg — ... = (hg_1 — (hpy1 — (h, — X)))...) € T.

c.a.d.

h17 ey hk—h hk—i—lu hka hk+27 h'rz F .

Et le théoréme est démontré. m
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3.3. Théoréme de déduction

Corollaire 3.3.1 St hq, ho, ., h, F x et si ki, ., k, est une permutation de hy,hs, ., h, alors

ki, ko, ...k, F x (i.e. la notion de conséquence x d’une succession d’hypothéses hy, ho, ., hy,

est de telle nature que ce fait ne dépend de l’ordre dans lequel sont données les hypothéses).

Lemme 3.3.1 Si hy, hy, ho, ., h, F x alors hy, hs, ., hy, F x.

Preuve. Par hypotheése :
hi — (hy — (hg — ... = (h, — 1)) € T.
Pour simplifier ’exposition posons
X = (hg — ... = (hy, — 2)).

Donc par hypotheése :
h1—><h1—>X)ET. (1)

Du théoréme 3.2.7

De (1) et (2) par M.P, on tire
hl — X eT.

hy — (hg — ... = (h, — 2)) € T.

Définition 3.3.3 Si H est une partie (finie ou infinie) de A, nous dirons que x est une

conséquence de H s’il existe une partie finie {hy,....,h,} de H tel que hy, ....,h, = x et nous

écrirons H = x. L’ensemble de toutes les conséquences de l’ensemble H sera représenté par

C(H).

Théoréme 3.3.2 C(H) est un systéeme déductif de A.

Preuve. Comme () C H et C(0)) =T ou voit que ' C C(H).
Il nous reste & démontrer que si x € C(H) et + — y € C(H) alors y € C(H).
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3.3. Théoréme de déduction

Si x € C(H) il existe une partie finie X = {hq,...., h,} de H telle que
hi — (hg — ... > (h, — 2)) €T. (1)
Siz —y e C(H) il existe une partie finie K = {ky,....., k, } de H, telle que
ki — (= (kn— (x> y).) €T (2)
Mais de (2) on déduit par la loi de I’échange et modus ponens
x— (ki — .= (kn—y)..) €T (3)
D’ou par le théoréme 3.2;4 (compatibilité a gauche—, avec a = hy,)
(hp = ) = (hy — (k1 — oi(by — y).) €T
En réitérant nous aurons
(h1 = (. » (hy—= ) = (h1 = (.. = (hy— (k1 — ... = (k. — y)..).) €T, (4)
De (1) et (4) on déduit par M.P.
hy — (.. = (hy — (k1 — .. = (kb — y)...)...) €T, (5)

Et cela montre que
ye C(H).
Si la partie X est vide alors z € T et de (3) on déduit y € C(H) .
SiX=0et K=0alorsx €T etx—y €T ondéduity €T doncye C(H) .
SiX#Pet K=0,alorsx —yeT.

D’ou par le théoréme 3.2.4
(hn = ) = (hy — y) €T,
En réitérant nous aurons
(h1 — ... > (hpy = x)) = (b1 — ...(hy, — y)) €T. (41)
De (1) et (4/) par M.P. on tire

hi = (...(hp —y)eT. (5)

Et cela montre que y € C(H) et le théoréme est démontré. m
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3.3. Théoréme de déduction

Théoréme 3.3.3 (De la compacité) [1/
Si H est une partie de A, alors D(H) = C(H).

Preuve. 1°.cas : H = (). Dans ce cas, D(H) =T et d’autre part
C)y=4z:0Fa}={2:2€T}=T
et le théoréme est valable dans ce cas particulier.

2¢me cas 1 H # 0.
1. C(H) est un systéme déductif (d’apres le théoréme précédent)
2. HCC(H) (pour h € Hde h— h €T on déduit que h € C(H) )

3. C(H) est le plus petit systéme déductif qui contient H.

Si D est un systéme déductif tel que H C D (1) et si z € C(H), c.a.d. il existe un
partie finie {hy,..,h,} C H C D (2)

telle que hy — (— .. —» (h, — 2)) € T C D (3) comme 7' C D, par définition de

systéme déductif, alors de (2) et (3) on tire

x € D et nous venons de montrer que C(H) C D et cela montre bien que

Théoréme 3.3.4 (De la déduction) /1]
St D est un systéme déductif de l’algébre A et h € A alors le systéme déductif engendré

par lensemble D U {h} est l'ensemble de tous les élément x tels que h — x € D.

Preuve. Posons H = DU {h}, D/ ={x : h — = € D} nous voulons démonter que
1) Dr est un systéme déductif,

2) H=DU{h} C Dy,

3) Dr est Le plus petit systéme déductif qui contient H.

Pour démontrer 1) nous allons démontrer que :

i) T C Dr

ii) Siz, x — y € Dt alors y € D1.

Supposons que ¢ € T, alors h — t € T' (1); d’un autre cote T C D. (2)
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3.4. Systémes déductifs irréductibles

De (1) et (2) on tire h — ¢t € D et alors par la définition de D/ on voit que ¢t € D/ et i)
est démontrée.

Pour démontrer ii) supposons que z,x — y € D', c.a.d.
h—xeD(1),h— (x—y)eD(2)
Comme
(h—(x—y) = (h—=z)=(h—y)eT CD(3)

De (3), (2) et (1) on déduit par modus ponens h — y € D donc y € D/ et ii) est
démontrée.

2) H=DU{h} C Dt

Supposons que x € H alors ou bien iii) € D ou bien iv) z = h.

Comme 2 — (h — x) € T C D (1) deiiii) et (1) on tire h — x € D; donc = € D1.

Sizx=hdeh— h €T C D on voit, d’aprés la définition de Drque h € D/ et 2) est
démontrée.

Pour démontrer 3) supposons que D” est un systéme déductif tel que
H=Du{h}C D" (3.1)
Nous voulons démontrer que D7 C D” (3.2). Pour cela supposons que z € D/, c.a.d.
h—xz € D. (3.3)

De (3.3) et (3.1) on tire
h—x € D”. (3.4)

Par (3.1) nous avons aussi
he D”.(3.5)

De (3.4) et (3.5) on tire x € D” et (3.2) est démontrée. m

3.4 Systémes déductifs irréductibles
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3.4. Systémes déductifs irréductibles

Définition 3.4.1 Un systéme déductif D de < A, —> sera dit irréductible si :
1. D # A;
2. st Dy, Do, sont des systémes déductifs tels que D = D1N Dy, alors D = D1 ou D = Ds.

Définition 3.4.2 Un systéme déductif D de < A, —> sera dit complétement irréductible

St :
1. D # A;
2. Etant donnée une famille {D;};c; de systémes déductifs, telle que

D=nNnD;

i€l

alors il existe un indice 19 € I tel que D = D).

Remarque 3.4.1 Tout systéeme déductif complétement irréductible est irréductible, mais
dans certaines algébres < A,—> il y a des systémes déductifs irréductibles qui ne sont pas

complétement irréductibles.

Exemple 3.4.1 Soit A = [0, 1] I’ensemble de tous les nombres réels x tels que 0 < x < 1
et posons pour x,y € A :
lsix<y
T—y=
Y SstxT > .
Soit a tel que 0 < a < 1 alors 'ensemble F(a) = {z : a < x < 1} est un systéme déductif
irréductible qui n’est pas complétement irréductible, car si 0 < e < a alors F(a) = NF(a—e)

ot e appartient o lintervalle (0,a) = {e: 0 <e < a} et F(a—e) # F(a).

Théoréme 3.4.1 Si D est un systéme déductif de l'algébre < A, —> et sia ¢ D (a € A)
la famille C' de tous les systéemes déductifs de A tels que

1. Sice C alors D C ¢

2. a¢ec.

Est inductive supérieurement.
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3.4. Systémes déductifs irréductibles

Les systémes déductives maximaux de la famille C' serons dits des systémes déductifs
liés a a.

Plus généralement :

Définition 3.4.3 Sia est un élément de l’algébre < A, —> tel que a ¢ T, alors les systémes
déductifs maximauzr dans la famille des systémes déductifs qui ne contiennent pas a seront

dits "systemes déductifs liés a a”.

Théoréme 3.4.2 [1/Pour qu’un systéme déductif D soit complétement irréductible il faut

et il suffit que D soit lié a un élément a.

Preuve. Soit D un systéme déductif complétement irréductible. D’apres la définition
(3.4.2) D est un systéme déductif propre (D # A).

Pour chaque élément a € A — D il existe, d’apreés le théoréme 3.4.1, un systéme déductif
D contenant D, et lié a a.

Dans ces conditions : D = ND, et comme D est completement irréductible il existe un
indicea € A — D tel que D = al%:,_ gonc D est lié a I’élément a.

Supposons maintenant que D, est un systéme déductif lié a 1’élément a ¢ T'. Pour voir

que D, est complétement irréductible soit {D;};c; une famille de systémes déductifs tels

Que

Da - ﬂDl

i€l
Comme a ¢ D, il existe un indice i tel que a ¢ D; et en ottre D, C D;. Mais D, étant
un systéme déductif maximal dans la famille des systémes déductifs qui ne contiennent pas
a Donc nous pouvons affirmer que D, = D; et D, # A (caron aa ¢ D, et a € A) donc D,

est complétement irréductible. m

Théoréme 3.4.3 Tout systeme déductif propre D est ['intersection de systémes déductifs

complétement irréductibles.

Preuve. Soit D un systéme déductif propre. Pour chaque a € A— D il existe un systéme
déductif D, qui contient D et est lié a a, alors D = ND, , Les D, étant complétement

a€A—D
irréductibles =
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3.4. Systémes déductifs irréductibles

Corollaire 3.4.1 Tout systeme déductif propre d’une algébre < A, —> est l’intersection de

systemes déductifs irréductibles.

3.4.1 Caractérisation des systémes déductifs complétement irré-

ductibles

Théoréme 3.4.4 [1/Pour qu’un systéme déductif propre C soit complétement irréductible,

il faut et il suffit qu’il existe un élément ¢ ¢ C' tel que pour tout a ¢ C' l'on ait a — ¢ € C.

Preuve. Soit C' un systéme déductif complétement irréductible, alors d’aprés le
théoréme 3.4.2, C est liée a un élément ¢ ¢ C.
Soit a ¢ C, alors le systéme déductif engendré par 'ensemble H = C'U {a} est, d’aprés

le théoréme de la déduction, ’ensemble de tous les éléments z tels que a — x € C, c.a.d.
DH)={x:a—z€(C}.

Comme a € D(H) alors C C D(H) et comme C est lié & ¢, nous pouvons affirmer que
ce D(H), cad. a— ce C, pour tout a ¢ C.

Réciproquement soit C' un systéme déductif pour lequel il existe un élément ¢ ¢ C, tel
que pour tout a ¢ ¢ l'on ait a — ¢ € C' et montrons que C' est lié a c.

Dans le cas contraire, il existerait un systeme déductif C7 tel que

1. CcCOr

2. c¢C

Prenons un élément a € C7 — C' . De a ¢ C on déduit a — ¢ € C donc, en particulier

a—c€Cr(3) De (3)et(4) a € Cron en déduit ¢ € C1, ce qui est impossible I’aprés 2. =
Théoréme 3.4.5 [1/Si C est un systéme déductif lié & a — ¢, alors a € C.

Preuve. Soit C' un systéme déductif lié & a — ¢ et supposons que a ¢ C, alors d’aprés

le théoreme 3.4.4, nous aurons :

a— (a—c)eC. (1)
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3.4. Systémes déductifs irréductibles

D’apres le théoréeme 3.2.7 nous avons :
(a—(a—c)—=(a—c)eT CC. (2

De (1) et (2) on tire par M.P. a — ¢ € C (3), ce qui est impossible car, par hypothése

Cestlicdaa —c. m

Théoréme 3.4.6 [1/Pour qu’un systéme déductif propre D soit irréductible, il faut et il
suffit qu’étant donnés deux éléments a,b & D il existe un élément ¢ ¢ D tel que a — ¢ € D,

b—ceD.

Preuve. Soit D un systéme déductif irréductible et soient a, b deux éléments de A tels
quea¢ D (1),b¢ D.(2)
Si b = a le résultat est évident en prenant ¢ = a. Supposons donc que a # b. Soit D le

systéme déductif engendré par D et a, c.a.d.
Dy ={z:a— z € D}. (3)
Soit Dy le systéme déductif engendré par D et b, c.a.d.
Dy={z:b— 2 € D} (4)

Il est clair que D # Dy (5) D # D5 (6) , donc D # Dy N Dy. (7)

Comme par hypothése D est irréductible, nous pouvons affirmer que
D C D1 N Ds. (8)

Il existe donc un élément c tel que
c€ D1NDy.(9) c¢¢ D (10)

De (9) on déduit ¢ € Dy (11) ¢ € Dy, (12)

De (3) et (11) on tire a — c € D. (13)

De (4) et (12) on tire : b — ¢ € D.(14)

Les formule (10),(13) et (14) montrent que la condition est nécessaire.

Supposons maintenant que D est un systéme déductif propre tel que
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3.4. Systémes déductifs irréductibles

(I) Si a,b ¢ D il existe un élément ¢ ¢ D tel que
a—ceD, b—ceD.

Nous voulons démontrer que D est irréductible.

Supposons qu’ils existent deux systémes déductifs tels que
D = Dy N Dy. (15)

De (15), (16) et (17) on déduit Dy # D4.(18) Nous pouvons méme affirmer que
Dy & Dy(19); Dy € D1.(20)
De (19) il résulte qu’il existe un élément a tel que :
a € D1(21); a ¢ Dy.(22)
De (20) il résulte qu'il existe un élément b tel que :
be Dy (23);b ¢ D;.(24)

En particulier a,b ¢ D.(25)

Par la condition (I) il existe alors un élément c tel que ¢ ¢ D (26);
a—ceD (27); b— ce D.(28)
De (21) et (27) et (15) on tire par M.P. :
ce D1.(29)
De (23), (28) et (15) on tire par M.P. :
¢ € Dy.(30)

De (29) et (30) il résulte d’apres (15) ¢ € D, ce qui est impossible d’aprés (26). =
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3.5. Le radical déductif et le théoréme de la semi-simplicité déductive

3.5 Leradical déductif et le théoréme de la semi-simplicité

déductive

Définition 3.5.1 (Systéme déductif maximal) Un systéme déductif M d’une algébre

< A,—> sera dit maximal si
1. M est propre;
2. Si D est un systéme déductif tel que M C D, alors M = D ou D = A.

Théoréme 3.5.1

Pour q’un systéeme déductif M d’une algébre < A, —> soit maximal, il faut et il suffit que
1. M soit propre;
2. Sia¢ M etb¢ M alorsa —be M.

Preuve.

Supposons que M soit un systéme déductif maximal, alors 1) est vérifiée.

D’autre part, soit b ¢ M, M est lié a élément b ¢ M, donc si a ¢ M, nous aurons
a — be M, daprés le théoréme 3.4.4

Soit maintenant M un systéme déductif de < A, —> qui vérifie les conditions 1) et 2)
de I’énoncé.

Si M n’était pas un systéme déductif maximal il existerait un systéme déductif propre
M7 tel que M C M1 C A.

Soit (i) a € Mr— M, (ii) be A— M.

Comme a,b ¢ M alors (iii) a — b € M.

De (i) on déduit a € M/(iv), et de (iii) et (iv) on tire b € M/ (car a — b € M), Ce qui

est impossible d’aprés (i) m

Définition 3.5.2 Une algébre < A, —> sera dite déductivement simple si'l" est un systéme

déductif mazximal.

Corollaire 3.5.1 Pour qu’une algébre < A, —> soit déductivement simple, il faut et il

suffit qu’elle soit consistante (T # A) et que pour tout a ¢ T et b ¢ T l'on ait a — b € T.
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3.5. Le radical déductif et le théoréme de la semi-simplicité déductive

Définition 3.5.3 Etant donnée une algébre < A,—> nous donnerons le nom de radical
déductif de A a l'intersection Rad A de tous les systéemes déductifs maximaux de A.

Dans le cas ot A n’a aucun systéme déductif mazximal alors Rad A = A.
Définition 3.5.4 Une algébre < A, —> sera dite déductivement semi-simple si
1. A est consistante, c.a.d. T # A ;
2. T = Rad A.
Théoréme 3.5.2 Quels que soient les éléments a,b € A, nous avons
((a = b) = a) — a € Rad A.

Preuve. Le théoréme est évident si Rad A = A. Supposons maintenant que

Rad A # A.(1) Supposons qu’il existent des éléments a,b € A, tels que
r=((a—=0b)—a) —a¢ Rad A.(2)
Par (2) il existe un systéme déductif maximal M tel que

r & M.(3)

Nous allons montrer que :

a ¢ M.(4)

En effet supposons que a € M. (5)

Alors comme
a—r=a— (((a =0 —a)—a)eT C M. (6)

De (5) et (6) on tire par M.P. r € M, ce qui est impossible par (3).
De (3) et (4) on déduit en utilisant le théoréme 3.5.1 que

r—a=(((a—>b) —a)—a)—acM. (7)
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3.5. Le radical déductif et le théoréme de la semi-simplicité déductive

remplacer a par a — b et b par a dans le théoréeme 3.2.12 on tire
(((a =b) = a) = a) —a)—((a—=b) —a)eT C M.
En utilisant M.P et (7) on tire :
(a—0b)—aec M. (8)

Montrons maintenant que :

a—b¢ M. (9)

Supposons que :

a—be M. (10)

De (8) et (10) on déduirait par M. P. que a € M (11), ce qui est impossible d’aprées (4)
et (9) est démontrée.

Comme M est un systéme déductif maximal, de (4) et (9) on déduit :
a— (a—0b)e M. (12)
Mais d’aprés le théoreme 3.2.7
(@ — (a—b)— (a—b) eT C M (13)

et alors de (12) et (13) il résulte par M.P. a — b € M (14), ce qui est en contradiction

avec (9) et la démonstration est terminée. m

Corollaire 3.5.2 Si M est un systéme déductif mazximal, alors quels que soient a,b € A

on a .

(b—a)—a) —ac M.
Définition 3.5.5 Les éléments de forme :
p=(a—=0b)—a)—a
seront dits peirciens.
Lemme 3.5.1 Soit < A, —> une algébre consistante, si ((a — b) — a) — a € T pour tout

a € A etbe A, alors tout systéme complétement irréductible est mazimal.
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3.5. Le radical déductif et le théoréme de la semi-simplicité déductive

Preuve. Soit D systéme complétement irréductible, D est un systéme déductif lié & un
¢élément a.
Supposons que D n’est pas un systéme déductif maximal; alors il existe un systéme
déductif propre D' tel que
DcDrcA (1)

Comme D’ est propre, il existe un élément b tel que
b¢ Dr1 (2)
Comme D est lié a a, de (1) on déduit :
a€ Dr.(3)

Montrons que :

a—b¢ D (4)

Dans le cas contraire de (3) et a — b € D/ on déduirait par M.P.que b € D/, ce qui est

impossible d’aprés (2). D étant lié¢ a a, de (3) on déduit :
(a —b) —aeD. (5

Comme

((a —=0b)—a)—acTCD, (6)

de (5) et (6) on tire par M.P. a € D, ce qui est impossible.

Cette contradiction montre que D est un systéme déductif maximal. =

Théoréme 3.5.3 (de la semi-simplicité déductive) [1/
Soit < A, —> une algébre consistante.

Pour que l'algébre < A, —> soit déductivement semi-simple il faut et il suffit que
((a—0b)—a)—acT

quels que soient a et b € A.
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3.5. Le radical déductif et le théoréme de la semi-simplicité déductive

Preuve. (Se base sur le lemme précédent)

La condition est nécessaire = :
((a — b) — a) — a € Rad A (drapres le théoréme3.5.2) (1)
de (1) et d’apres 1’hypothese T' = Rad A
((a—0b)—a)—aeT

Au sans <—
Comme T est 'intersection de systémes déductibles complétement irréductibles, T est

I'intersection de systémes déductifs maximaux, c.a.d. T'= Rad A. =
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Conclusion

Conclusion

Une algebre de Heyting est un modeéle algébrique de la logique intuitionniste. D’autre
part la théorie des systémes déductifs qui a été fondée par A. Tarski [1930].

L’étude des systemes est capable d’intégrer et donner des réponses aux problémes plus
proprement syntaxiques, il s’accompagne et détermine notre compréhension de ce que c’est
la logique.

Cette étude nous a permet la compréhension de plusieurs notions fondamentales de
mathématique, parmes les quelles on trouve le théoréme compacité, théoréme de déduction
qui dit que Si D est un systéme déductif de I’algebre A et h € A, alors le systéme déductif
engendré par ’ensemble D U {h} est 'ensemble de tous les élément z tels que h — = € D.
Ainsi que le théoréme de la semi simplicité déductif qui annonce que si < A, —> une algebre
consistante, pour que 'algébre < A, —> soit déductivement semi-simple il faut et il suffit

que

((a = b) = a) — a € T quels que soient a et b € A.

Ce travail ma fourni les idées et les technique de démonstration et de déduction de
maniére rigoureuse qui peut m’aider dans mon cursus.

J’ai constaté que 'usage de l'outil informatique me facilite la tache, c’est porquoi ce
que souhaite pouvoir élaboré un programme calculant I’ensemble des théses d’un systéeme

déductif dont le calcul direct est une tache trés difficile.
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Annexe

ANNEXE

programmer en matlab pour calcul I‘ensemble de théses élémentaires

cle

clear

%Ce programme est basé sur sites de les éléments de ’ensemble A

fprintf(’insérer la taille de la matrice \n’)
n=input(”);
fprintf(’insérer d‘éléments de la matrice \n’)
for i=1:n
for j=1:n
B(i) =input(");
end
end
A=[Ln];
c=1;
for i=1:n
for j=1:n
t(c)=B(A (), B(AG),A®M));
c=c+1;
end
end
for i=1:n
for j=1:n
for k=1:n
t(c)=B(B(A (), B(AG), A(K))), BIB(AR),AG))BAG),A(K)));
c=c+1;
end
end

end
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t0(1)=t(1);
for i=2:c-1
r=0;
for j=1:length(t0)
if t(1)=t0(j)
r=r+1;
end
end
if r==length(t0)
t0(length(t0)+1)=t(i);
end
end
A
B
fprintf('l‘ensemble de theéses élémentaires de A \n’)
t0

Le résultat
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