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Notations

Nous introduisions les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la suite.

R Ensemble des nombres réels

R* Ensembele des réels positifs

R" Espace euclidien de dimension N

Q Ouvert de RY muni de la mesure de lebesgue

Q  laformeteure de

Vu  Gradientdeu, Vu = (88—;‘1, . %)

div(v) Divergence du vecteur v, div(v) = 88—;1 + 59—;’2 + ..+ 8?&

Au Laplacien de u, Au = 6822% + ;22% + ...+ 8‘31%

C(Q) Espace des fonctions continues sur (2

Ck(Q) Espace des fonctions continues sur 2 dont les dérivée partielles d’ordre < k sont
continues sur §2, k entire positif

CHQ,R) I'ensemble des fonctions différentiables et la dérivée est continue

LP(Q) LP(Q) ={u: Q=R mesurable [, |ul’ dz < oo} (1 < p < oo, constant)

L>(Q) L>*(Q) ={u:Q—R mesurable F¢>0 telgue |u(z)|<cppxeQ}

2 conjugé de Holder de p, p’ = z% sip>1letp=0c0sip=1

D(Q) Espace des fonctions indéfiniment dérivables dans €2, a support compact dans 2
Wir(Q) Espace de sobolev des fonctions de L?(2) dont les dérivées partielles au sens des
distribution d’ordre 1 sont également dans L?(2), muni de la norme [|u[y1, = > [|05ul| 150
Wy (Q) la fermetere de D(Q2) dans W'?(Q2), c-a-dire :mwlw

D-p presque par tout

T.AF Théoreme des accroissements finis

T.C.D Théoreme de convergence dominé de lebesgue

H(Q) u e L*(Q) et Vu € L*(Q)

@ o)

E—f E s’injecte continument dans F



E—.f F s’injecte d'une maniére compacte dans F'
— converge faiblement

— converge fortement



Introduction

étude des équations aux dérivée partielle " EDP” est l'une des sujets de grande impor-
tance dans 1’analyse non linéaire. Dans notre mémoire, nous avons intéressé a étudier
I'existence de solutions positives pour une classe des problemes de type kirchhoff de la forme :

—M ([, |Vu|*dz) Au= X (f(u) — %) dans Q 1
u=0 sur 00 M

et
—(a+b,|Vu?dz) Au=v’+ 2 dans o)
u=0 sur OS2

Comme les premiéres équations (1) et (2) contient un intégrale sur €2, elle n’est plus une iden-
tité ponctuelle; c’est pourqui elle est souvent appelée probleme non local. Ce probléme mo-
délise plusieurs systémes physiques et biologiques, dans lesquels u désigne un processus qui
dépend de la moyenne de lui-méme, tel que la densité de population, voir [9]. Le probleme

est lié a la version stationnaire de 1’équation de kirchhoff
2 L 2

p%—(%+£ O }%\le«)%:o 3)
Qui a été présenté par kirchhoff en 1883, voir[16]. Cette équation est une extension de 1'équa-
tion d’Alembert en prenat les effets des changements dans 1’équation la longueur de la corde
pemdant les vibrations. les paramétres de (3) ont la valeur sens suivants : L est la longueur
de la chaine, h est l'aire de la section, E est le module d’Young du matériau, p est la masse
volumique et p, est la module initial tension.
Ces derniéres années, les problémes qui contenant des opérateurs de type de kirchhoff ont été

étudiés dans des nombreux articles, nous référons a [2,13,16, 7,14}, 18, 19,22, 24|, 23, 25], dans les

quels les auteurs ont utilisé des méthodes variationnelles et des méthodes topologiques pour



obtenir I’existence de solutions de (1) et dans les cas out f est satisfait ondition de crois-
sances p-souslinéaire, ou p-linéaire 4 I'infini.

Ce travail est divisé en, quatre chapitres. Dans le premier chapitre on donne des définitions et
des notations qui seront utilisés dans la suite du travail comme les espaces de sobolev, les
opérateurs dans les espaces de Hilbert, Dérivé au sens de Gateaux et points critiques. Le
deuxieme chapitre consacre a présenter la méthode de sous et sur- solutions pour un model
simple d” EDP”. Dans le troisieme chapitre on étudie I’existence de solutions d’un probleme
de Kirchhoff singulier en utilisant une méthode de sous et sur-solution. Dans le dernier cha-
pitre on démontre I’existence d"une solution de probeme Kirchhoff par une autre méthode qui
est la minimisation d'une fonctionnelle d’énergie associée a notre probleme, cette approche est

l'une des méthodes variationnelles.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES ET QUELQUES OUTILS DE
BASE

Dans ce premier chapitre on présente quelques définitions et rappels des résultats néces-
saires pour la suite de ce travail. On citera en particulier certains résultats élémentaires des

espaces fonctionnels.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Définitions et propriétés élémentaires des espaces L”(2)

Dans ce que suit, Q désigne un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue.

Définition 1.1. ([13]]) Soit p € R avec 1 < p < oo, on pose

LP(Q) = {f :Q — R, f mesurable et / |f(x)]" do < oo}.
Q

= | | If(rv)|pdxr

On peut vérifier facilement que ||.||,, définit une norme sur 'espace vectoriel LP(2) ce qui montre que

On note

LP(Q)) est un espace normé.

Définition 1.2. ([13]]) On pose

L=(Q)={f:Q —R, f est mesurable. 3C >0 tel que |f(z)| <C p.p. sur Q}.

L () est une espace normé quand le muni par la norme :

[fll e = inf {C, [f(x)] < C pp. sur Q}
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Théoreme 1.1. ([13]])

1. L'espace L*(2) est de Banach pour 1 < p < oo,
2. L’espace LP(S) est séparable pour 1 < p < oo,

3. L'espace LP({2) est réflexif pour 1 < p < oo.

Proposition 1.1. (Inégalité de Holder ) ([13]) Soient f € LP(Q2) et g € LPI(Q) avec p € [1,+oo[ alors
fge LY Q) et:
| Vsl e < 171 Nl

Proposition 1.2. (Inégalité de Holder généralisé) ([13l]) Soient f € LP(Q)) et g € LPI(Q) avec

p € [1, +oolet soit r > O tel que: § + - = 1, ona:

r

1fg

r S HfHLP HgHLp/ :

Théoréme 1.2. (Théoreme de Rillich )[13] Si Q2 est une borné régulier de classe C*, alors de toute
suit bornée de H*(Q2) on peut extraire une sous -suite convergent dans L*(Q) on dit que l'injection

canonique de H*(Q) dans L*(Q) est compact.

Théoréme 1.3. (Inegalité de cauchy -schwarz)[13]Soit fetg € L*(Q) . Alors , nous avons que

L= ([ \fﬁ)é (f \9\2)é

Théoréme 1.4. (Convergence dominée de Lebesgue) ([13]) Soit (f,) une suite des fonctions de

LY(Q). On suppose que :
1. fu(z) = f(z) p.p sur Q,

2. il existe une fonction g € L*(Q) tel que pour chague n, | f,(x)| < g(x) p.p.sur QE| Alors,

feLNQ) et |[fu—fllp—0

1. On dit que g est une majorante intégrable des fonctions (f,,).

Université de M’sila Etude d’existence de solutions pour une classe de probléemes
BENTAYEB Ahlam non locaux singuliers



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 6

Théoreme 1.5. (Convergence dominée de Lebesgue inverse) ([13]) Soit(f,,) une suite de L*(2),
tels que : || f, — f|l;» — 0. Alors, il existe une sous suite extraite ( f,, ) telle que :

i) fo,(x) = f(x)p.psurQ,

ii) | fu, (z)| < h(x) Vketp.psurQavech € LP(Q).

Le résultat suivant introduite quelques proprietes topologiques des espaces de Lebesgue.

Lemme 1.1. ( lemme Brezis- Lieb)[20] soient 1 < p < oo et (f,), une suite borné de fonction de

LP(Q)) convergeant p. p. vers f. Alors f € LP(Q) et

1 Wiy = 1 (1 fallsey = 1 = Fallioey ) -

Lemme 1.2. (lemme de Hopf)[20] Soient 2 un ouvert borné connexe et
N
L(u) = — Z a;;0i;u + b.Vu + cu,
ij=1
On suppose que ¢ > 0, que
Ja > 0,V€ € RN, p.p sur Q
N
a(r)€.£ = > aij(x)§;6 > al¢f?
ij=1
est satisfaite et que a; ;,b,c € C(Q). Siu € C*(Q) (" C(Q) vérifie Lu < 0 et si u atteint un maximum

(1.1)

> 0 a l'intérieur de S , alors u est constante sur Q.

Définition 1.3. (la convergence faible et forte) ([13l]) Soit (xy),>1 une suite de l'espace vectoriel
normé (E, ||.|| ;) et soit E' son dual topologiqueﬂ On dit que (x,,) converge faiblement dans E s’il existe

un élément x € E telle que :

VfEE, lim f(u)=f(z) ou ((fwn) = {f,2))
Notation On notera (x,) — x dans E, c’est d dire la convergence faible dans E. On notera de
mame (x,,) — x dans E, c’est d dire la convergence forte dans E ( la convergence en norme).
Lemme 1.3. (lemme de Fatou) (Voir[13]) Soit (f,,), une suite des fonctions de L'(Q) tel que :
1. Pour chaque n, f,,(z) > 0 p.p sur €,
2. sup [, fulz)de < +oc.

Pour chaque x € Q) on pose

f(z) = lim inf f,(x)

n—+4o0o

/ﬂ m<£&m/h

2. I'espace des formes linéaire et continues sur E, E' = Z(E,R).

alors f € L*(Q) et :

Université de M’sila Etude d’existence de solutions pour une classe de probléemes
BENTAYEB Ahlam non locaux singuliers



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 7

1.1.2 L'espace Wir(Q)

Soit Q un ouvert de RY, on note par D(QQ) l'espace des fonctions de classe C*™ et de support

compacte inclus dans ).

Définition 1.4. ([13])) L'espace de Sobolev W' (Q) est définie par :
Whr(Q) = {u € LP(Q), 3g; € LP(Q), tel que: [, u%dm = — [, gipdz, Yo € D(Q), Vie ﬁ}
En particulier, pour p = 2, on pose :

HY(Q) = W2(Q)

pour u € Wh2(Q), on note

8u':gi ot W:(au ou 8u>'

O, dxy’ dxy’ T day

Vu est appelé la dérivé au sens faible de g. L'espace W'F(Q) est muni de la norme :
lullwro = Nl + 1Vl -
(ou parfois, si 1 < p < oo, de la norme équivalente |u||y1., = [||ul/”, + HVuH’ip]%).
Proposition 1.3. ([13]) L'espace H'(S2) est un espace de Hilbert quand le muni par le produit scalaire
(u,v) g1 = (u,v)r2 + (Vu, Vo) 2

La norme associée :

2 2 11
[l = [l + [Vl Z2]2

est équivalent de la norme de W'2(Q).

Voici quelques propriétés topologiques de I'espace de Sobolev W'»(()).

Proposition 1.4. ([13])

1. L'espace W'P(Q2) est un espace de Banach pour 1 < p < oo,
2. L’espace W' (Q) est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oo,

3. L'espace H'(Q) est espace de Hilbert séparable.

Université de M’sila Etude d’existence de solutions pour une classe de probléemes
BENTAYEB Ahlam non locaux singuliers



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 8

1.1.3 Injections de Sobolev

Le but de cette section est de découvrir quelques injections continues et compactes concer-
nant aux espaces de Sobolev. Rappelons qu'un opérateur linéaire 7" entre deux espaces vecto-
riels topologiques (par exemple normé) E et I est dit compact si l'image par 7' de toute partie
bornée de I est reltivement compact (adhérence compacte) dans F'. Plus précisément Pour
toute suite (x,,) une suite bornée dans £, on peut extraire une sous suite u,, = (T'(x,,)) de la
suite u,, = T'(x,) converge dans F. Si F s’injecte continument dans F, le caractre compacte de
cette injection entraine que toute suite faiblement convergente est fortement convergente dans

I'espace d’arrivée.

Définition 1.5. ([13]])

1. E s’injecte d'une maniére continue dans F', signifie que E C F et l'injection canonique j : E —

F est continue et on le note par E — F.

2. E s’injecte d'une maniére compacte dans F, signifie que E C F' et l'injection j : E — F est
compacte et on le note par E — . F.

Si1l < p < N, l'exposant de Sobolev de p est définie par :

., NP
P=N—p
ol
11 1
p P N

Théoréme 1.6. ([13]) Soit 1 < p < oco. On suppose que €) est un ouvert de classe C*, borné, ou bien
Q=RY:

1. Si1<p< N, alors WH(Q) — LP (Q),

2. Sip=N, alors WiP(Q) — L1(Q), Vq € [p,+o0],

3. Sip> N, alors W1P(Q) — L>®(Q).

Théoréme 1.7. (Rellich-Kondrachov) ([13]) On suppose que Q2 bornée de classe C*.On a
1. Sip < N, alors W'?(Q) <. LY(Q), Vq€ [1,p*],
2. Sip=N, alors W'P(Q) <. L1(Q), Vg€ [l,+o0[,

3. Sip> N, alors W (Q) —. C(Q).

Université de M’sila Etude d’existence de solutions pour une classe de probléemes
BENTAYEB Ahlam non locaux singuliers



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 9

1.1.4 Lespace W,”(Q)

Définition 1.6. ([13]) tant donné 1 < p < oo, on désigne par Wy*(Q) la fermeture de D(Y) dans

WP (Q), c’est -a-dire

wer@) =p@)" @

On note
Hy(Q) = Wy (Q)

L'espace W, 7 (Q) est muni de la norme induite par W' (Q), 'espace H} (Q) est muni du produit scalaire

induit par H*(Q).

Proposition 1.5. ([13]]) L'espace W, (Q) est un espace de Banach séparable, il est de plus réflexif pour

1 < p < oo. L'espace H}(S2) est un espace de Hilbert séparable.

Remarque 1.1. Lors que Q = RY. On sait que D(RY) est dense dans W#(RN) et par conséquent
Wy (RY) = WhP(RY)

Le résultat suivant fournit une caractérisation essentielle de base des fonctions dans I'espace Wy ().

Théoreme 1.8. ([13]) Soit u € W'*(Q), alors u € Wy () si et seulement si u = 0 sur 9.

Proposition 1.6. (Inégalité de Poincaré) (Voir[13]]) Soit 2 un ouvert borné, alors il existe une constante

C (dépendant de || et p) telle que :
||u||Lp(Q) <C HVUHLP(Q)’ Vu € W()Lp(Q) (1<p<oo)
Autrement dit, sur W, (Q) la quantité||Vul| Lo(q) €st une norme équivalente d la norme usuelle de
Whr(Q).
Théoréme de lax-milgram
probléme varationnelle abstrait

Soit E un espace de hilbert, réel muni de produit scalaire (.,.), et de la norme associée

I -

Soit une forme bilinéaire sue ¥ x E, et soit f une forme linéaire sur F.

Définition 1.7. On dit que la forme bilinéaire a est continue si il existe une constante M > 0, tel que
pour tout u,v € Eona

|a(u, v)| < Mlullg o]

Université de M’sila Etude d’existence de solutions pour une classe de probléemes
BENTAYEB Ahlam non locaux singuliers



1.2. OPERATEURS DANS LES ESPACES DE HILBERT 10

Définition 1.8. On dit que la forme bilinéaire a est symetrie si, pour tout u,v € E ona
a(u,v) = a(v,u)

Définition 1.9. On dit que la forme bilinéaire a est coercive sur E si, il existe une 3 > 0 telle que pour

toutu € EFona

a(u,v) > B uly

Théoreme 1.9. ( Théorém de lax -Milgram) Soit £/ un espce de hilbert, a une forme bilinéaire

continue et corcive et L une forme linéaire continue sur . Alors le probléme suivant

trouwver uw € FE  tel que
a(u,v) = L(v), Yv € F

admet une solution unique.

formules de Green

Théoréme 1.10. soit Q € RY un ouvert borné de classe C* . Alors si u,¢p € H'(Q) on a la formule

Green suivante :

au¢dx:—/ua¢ d:c—l—/ upn; ds i=1,....N
anz Q 81’1 80

Théoréme 1.11. (principe de maximum fort pour le laplacien) On suppose que u € C*(Q2) (N C(Q),
ot ) est une ouvert borné est connexe.
— si

—Au <0 €.

et u atteint son maximum en un point a l'intérieur de Q, alors u est une constante sur .
— si

—Au>0 Q.

et u atteint son minimum en un point a l'intérieur de 2, alors u est une constante sur Q.

([17]théréme 4)

1.2 Opérateurs dans les espaces de Hilbert

Théoréeme 1.12. (Théoréme de Hilbert -schmidt)[13] pour tout opérateur linéaire compact auto-

adjoint T dans un espace de hilbert séparable H, il existe un systéme orthonormé (ey,) de vecteurs propres

Université de M’sila Etude d’existence de solutions pour une classe de probléemes
BENTAYEB Ahlam non locaux singuliers



1.3. DERIVE DES FONCTIONNELLES 11

aux valeurs propres non nulles(ey,), telle que tout élément v € H peut s'écrire de maniére unique , sous

la forme
U= g cxer + u'
k

ouv' € KerT, c’est-a -dire Tu' = 0, en outre

Tu = Z )\kckek
k

et si la suit (ey,) est infinie, on a

k—+o00
Corollaire 1.1. si l'operateur auto-adjoint compact T est inversible, ses valeurs propres peuvent former

une base dans H.

Corollaire 1.2. Si T est une opérateur auto-adjoint compact sur un espace de hilbert séparable H une

base orthonormée formée des vecteurs propres de T'.

1.3 Dérivé des fonctionnelles
1.3.1 Dérivé au sens de Gateaux

Définition 1.10. ([20]) Soit E un espace de Banach, 2 C E un ensemble ouvert et I : 1 — R une
fonctionnelle. On dit que I est différentiable au sens de Giteaux (G-différentiable) en u € €, s'il existe
A € E' (A linéaire et continue), noté par I,(u) tel que, pour tout v € E, oit I(u -+ tv) existe pour t > 0

assez petit, la dérivée directionnelle DI (u) existe c’est -a-dire :

hmI(u + tv) — I(u)
t—0 t

= <Av v)

Si I est différentiable au sens de Giteaux en .

1.3.2 Points critiques

Définition 1.11. ([20]) Soit Q un ouvert d'un espace de Banach E. Supposons que I € C*(Q,R).On

dit que u € ) est un point critique de I, si :
I'(u)=0

e Siu n'est pas un point critique, alors on dit que w est un point régulier de 1.

e Sic € R, alors on dit que c est une valeur critique de I, s’il existe u € 2 tel que

Iu)y=c et I(u)=0

Université de M’sila Etude d’existence de solutions pour une classe de probléemes
BENTAYEB Ahlam non locaux singuliers



1.3. DERIVE DES FONCTIONNELLES 12

e Si ¢ n’est pas valeur critique, alors on dit que c est une valeur réguliére de I.

Pour plus des détails , vous pouvez consulter voir[4], [20]

Université de M’sila Etude d’existence de solutions pour une classe de probléemes
BENTAYEB Ahlam non locaux singuliers



CHAPITRE 2

METHODE DE SOUS ET SUR-SOLUTION

Dans ce chapitre, on va appliquer la méthode de sous et sur-solution sur un model simple

d’EDP elliptique pour comprendre ses étapes.

2.1 Valeurs propres de I'opérateur —A

En guise de simplification, on considére dans cette section L = —A. On s’intéresse au pro-
bleme suivant[5] :

{ —Au =M\ dans 2.1)

u=>0 sur 0f2

La solution faible de (2.1) s’appelle fonction proprede —A et A estla valeur propre associée.

Définition 2.1. Soit T' € £ (H) un nombre complexe \ est une valeur propre de T' si il existe une

fonction h € H, h # 0 tel que Th = Ah. la fonction h est appelée une fonction propre de T

Définition 2.2. [13]] On appelle base hilbertienne (ou simplement base s’il n "ya pas de confusion pos-

sibleEI) une suit (e,,) d'éléments de Htelle que :
i)]e | =1Vn, (em,e,) =0V¥m,nm #n.

ii) l'espace vectoriel engendré par les (e,,) est dense dans H.
Théoréme 2.1. les valeurs propres de —/A sont réelles est positives .

Théoréme 2.2. [5] II existe une base orthonormale {wy}32, dans L*(Q) tel que wy € Hg(Q)) pour

tout k € N* et

—Awk = )\kwk dans €
{ w =0 sur OS2 (22)
oit les valeurs propres X\, vérifient
0< A << o< "% 00 (2.3)

1. sur tout ne pas confondre avec une base algébrique i.e une famille (e;) de H tel que tout élément de H
s’écrive de maniére unique comme combinaison linéaire finie des (e;)

13
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Preuve de (Théoréeme [2.2). On définie I'opérateur T = (—A)~! de L*(Q) dans L*(Q) quia f

associe T'f = u solution faible de

{ —Au=f dans Q (.4)

u =0 sur 0

On montre que T : L*(2) — L*(Q2) est borné (continue ) et compact. le probleme (2.4) admet
une solution faible unique u € H;(2) d’aprés le théoréme de lax-Milgram, d’ot1 I'opérateur T

est bien défini. On multiplie 'équation de (2.4) par u et on obtient en utilisant I'inégalité de

ﬁVUF dr = / fudx
Q

2
el @) < N1 2oy 1l 2oy

Cauchy-Schwarz et de Poincaré,

Donc d’aprés I'inégalité de poincaré
||U||§{3(Q) <C ||f||L2(Q) (2.5)

et par suite
1T fllz2@) = Cllifll ey (2.6)

La continuité de T découle de (2.6). Et grace a linjection compacte de I'espace Hj(2) dans
L*(Q) voir le (théoréme [1.7), on déduit de I'estimation (2.5) que T’ est compact.

Montrons maintenant que 7" est symétrique (auto-adjoint) c’est -a- dire :

(Tf.9)=(f,Tg), pour tout f.g € L*Q) (2.7)

Posons u=Tf et v=Tg. Alorsona:

—Au=f dans

{ u=0 sur 0f) (2.8)
—Av =g dans

{ v=0 sur 02 (2.9)

On multiplie 'équation (2.8) par v € H;(2) et on integre par parties, on applique la formule de
Green, on obtient :

—/ Auv dr = — Vunu ds + / VuVu dx
Q o0 Q

puis que u = 0 sur 902, on peut voir :

—/Auv dx:/VuVU dx,
Q Q

Université de M’sila Etude d’existence de solutions pour une classe de probléemes
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alorsona:
/VUVU dr = / fvde = (f,v)=(fTg)
Q Q
On multiplie par u € H}(2) et en appliquant la formule de Green, on trouve :

—/Avudx:—/ Vv.nuds+/VvVudx0nav:08u7‘8§2
Q o9 Q

de sort que

—/Avuda::/VvVu dzx
Q Q

/ VoVu dx = / ug dx = (u,g) = (Tf, g)
Q Q
En comparant ces deux dernieres équations, on obtient (2.7).

D’apres le théoreme (1.12) il existe une base orthonormale {w;};>, dans L*(2). les valeurs

qui donne

propres de 7" représente une suite {yy}2, tel que
U1 > o > ...et pp — 0

D’ ou les valeurs propres de —A sont A\, = Ml—k, k =1,2,... qui vérifient :

/|chk|2 dr = / e |wr|? dz,
Q Q

ce qui impliqueque A >0 (k=1,2,..)et A\, — oo quand K — +o0
Comme L*(2), estun espace de Hilbert séparable et T est compact dans L*((2), il admet une
base orthonormale constituée des fonctions propres {wy}7>, de l'opérateur —A (qui sont les

méme fonctions propres de I'opérateur compact 7' = (—A)™1)) . O

Remarque 2.1. De plus, on peut voir que :

/ Vw;jVwy dv = A / wiwy dx, sij #k
) Q

d’oi cette suite {wy, }72, est orthogonale dans H ().

2.2 Modéle d’étude simple

On considere le probleme suivant :

—Au = f(u) dans £
{ u=">0 sur 0f2 (2.10)

Dans cette section on va présenter la méthode de sous et sur- solution (appelée aussi méthode

de schémas monotones) pour résoudre le probleme modele (2.10).

Université de M’sila Etude d’existence de solutions pour une classe de probléemes
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Définition 2.3. i) Ondit que u € H*(Q)) est une sous -solution faible du probleme (2.10) si :

/ Vu Vv dr < / f(u)v dx (2.11)
0 0

pour tout v € Hy(Q), v >0 p.pdans .
ii) De méme, on dit que uw € H'(Q) est une sur-solution faible du probleme 2.10) si :

/VHVU dx > / f(@)v dx (2.12)
0 0

pour tout v € HY(Q),v >0 p.pdans Q.
iii) On dit que uw € H'(Q) est une solution faible du probleme 2.10) si :

/Vqu dx = / fu)v de, (2.13)
Q Q
pour tout v € Hg(9).
Remarque 2.2. Si u,u € C?*(Q), alors 2.11) et 2.12) sont respectivement équivalentes i :
—Au < f(u), —AT > f(1) dans Q
Supposons que f : R — Reest de classe C* tel que :
If' (1) <C, pourtouttecR (2.14)

on va montrer le résultat suivant .

Théoreme 2.3. Supposons que le probleme (2.10) admet une sous et sur-solution faible w,u tel que :
u<0,u>0 surdfl au sensdelatraceetu <up.pdans . (2.15)

Alors, il existe une solution faible uw € Hy () telle que

Preuve. Grace a I'hypothése (2.14), il existe ;1 > 0 assez grand telle que la fonction
t— f(t)+ pt

est croissante.

Université de M’sila Etude d’existence de solutions pour une classe de probléemes
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1. On pose wug = u, on construit alors par récurrence une suite (u,),eny dans Hj(Q)
comme suivant : Supposons que u; € Hj () est bien définis et on pose u,; la solu-

tion faible du probleme linéair suivant :

Upr1 =0, sur 0f). (2.16)

{ — Aty + pin1 = f(un) + pu, dans Q
Rappelons que ce probleme linéair admet une solution faible unique u,,;. il suffit d’ap-

pliquer le théorem Lax- Milgrame.

2. Ensuite on montre que cette suite est croissant, c’est-a- dire :

g =u<u <us <..<u, <.. p.p. dans .

Raisonnons par récurrence. Montrons que 1y <wu; p. p. dans Q2. Ona pourn =0

/ (Vuy. Vo + pugv) doe = / (f(uo)v + pugv) dw, v € Hy(S) (2.17)
Q Q

Comme 1, = u est sous-solution du probleme (2.10), alors on a:

/ (Vug. Vo + pugv) dz < / (f (uo)v + pugv) dw, v € Hy(Q), v >0 p.p. dans Q.
Q Q

(2.18)
On choisit :

v=(ug—u1)" € H}(Q), (up—u)™ >0 p.p. dans Q

et on retranche (2.18) de (2.17), on obtient

/ V(ug — u1).V(ug — ur)™ + plug — ur)(uo — ug)™ de <0
0

Mais on a
V(ug —u1), sur{ug>u}
— + = 7
V(up — u) { 0 sur {up < up}

par conséquent, on a:

/ (19 (o — w2 + uluo — wr)?) de < 0,
{uo>u1}

ce qui implique que uy < u; p. p. dans Q. Supposons maintenant que u,,—1 < u, p. p-

dans 2 et montrons que u,, < u,4; p. p. dans 2. De (2.16) on a par définition :

/ (Vu,.Vv + pu,v) de = / (f (up—1)v + pp_qv) dz,
0

Q
et
/ (Vtns1.Vo + pyqv) do = / (f(un)v + pu,v) de, (2.19)
Q Q
Université de M’sila Etude d’existence de solutions pour une classe de probléemes
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pour v € H} (). Par soustraction avec v = (u,, — u,+1)", on obtient :

/Xvwn—wwavwn—wwﬂ++uwn—wﬁnwn—wwoﬂdx
Q

=Amewwwﬂwmm+wmwe%mﬂm

Comme u,_; < u,, le second membre de cette équation est négatif a cause de la crois-

sance det — f(t) + ut. D’'ou:

/ (1t — )P + pettn — tnsr)?) dx < 0
{Unzun+l}

et par conséquent, u,, < u,4+1 p. p. dans (.

3. On montre que u, <u p. p.dans (2, pour tout n € N. Par récurrence, si n = 0 alors
on a par hypothése vy = v < wp. p. dans €. Supposons que u,, < u p. p.dans (.

Comme 7 est une sur-solution de (2.10), alors on a :

/(Vﬂv—i—uﬂv) d:vZ/(f(ﬂv—l—/mv) dr, v € Hy(),v >0 p. p. dans Q
O Q

On retranche cette équation de (2.19) avec v = (u,+1 — @)," on obtient

[ (9 = 0P + s — ) da
{un+1 Zﬂ}

= [ ) ] = @)+ ) s~ i <0
ce qui donne u,; <7 p. p. dans €.

4. On a montré ci-dessus que :

U< o <up <Upyq < ... <T@, p.p. dans ) (2.20)

D’ot1 (uy,), converge presque par tout vers une fonction v et par le théoreme de la convergence

dominée de lebesgue, on déduit que
U, —u dans L*(Q), quand n — oo. (2.21)

Grace al’hypothése il existe C' > 0 tel que |f'(¢)| < C, on a par le théoreme des accroissements

finis | f(t)] < C(|t| + 1), t € R. D'oit

fllunll 2(0) < Clllunll 2y +1) < C[[ll 2y +1) = ¢ (2.22)
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(C" > 0), ce qui donne d’apres (2.16) que

/ (|vun+1|2 + :U’(un-l-l)Q) dx = / (f(un) + :uun>un+1 dx S C (223)
Q Q

Par conséquent (u,, ),y est borné dans Hj (), d’ott il existe une sous suit de (u,,) notée de méme

converge faiblement vers u dans Hj (€2). Donc u € H} ().

Finalement on vérifie que u est une solution faible de probleme (2.10). Soit v € H}(Q2) On a
d’aprés (2.16)

/ (Vy1.Vu + pg4qv) de = / (f(up)v + pu,v) de (2.24)
Q 0

En passant a la limite quand n — oo, on obtient

/Q (Vu+ puv) de = / (f(u)v + puv) dx

Q

d’ot

/QVqu dx = /Qf(u)v dx

Ce qui finit la preuve.

2.3 Principe de base pour un probéme de Kirchhoff

Dans cette section, nous donnons une principe géneral de méthode de sous et sur-solution
pour le probleme :

{_M(t)div(|vu|p—2w):f(:c,u) dans (2.25)

u=>0 sur 0f2

ot 2 est un ouvert borné de RY avec N > 1,p € C(Q) avecl < p~ = igfp < pt =supp < oo,
Q

f € C(Q x R,R), M(t) est une fonction continue et croissante Avec ¢ = [, +|VulP dz et

satisfait la condition suivante tel que X = W, ”(Q).
(My) M : [0, +o0[ est une fonction continue et croissante avec my < M (t) < M.
Définition 2.4. [12]

1) on dit que v € X est une solution faible de (2.25)) si :

1
M(/ —|Vul? dx)/]VuV’_QVquo dx:/f(x,u)gp dx
Qb Q Q

2)u € WHP(Q) est appelée une sous- solution (respectivement une sur-solution) de R.25) si : u <

(regpectivement >)0 sur 02 et, pour tout ¢ € X avec p > 0,0na:

1
M </ —|Vul? dm) / |VulP2VuVp dx < (respectivement >) / f(z,u)p dx
Qb Q Q
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BENTAYEB Ahlam non locaux singuliers



2.3. PRINCIPE DE BASE POUR UN PROBEME DE KIRCHHOFF 20

Théoreme 2.4. [12] Si (M) est verifie et f(x,u) = f(u), f € La1(Q), alors @.25) admet une

solution faible unique solution.

Les résultat suivant joue un role important dans ce que suit. les lecteur peuvent consulter

les travaux[10, [11]].

Lemme 2.1. suppose que M : R — R satisfait a la condition
(Hy) :mg < M(t) <me  pour tout t e R, ouRy =[0,+00)

si les fonctions u,v € Wy*(Q) satisfait :

M (/ |Vul? dx) / IVulP2VuVep dz < M (/ |Vol? dx) / |Vu|P2VoVp dx (2.26)
Q Q Q Q

pour tout o € W'P(Q), o > 0,alors u < v € Q.
D’aprés ce lemme(2.1), on peut déduire le résultat de base suivant :

Théoréme 2.5. ([1,12]) soit M : Rf — R une fonction satisfaisant la condition (H,), supposons

que [ satisfait la condition de croissance sous-critique :
1f(z, )] <c(l+ T Ve eQVtER

ot 1 < q < p*. lafonction f(x,t) est strictement croissant par rapport a t sur R. S’ il existe une
sous-solution w € W'P(Q) et sur-solution uw € W' (Q) du probleme [@2.25), alors (2.25) admet
une solution minimale w, et une solution maximal u* dans U'intrvalle [u.,u*|, ¢’-a- dire, u < u, <

u* < etsi u estpour toute solution de (2.25) tel que w < u <u. alorsonau, <u < u*.

Preuve. On note K : Lﬁ(Q) — WyP(Q), K(h) = ul'unique solutions du probleme

{—M(t)div(|Vu\p_2Vu)=h($) dans € (2.27)

u=0 sur 02

Rappelons que I'opérateur K vérifie des propriétés ([12])

On défine l'operateur 7' :
T:LY(Q) — L1(Q)

w— T(u) = K(f(z,))
D’abord, on commonce par démontrer que 7' est completment continue, en effet 7" est continue

Soit u,, — u dans L9(€2) On montre que 7'(u,) — T'(u) dans L(2) on a

1T (un) =T ()l oy = HS(f (2, un)) = K(f (2, 0)l Lo
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et comme X s’injecte d’'une maniére continue de L%({2) telle que ¢ € [1, p*], alors il existe C' > 0

tel que
1T (un) = T(u)ll gy < CIE(f(2,un)) = K(f(2,u))lx

On pose ¢, = f(z,u,) et ¢ = f(z,u) on va montrer que :

©n — @ dans Lq%l(Q)

/m wlqldx—/!fxun ~ f(es )| de

D’apres I’hypothése sur f,ona:

ona

Fa,un)

<ec (1 + |un|q_1)

En utilisant 'inégalite de Holder, on a :

q—1

fjmtar< ([ v dw) ([ et ac) *

-1

5qgﬁ(/hmwm)q

= 190 [[unlfafo

Comme u,, — u dans L%((2), alors la suit (u,) estbornédans L71(£2) Donc 3’ > 0:
|f(z,u,)] < C" € LT1(Q)
D’aprés 1. C. D, on déduit
Ilf(x,u,) — f(x,u)HLq%(Q) — 0, quand n — 400

Comme K : La1()) — X est continue, alors :

flz,un) — flz,u) dans L1 ()
©on — p dans Lq%l(Q)

par la contunité de 'operateur K on a
T(u,) = K(¢n) — K(p) dans LY(Q)

Ce qui montre que T est continue.
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T est compact : Soit (u,,) une suite borné dans L%({2) comme K : Li1() — X est borné(
voir[12]), alors il existe une sous -suite (p,;) converge faiblemement dans X. Dapres l'injection
compact X — L?(2), on a (p,;) converge fortement dans L?((2), donc 1" est compact.

Finalement 7" est complatement contuine. pour terminer la preuve vous pouvez consulter [12].

]

Dans la prutique, on sait souvent que la sous-solution u et la sur solution @ sont de L>(£2)
donc la restriction sur la condition de croissance de f est inutile. par concéquent, le théoreme

suivant est plus adapte a notre cadre.

Proposition 2.1. ([T, [12]) Soit M : Rf — R™ une fonction satisfaisant la condition (H;). Suppo-
sons que w est une sous- solution et uw est une sur-solution du probleme (2.25) dans I'espace
WIP(Q)NL®(Q) et u < udans Q. si f € C(Q x R,R) est strictement croissante par rapport a

te [iréf w, sup ul, alors la conclusion de la proposition est valide.
Q
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CHAPITRE 3

ETUDE D’UN PROBLEME DE KIRCHHOFF
SINGULIER PAR LA METHODE DE SOUS ET
SUR-SOLUTION

Dans ce chapiter on étudie I'existence d"une solution positive d’'un probleme de Kirchhoff
avec second membre non linéaire singulier, la prouve du résultat principale est basé sur une

méthode de sous et sur-solution voir par exemple[12} 15] le probeme étudié est donne par :

{ —M ([, |Vul? dz) Au= X (f(u) — L) dans Q 3.1)
u=0 sur 00 :

ot ) est un ouvert borné dans R" avec une frontiere 0X) de classe C?*7 tel que 0 <~y <1, et
0<a<1, M:RIf — RT estunefonction continue et croissante et A > 0, f :[0,00] — R est
une fonction continue et strictement croissante qui est asymptotiquement linéaire au vosinage
de oo, les fonctions M et f satisfont les conditions suivantes :

(Hy) mo< M(t) <my pourtout teR{, ou R =][0,+00)

(Hy) fe€C%0,00), f(0)>0, f>0, lim Z2 =0,

5—00

3.1 Définitions et résultats préléminaires

Définition 3.1. (Sous-solution)[15] Une fonction 1) est appelée une sous- solution de probleme
si elle est dans C* N C(Q) tel que 1 = 0 sur 0N et verifie :

M (/Q |V |? da:) /Qwvw dr < /QA (f(w) — %) wdr, YweW (3.2)

W ={we Q) : w>0dans Q}.

tel que

Définition 3.2. (sur solution)[15] Une fonction ¢ est appelée une sur- solution de probleme si
elle est dans C? N C(Q) telle que ¢ = 0 sur O et verifie :

M (/Q IVo|? dx) /QV¢V¢L) dx > /QA (f(gb) — %) wdr, YweW (3.3)

23
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le résultat suivant est important pour la suite :

Lemme 3.1. Soit f : RT — R une fonction continue et lim L (SS) =0 alorsil exist a, b > 0 telle que :

S5—00

Comme lim g¢(s) = 0, alors par définition on a

S§—00

1
Ve >0, JA > 0Vs € [A, +o0] tel que s > A = ‘ﬁ— 1 +C—1 <e
s s S
Il est clair que
fo) 1 afe) L e
s setl s T s s*+1 s
Donc
flo) 1 a_ ‘.
S gatl s =
en multipliant par s, on obtient :
f(s) = —+c<es
Alors
1
fls)—m—=<es—c, Vs> A
SO{
Soit s € [0, A], comme f est continue sur [0, A], alors f est borné c-a-d
ey >0, |f(s)] < e
ona
f(s) < [f()] <
Alors
f(s) < (3.4)
d’autre partona 0 < s < A, donc
1.1
s T Ae
et par suite
L1 (3.5)
s T Ae '
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En addition les deux equation (3.4) et (3.5)

1 1

f(S)—S—QSCz—E

Par coséquent, pour touts € Rona:
1 1
f(s)—s—agss— <01—02+E>
On prend ¢, suffisanent grand de sorte que
b:cl—02+i>0,
Aa
On conclut

1
Ja= db=1c¢ — — >0,
a=¢e, c1 cz—l—Aa

on obtient

f(s)—ia<as—b.

S

O
Le résultat suivant est trés classique et important
Lemme 3.1. Le probléme :
L e

admet une solution positive unique e € C*(X0) tel que e > 0 dans Q et 2 - <0 sur 9Q.

Dans ce qui suit, nous auvons également besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2. [15] Soit f : Rt — R une fonction continue tel que hrgl ! (SS) = 0, alors pour touts
S—r+00
A >0, il existe m(\) > 0 tel que:
mom(A) = A (f(m(X) [lell.))
Preuve. Comme lim £ i‘s) = 0, alors par définition on a
§—00
Ve>0, 34 >0, Vs > A, ]f | <e,
par conséquent on a
f(s) < es (37)
On choisissant
mo
= >0
Melloo
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et
s =m(A)[lef > A
Donc
A
m(A\) >
lelloe
on remplace dans la relation (3.7), on obtient
mo m(A)mg
Fim) llello) < m(A) [lello =
Mlello A

par conséquent on obtiendrait
Af(m(A) [lellc) < m(A)mo

3.1.1 Résultat principal

Voici le résultat principale de ce chapiter

Théoreme 3.1. [15] Supposons que les conditions (H,) et (Hs) sont verifiées, et f(0) > 0. alors il
existe deux constantes positives p, po tel que py < po et le probleme (3.1) n’admet pas une solution

positive pour \ < py mais admet une solution positive pour \ > jis.

Preuve. Nous la preuve est basé sur la méthode des sous et sur-solution. la preuve est similaire
a ceux presentes dans [21]. comme SETOO 1) — 0, alors d’aprés lemme(3.1) il existe deux
constantes a >0, b> 0 tel que: f(s) — - < as—b. Soit \; la premiere valeur propre et ¢ > 0
la fonction propre correspondante de I'operateur —A avec conditions aux limites de Dirchlet.

par la bsurd on suppose que u > 0 est une solution positive (3.1)

M (/Q |Vul? da:) /Q(—Au)d) dr < )\/Q (au — b)¢ dx (3.8)

D ’autre part, on a

/Q(—AU)db d:l?—/Qu(—A¢)d:U—/Q)\1u¢ dx

M </Q|Vu|2 da:) /Q)\lugzﬁ dr < )\/Q(au—b)(b dx
M(/QWU\Q dx) /Qu()\l —aNé dr < /Q(—)\b)gzﬁ da
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Si u est une solution du (3.1) alors on a
A
M—ar>0 = A> =
a

ce qui implique que si A < 2! le probleme (3.I) n’admet pas une solution.
On pose p11 = 2 si A < p1. Alors n’admet pas un solution.

Soit ¢ > 0 tel que ||¢||, =1 onpose ¢ = \'¢Tis et 7€ [ 1]

Calculons Vv
__\T" 2 %—1
vQ/J_Al—i—ong+ Ve
2" 1-a
_1+a¢+a Vo
donc
Ay = div(V)
oy 2 -« la_g 0¢ 2 Tfa(f‘)QQﬁ
=A I+« (1%—04(/§+ (%) +¢+62_x
7 2 11—« 1—& 2 }_7.1
Ona
M / IVy|? dx / V¢ Vw dz (3.9)
Q Q

On remplace la valeur de Aty dans1’équation (3.9)

(M/Q|w|2 dx) /Q(—A@D)w dz

—2)\" l—a -2 1—a
= 2 T+a 2 JEEAN
(M/QWM dx)l &/Q<1 a¢+ IVo|* + o1+ gb)wdw

comme —A¢ = ;¢ on obtient

D’aprés 'hypothése (H;) on trouve :

(M/vaw dx) /wa dx

2N 2" 1—a\ s
< o / MoTaw dr — myg / ( O‘) oTHe V2w da
Q Q

14+« 14+« 1+«
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Donc 7 est une sous -solution du probleme (3.1) si et seulement si

(M/QNW dx) /vaw dx

2\" 2 20" 11—« —2a 9

1+a/ﬂ)\1¢+ wdm—m01+a/sz(1+a¢+ Vol )wdx
1

< [ M) = ol da

0 (0

< Mg

Soitd >0, m>0ety >0 telque|Vé|?>m dans Qs et ¢irs € [p, 1] dans Q\Q; avec
Qs = {z € Q:d(z,00) < 5}
ettel que [Vg| #0 sur 09 etdans € si A suffisament grand. O

On montre que

2 1—a —2a 1
— mA” Ve <A [ ——— 3.10
mox (122 ) T 2ot v < ( (Ar¢m>a> (3.10)

On meltiple 1'équation (3.10) et on divise on méme ton par \*" et comme Vo[> > m

i (2 \(1-a 1
< momAT+ <1+a) (1+a) (wwia)a) 3.11)

par conséquent il vient

2 1-— —2a —1
oV (1o ) Trmotver <A (o
l+a/) 1+« (ArgTa)a

on a les équivalence suivants

2 11—«
)\T(1+Oé)71 > 1
Mo l+a)\14a)"

Py )\7“(1+a)71 > (1 + a)Q
~ 2(1 —a)mom

2\ fiFe T
\ > (14 «) (iFa)
— \2(1 — a)mem

rl—a)—1>0

alors

ce qui imlique

donc

par conséquent
1

>
" 1+«
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comme r(1 —a) —1 <0 dans 5, pour A\ suffisament grand on a

2 2
oA A a < Af(0
mn 1+« 197 < AF(0)
2 2 2
= r Tra < r
1+amoo)\)\1gb+ < Mo A <1+&>/\1

etcomme ¢Ts est borné Alors on déduit que

2
_c TN, <
1+am°°)\ A1 < Af(0)

fO)(1 + )

2moo)\1

= ()

Comme X’gzﬁl%a > 0 et f eststrictement croissante, on obtient

)\T‘*l <

Donc

FN¢Ta) > £(0)
d’ou
A (Vo) > Af(0)

donc

Moo (H—a>)\1¢ < A(0) S Mf(AgpTa)

Par conséquent, dans (5 ona

M (/szm? d:r;) /vaw dx
< [ (f(x‘qblia) - ﬁ) widr= [ A (fw) - %)wdw

Alors, dans Q\Q ona ¢is > 4 et

A= 50 ) 2 (form - )

pour )\ suffisament grand

comme
o € [, 1]
on peut voir que
[ < pita (3.13)
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On milteple 1’équation (3.13) par A", on a
TN >

Alors
1 1
— <
(ArgTea)e — (uAT)®

et comme f est continue et strictement croissante, on voit que

FOTHaNT) > f(p\")

par adition (3.15) et (3.14) et on miltiple par A on obtient

2 1 1
)\ 1+« >\T S — A AT —
(fw e dﬂia)a) > <f(u ) ww)
on peut déduire que

M (/Q|V"4ZJ|2 d:v) /QVgZJVw dx

2 2 2 l—a -2
< Mo N —— [ MdTraw do — moA" T |Vo|?w d
=m 1+a/9 1@Trew dr —mg 1+oz/91+oz¢ | (b|w v

2
< MmN ——— | MoTew d
1 + « Q

2
Smoo/)\r Aw dx

et

2 1
o N Mw dx < A Ny) — — d
m / o “"—/Q (f( 2 <Am>a>‘" g

o2 ) 1
Ve < (10 - g

2 1
r—1 < r
A 1+a)\1+()\7"u)0‘_f(>\ 1)

D’autre part

Alors

On pose
2 1

h(\) = NP —— )\ —_—
W =X h o

ona

lim h(A) =0 et /\lim f(A") = L (car f est strictement croissante)
—00

A—00
C’est -a- dire

I, VA > Ao, h(A) < FNp)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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puisquer — 1 <0, pour X suffisament grand, dans Q\Qs ona:

M |Ve|? da VyVw dr < A f() — 1a w dzx (3.18)
Q Q Q ¢

Alors D’apres (3.16), (3.17), (3.18) on déduit que ¢ est une sous -solution positive du
probleme (3.1).

Maintenant, on construit une sur -solution z > 1. comme lim @ =0, d’apréslelemme

§—00

on a pour tout A > 0, il existe mem(X) > 0 tel que mom(X) > f(m(\)|le] ), ou

e € C'(Q) est solution positive unique du probleéme de valeurs propres suivant :

—Ae=1 dans
e=0 sur 0f2

d’aprés le lemme(3.1), ona e > 0 dans Q et §5° ‘96 < 0 sur 092 . soit z = m(\)e, alors

M (/ V2|2 dx) / VzVw dx
Q Q
M (/ V2| dx) / VeVw dx
( |V 2| dx) w dx
Q

> mom(A /wdx
Q

> [ M7 lell e da

>)\/Q[f(z)——]wdx Ywe W

A

Ainsi, z est une sur-solution de plus, m(\) peut étre choisi sufisamment grand pour que z =
m(\)e > 1 dans Q. Donc, pour )\ suffisament grand le probleme (3.I) admet une solution
positive u € [¢, z] la preuve du théoreme (3.1) ce qui termine .
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CHAPITRE 4

EXISTENCE DE SOLUTIONS POUR UN
PROBLEME DE KIRCHHOFF PAR UNE
METHEDE VARIATIONNELLE

Dans cet chapiter, on va étudie l'existence de solutions positives pour une classe de pro-
blemes de type kirchhoff avec un terme non linéaire singulier et un terme d’exposant critique.

14 on va appliquer une approche variationnelles[8] .

4.1 positions du probléme

on considére le probléme suivant :
{ —(a+b [, |Vu|* dz) Au=u’+ 2 dans Q

u=>0 sur 0f2

Ou Q estun domaine borné, régulaier de R*, A\ > 0 est un paramétre réel et y € [0,1] est

(4.1)

une constante.

Nous utilisons les notations suivantes.
* ut = max{u,(z),0}; v, = max{—u,(z),0}

* ¢, ¢y, 0o, .... dé signent diverses constantes positives, qui peuvent varier inégalité al’autre.

* Nous désignons par S, (respectivement B, )la sphére (respectivement, la boule fermée.

de centre zéro et de rayon r, c-a- dire:
Sy ={u € Hy() : [Jul| = r},

et
By = {u € Hy(Q): [[ull <7}
Soit S la meilleure constante de sobolev plus précisement, elle est définie par :

s |Vul? d
S = inf —fR‘ ul” du

; (4.2)
weHYOQNO} ([ [ul6 da)?

32
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ce implique que :

/ Vul? dzv > S (/ ¢ da;) '
0 0
R 1
(/ 1k d:v) ' < — </ |Vul? dx)
Q S Q

par conséquent on obtiendrait

N |=

1— 1 1—
HuHLﬁ(VQ) §S 2 HUHH(%ZQ) (4-3)

ce dernier inégalité est trés important pour établir le résultat d’existence pour plus de détails

voir[8, 20]

4.1.1 Formulation variationnelle et résultat principale

On considére la fonctionnelle d’energie associée comme suit :

) = Gl + Ll = § [ @ do =2 [ @' de vae Hy@)
Définition 4.1. [8] On dit que u est une solution faible du probleme (.1)), si u € Hy(Q) et pour tout
veE HNQ) ona:

(a+blul?) / VuVu dx — / (ut)’v dx — )\/ () v dr =0
Q Q Q
1l est bien connu que le terme singulier conduit a la non-dérivabilité de la fonctionnelle I sur Hj(Q)
donc elle n’appartient pas a C'(H} (), R). par conséquent, on ne peut pas appliquer la théorie du
points critiques, mais on va prouver que le probléme (4.1) a encore une solution qui est un minimum

local del.

Voici I'énoncé du résultat principal de ce chapitre

Théoreme 4.1. [8] Supposons que est v € [0,1], a > 0, b > 0. alors il existe A\, > 0 tel que
pour tout A € [0, \,], le probleme (4.I) admet au moins une solution faible positive.

4.2 Preuve du résultat principal
4.2.1 Minimisation de /

On commence par établir les conditions géométriques.
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Lemme 4.1. [8] Il existe \o > O et R, p > 0 tel que, pour tout A € [0, \o]ona:

I(u) > p,Yu € Sp = {u € Hy(Q) : ||lu]| = R} (4.4)
et
uie%fR I(u) < 0. (4.5)
Preuve de lemme (4.1)) :
Etape (1) : Par linégalité de Holder
[ de < [l de < ulig, 19 (46)
Q Q
D’aprés 'inégalité (4.3), on a:
1— _1= 1— 5+
@ de < 57 ullglg 1907 (47)
Par linégalité de Holder et (4.3) on a
1 1 —54+5 _—6
5 | @ do < G101 ST ullyg
d’out
o [P < 2570 ulf @8)
En utilisant (4.7) et (4.8), on obtient
5_3 )\ Y 1—v _
1) 2 5 ull® = =g Jull® = = 100 575 Jul '
d’ot1 . \
1 2 Jul ™ (§ 1l = ™57 - 2ol s )
On considere la fonction auxilinaire suivante
1
g(t) = =47 — 2§ o 1> 0
2 6
ona
g/(t) — CL(]_ + 7)t7 . 5+ 7573t4+’y
2 6
Donc
1 5
gt)>0et (a( ;7) . 275—%4) >0
2 6 -
ce qui donne égalment
3\ 1
' < (M) |
5+
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Dongc, on pose

3a(1+7)5%\ ¢
R— (M) >0 (4.9)
5+
qui vérifie le suivant
max g(t) = g(R) (4.10)
D’autre part on a
olt) = T2l TS 20
On pose
Q)5 52"
C =
l—1
ce qui satisfait :
)
C
Comme A € [0, \o], alorson a:
A< = A0 (4.11)
2c
donc R
e > —92( )

Pour toutu € Spona:

Donc

Si on prend
— pl=— g(R)
= ()

I(w) = p (4.12)
D’apré ,([4.10), (4.17) et (£.12) et par conséquent on obtiendrait
I(u)>p ,Yue Sr telque |ul|=R

par conséquent on obtiendrait

Etape 2 : On montre que inf < 0, pour cela, on fixe u € Bg avec u® # 0, on a

uEBR
b £ A
I(tu) = a lltwl|® + = ||tul|* — —/ (u™)b dx — —tl_“’/ (w7 da
Alors s ; \
t
Atu) _ @y 4 Oy gt t5+7/ (W) dz — —— [ W) de
tl_,y 2 4 Q 1— Y Jo
Donc / \
t
lim () _ / (ut)™7 dr < 0,VA >0
t—0 tl= 1—7Jq
Nous avons [ (tu) < 0 pour tout u" # 0 et ¢ assez petit, on déduit que :
my = uiergR I(u) < 0. (4.13)
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4.2.2 Minimum de I est une solution de (4.1))

Dans cette section on va prouver que la fonctionnelle I atteint son infinimum en point v, €

H} () qui est exactement la solution du probleme (@.I). Cecil’énoncé du théoreéme .

Théoreme 4.2. [8] Supposons que 0 < A < Ao, (Ao défini dans le lemme (4.1))). alors le probleme (4.1)

admet a une solution positive ug € H} (), satisfaisant I(ug) < 0.

Preuve . Tout d’abord, on affirme qu’ il existe uy € Bg, tel que I(ug) = m; < 0, en effet par (4.4)

et (£.5), nous pouvons déduire que
a b 1
5 llw|® + 1 Ju|* - 8 /Q (ut)dx > p pour u € Sg

et

b 1
e /Q ()0 de >0, Vue Bp (4.14)

Par la définition de m;, on sait qu il existe une suite minimisante {u,} C Bg telque lim [I(u,) =m; <
n—-+o0o

0. clairement, cette suite minimisante est bien siir borné dans Bp, alors il existe une sous-suit

(tn,) = (un) C HH(Q), etil existe ug € H} () tel que :

Up, — U, faible dans H} ()
Up, — U, fortement dans LP(Q)(1 < p < 2%), (4.15)
un () = uo(x) p- p dans Q

Puisque 0 < v < 1, par l'inégalité de Holder, on a

[ o= [l < [ - ) o

) (4.16)
1—v 1— 1+y
< [ Jut = e < = gy 21
Par conséquent, en utilisant (4.15) on trouve :
/ (w7 de = / (w7 dx + o(1) (4.17)
Q Q
On pose w, = u, — up, par le lemme de Brézis -lieb[20] on a
/ Vu,|? do = / Vw,|? dr +/ |Vug|? do + o(1) (4.18)
Q Q Q
et
/ (u)® do = / (wh)® do + / (ud)® dx + o(1) (4.19)
Q Q Q
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on a

2 2
ol = ([ (90 ar) = ([ 19 a)
Q Q
2
+ (/ |Vug|? d:p) +2/ IVw,|? dm/ |Vuo|? do + o(1)
Q Q Q

Siug = 0, alors w,, = uy, il s’ensuit que w,, € Bg. si ug # 0, daprés (4.18), on obtient w, € Bg
pour n suffisament grand. D’ou, d’apres (4.14) ona:

(4.20)

a 2 b 4 1 6
Z Z _Z > )
5 lenll” + 5 llwnll 6/0(%) dr >0 (4.21)

par conséquent, il découle de (4.17), a (4.21)) que:
my = I(uy,) + o(1)

a 2 b 4 4 2 2
= 5 llwnll” + 7 (leonl” + [luol[|” + 2 flwn [ luo ") + (1)
A

1 6 1 +16 +y1—
a 2 b 4 b 2 9 1 4\6
= 5 lleon ™+ 7 llon ™+ S lwnll™ llwoll” = & | (@) do + I(uo) + o(1)
Q

b
ma 2 I(uo) + 5 lwnll* [luoll* + 0(1) = I(uo) + o(1)

En faisant n — 400, il s’ensuit que m; > I(ug). ennotant que By est fermée et convexe, donc
ug € Bg. Par conséquent par (4.13), nous obtenons I(ug) = m; <0 et uy # 0. Ce qui monter
que uy est une minimiseur local de I.

Maintenant, on prouve que u, est une solution du probleme et uy estpositive. D’aprés
les arguments précédents, on a ug est une minimiseur local de I. Alors pour tout ) € Hg (), >

0, etpourt >0 assez petit, tel que uy+t) € By, ona:
a b 1
= 5o+ 801+ 5 uo + ' = [ (w00 ds
2 4 6 Ja
A a b
- VY doe — = 2_Z
oo [ (o ) e = G ol - 5
a b a b
< S lwo + 1l + 5 o + 0" = & uoll* = 5 |

4 1/ +\6 A +\1—v
lluol” + & Q(Uo) dl”rl_7 Q(Uo) dx

b
(o + 01 = Jag ) [5+ 5 (o4 0017 + )

(4.23)
De la relation (4.23) on obtient aussi :
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A 1— 1—
o o+ 00— ) da
b
< 5 (Il + 1 = lluoll®) + 5 (o + twll* = fluoll")
-5 ] o+ 0 = )] da (424)
2 oy |a b 2 2
= Qoo+ 101" = uol®) [ + (o + 001 + )]

1
~ 5 [+ 00" = (i) da
6 Ja
En divisant par ¢t > 0 et en passant a la limite quand ¢t — 0%, on obtient :

A lim inf/ (o + 1)) = (ug) "™ dr < (a+ b||uo||2) / VugVip dx — / (ug )™ da
Q t Q 0

1 — v t—=0+
(4.25)

D’aprés le théoreme des accroissements finis, on obtient

[ Mt V6D gy f iy

Ou e =+ 0"et

((uo +et) ") — (ug) " ppx € Q
lors que t — 07, puis que
((uo +etyp) ™) > 0.

Ainsi en utilisant le lemme de Fatou, on a

lim inf / (o + t) )™ — (ug)'™
Q

— ¥ t—=0+F t

)\/ (ug) e do < dx,
Q

par conséquent, on déduit de (4.25) et de 1’estimation ci- dessus que

(a+b ||u0||2) /QVUOV@Z) dr — /Q (ugd)’y dx — )\/ (ug) " dr >0, o >0. (4.26)

Q
Puisque I(ug) < 0, ceci ainsi que et (4.5) implique que uy ¢ Sg, donc |ug| < R. pour
up il existe. 0, € [0, 1] tel que (1 + t)up € Br pour |t| < 6;. on définit K : [—d;, d;] par

K(t) = I((1 + t)uo).

clairement, K (t) attient son minimum a ¢t = 0, a savoir :

K(t) = 101+ uo) = 2110+ ol + 2 11+ )
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1 e g A U d
—5 | (D)) do— 2 [ (a7 a
w0 =2 (3104 0wl +4 (§ 10+ ol

6 <%/Q(1+t)5(uo+>6 dx) (=) (%/9“1“) Y- vdx)

K'(t) = a | (1 + tyuo||* + b (1 + t)uo|”

—/Q(l—{—t)g’(ua“)ﬁdx—)\/ﬂ(le’y) V(ud) da

par suite

d’ou

1(0) = a[ugll? + b luo||* — / ()P da — )\/ (W)= da = 0
Q

Q
Soit ¢ € H}(Q2), et soit € > 0. on défint ¢ € H () par:

¥ = (ug +e9)"
On injcte ¢ dans 'inegalité (4.26) et entilisant (4.27)), on obtient :
0< [ (o oluol®) VuoTs = )0 = A 0] do
Q
_ / (a+ b [[uo|D) VoV (ui +£6) da
{ug +e¢>0}
P 26) - M) o) do
{uo +e¢p>0}

(/ / +E¢<0}> [(a+bluoll*) VoV (ug + £¢))

(g + 26) — M) (g + )] da
< a |2 + b Juoll* — / (u)® d — A / (ug)' de

+e / (b lluo®) (VaoVe) — (ud )6 — A(ud) 6] da
—/ (a+b||1/J0||2)Vu0V(uar +e¢) dx
{ug +e¢<0}
+ /{ oy [0 +20) 42w +29)] do
uy +edp<
<e / (b lluo ) VoV — () — A(ud) ¢ da

—5/ (a+b|uo|*) VeV da.
{ug +26<0}

(4.27)

(4.28)
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puisque la mesure du domaine d’intégration {uj +c¢ < 0} — 0 lors que ¢ — 0, il s’ensuit
que:

lim VugVeo de =0

Par conséquent, en divisant par ¢ et en laissant ¢ — 0 dans (4.28), on voit que

(a+b|uo?) /Q VugVo dx — /Q (ud)’¢ dx — )\/Q (ug) Yo dx >0 (4.29)

Comme ¢ est arbitraire, cette inégalite également valable pour —¢, c’est -a- dire:

(a+b||u0||2)/QVu0ng dm—/ﬁ(uf{)%ﬁ dx—)\/ (ug) Yo dx =0 (4.30)

Q
ce qui montre que v, est une solution faible de (4.1).

4.2.3 Positivité de solution

En prenant la fonction teste ¢ = u; dans (#30), on obtient ||u; || = 0, ce qui implique que
up > 0, par conséquent u, est une solution non triviale de (4.1) D’autre part, a partir de (4.29),
on obtient [, VuoVi dx >0, ¢ € Hj(Q) ce qui signifie que ug € Hj (1) et satisfait a

—Aug >0, dans 2

sachant que uy > 0, 1y # 0 donc, en utilisant le principe du maximum fort (I.11) onawuy > 0

dans Q. De la discussion ci- dessus, nous pouvons déduire que ug est une solution positive de

(4.1) avec I(up) = mo < 0. Ceci termine la preuve du théoreme([4.2). O
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Conclusion

Dans notre travail, on a étudié 1'existence de solutions positives pour des problemes de
Kirchhoff singuliers par deux méthodes, la méthodes de sous et sur-solution et la méthodes de
minimisation. Nous avons essayé de détailler les preuves et de les réorganiser pour faciliter la
compréhension des concepts et les méthodes utilisées pour le lecteur. Nous espérons que notre

travail sera comme un premier pat pour d’autre travaux.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons étudié I’existence et I'unicité de solution
pour une équation différentielle de type Kirchhoff de deux manieres,
pour la premier méthode appelle méthode de sous et sur solution, ou
I’étude d’un probleéme aux limites est interprétée en deux problemes
aux limites, dont chacune repérent une inégalité. La deuxieme méthode
consiste a recherche la solution positive de la fonctionnelle le probleme
interne attache et la recherche d’une point minimum local de la
fonction interne, qui est considéré comme une solution a I'’équation de
base étude.

Mots clés : sur solution, sous solution, équation de Kirchhoff, point
minimum local.
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