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Notations

Nous introduisions les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la suite.

R Ensemble des nombres réels

R+ Ensembele des réels positifs

Rn Espace euclidien de dimension N

Ω Ouvert de RN muni de la mesure de lebesgue

Ω la formeteure de Ω

∇u Gradient de u, ∇u =
(
∂u
∂x1
, ∂u
∂x2
, ..., ∂u

∂xN

)
div(v) Divergence du vecteur v, div(v) = ∂v

∂x1
+ ∂v

∂x2
+ ...+ ∂v

∂xN

∆u Laplacien de u, ∆u = ∂2u
∂2x21

+ ∂2u
∂2x22

+ ...+ ∂2u
∂2x2N

C(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω

Ck(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω dont les dérivée partielles d’ordre ≤ k sont

continues sur Ω, k entire positif

C1(Ω,R) l’ensemble des fonctions différentiables et la dérivée est continue

Lp(Ω) LP (Ω) = {u : Ω→ R mesurable
∫

Ω
|u|p dx <∞} (1 ≤ p <∞, constant)

L∞(Ω) L∞(Ω) = {u : Ω→ R mesurable ∃ c ≥ 0 telque |u(x)| ≤ c p.p x ∈ Ω}

p′ conjugé de Hölder de p, p′ = p
p−1

si p > 1 et p′ =∞ si p = 1

D(Ω) Espace des fonctions indéfiniment dérivables dans Ω, à support compact dans Ω

W 1,p(Ω) Espace de sobolev des fonctions de Lp(Ω) dont les dérivées partielles au sens des

distribution d’ordre 1 sont également dans Lp(Ω), muni de la norme ‖u‖W 1,p =
∑
‖∂iu‖Lp(Ω)

W 1,p
0 (Ω) la fermetere de D(Ω) dans W 1,p(Ω), c-à-dire :D(Ω)

W 1,p

p.p presque par tout

T.A.F Théorème des accroissements finis

T.C.D Théorème de convergence dominé de lebesgue

H1(Ω) u ∈ L2(Ω) et∇u ∈ L2(Ω)

H1
0 (Ω) (D(Ω))

H1(Ω)

E ↪→ f E s’injecte continument dans F

v



E ↪→c f E s’injecte d’une maniére compacte dans F

⇀ converge faiblement

→ converge fortement
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Introduction

Létude des équations aux dérivée partielle ”EDP” est l’une des sujets de grande impor-

tance dans l’analyse non linéaire. Dans notre mémoire, nous avons intéressé à étudier

l’existence de solutions positives pour une classe des problèmes de type kirchhoff de la forme :{
−M

(∫
Ω
|∇u|2 dx

)
∆u = λ

(
f(u)− 1

uα

)
dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(1)

et {
−
(
a+ b

∫
Ω
|∇u|2 dx

)
∆u = u5 + λ

uγ
dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(2)

Comme les premiéres équations (1) et (2) contient un intégrale sur Ω, elle n’est plus une iden-

tité ponctuelle ; c’est pourqui elle est souvent appelée problème non local. Ce problème mo-

délise plusieurs systémes physiques et biologiques, dans lesquels u désigne un processus qui

dépend de la moyenne de lui-même, tel que la densité de population, voir [9]. Le problème (1)

est lié à la version stationnaire de l’équation de kirchhoff

ρ
∂2u

∂2t
−
(
p0

h
+
E

2L

∫ L

0

∣∣∂u
∂x

∣∣2 dx) ∂2u

∂2x
= 0 (3)

Qui à été présenté par kirchhoff en 1883, voir[16]. Cette équation est une extension de l’équa-

tion d’Alembert en prenat les effets des changements dans l’équation la longueur de la corde

pemdant les vibrations. les paramétres de (3) ont la valeur sens suivants : L est la longueur

de la chaîne, h est l’aire de la section, E est le module d’Young du matériau, ρ est la masse

volumique et p0 est la module initial tension.

Ces derniéres années, les problèmes qui contenant des opérateurs de type de kirchhoff ont été

étudiés dans des nombreux articles, nous référons à [2, 3, 6, 7, 14, 18, 19, 22, 24, 23, 25], dans les

quels les auteurs ont utilisé des méthodes variationnelles et des méthodes topologiques pour
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obtenir l’existence de solutions de (1) et (2) dans les cas où f est satisfait ondition de crois-

sances p-souslinéaire, ou p-linéaire á l’infini.

Ce travail est divisé en, quatre chapitres. Dans le premier chapitre on donne des définitions et

des notations qui seront utilisés dans la suite du travail comme les espaces de sobolev, les

opérateurs dans les espaces de Hilbert, Dérivé au sens de Gâteaux et points critiques. Le

deuxième chapitre consacre à présenter la méthode de sous et sur- solutions pour un model

simple d’”EDP”. Dans le troisième chapitre on étudie l’existence de solutions d’un problème

de Kirchhoff singulier en utilisant une méthode de sous et sur-solution. Dans le dernier cha-

pitre on démontre l’existence d’une solution de probème Kirchhoff par une autre méthode qui

est la minimisation d’une fonctionnelle d’énergie associée à notre problème, cette approche est

l’une des méthodes variationnelles.

3



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES ET QUELQUES OUTILS DE
BASE

Dans ce premier chapitre on présente quelques définitions et rappels des résultats néces-

saires pour la suite de ce travail. On citera en particulier certains résultats élémentaires des

espaces fonctionnels.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Définitions et propriétés élémentaires des espaces Lp(Ω)

Dans ce que suit, Ω désigne un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue.

Définition 1.1. ([13]) Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞, on pose

Lp(Ω) =

{
f : Ω −→ R, f mesurable et

∫
Ω

|f(x)|p dx <∞
}
.

On note

‖f‖Lp =

[∫
Ω

|f(x)|pdx
] 1
p

On peut vérifier facilement que ‖.‖Lp définit une norme sur l’espace vectoriel Lp(Ω) ce qui montre que

Lp(Ω) est un espace normé.

Définition 1.2. ([13]) On pose

L∞(Ω) = {f : Ω −→ R, f est mesurable. ∃C > 0 tel que |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω} .

L∞ (Ω) est une espace normé quand le muni par la norme :

‖f‖L∞ = inf {C, |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω}

4



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 5

Théorème 1.1. ([13])

1. L’espace Lp(Ω) est de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞,

2. L’espace Lp(Ω) est séparable pour 1 ≤ p <∞,

3. L’espace Lp(Ω) est réflexif pour 1 < p <∞.

Proposition 1.1. (Inégalité de Hölder ) ([13]) Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp
′
(Ω) avec p ∈ [1,+∞[ alors

f.g ∈ L1(Ω) et : ∫
Ω

|fg| dx ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lp′

Proposition 1.2. (Inégalité de Hölder généralisé) ([13]) Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp
′
(Ω) avec

p ∈ [1,+∞[ et soit r > 0 tel que : 1
p

+ 1
p′

= 1
r
, on a :

‖fg‖Lr ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lp′ .

Théorème 1.2. (Théorème de Rillich )[13] Si Ω est une borné régulier de classe C1, alors de toute

suit bornée de H1(Ω) on peut extraire une sous -suite convergent dans L2(Ω) on dit que l’injection

canonique de H1(Ω) dans L2(Ω) est compact.

Théorème 1.3. (Inegalité de cauchy -schwarz)[13]Soit fetg ∈ L2(Ω) . Alors , nous avons que∫
Ω

|fg| ≤
(∫

Ω

|f |2
) 1

2
(∫

Ω

|g|2
) 1

2

Théorème 1.4. (Convergence dominée de Lebesgue) ([13]) Soit (fn) une suite des fonctions de

L1(Ω). On suppose que :

1. fn(x)→ f(x) p.p sur Ω,

2. il existe une fonction g ∈ L1(Ω) tel que pour chaque n, |fn(x)| ≤ g(x) p.p.sur Ω 1 .Alors,

f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖L1 → 0

1. On dit que g est une majorante intégrable des fonctions (fn).

Université de M’sila
BENTAYEB Ahlam

Etude d’existence de solutions pour une classe de problèmes
non locaux singuliers



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 6

Théorème 1.5. (Convergence dominée de Lebesgue inverse) ([13]) Soit(fn) une suite de Lp(Ω),

tels que : ‖fn − f‖Lp → 0. Alors, il existe une sous suite extraite (fnk) telle que :

i) fnk(x)→ f(x) p.p sur Ω,

ii) |fnk(x)| ≤ h(x) ∀k et p.p sur Ω avec h ∈ Lp(Ω).

Le résultat suivant introduite quelques proprietes topologiques des espaces de Lebesgue.

Lemme 1.1. ( lemme Brezis- Lieb)[20] soient 1 ≤ p < ∞ et (fn)n une suite borné de fonction de

Lp(Ω) convergeant p. p. vers f . Alors f ∈ Lp(Ω) et :

‖f‖pLp(Ω) = lim
n−→∞

(
‖fn‖pLp(Ω) − ‖f − fn‖

p
Lp(Ω)

)
.

Lemme 1.2. (lemme de Hopf)[20] Soient Ω un ouvert borné connexe et

L(u) = −
N∑

i,j=1

aij∂iju+ b.∇u+ cu,

On suppose que c ≥ 0, que 
∃α > 0,∀ξ ∈ RN , p.p sur Ω

a(x)ξ.ξ =
N∑

i,j=1

ai,j(x)ξjξi ≥ α|ξ|2 (1.1)

est satisfaite et que ai j, b, c ∈ C(Ω). Si u ∈ C2(Ω)
⋂
C(Ω) vérifie Lu ≤ 0 et si u atteint un maximum

≥ 0 à l’intérieur de Ω , alors u est constante sur Ω.

Définition 1.3. (la convergence faible et forte) ([13]) Soit (xn)n≥1 une suite de l’espace vectoriel

normé (E, ‖.‖E) et soit E ′ son dual topologique 2. On dit que (xn) converge faiblement dans E s’il existe

un élément x ∈ E telle que :

∀f ∈ E ′ , lim
n→+∞

f(xn) = f(x) ou (〈f, xn〉 → 〈f, x〉)

Notation On notera (xn) ⇀ x dans E, c’est á dire la convergence faible dans E. On notera de

mâme (xn)→ x dans E, c’est á dire la convergence forte dans E ( la convergence en norme).

Lemme 1.3. (lemme de Fatou) (Voir[13]) Soit (fn)n une suite des fonctions de L1(Ω) tel que :

1. Pour chaque n, fn(x) ≥ 0 p.p sur Ω,

2. sup
∫

Ω
fn(x)dx < +∞.

Pour chaque x ∈ Ω on pose

f(x) = lim
n→+∞

inf fn(x)

alors f ∈ L1(Ω) et : ∫
Ω

f(x) dx ≤ lim
n→+∞

inf

∫
Ω

fn(x)dx

2. l’espace des formes linéaire et continues sur E, E
′

= L (E,R).

Université de M’sila
BENTAYEB Ahlam
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1.1. ESPACES FONCTIONNELS 7

1.1.2 L’espace W 1,p(Ω)

Soit Ω un ouvert de RN , on note par D(Ω) l’espace des fonctions de classe C∞ et de support

compacte inclus dans Ω.

Définition 1.4. ([13]) L’espace de Sobolev W 1,p(Ω) est définie par :

W 1,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω), ∃gi ∈ Lp(Ω), tel que :

∫
Ω
u ∂ϕ
∂xi
dx = −

∫
Ω
giϕdx, ∀ϕ ∈ D(Ω), ∀i ∈ 1.n

}
En particulier, pour p = 2, on pose :

H1(Ω) = W 1,2(Ω)

pour u ∈ W 1,2(Ω), on note

∂u

∂xi
= gi et ∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xN

)
.

∇u est appelé la dérivé au sens faible de g. L’espace W 1,p(Ω) est muni de la norme :

‖u‖W 1,p = ‖u‖Lp + ‖∇u‖Lp .

(ou parfois, si 1 < p <∞, de la norme équivalente ‖u‖W 1,p = [‖u‖pLp + ‖∇u‖pLp ]
1
p ).

Proposition 1.3. ([13]) L’espace H1(Ω) est un espace de Hilbert quand le muni par le produit scalaire

(u, v)H1 = (u, v)L2 + (∇u,∇v)L2

La norme associée :

‖u‖H1 = [‖u‖2
L2 + ‖∇u‖2

L2 ]
1
2

est équivalent de la norme de W 1,2(Ω).

Voici quelques propriétés topologiques de l’espace de Sobolev W 1,p(Ω).

Proposition 1.4. ([13])

1. L’espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞,

2. L’espace W 1,p(Ω) est réflexif pour 1 < p <∞ et séparable pour 1 ≤ p <∞,

3. L’espace H1(Ω) est espace de Hilbert séparable.

Université de M’sila
BENTAYEB Ahlam
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1.1. ESPACES FONCTIONNELS 8

1.1.3 Injections de Sobolev

Le but de cette section est de découvrir quelques injections continues et compactes concer-

nant aux espaces de Sobolev. Rappelons qu’un opérateur linéaire T entre deux espaces vecto-

riels topologiques (par exemple normé) E et F est dit compact si l’image par T de toute partie

bornée de E est reltivement compact (adhérence compacte) dans F . Plus précisément Pour

toute suite (xn) une suite bornée dans E, on peut extraire une sous suite un = (T (xnk)) de la

suite un = T (xn) converge dans F . Si E s’injecte continument dans F , le caractre compacte de

cette injection entraine que toute suite faiblement convergente est fortement convergente dans

l’espace d’arrivée.

Définition 1.5. ([13])

1. E s’injecte d’une maniére continue dans F , signifie que E ⊂ F et l’injection canonique j : E →

F est continue et on le note par E ↪→ F .

2. E s’injecte d’une maniére compacte dans F , signifie que E ⊂ F et l’injection j : E → F est

compacte et on le note par E ↪→c F .

Si 1 ≤ p ≤ N , l’exposant de Sobolev de p est définie par :

p∗ =
NP

N − P

où
1

p∗
=

1

P
− 1

N

Théorème 1.6. ([13]) Soit 1 ≤ p ≤ ∞. On suppose que Ω est un ouvert de classe C1, borné, ou bien

Ω = RN
+ :

1. Si 1 ≤ p < N , alors W 1,p(Ω) ↪→ Lp
∗
(Ω),

2. Si p = N , alors W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [p,+∞[,

3. Si p > N , alors W 1,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Théorème 1.7. (Rellich-Kondrachov) ([13]) On suppose que Ω bornée de classe C1.On a

1. Si p < N , alors W 1,p(Ω) ↪→c L
q(Ω), ∀q ∈ [1, p∗[ ,

2. Si p = N , alors W 1,p(Ω) ↪→c L
q(Ω), ∀q ∈ [1,+∞[ ,

3. Si p > N , alors W 1,p(Ω) ↪→c C(Ω).

Université de M’sila
BENTAYEB Ahlam
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1.1. ESPACES FONCTIONNELS 9

1.1.4 L’espace W 1,p
0 (Ω)

Définition 1.6. ([13]) tant donné 1 ≤ p < ∞, on désigne par W 1,p
0 (Ω) la fermeture de D(Ω) dans

W 1,p(Ω), c’est -à-dire

W 1,p
0 (Ω) = D(Ω)

W 1,p(Ω)

On note

H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω)

L’espaceW 1,p
0 (Ω) est muni de la norme induite parW 1,p(Ω), l’espaceH1

0 (Ω) est muni du produit scalaire

induit par H1(Ω).

Proposition 1.5. ([13]) L’espace W 1,p
0 (Ω) est un espace de Banach séparable, il est de plus réflexif pour

1 < p <∞. L’espace H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert séparable.

Remarque 1.1. Lors que Ω = RN . On sait que D(RN) est dense dans W 1,p(RN) et par conséquent

W 1,p
0 (RN) = W 1,p(RN)

Le résultat suivant fournit une caractérisation essentielle de base des fonctions dans l’espace W 1,p
0 (Ω).

Théorème 1.8. ([13]) Soit u ∈ W 1,p(Ω), alors u ∈ W 1,p
0 (Ω) si et seulement si u = 0 sur ∂Ω.

Proposition 1.6. (Inégalité de Poincaré) (Voir[13]) Soit Ω un ouvert borné, alors il existe une constante

C (dépendant de |Ω| et p) telle que :

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) , ∀u ∈ W
1,p
0 (Ω) (1 ≤ p <∞)

Autrement dit, sur W 1,p
0 (Ω) la quantité‖∇u‖Lp(Ω) est une norme équivalente á la norme usuelle de

W 1,p(Ω).

Théoréme de lax-milgram

problème varationnelle abstrait

Soit E un espace de hilbert, réel muni de produit scalaire (., .), et de la norme associée

‖.‖E .

Soit une forme bilinéaire sue E × E, et soit f une forme linéaire sur E.

Définition 1.7. On dit que la forme bilinéaire a est continue si il existe une constante M > 0, tel que

pour tout u, v ∈ E on a ∣∣a(u, v)
∣∣ ≤M ‖u‖E ‖v‖E

Université de M’sila
BENTAYEB Ahlam
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1.2. OPÉRATEURS DANS LES ESPACES DE HILBERT 10

Définition 1.8. On dit que la forme bilinéaire a est symetrie si, pour tout u, v ∈ E on a

a(u, v) = a(v, u)

Définition 1.9. On dit que la forme bilinéaire a est coercive sur E si, il existe une β > 0 telle que pour

tout u ∈ E on a

a(u, v) ≥ β ‖u‖2
E

Théorème 1.9. ( Théorèm de lax -Milgram) Soit E un espce de hilbert, a une forme bilinéaire

continue et corcive et L une forme linéaire continue sur E. Alors le problème suivant{
trouver u ∈ E tel que
a(u, v) = L(v), ∀v ∈ E

admet une solution unique.

formules de Green

Théorème 1.10. soit Ω ∈ RN un ouvert borné de classe C1 . Alors si u, φ ∈ H1(Ω) on a la formule

Green suivante : ∫
Ω

∂u

∂xi
φ dx = −

∫
Ω

u
∂φ

∂xi
dx+

∫
∂Ω

uφηi ds i = 1, ..., N

Théorème 1.11. (principe de maximum fort pour le laplacien) On suppose que u ∈ C2(Ω)
⋂
C(Ω),

où Ω est une ouvert borné est connexe.

— si

−∆u ≤ 0 Ω.

et u atteint son maximum en un point à l’intérieur de Ω, alors u est une constante sur Ω.

— si

−∆u ≥ 0 Ω.

et u atteint son minimum en un point à l’intérieur de Ω, alors u est une constante sur Ω.

([17]théréme 4)

1.2 Opérateurs dans les espaces de Hilbert

Théorème 1.12. (Théoréme de Hilbert -schmidt)[13] pour tout opérateur linéaire compact auto-

adjoint T dans un espace de hilbert séparableH , il existe un systéme orthonormé (ek) de vecteurs propres
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1.3. DÉRIVÉ DES FONCTIONNELLES 11

aux valeurs propres non nulles(ek), telle que tout élément u ∈ H peut s’écrire de maniére unique , sous

la forme

u =
∑
k

ckek + u′

ou u′ ∈ KerT , c’est- à - dire Tu′ = 0, en outre

Tu =
∑
k

λkckek

et si la suit (ek) est infinie, on a

lim
k→+∞

λk = 0

Corollaire 1.1. si l’operateur auto-adjoint compact T est inversible, ses valeurs propres peuvent former

une base dans H .

Corollaire 1.2. Si T est une opérateur auto-adjoint compact sur un espace de hilbert séparable H une

base orthonormée formée des vecteurs propres de T .

1.3 Dérivé des fonctionnelles

1.3.1 Dérivé au sens de Gâteaux

Définition 1.10. ([20]) Soit E un espace de Banach, Ω ⊆ E un ensemble ouvert et I : Ω → R une

fonctionnelle. On dit que I est différentiable au sens de Gâteaux (G-différentiable) en u ∈ Ω, s’il existe

A ∈ E ′ (A linéaire et continue), noté par I ′G(u) tel que, pour tout v ∈ E, où I(u+ tv) existe pour t > 0

assez petit, la dérivée directionnelle DI(u) existe c’est -à-dire :

lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)

t
= 〈A, v〉

Si I est différentiable au sens de Gâteaux en u.

1.3.2 Points critiques

Définition 1.11. ([20]) Soit Ω un ouvert d’un espace de Banach E. Supposons que I ∈ C1(Ω,R).On

dit que u ∈ Ω est un point critique de I , si :

I
′
(u) = 0

• Si u n’est pas un point critique, alors on dit que u est un point régulier de I .

• Si c ∈ R, alors on dit que c est une valeur critique de I , s’il existe u ∈ Ω tel que

I(u) = c et I
′
(u) = 0
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• Si c n’est pas valeur critique, alors on dit que c est une valeur réguliére de I .

Pour plus des détails , vous pouvez consulter voir[4], [20]
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CHAPITRE 2

MÉTHODE DE SOUS ET SUR-SOLUTION

Dans ce chapitre, on va appliquer la méthode de sous et sur-solution sur un model simple

d’EDP elliptique pour comprendre ses étapes.

2.1 Valeurs propres de l’opérateur −∆

En guise de simplification, on considére dans cette section L = −∆. On s’intéresse au pro-

blème suivant[5] : {
−∆u = λu dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

(2.1)

La solution faible de (2.1) s’appelle fonction propre de −∆ et λ est la valeur propre associée.

Définition 2.1. Soit T ∈ L (H) un nombre complexe λ est une valeur propre de T si il existe une

fonction h ∈ H , h 6= 0 tel que Th = λh. la fonction h est appelée une fonction propre de T .

Définition 2.2. [13] On appelle base hilbertienne (ou simplement base s’il n ’ya pas de confusion pos-

sible 1) une suit (en) d’éléments de Htelle que :

i) |en| = 1 ∀n , (em, en) = 0 ∀m,n m 6= n.

ii) l’espace vectoriel engendré par les (en) est dense dans H .

Théorème 2.1. les valeurs propres de −∆ sont réelles est positives .

Théorème 2.2. [5] Il existe une base orthonormale {ωk}∞k=1 dans L2(Ω) tel que ωk ∈ H1
0 (Ω) pour

tout k ∈ N∗ et {
−∆ωk = λkωk dans Ω

ωk = 0 sur ∂Ω
(2.2)

où les valeurs propres λk vérifient

0 < λ1 < λ2 < ... < λk
k→∞→ ∞ (2.3)

1. sur tout ne pas confondre avec une base algébrique i.e une famille (ei) de H tel que tout élément de H
s’écrive de maniére unique comme combinaison linéaire finie des (ei)

13
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Preuve de (Théorème 2.2). On définie l’opérateur T = (−∆)−1 de L2(Ω) dans L2(Ω) qui à f

associe Tf = u solution faible de {
−∆u = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

(2.4)

On montre que T : L2(Ω)→ L2(Ω) est borné (continue ) et compact. le problème (2.4) admet

une solution faible unique u ∈ H1
0 (Ω) d’aprés le théorème de lax-Milgram, d’où l’opérateur T

est bien défini. On multiplie l’équation de (2.4) par u et on obtient en utilisant l’inégalité de

Cauchy-Schwarz et de Poincaré, ∫
|∇u|2 dx =

∫
Ω

fu dx

‖u‖2
H1

0 (Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω) ‖u‖L2(Ω)

Donc d’aprés l’inégalité de poincaré

‖u‖2
H1

0 (Ω) ≤ C ‖f‖L2(Ω) (2.5)

et par suite

‖Tf‖L2(Ω) ≤ C ‖f‖L2(Ω) (2.6)

La continuité de T découle de (2.6). Et grâce à linjection compacte de l’espace H1
0 (Ω) dans

L2(Ω) voir le (théorème 1.7), on déduit de l’estimation (2.5) que T est compact.

Montrons maintenant que T est symétrique (auto-adjoint) c’est -à- dire :

(Tf, g) = (f, Tg), pour tout f, g ∈ L2(Ω) (2.7)

Posons u = Tf et v = Tg. Alors on a :{
−∆u = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

(2.8)

{
−∆v = g dans Ω
v = 0 sur ∂Ω

(2.9)

On multiplie l’équation (2.8) par v ∈ H1
0 (Ω) et on intègre par parties, on applique la formule de

Green, on obtient :

−
∫

Ω

∆uv dx = −
∫
∂Ω

∇u.ηv ds+

∫
Ω

∇u∇v dx

puis que u = 0 sur ∂Ω, on peut voir :

−
∫

Ω

∆uv dx =

∫
Ω

∇u∇v dx,
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2.2. MODÈLE D’ÉTUDE SIMPLE 15

alors on a : ∫
Ω

∇u∇v dx =

∫
Ω

fv dx = (f, v) = (f, Tg)

On multiplie (2.9) par u ∈ H1
0 (Ω) et en appliquant la formule de Green, on trouve :

−
∫

Ω

∆vu dx = −
∫
∂Ω

∇v.ηu ds+

∫
Ω

∇v∇u dx ona v = 0 sur ∂Ω

de sort que

−
∫

Ω

∆vu dx =

∫
Ω

∇v∇u dx

qui donne ∫
Ω

∇v∇u dx =

∫
Ω

ug dx = (u, g) = (Tf, g)

En comparant ces deux dernières équations, on obtient (2.7).

D’après le théorème (1.12) il existe une base orthonormale {ωk}∞k=1 dans L2(Ω) . les valeurs

propres de T représente une suite {µk}∞k=1 tel que

µ1 > µ2 > ...et µk → 0

D’ où les valeurs propres de −∆ sont λk = 1
µk
, k = 1, 2, ... qui vérifient :∫

Ω

|∇ωk|2 dx =

∫
Ω

λk|ωk|2 dx,

ce qui implique que λ > 0 (k = 1, 2, ..) et λk −→∞ quand K → +∞

Comme L2(Ω), est un espace de Hilbert séparable et T est compact dans L2(Ω), il admet une

base orthonormale constituée des fonctions propres {ωk}∞k=1 de l’opérateur −∆ (qui sont les

même fonctions propres de l’opérateur compact T = (−∆)−1)) .

Remarque 2.1. De plus, on peut voir que :∫
Ω

∇ωj∇ωk dx = λk

∫
Ω

ωjωk dx, si j 6= k

d’où cette suite {ωk}∞k=1 est orthogonale dans H1
0 (Ω).

2.2 Modèle d’étude simple

On considère le problème suivant :{
−∆u = f(u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(2.10)

Dans cette section on va présenter la méthode de sous et sur- solution (appelée aussi méthode

de schémas monotones) pour résoudre le problème modèle (2.10).
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Définition 2.3. i) On dit que u ∈ H1(Ω) est une sous -solution faible du problème (2.10) si :∫
Ω

∇u ∇v dx ≤
∫

Ω

f(u)v dx (2.11)

pour tout v ∈ H1
0 (Ω), v ≥ 0 p. p dans Ω.

ii) De même, on dit que u ∈ H1(Ω) est une sur-solution faible du problème (2.10) si :∫
Ω

∇u∇v dx ≥
∫

Ω

f(u)v dx (2.12)

pour tout v ∈ H1
0 (Ω) , v ≥ 0 p. p dans Ω.

iii) On dit que u ∈ H1(Ω) est une solution faible du problème (2.10) si :∫
Ω

∇u∇v dx =

∫
Ω

f(u)v dx, (2.13)

pour tout v ∈ H1
0 (Ω).

Remarque 2.2. Si u, u ∈ C2(Ω), alors (2.11) et (2.12) sont respectivement équivalentes à :

−∆u ≤ f(u), −∆u ≥ f(u) dans Ω

Supposons que f : R→ R est de classe C1 tel que :

|f ′(t)| ≤ C, pour tout t ∈ R (2.14)

on va montrer le résultat suivant .

Théorème 2.3. Supposons que le problème (2.10) admet une sous et sur-solution faible u, u tel que :

u ≤ 0, u ≥ 0 sur ∂Ω au sens de la trace et u ≤ u p.p dans Ω. (2.15)

Alors, il existe une solution faible u ∈ H1
0 (Ω) telle que

u ≤ u ≤ u p.p dans Ω

Preuve. Grâce à l’hypothése (2.14), il existe µ > 0 assez grand telle que la fonction

t→ f(t) + µt

est croissante.
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1. On pose u0 = u, on construit alors par récurrence une suite (un)n∈N dans H1
0 (Ω)

comme suivant : Supposons que uk ∈ H1
0 (Ω) est bien définis et on pose un+1 la solu-

tion faible du problème linéair suivant :{
−∆un+1 + µun+1 = f(un) + µun dans Ω

un+1 = 0, sur ∂Ω.
(2.16)

Rappelons que ce problème linéair admet une solution faible unique un+1. il suffit d’ap-

pliquer le théorèm Lax- Milgrame.

2. Ensuite on montre que cette suite est croissant, c’est-à- dire :

u0 = u ≤ u1 ≤ u2 ≤ ... ≤ un ≤ ..., p. p. dans Ω.

Raisonnons par récurrence. Montrons que u0 ≤ u1 p. p. dans Ω. On a pour n = 0∫
Ω

(∇u1.∇v + µu1v) dx =

∫
Ω

(f(u0)v + µu0v) dx, v ∈ H1
0 (Ω) (2.17)

Comme u0 = u est sous-solution du problème (2.10), alors on a :∫
Ω

(∇u0.∇v + µu0v) dx ≤
∫

Ω

(f(u0)v + µu0v) dx, v ∈ H1
0 (Ω), v ≥ 0 p.p. dans Ω.

(2.18)

On choisit :

v = (u0 − u1)+ ∈ H1
0 (Ω), (u0 − u1)+ ≥ 0 p. p. dans Ω

et on retranche (2.18) de (2.17), on obtient∫
Ω

∇(u0 − u1).∇(u0 − u1)+ + µ(u0 − u1)(u0 − u1)+ dx ≤ 0

Mais on a

∇(u0 − u1)+ =

{
∇(u0 − u1), sur {u0 ≥ u1}

0 sur {u0 ≤ u1}
par conséquent, on a :∫

{u0≥u1}

(
|∇(u0 − u1)2|+ µ(u0 − u1)2

)
dx ≤ 0,

ce qui implique que u0 ≤ u1 p. p. dans Ω. Supposons maintenant que un−1 ≤ un p. p.

dans Ω et montrons que un ≤ un+1 p. p. dans Ω. De (2.16) on a par définition :∫
Ω

(∇un.∇v + µunv) dx =

∫
Ω

(f(un−1)v + µun−1v) dx,

et ∫
Ω

(∇un+1.∇v + µun+1v) dx =

∫
Ω

(f(un)v + µunv) dx, (2.19)
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pour v ∈ H1
0 (Ω). Par soustraction avec v = (un − un+1)+, on obtient :∫

Ω

(∇(un − un+1)∇(un − un+1)+ + µ(un − un+1)(un − un+1)+) dx

=

∫
Ω

([f(un−1) + µun−1]− [f(un) + µun])(un − un+1)+ dx

Comme un−1 ≤ un, le second membre de cette équation est négatif à cause de la crois-

sance de t→ f(t) + µt. D’où :∫
{un≥un+1}

(|∇(un − un+1)|2 + µ(un − un+1)2) dx ≤ 0

et par conséquent, un ≤ un+1 p. p. dans Ω.

3. On montre que un ≤ u p. p. dans Ω, pour tout n ∈ N. Par récurrence, si n = 0 alors

on a par hypothèse u0 = u ≤ u p. p. dans Ω. Supposons que un ≤ u p. p. dans Ω.

Comme u est une sur-solution de (2.10), alors on a :

∫
Ω

(∇uv + µuv) dx ≥
∫

Ω

(f(uv + µuv) dx, v ∈ H1
0 (Ω), v ≥ 0 p. p. dans Ω

On retranche cette èquation de (2.19) avec v = (un+1 − u),+ on obtient∫
{un+1≥u}

(|∇(un+1 − u)|2 + µ(un+1 − u)2) dx

=

∫
Ω

([f(un) + µun]− [f(u) + µu])(un+1 − u)+ dx ≤ 0,

ce qui donne un+1 ≤ u p. p. dans Ω.

4. On a montré ci-dessus que :

u ≤ ... ≤ un ≤ un+1 ≤ ... ≤ u, p. p. dans Ω (2.20)

D’où (un)n converge presque par tout vers une fonction u et par le théorème de la convergence

dominée de lebesgue, on déduit que

un → u dans L2(Ω), quand n→∞. (2.21)

Grâce ál’hypothése il existe C > 0 tel que |f ′(t)| ≤ C, on a par le théorème des accroissements

finis |f(t)| ≤ C(|t|+ 1), t ∈ R. D’où

f(‖un‖L2(Ω)) ≤ C(‖un‖L2(Ω) + 1) ≤ C(‖u‖L2(Ω) + 1) = C ′ (2.22)
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(C ′ > 0), ce qui donne d’après (2.16) que∫
Ω

(
|∇un+1|2 + µ(un+1)2

)
dx =

∫
Ω

(f(un) + µun)un+1 dx ≤ C (2.23)

Par conséquent (un)n∈N est borné dansH1
0 (Ω), d’où il existe une sous suit de (un) notée de même

converge faiblement vers u dans H1
0 (Ω). Donc u ∈ H1

0 (Ω).

Finalement on vérifie que u est une solution faible de problème (2.10). Soit v ∈ H1
0 (Ω) On a

d’aprés (2.16) ∫
Ω

(∇un+1.∇v + µun+1v) dx =

∫
Ω

(f(un)v + µunv) dx (2.24)

En passant à la limite quand n→∞, on obtient∫
Ω

(∇u+ µuv) dx =

∫
Ω

(f(u)v + µuv) dx

d’oú ∫
Ω

∇u∇v dx =

∫
Ω

f(u)v dx

Ce qui finit la preuve.

2.3 Principe de base pour un probème de Kirchhoff

Dans cette section, nous donnons une principe géneral de méthode de sous et sur-solution

pour le problème : {
−M(t) div (|∇u|p−2∇u) = f(x, u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(2.25)

où Ω est un ouvert borné de RN avec N ≥ 1, p ∈ C(Ω) avec 1 < p− = inf
Ω
p ≤ p+ = sup

Ω
p < ∞,

f ∈ C(Ω × R,R), M(t) est une fonction continue et croissante Avec t =
∫

Ω
1
P
|∇u|p dx et

satisfait la condition suivante tel que X = W 1,p
0 (Ω).

(M0) M : [0,+∞[ est une fonction continue et croissante avec m0 < M(t) < m∞.

Définition 2.4. [12]

1) on dit que u ∈ X est une solution faible de (2.25) si :

M

(∫
Ω

1

p
|∇u|p dx

)∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ dx =

∫
Ω

f(x, u)ϕ dx

2)u ∈ W 1,P (Ω) est appelée une sous- solution (respectivement une sur-solution) de (2.25) si : u ≤

(reqpectivement ≥)0 sur ∂Ω et, pour tout ϕ ∈ X avec ϕ ≥ 0, on a :

M

(∫
Ω

1

p
|∇u|p dx

)∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ dx ≤ (respectivement ≥)

∫
Ω

f(x, u)ϕ dx
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Théorème 2.4. [12] Si (M0) est verifie et f(x, u) = f(u), f ∈ L
q
q−1 (Ω), alors (2.25) admet une

solution faible unique solution.

Les résultat suivant joue un role important dans ce que suit. les lecteur peuvent consulter

les travaux[10, 11].

Lemme 2.1. suppose que M : R+
0 → R+ satisfait a la condition

(H1) : m0 ≤M(t) ≤ m∞ pour tout t ∈ R+
0 , ou R+

0 = [0,+∞)

si les fonctions u, v ∈ W 1,p
0 (Ω) satisfait :

M

(∫
Ω

|∇u|p dx
)∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ dx ≤M

(∫
Ω

|∇v|p dx
)∫

Ω

|∇v|p−2∇v∇ϕ dx (2.26)

pour tout ϕ ∈ W 1,p(Ω), ϕ > 0, alors u < v ∈ Ω.

D’aprés ce lemme(2.1), on peut déduire le résultat de base suivant :

Théorème 2.5. ([1, 12]) soit M : R+
0 → R+ une fonction satisfaisant la condition (H1), supposons

que f satisfait la condition de croissance sous-critique :

|f(x, t)| ≤ c(1 + |t|q−1) ∀x ∈ Ω ∀t ∈ R

où 1 < q < p∗. la fonction f(x, t) est strictement croissant par rapport à t sur R. S’ il existe une

sous-solution u ∈ W 1,p(Ω) et sur-solution u ∈ W 1,P (Ω) du problème (2.25), alors (2.25) admet

une solution minimale u∗ et une solution maximal u∗ dans l’intrvalle [u∗, u
∗], c’-à- dire, u < u∗ <

u∗ < u et si u est pour toute solution de (2.25) tel que u < u < u. alors on a u∗ ≤ u ≤ u∗.

Preuve. On note K : L
q
q−1 (Ω) −→ W 1,p

0 (Ω), K(h) = u l’unique solutions du problème{
−M(t) div(|∇u|p−2∇u) = h(x) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(2.27)

Rappelons que l’opérateur K vérifie des propriétés ([12])

On défine l’operateur T :
T :Lq(Ω) −→ Lq(Ω)

u −→ T (u) = K(f(x, u))

D’abord, on commonce par démontrer que T est completment continue, en effet T est continue

Soit un → u dans Lq(Ω) On montre que T (un) −→ T (u) dans Lq(Ω) on a

‖T (un)− T (u)‖Lq(Ω) = ‖K(f(x, un))−K(f(x, u))‖Lq(Ω)
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et comme X s’injecte d’une maniére continue de Lq(Ω) telle que q ∈ [1, p∗], alors il existe C > 0

tel que

‖T (un)− T (u)‖Lq(Ω) ≤ C ‖K(f(x, un))−K(f(x, u))‖X

On pose ϕn = f(x, un) et ϕ = f(x, u) on va montrer que :

ϕn → ϕ dans L
q
q−1 (Ω)

on a ∫
Ω

|ϕn − ϕ|
q
q−1 dx =

∫
Ω

|f(x, un)− f(x, u)|
q
q−1 dx

D’après l’hypothése sur f, on a : ∣∣∣f(x, un)
∣∣∣ ≤ c

(
1 + |un|q−1

)
En utilisant l’inégalite de Hölder, on a :∫

Ω

|un|q−1 dx ≤
(∫

Ω

1q dx

) 1
q
(∫

Ω

(|un|q−1)
q
q−1 dx

) q−1
q

≤ |Ω|
1
q

(∫
Ω

|un|q dx
) q−1

q

= |Ω|
1
q ‖un‖q−1

Lq(Ω)

Comme un → u dans Lq(Ω), alors la suit (un) est borné dans L
q
q−1 (Ω) Donc ∃ C ′ > 0 :

|f(x, un)| ≤ C ′ ∈ L
q
q−1 (Ω)

D’aprés T. C. D, on déduit

‖f(x, un)− f(x, u)‖
L

q
q−1 (Ω)

→ 0, quand n −→ +∞

Comme K : L
q
q−1 (Ω)→ X est continue, alors :

f(x, un) −→ f(x, u) dans L
q
q−1 (Ω)

ϕn −→ ϕ dans L
q
q−1 (Ω)

par la contunité de l’operateur K on a

T (un) = K(ϕn) −→ K(ϕ) dans Lq(Ω)

Ce qui montre que T est continue.
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T est compact : Soit (un) une suite borné dans Lq(Ω) comme K : L
q
q−1 (Ω) → X est borné(

voir[12]), alors il existe une sous -suite (ϕnk) converge faiblemement dans X . Daprès l’injection

compact X ↪→ Lq(Ω), on a (ϕnk) converge fortement dans Lq(Ω), donc T est compact.

Finalement T est complatement contuine. pour terminer la preuve vous pouvez consulter [12].

Dans la prutique, on sait souvent que la sous-solution u et la sur solution u sont de L∞(Ω)

donc la restriction sur la condition de croissance de f est inutile. par concéquent, le théorème

suivant est plus adapte a notre cadre.

Proposition 2.1. ([1, 12]) Soit M : R+
0 → R+ une fonction satisfaisant la condition (H1). Suppo-

sons que u est une sous- solution et u est une sur-solution du problème (2.25) dans l’espace

W 1,p(Ω)
⋂
L∞(Ω) et u ≤ u dans Ω. si f ∈ C(Ω × R,R) est strictement croissante par rapport à

t ∈ [inf
Ω
u, sup

Ω
u], alors la conclusion de la proposition est valide.
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CHAPITRE 3

ETUDE D’UN PROBLÈME DE KIRCHHOFF
SINGULIER PAR LA MÉTHODE DE SOUS ET

SUR-SOLUTION

Dans ce chapiter on étudie l’existence d’une solution positive d’un problème de Kirchhoff

avec second membre non linéaire singulier, la prouve du résultat principale est basé sur une

méthode de sous et sur-solution voir par exemple[12, 15] le probème étudié est donne par :{
−M

(∫
Ω
|∇u|2 dx

)
∆u = λ

(
f(u)− 1

uα

)
dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(3.1)

où Ω est un ouvert borné dans RN avec une frontiere ∂Ω de classe C2+γ tel que 0 ≤ γ ≤ 1, et

0 ≤ α ≤ 1, M : R+
0 → R+ est une fonction continue et croissante et λ > 0, f : [0,∞]→ R est

une fonction continue et strictement croissante qui est asymptotiquement linéaire au vosinage

de ∞, les fonctions M et f satisfont les conditions suivantes :

(H1) m0 ≤M(t) ≤ m∞ pour tout t ∈ R+
0 , ou R+

0 = [0,+∞)

(H2) f ∈ C2(0,∞), f(0) ≥ 0, f ′ > 0, lim
s→∞

f(s)
s

= 0.

3.1 Définitions et résultats préléminaires

Définition 3.1. (Sous-solution)[15] Une fonction ψ est appelée une sous- solution de problème (3.1)

si elle est dans C2 ∩ C(Ω) tel que ψ = 0 sur ∂Ω et verifie :

M

(∫
Ω

|∇ψ|2 dx
)∫

Ω

∇ψ∇ω dx ≤
∫

Ω

λ

(
f(ψ)− 1

ψα

)
ω dx, ∀ω ∈ W (3.2)

tel que

W = {ω ∈ C∞0 (Ω) : ω ≥ 0 dans Ω}.

Définition 3.2. (sur solution)[15] Une fonction φ est appelée une sur- solution de problème (3.1) si

elle est dans C2 ∩ C(Ω) telle que φ = 0 sur ∂Ω et verifie :

M

(∫
Ω

|∇φ|2 dx
)∫

Ω

∇φ∇ω dx ≥
∫

Ω

λ

(
f(φ)− 1

φα

)
ω dx, ∀ω ∈ W (3.3)

23
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le résultat suivant est important pour la suite :

Lemme 3.1. Soit f : R+ → R une fonction continue et lim
s→∞

f(s)
s

= 0 alors il exist a, b > 0 telle que :

f(s)− 1

sα
≤ as− b, ∀s ≥ 0.

Preuve de (lemme(3.1)). On fixe c1 > 0, et on considère

g(s) =
f(s)

s
− 1

sα+1
− c1

s
, ∀s > 0

Comme lim
s→∞

g(s) = 0, alors par définition on a

∀ε > 0, ∃A > 0 ∀s ∈ [A,+∞] tel que s > A⇒
∣∣∣f(s)

s
− 1

sα+1
+
c1

s

∣∣∣ ≤ ε

Il est clair que
f(s)

s
− 1

sα+1
− c1

s
≤
∣∣∣f(s)

s
− 1

sα + 1
− c1

s

∣∣∣ ≤ ε,

Donc
f(s)

s
− 1

sα+1
− c1

s
≤ ε,

en multipliant par s, on obtient :

f(s)− 1

sα
+ c1 ≤ εs

Alors

f(s)− 1

sα
≤ εs− c1, ∀s > A

Soit s ∈ [0, A], comme f est continue sur [0, A], alors f est borné c-à-d

∃c2 > 0, |f(s)| ≤ c2

on a

f(s) ≤ |f(s)| ≤ c2

Alors

f(s) ≤ c2 (3.4)

d’autre part on a 0 ≤ s < A, donc
1

sα
≥ 1

Aα

et par suite

− 1

sα
≤ − 1

Aα
(3.5)
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En addition les deux equation (3.4) et (3.5)

f(s)− 1

sα
≤ c2 −

1

Aα

Par coséquent, pour tout s ∈ R on a :

f(s)− 1

sα
≤ εs−

(
c1 − c2 +

1

Aα

)
On prend c1 suffisanent grand de sorte que

b = c1 − c2 +
1

Aα
> 0,

On conclut

∃ α = ε, ∃ b = c1 − c2 +
1

Aα
> 0,

on obtient

f(s)− 1

sα
< as− b.

Le résultat suivant est trés classique et important

Lemme 3.1. Le probléme : {
−∆u = 1 dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

(3.6)

admet une solution positive unique e ∈ C1(Ω) tel que e > 0 dans Ω et ∂e
∂η
< 0 sur ∂Ω.

Dans ce qui suit, nous auvons également besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2. [15] Soit f : R+ → R une fonction continue tel que lim
s→+∞

f(s)
s

= 0, alors pour touts

λ > 0, il existe m(λ) > 0 tel que :

m0m(λ) ≥ λ (f(m(λ) ‖e‖∞)) .

Preuve. Comme lim
s→∞

f(s)
s

= 0, alors par définition on a

∀ε > 0, ∃A > 0, ∀s > A,
∣∣∣f(s)

s

∣∣∣ ≤ ε,

par conséquent on a

f(s) ≤ εs (3.7)

On choisissant

ε =
m0

λ ‖e‖∞
> 0
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et

s = m(λ) ‖e‖∞ > A

Donc

m(λ) ≥ A

‖e‖∞
on remplace dans la relation (3.7), on obtient

f(m(λ) ‖e‖∞) ≤ m(λ) ‖e‖∞
m0

λ ‖e‖∞
=
m(λ)m0

λ

par conséquent on obtiendrait

λf(m(λ) ‖e‖∞) ≤ m(λ)m0

3.1.1 Résultat principal

Voici le résultat principale de ce chapiter

Théorème 3.1. [15] Supposons que les conditions (H1) et (H2) sont verifiées, et f(0) > 0. alors il

existe deux constantes positives µ1, µ2 tel que µ1 < µ2 et le problème (3.1) n’admet pas une solution

positive pour λ < µ1 mais admet une solution positive pour λ > µ2.

Preuve. Nous la preuve est basé sur la méthode des sous et sur-solution. la preuve est similaire

a ceux presentes dans [21]. comme lim
s→+∞

f(s)
s

= 0, alors d’aprés lemme(3.1) il existe deux

constantes a > 0, b > 0 tel que : f(s)− 1
sα
< as− b. Soit λ1 la première valeur propre et φ > 0

la fonction propre correspondante de l’operateur −∆ avec conditions aux limites de Dirchlet.

par la bsurd on suppose que u > 0 est une solution positive (3.1)

M

(∫
Ω

|∇u|2 dx
)∫

Ω

(−∆u)φ dx ≤ λ

∫
Ω

(au− b)φ dx (3.8)

D ’autre part, on a ∫
Ω

(−∆u)φ dx =

∫
Ω

u(−∆φ)dx =

∫
Ω

λ1uφ dx

On remplace dans (3.8)

M

(∫
Ω

|∇u|2 dx
)∫

Ω

λ1uφ dx ≤ λ

∫
Ω

(au− b)φ dx

et par suite

M

(∫
Ω

|∇u|2 dx
)∫

Ω

u(λ1 − aλ)φ dx ≤
∫

Ω

(−λb)φ dx
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Si u est une solution du (3.1) alors on a

λ1 − aλ > 0 ⇒ λ >
λ1

a

ce qui implique que si λ < λ1
a

le problème (3.1) n’admet pas une solution.

On pose µ1 = λ1
a

si λ < µ1. Alors n’admet pas un solution.

Soit φ > 0 tel que ‖φ‖∞ = 1 on pose ψ = λrφ
2

1+α et r ∈ [ 1
1+α

, 1]

Calculons∇ψ

∇ψ = λr
2

1 + α
φ

2
1+α
−1∇φ

=
2λr

1 + α
φ

1−α
1+α ∇φ

donc

∆ψ = div(∇ψ)

= λr
2

1 + α

(
1− α
1 + α

φ
1−α
1+α
−1

(
∂φ

∂x

)2

+ φ
1−α
1+α

∂2φ

∂2x

)

= λr
2

1 + α

(
1− α
1 + α

φ
−2α
1+α |∇φ|2 + φ

1−α
1+α∆φ

)
On a

M

∫
Ω

|∇ψ|2 dx
∫

Ω

∇ψ∇ω dx (3.9)

On remplace la valeur de ∆ψ dans l’équation (3.9)(
M

∫
Ω

|∇ψ|2 dx
)∫

Ω

(−∆ψ)ω dx

=

(
M

∫
Ω

|∇ψ|2 dx
)
−2λr

1 + α

∫
Ω

(
1− α
1 + α

φ
−2α
1+α |∇φ|2 + φ

1−α
1+α∆φ

)
ω dx

comme −∆φ = λ1φ on obtient(
M

∫
Ω

|∇ψ|2 dx
)∫

Ω

(−∆ψ)ω dx

=

(
M

∫
Ω

|∇ψ|2 dx
)
−2λr

1 + α

∫
Ω

(
−φ

1−α
1+αλ1φ+

1− α
1 + α

φ
−2α
1+α |∇φ|2

)
ω dx

=

(
M

∫
Ω

|∇ψ|2 dx
)
−2λr

1 + α

∫
Ω

(
−λ1φ

2
1+α +

1− α
1 + α

φ
−2α
1+α |∇φ|2

)
ω dx

=

(
M

∫
Ω

|∇ψ|2 dx
)

2λr

1 + α

∫
Ω

(
λ1φ

2
1+α − 1− α

1 + α
φ
−2α
1+α |∇φ|2

)
ω dx

D’aprés l’hypothése (H1) on trouve :(
M

∫
Ω

|∇ψ|2 dx
)∫

Ω

∇ψ∇ω dx

≤ m∞
2λr

1 + α

∫
Ω

λ1φ
2

1+αω dx−m0
2λr

1 + α

∫
Ω

(
1− α
1 + α

)
φ
−2α
1+α |∇φ|2ω dx
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Donc ψ est une sous -solution du problème (3.1) si et seulement si(
M

∫
Ω

|∇ψ|2 dx
)∫

Ω

∇ψ.∇ω dx

≤ m∞
2λr

1 + α

∫
Ω

λ1φ
2

1+αω dx−m0
2λr

1 + α

∫
Ω

(
1− α
1 + α

φ
−2α
1+α |∇φ|2

)
ω dx

≤
∫

Ω

λ[f(ψ)− 1

ψα
]ω dx

Soit δ > 0, m > 0 et µ > 0 tel que |∇φ|2 ≥ m dans Ωδ et φ
2

1+α ∈ [µ, 1] dans Ω\Ωδ avec

Ωδ = {x ∈ Ω : d(x, ∂Ω) ≤ δ}.

et tel que |∇φ| 6= 0 sur ∂Ω et dans Ωδ si λ suffisament grand.

On montre que

−m0λ
r

(
2

1 + α

)
1− α
1 + α

φ
−2α
1+α |∇φ|2 ≤ λ

(
− 1

(λrφ
2

1+α )α

)
(3.10)

On meltiple l’équation (3.10) et on divise on même ton par λαr et comme |∇φ|2 > m

alors

≤ m0mλ
r(1+α)

(
2

1 + α

)(
1− α
1 + α

)(
−1

(λrφ
2

1+α )α

)
(3.11)

par conséquent il vient

−m0λ
r

(
2

1 + α

)
1− α
1 + α

φ
−2α
1+α |∇φ|2 ≤ λ

(
−1

(λrφ
2

1+α )α

)
on a les équivalence suivants

m0mλ
r(1+α)−1

(
2

1 + α

)(
1− α
1 + α

)
≥ 1

⇔ λr(1+α)−1 ≥ (1 + α)2

2(1− α)m0m

ce qui imlique

λ ≥
(

(1 + α)2

2(1− α)m0m

) 1
r(1+α)−1

donc

r(1− α)− 1 > 0

par conséquent

r >
1

1 + α
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comme r(1− α)− 1 < 0 dans Ωδ, pour λ suffisament grand on a

m∞λ
r 2

1 + α
λ1φ

2
1+α ≤ λf(0)

2

1 + α
m∞λ

rλ1φ
2

1+α ≤ m∞λ
r

(
2

1 + α

)
λ1

et comme φ
2

1+α est borné Alors on déduit que

2

1 + α
m∞λ

rλ1 ≤ λf(0)

λr−1 ≤ f(0)(1 + α)

2m∞λ1

Donc

λ ≥
(

2m∞λ1

(1 + α)f(0)

) 1
1−r

Comme λrφ
2

1+α > 0 et f est strictement croissante, on obtient

f(λrφ
2

1+α ) > f(0)

d’où

λf(λrφ
2

1+α ) > λf(0)

donc

m∞λ
r

(
2

1 + α

)
λ1φ

2
1+α ≤ λf(0) ≤ λf(λrφ

2
1+α )

Par conséquent, dans Ωδ on a

M

(∫
Ω

|∇ψ|2 dx
)∫

Ω

∇ψ∇ω dx

≤
∫

Ω

λ

(
f(λrφ

2
1+α )− 1

(λrφ
2

1+α )α

)
ω dx =

∫
Ω

λ

(
f(ψ)− 1

ψα

)
ω dx

Alors, dans Ω\Ωδ on a φ
2

1+α ≥ µ et

λ

(
f(ψ)− 1

ψα

)
≥ λ

(
f(λrµ)− 1

(λrµ)α

)
pour λ suffisament grand

comme

φ
2

1+α ∈ [µ, 1]

on peut voir que

µ < φ
2

1+α (3.13)
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On milteple l’équation (3.13) par λr, on a

φ
2

1+αλr ≥ µλr

Alors
1

(λrφ
2

1+α )α
≤ 1

(µλr)α
(3.14)

et comme f est continue et strictement croissante, on voit que

f(φ
2

1+αλr) ≥ f(µλr) (3.15)

par adition (3.15) et (3.14) et on miltiple par λ on obtient

λ

(
f(φ

2
1+αλr)− 1

(λrφ
2

1+α )α

)
≥ λ

(
f(µλr)− 1

(µλr)α

)
on peut déduire que

M

(∫
Ω

|∇ψ|2 dx
)∫

Ω

∇ψ∇ω dx

≤ m∞λ
r 2

1 + α

∫
Ω

λ1φ
2

1+αω dx−m0λ
r 2

1 + α

∫
Ω

1− α
1 + α

φ
−2α
1+α |∇φ|2ω dx

≤ m∞λ
r 2

1 + α

∫
Ω

λ1φ
2

1+αω dx

≤ m∞

∫
Ω

λr
2

1 + α
λ1ω dx

(3.16)

et

m∞

∫
Ω

λr
2

1 + α
λ1ω dx ≤

∫
Ω

λ

(
f(λrµ)− 1

(λrµ)α

)
ω dx (3.17)

D’autre part

λr
2

1 + α
λ1 ≤ λ

(
f(λrµ)− 1

(λrµ)α

)
Alors

λr−1 2

1 + α
λ1 +

1

(λrµ)α
≤ f(λrµ)

On pose

h(λ) = λr−1 2

1 + α
λ1 +

1

(λrµ)α

on a

lim
λ→∞

h(λ) = 0 et lim
λ→∞

f(λrµ) = L (carf est strictement croissante)

C’est -à- dire

∃λ0, ∀λ > λ0, h(λ) < f(λrµ)
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puisque r − 1 < 0, pour λ suffisament grand, dans Ω\Ωδ on a :

M

(∫
Ω

|∇ψ|2 dx
)∫

Ω

∇ψ∇ω dx ≤ λ

∫
Ω

(
f(ψ)− 1

ψα

)
ω dx (3.18)

Alors D’apres (3.16), (3.17), (3.18) on déduit que ψ est une sous -solution positive du

problème (3.1).

Maintenant, on construit une sur -solution z ≥ ψ. comme lim
s→∞

f(s)
s

= 0, d’aprés le lemme

(3.2) on a pour tout λ > 0, il existe m0m(λ) > 0 tel que m0m(λ) ≥ f(m(λ) ‖e‖∞), ou

e ∈ C1(Ω) est solution positive unique du problème de valeurs propres suivant :{
−∆e = 1 dans Ω
e = 0 sur ∂Ω

d’aprés le lemme(3.1), on a e > 0 dans Ω et ∂e
∂η
< 0 sur ∂Ω . soit z = m(λ)e, alors

M

(∫
Ω

|∇z|2 dx
)∫

Ω

∇z∇ω dx

= m(λ)M

(∫
Ω

|∇z|2 dx
)∫

Ω

∇e∇ω dx

= m(λ)M

(∫
Ω

|∇z|2 dx
)∫

Ω

ω dx

≥ m0m(λ)

∫
Ω

ω dx

≥
∫

Ω

λ[f(m(λ) ‖e‖∞)]ω dx

≥ λ

∫
Ω

[f(z)− 1

zα
]ω dx, ∀ω ∈ W

Ainsi, z est une sur-solution de plus, m(λ) peut être choisi sufisamment grand pour que z =

m(λ)e ≥ ψ dans Ω. Donc, pour λ suffisament grand le problème (3.1) admet une solution

positive u ∈ [ψ, z] la preuve du théorème (3.1) ce qui termine .
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CHAPITRE 4

EXISTENCE DE SOLUTIONS POUR UN
PROBLÉME DE KIRCHHOFF PAR UNE

MÉTHEDE VARIATIONNELLE

Dans cet chapiter, on va étudie l’existence de solutions positives pour une classe de pro-

blèmes de type kirchhoff avec un terme non linéaire singulier et un terme d’exposant critique.

lá on va appliquer une approche variationnelles[8] .

4.1 positions du problème

on considére le problème suivant :{
−
(
a+ b

∫
Ω
|∇u|2 dx

)
∆u = u5 + λ

uγ
dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(4.1)

Où Ω est un domaine borné, régulaier de R3, λ > 0 est un paramétre réel et γ ∈ [0, 1] est

une constante.

Nous utilisons les notations suivantes.

** u+
n = max{un(x), 0} ; u−n = max{−un(x), 0}

* c, c1, c2, .... dé signent diverses constantes positives, qui peuvent varier inégalité à l’autre.

* Nous désignons par Sr(respectivement Br )la sphére (respectivement, la boule fermée.

de centre zéro et de rayon r, c-à- dire :

Sr = {u ∈ H1
0 (Ω) : ‖u‖ = r},

et

Br = {u ∈ H1
0 (Ω) : ‖u‖ ≤ r}.

Soit S la meilleure constante de sobolev plus précisement, elle est définie par :

S = inf
u∈H1

0 (Ω)\{0}

∫
R3 |∇u|2 dx

(
∫
R3 |u|6 dx)

1
3

(4.2)
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ce implique que : ∫
Ω

|∇u|2 dx ≥ S

(∫
Ω

|u|6 dx
) 1

3

D’où (∫
Ω

|u|6 dx
) 1

6

≤ 1

S
1
2

(∫
Ω

|∇u|2 dx
) 1

2

par conséquent on obtiendrait

‖u‖1−γ
L6(Ω) ≤ S−

1−γ
2 ‖u‖1−γ

H1
0 (Ω)

(4.3)

ce dernier inégalité est trés important pour établir le résultat d’existence pour plus de détails

voir[8, 20]

4.1.1 Formulation variationnelle et résultat principale

On considére la fonctionnelle d’energie associée comme suit :

I(u) =
a

2
‖u‖2 +

b

4
‖u‖4 − 1

6

∫
Ω

(u+)6 dx− λ

1− γ

∫
Ω

(u+)1−γ dx ∀u ∈ H1
0 (Ω)

Définition 4.1. [8] On dit que u est une solution faible du problème (4.1), si u ∈ H1
0 (Ω) et pour tout

v ∈ H1
0 (Ω) on a :

(
a+ b ‖u‖2) ∫

Ω

∇u∇v dx−
∫

Ω

(u+)5v dx− λ
∫

Ω

(u+)−γv dx = 0

Il est bien connu que le terme singulier conduit à la non-dérivabilité de la fonctionnelle I sur H1
0 (Ω)

donc elle n’appartient pas à C1(H1
0 (Ω),R). par conséquent, on ne peut pas appliquer la théorie du

points critiques, mais on va prouver que le probléme (4.1) a encore une solution qui est un minimum

local deI.

Voici l’énoncé du résultat principal de ce chapitre

Théorème 4.1. [8] Supposons que est γ ∈ [0, 1], a > 0, b > 0. alors il existe λ∗ > 0 tel que

pour tout λ ∈ [0, λ∗], le problème (4.1) admet au moins une solution faible positive.

4.2 Preuve du résultat principal

4.2.1 Minimisation de I

On commence par établir les conditions géométriques.
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Lemme 4.1. [8] Il existe λ0 > 0 et R, ρ > 0 tel que, pour tout λ ∈ [0, λ0] on a :

I(u) ≥ ρ, ∀u ∈ SR = {u ∈ H1
0 (Ω) : ‖u‖ = R} (4.4)

et

inf
u∈BR

I(u) < 0. (4.5)

Preuve de lemme (4.1) :
Etape (1) : Par linégalité de Hölder∫

Ω

(u+)1−γ dx ≤
∫

Ω

|u|1−γ dx ≤ ‖u‖1−γ
L6(Ω) |Ω|

5+γ
6 (4.6)

D’aprés l’inégalité (4.3), on a :∫
Ω

(u+)1−γ dx ≤ S−
1−γ
2 ‖u‖1−γ

H1
0 (Ω)
|Ω|

5+γ
6 , (4.7)

Par linégalité de Hölder et (4.3) on a

1

6

∫
Ω

(u+)6 dx ≤ 1

6
|Ω|

−5+5
6 S

−6
2 ‖u‖6

H1
0 (Ω)

d’où
1

6

∫
Ω

(u+)6 dx ≤ 1

6
S−3 ‖u‖6

H1
0 (Ω) (4.8)

En utilisant (4.7) et (4.8), on obtient

I(u) ≥ a

2
‖u‖2 − S−3

6
‖u‖6 − λ

1− γ
|Ω|

5+γ
6 S−

1−γ
2 ‖u‖1−γ

d’où :

I(u) ≥ ‖u‖1−γ
(
a

2
‖u‖1+γ − 1

6
‖u‖5+γ S−3 − λ

1− γ
|Ω|

5+γ
6 S−

1−γ
2

)
On considère la fonction auxilinaire suivante

g(t) =
a

2
t1+γ − 1

6
S−3t5+γ et t > 0

on a
g′(t) =

a(1 + γ)

2
tγ − 5 + γ

6
S−3t4+γ

Donc

g′(t) ≥ 0⇔ tγ
(
a(1 + γ)

2
− 5 + γ

6
S−3t4

)
≥ 0

⇔
(
a(1 + γ)

2
− 5 + γ

6
S−3t4

)
≥ 0

ce qui donne égalment

t ≤
(

3a(1 + γ)S3

5 + γ

) 1
4

.
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Donc, on pose

R =

(
3a(1 + γ)S3

5 + γ

) 1
4

> 0 (4.9)

qui vérifie le suivant
max
t>0

g(t) = g(R) (4.10)

D’autre part on a

g(t)− λ

1− γ
|Ω|

5+γ
6 S−

1−γ
2 ≥ 0

On pose

c =
|Ω| 5+γ6 S−

1−γ
2

1− γ
ce qui satisfait :

λ ≤ g(t)

c
Comme λ ∈ [0, λ0], alors on a :

λ ≤ λ0 =
g(R)

2c
(4.11)

donc
−λc ≥ −g(R)

2
Pour tout u ∈ SR on a :

I(u) ≥ R1−γ (g(R)− λc)
Donc

I(u) ≥ R1−γ
(
g(R)− g(R)

2

)
Si on prend

ρ = R1−γ
(
g(R)

2

)
par conséquent on obtiendrait

I(u) ≥ ρ (4.12)
D’apré (4.9) , (4.10), (4.11) et (4.12) et par conséquent on obtiendrait

I(u) ≥ ρ ,∀u ∈ SR tel que ‖u‖ = R

Etape 2 : On montre que inf
u∈BR

< 0, pour cela, on fixe u ∈ BR avec u+ 6= 0, on a

I(tu) =
a

2
‖tu‖2 +

b

4
‖tu‖4 − t6

6

∫
Ω

(u+)6 dx− λ

1− γ
t1−γ

∫
Ω

(u+)1−γ dx

Alors
I(tu)

t1−γ
=
a

2
t1+γ ‖u‖2 +

b

4
t3+γ ‖u‖4 − t5+γ

∫
Ω

(u+)6 dx− λ

1− γ

∫
Ω

(u+)1−γ dx

Donc
lim
t→0

I(tu)

t1−γ
= − λ

1− γ

∫
Ω

(u+)1−γ dx < 0,∀λ > 0

Nous avons I(tu) < 0 pour tout u+ 6= 0 et t assez petit, on déduit que :

m1 = inf
u∈BR

I(u) < 0. (4.13)
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4.2.2 Minimum de I est une solution de (4.1)

Dans cette section on va prouver que la fonctionnelle I atteint son infinimum en point u0 ∈

H1
0 (Ω) qui est exactement la solution du problème (4.1). Ceci l’énoncé du théorème .

Théorème 4.2. [8] Supposons que 0 < λ < λ0, (λ0 défini dans le lemme (4.1)). alors le problème (4.1)

admet a une solution positive u0 ∈ H1
0 (Ω), satisfaisant I(u0) < 0.

Preuve . Tout d’abord, on affirme qu’ il existe u0 ∈ BR, tel que I(u0) = m1 < 0, en effet par (4.4)

et (4.5), nous pouvons déduire que

a

2
‖u‖2 +

b

4
‖u‖4 − 1

6

∫
Ω

(u+)6 dx ≥ ρ pour u ∈ SR

et
a

2
‖u‖2 +

b

4
‖u‖4 − 1

6

∫
Ω

(u+)6 dx ≥ 0, ∀u ∈ BR (4.14)

Par la définition dem1, on sait qu ’il existe une suite minimisante {un} ⊂ BR tel que lim
n→+∞

I(un) = m1 <

0. clairement, cette suite minimisante est bien sûr borné dans BR, alors il existe une sous-suit

(unk) = (un) ⊂ H1
0 (Ω), et il existe u0 ∈ H1

0 (Ω) tel que :
un ⇀ u0, faible dans H1

0 (Ω)
un → u0, fortement dans Lp(Ω)(1 ≤ p < 2∗),

un(x)→ u0(x) p. p dans Ω
(4.15)

Puisque 0 < γ < 1 , par l’inégalité de Hölder, on a

∣∣ ∫
Ω

(u+
n )1−γ dx−

∫
Ω

(u+
n )1−γ dx

∣∣ ≤ ∫
Ω

∣∣(u+
n )1−γ − (u+

n )1−γ∣∣ dx
≤
∫

Ω

∣∣u+
n − u+

0

∣∣1−γ dx ≤ ∥∥u+
n − u+

0

∥∥1−γ
L2(Ω)

|Ω|
1+γ
2

(4.16)

Par conséquent, en utilisant (4.15) on trouve :∫
Ω

(u+
n )1−γ dx =

∫
Ω

(u+
n )1−γ dx+ o(1) (4.17)

On pose ωn = un − u0, par le lemme de Brézis -lieb[20] on a∫
Ω

|∇un|2 dx =

∫
Ω

|∇ωn|2 dx+

∫
Ω

|∇u0|2 dx+ o(1) (4.18)

et ∫
Ω

(u+
n )6 dx =

∫
Ω

(ω+
n )6 dx+

∫
Ω

(u+
0 )6 dx+ o(1) (4.19)
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on a

‖un‖4 =

(∫
Ω

|∇un|2 dx
)2

=

(∫
Ω

|∇ωn|2 dx
)2

+

(∫
Ω

|∇u0|2 dx
)2

+ 2

∫
Ω

|∇ωn|2 dx
∫

Ω

|∇u0|2 dx+ o(1)

(4.20)

Si u0 = 0, alors ωn = un, il s’ensuit que ωn ∈ BR. si u0 6= 0, daprés (4.18), on obtient ωn ∈ BR

pour n suffisament grand. D’où, d’après (4.14) on a :

a

2
‖ωn‖2 +

b

2
‖ωn‖4 − 1

6

∫
Ω

(ωn)6 dx ≥ 0 (4.21)

par conséquent, il découle de (4.17), à (4.21) que :

m1 = I(un) + o(1)

=
a

2
‖ωn‖2 +

b

4
(‖ωn‖4 + ‖u0‖4 + 2 ‖ωn‖2 ‖u0‖2) + o(1)

− 1

6

∫
Ω

(ωn)6 dx+
1

6

∫
Ω

(u+
0 )6 dx− λ

1− γ

∫
Ω

(u+)1−γ dx+ o(1)

=
a

2
‖ωn‖2 +

b

4
‖ωn‖4 +

b

2
‖ωn‖2 ‖u0‖2 − 1

6

∫
Ω

(ω+
n )6 dx+ I(u0) + o(1)

m1 ≥ I(u0) +
b

2
‖ωn‖2 ‖u0‖2 + o(1) ≥ I(u0) + o(1)

(4.22)

En faisant n→ +∞, il s’ensuit que m1 ≥ I(u0). en notant que BR est fermée et convexe, donc

u0 ∈ BR. Par conséquent par (4.13), nous obtenons I(u0) = m1 < 0 et u0 6= 0. Ce qui monter

que u0 est une minimiseur local de I .

Maintenant, on prouve que u0 est une solution du problème (4.1) et u0 est positive. D’aprés

les arguments précédents, on a u0 est une minimiseur local de I . Alors pour toutψ ∈ H1
0 (Ω), ψ ≥

0, et pour t > 0 assez petit, tel que u0 + tψ ∈ BR, on a :

0 ≤ I(u0 + tψ)− I(u0)

=
a

2
‖u0 + tψ‖2 +

b

4
‖u0 + tψ‖4 − 1

6

∫
Ω

((u0 + tψ)+)6 dx

− λ

1− γ

∫
Ω

((u0 + tψ)+)1−γ dx− a

2
‖u0‖2 − b

4
‖u0‖4 +

1

6

∫
Ω

(u+
0 )6 dx+

λ

1− γ

∫
Ω

(u+
0 )1−γ dx

≤ a

2
‖u0 + tψ‖2 +

b

4
‖u0 + tψ‖4 − a

2
‖u0‖2 − b

4
‖u0‖4

=
(
‖u0 + tψ‖2 −

∥∥u+
0

∥∥2
)[a

2
+
b

4

(
‖u0 + tψ‖2 + ‖u0‖2)]

(4.23)

De la relation (4.23) on obtient aussi :
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λ

1− γ

∫
Ω

[((u0 + tψ)+)1−γ − (u+
0 )1−γ] dx

≤ a

2

(
‖u0 + tψ‖2 − ‖u0‖2)+

b

4

(
‖u0 + tψ‖4 − ‖u0‖4)

− 1

6

∫
Ω

[((u0 + tψ)+)6 − (u+
0 )6] dx

=
(
‖u0 + tψ‖2 − ‖u0‖2) [a

2
+
b

4

(
‖u0 + tψ‖2 + ‖u0‖2)]

− 1

6

∫
Ω

[((u0 + tψ)+)6 − (u+
0 )6] dx

(4.24)

En divisant par t > 0 et en passant à la limite quand t→ 0+, on obtient :

λ

1− γ
lim
t→0+

inf

∫
Ω

((u0 + tψ)+)1−γ − (u+
0 )1−γ

t
dx ≤

(
a+ b ‖u0‖2) ∫

Ω

∇u0∇ψ dx−
∫

Ω

(u+
0 )5ψ dx

(4.25)

D’aprés le théorème des accroissements finis, on obtient

λ

1− γ

∫
Ω

[((u0 + tψ)+)1−γ − (u+
0 )1−γ]

t
dx = λ

∫
Ω

((u+
0 + εtψ)+)−γψ dx

Où ε→ 0+ et

((u0 + εtψ)+)−γψ → (u+
0 )−γψ p.p x ∈ Ω

lors que t→ 0+, puis que

((u0 + εtψ)+)−γψ ≥ 0.

Ainsi en utilisant le lemme de Fatou, on a

λ

∫
Ω

(u+
0 )−γψ dx ≤ λ

1− γ
lim
t→0+

inf

∫
Ω

((u0 + tψ)+)1−γ − (u+
0 )1−γ

t
dx,

par conséquent, on déduit de (4.25) et de l’estimation ci- dessus que(
a+ b ‖u0‖2) ∫

Ω

∇u0∇ψ dx−
∫

Ω

(u+
0 )5ψ dx− λ

∫
Ω

(u+
0 )−γψ dx ≥ 0, ψ ≥ 0. (4.26)

Puisque I(u0) < 0, ceci ainsi que (4.4) et (4.5) implique que u0 /∈ SR, donc ‖u0‖ < R. pour

u0 il existe. δ1 ∈ [0, 1] tel que (1 + t)u0 ∈ BR pour |t| ≤ δ1. on définit K : [−δ1, δ1] par

K(t) = I((1 + t)u0).

clairement, K(t) attient son minimum à t = 0, à savoir :

K(t) = I((1 + t)u0) =
a

2
‖(1 + t)u0‖2 +

b

4
‖(1 + t)u0‖4
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−1

6

∫
Ω

((1 + t)(u0)+)6 dx− λ

1− γ

∫
Ω

((1 + t)u+
0 )1−γ dx

K ′(t) = 2
(a

2
‖(1 + t)u0‖2

)
+ 4

(
b

4
‖(1 + t)u0‖4

)
−6

(
1

6

∫
Ω

(1 + t)5(u+
0 )6 dx

)
− (1− γ)

(
λ

1− γ

∫
Ω

((1 + t)−γ(u+
0 )1−γ dx

)
par suite

K ′(t) = a ‖(1 + t)u0‖2 + b ‖(1 + t)u0‖4

−
∫

Ω

(1 + t)5(u+
0 )6 dx− λ

∫
Ω

(1 + γ)−γ(u+
0 )1−γ dx

d’où

k′(0) = a ‖u0‖2 + b ‖u0‖4 −
∫

Ω

(u+
0 )6 dx− λ

∫
Ω

(u+
0 )1−γ dx = 0 (4.27)

Soit φ ∈ H1
0 (Ω), et soit ε > 0. on défint ψ ∈ H1

0 (Ω) par :

ψ = (u+
0 + εφ)+

On injcte ψ dans l’inegalité (4.26) et entilisant (4.27), on obtient :

0 ≤
∫

Ω

[(
a+ b ‖u0‖2)∇u0∇ψ − (u+

0 )5ψ − λ(u+
0 )−γψ

]
dx

=

∫
{u+0 +εφ>0}

(a+ b ‖u0‖2)∇u0∇(u+
0 + εφ) dx

−
∫
{u+0 +εφ>0}

[(u+
0 )5(u+

0 + εφ)− λ(u+
0 )−γ(u+

0 + εφ)] dx

=

(∫
Ω

−
∫
{u+0 +εφ≤0}

)
[(a+ b ‖u0‖2)∇u0∇(u+

0 + εφ))

−(u+
0 )5(u+

0 + εφ)− λ(u+
0 )−γ(u+

0 + εφ)] dx

≤ a ‖u0‖2 + b ‖u0‖4 −
∫

Ω

(u+
0 )6 dx− λ

∫
Ω

(u+
0 )1−γ dx

+ε

∫
Ω

[(a+ b ‖u0‖2)(∇u0∇φ)− (u+
0 )5φ− λ(u+

0 )−γφ] dx

−
∫
{u+0 +εφ≤0}

(a+ b ‖u0‖2)∇u0∇(u+
0 + εφ) dx

+

∫
{u+0 +εφ≤0}

[(u0)5(u+
0 + εφ) + λ(u+

0 )−γ(u+
0 + εφ)] dx

≤ ε

∫
Ω

[(a+ b ‖u0‖2)∇u0∇φ− (u+
0 )5φ− λ(u+

0 )−γφ] dx

−ε
∫
{u+0 +εφ≤0}

(a+ b ‖u0‖2)∇u0∇φ dx.

(4.28)
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puisque la mesure du domaine d’intégration {u+
0 + εφ ≤ 0} → 0 lors que ε → 0, il s’ensuit

que :

lim
ε→0

∫
{u+0 +εφ≤0}

∇u0∇φ dx = 0

Par conséquent, en divisant par ε et en laissant ε→ 0 dans (4.28), on voit que

(a+ b ‖u0‖2)

∫
Ω

∇u0∇φ dx−
∫

Ω

(u+
0 )5φ dx− λ

∫
Ω

(u+
0 )−γφ dx ≥ 0 (4.29)

Comme φ est arbitraire, cette inégalite également valable pour −φ, c’est -à- dire :

(a+ b ‖u0‖2)

∫
Ω

∇u0∇φ dx−
∫

Ω

(u+
0 )5φ dx− λ

∫
Ω

(u+
0 )−γφ dx = 0 (4.30)

ce qui montre que u0 est une solution faible de (4.1).

4.2.3 Positivité de solution

En prenant la fonction teste φ = u−0 dans (4.30), on obtient
∥∥u−0 ∥∥ = 0, ce qui implique que

u0 ≥ 0, par conséquent u0 est une solution non triviale de (4.1) D’autre part, à partir de (4.29),

on obtient
∫

Ω
∇u0∇ψ dx ≥ 0, ψ ∈ H1

0 (Ω) ce qui signifie que u0 ∈ H1
0 (Ω) et satisfait à

−∆u0 ≥ 0, dans Ω

sachant que u0 ≥ 0 , u0 6≡ 0 donc, en utilisant le principe du maximum fort (1.11) on a u0 > 0

dans Ω. De la discussion ci- dessus, nous pouvons déduire que u0 est une solution positive de

(4.1) avec I(u0) = m0 < 0. Ceci termine la preuve du théorème( 4.2).
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Conclusion

Dans notre travail, on a étudié l’existence de solutions positives pour des problèmes de

Kirchhoff singuliers par deux méthodes, la méthodes de sous et sur-solution et la méthodes de

minimisation. Nous avons essayé de détailler les preuves et de les réorganiser pour faciliter la

compréhension des concepts et les méthodes utilisées pour le lecteur. Nous espérons que notre

travail sera comme un premier pat pour d’autre travaux.
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Etude d’existence de solutions pour une classe de problèmes
non locaux singuliers



  ملخص

كيرشوف في هذا العمل قدمنا طريقة لدراسة وجود ووحدانية حل معادلة تفاضلية من صنف 

لة أيؤول دراسة مس العلوي حيثالطريقة الاولى تسمى طريقة الحل السفلي والحل  بطريقتين

خرى هي البحث عن الحل الموجب ما الطريقة الأأ متراجحةحدية كل واحدة منها تمثل  ذات قيم

صغرية محلية للتابع الدالي والتي تعتبر هي حل ألة والبحث عن نقطة أالمرفق للمس الداليللتابع 

  للمعادلة الاساسية المدروسة

   .صغرية محليةأ نقطة كيرشوف، معادلة علوي، حل سفلي، حل :المفتاحيةالكلمات 

Résumé 

Dans ce travail, nous avons étudié l’existence et l’unicité de solution 

pour une équation différentielle de type Kirchhoff de deux manières, 

pour la premier méthode appelle méthode de sous et sur solution, ou 

l’étude d’un problème aux limites est interprétée en deux problèmes   

aux limites, dont chacune repèrent une inégalité. La deuxième méthode 

consiste à recherche la solution positive de la fonctionnelle le problème 

interne attache et la   recherche d’une point minimum local de la 

fonction interne, qui est considéré comme une solution à l’équation de 

base étude. 

Mots clés : sur solution, sous solution, équation de Kirchhoff, point 

minimum local. 
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