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Introduction

Un probléme inverse est une situation dans laquelle les valeurs de certains paramétres d'un
modeéle doivent étre identifiées a partir de 1’observations du phénomene. En mathématiques,
un probléme inverse a la forme d"une équation

Ar =y (1)

Ou y représente les mesures effectuées, x représente les valeurs des parameétres du phénomene
et A est un opérateur linéaire ou non linéaire. Les problemes inverses généralement sont des
problémes mal posés car si 1’on cherche a résoudre I'équation(T) ; cela nécessite 1'inversion de
I'opérateur A. Cette opération n’est pas forcément évidente d’un point de vue numérique et
d’apres Hadamard [2] un probleme est bien posé sil vérifie les trois conditions suivantes :

1= La solution existe ;
i Elle est unique;
i Flle dépend continument des données.

Dong, si l'une des trois conditions n’est pas satisfaite, on dit que le probleme est mal posé.
La résolution du probleme inverse passe en général par une étape initiale de modélisa- tion du
phénomeéne, dite probleme direct qui décrit comment les parametres du modéle se traduisent en
effets observables expérimentalement. Ensuite, a partir des mesures obtenues sur le phénomene
réel, la démarche va consister a approximer au mieux les parametres qui permettent de rendre
compte de ces mesures. Cette résolution peut se faire par simulation numérique ou de fagon
analytique.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniére suivante :

v Dans le premier chapitre, nous allons commencer par donner un rappel sur fonction spé-
cifiques pour la dérivation fractionnaire , intégrales et dérivées fractionnaire au sens de
Riemann-Liouvill et Caputo ,ainsi que quelques espaces fonctionneles et théoréme du
point fixe de Schauder .

v Dans le deuxiéme chapitre , nous étudions deux problemes inverses avec dérivée frac-
tionnaire suivant :

1= Premierement, nous avons présenté le probléme inverse fractionnaire avec condtion
périodique.
Le probléme donnée par

(D



En utilisant la relation entre les dérivées classiques et dérivées fractionnaires, nous
obtenons le nouveau probleme et examinons l'existence de la solution et son unité.

u = b(t)ugy + G(z, 1), 0<z<1, 0<t=<T,
u(z,0) = p(z),

Jy vu(z, t)de = E(t) 0<t<T.

Sous une hypothese sur les données , 1'existence ,unicité et la dépendance continu
sur les données de la solution sont présentées,en utilisant la méthode de Fourier
généralisée .

1z Deuxiement, nous présentons quelques concepts de base sur la fractionnaire dont
nous avons besoin pour étudier le probleme suivant :

Dg. (u(z,t) —u(x,0)) — duge(z,t) = f(2), (2, 1) € Qr,
u(z,0) = ¢(x),u(z, T) = ¢(x), x € [0,1], (III)
u(l,t) = 0,u,(0,t) = u,(1,1), t € 10,77

Nous avons présenté une stratégie pour la résolution du probléme inverse de la dé-
termination d'un terme source pour une équation de la chaleur linéaire impliquant
une dérivée fractionnaire dans le temps. Le probleme considéré a des conditions aux
limites non locales et a un systeme biorthogonal est utilisé pour étendre la solution
du probléme inverse. Le terme source est censé étre indépendant de la variable de
temps.

v Dans le troisiéme chapitre ,étude numérique de probléme invers fractionnaire pour la
méthode de différence finie , en utilisant le schéma explicte du probléme inverse frac-
tionnaire avec condtion périodique et quelques exemples numérique .

vi



CHAPITRE 1

NOTIONS FONDAMENTALES.

@ ans ce chapitre , nous présentons certaines théories de base qui concernent des fonctions
utiles qui sont utilisées dans les autre chapitres .Nous donnons ici les définitions des fonc-
tions Gamma et Mittag-Leffler . Ces fonctions jouent un rdle tres important dans la théorie des
problemes inverses avec dérivée fractionnaire et ce chapitre sera consacré aux définitions élé-
mentaires pour les intégrales et les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et de
Caputo,ainsi que quelques définitions des espaces fonctionnels et théoreme de point fixe



1.1. FONCTIONS SPECIFIQUES POUR LA DERIVATION FRACTIONNAIRE 8

1.1 Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire

Dans cette section ,nous présentons les fonction Gamma , Mittag-Leffler .ces fonctions jouent
un rdle important dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1. (voir [17, page 1]). L'une des fonctions de base de calcul fractionnaire est la
fonction Gamma d’Euler définie par :

+00
['(z)= / t*le7'dt ouz€ Cet Re(z)>0.
0

Propriétés 1.1. Nous avons les propriétés suivantes :
1. T'(z+1) =z20(2).
2.T(1)=1 et I'(—m) = 400 pour tout m € N.
3.7 () =7 etl (n+1) = Gvr,

4nnp!

4. SineN,ona:I'(n+1)=nl

1.1.2 Fonction de Mittag-Leffler

La fonction exponentielle e?jour un role joue tres important dans la théorie des équations
différentielles d’ordre entier .La généralisation de la de fonction exponentielle a un seul para-
metre a été introduite par G.M.Mittag-Leffler ([6, 5]). Et désingée par la fonction suivante
(voir [}, 2]]).

Z ak — (Be(@) > 0). (1.1)
k=0

La fonction de Mittag-Leffler a deux parameétres joue également un rdle joue treés important
dans la théorie du calcul fractionnaire .Cette derniere a été introduite par Agarwal ([20]).

> k

Eap(z) = m (2,8 € C; Re(a) > 0). (1.2)

k=0

Pour 8 = 1,on retrouve la relation (1.1) .A partir de relation (1.2) on montre que

Eyq(z ZFk:+1 Z . (1.3)

k=0 k=0

pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire , la fonction de Mittag-Leffler joue le
méme role que la fonction exponentielle.

O.Derras Etude analytique et numérique de quelques problémes inverses



1.2. INTEGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 9

1.2 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Soient 2 = [a,b] avec (—oo < a < b < +00) un intervalle fini sur R et f € L' ([a,b]) une
fonction intégrable sur 2. Nous avons :

N L
2@ = (@)= [ s oa= [ [ 56

On pose g (t) = [ f (s) ds, d’apres l'intégrale par partie, nous avons :

2of) = {t/:ﬂs)dsI—/:tf(t)dt
:xf}@ﬁ—/ZNWH
- /f dt—/a L (t) dt

S ACEUICL

ime jtération, on obtient :

" 1 Tf(t
Ia+f(x) = (n . 1>‘ /a (IE _<t>)1—ndt

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et d’apres la propriété de Gamma I'(n) =
(n —1)!, nous avons :
L f@
I = dt.
a+f(l') F(n) /{; (ﬂf _ t)lfn

Définition 1.2. (voir [14} 21]). Soient Q2 = [a, b] avec (—oo < a < b < +00) un intervalle fini sur
Ret f € L' ([a, b]) une fonction intégrable sur Q. Les intégrales

Donc, pour n

Lo f
IY f(x) = (o) / @ t)l_adt, x >a, Re(a) >0 (1.4)
e f (o) = F;%/(‘Tgﬂﬁ,x<@Rd®>0. (L5)

sont appelés les intégrales fractionnaires a gauche (a droite) de Riemann-Liouville d’ordre
a € C (Re (a) > 0) respectivement.

Propriétés 1.2. (voir [14, page 71]). Soient o, 5 € C avec Re (a),Re () > 0 et a,b € R. Nous

avons :
o -1 r a—1
L 1% (z—a)° :%(JE—Q)BJr .
o -1 r a—1
2 I (b—a) = s (b — )T

O.Derras Ftude analytique et numérique de quelques problémes inverses



1.3. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 10

Remarque 1.1. L'intégrale d"une fonction constante au sens de Riemann-Liouville d’ordre a > 0
est donnée par :

C o o B C
m(fﬂ—a) et Iy f(z) = F(i+a)

Théoreme 1.1. Soient f € C([a,b]) et o > 0. Les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville
(1.4) et (1.5) possede les propriétés suivantes :

1. 1o, [151 f (x)} = 1P f ().
2 0 [ ()] = 1271 (o).
le prouve de cette théoréme (voir [14, page 73]).

12§ (x) = (b—2)", fl@)=CER

1.3 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
Définition 1.3. (voir [14, page 70]). Soit f € L' ([a,b]) une fonction intégrable sur [a, b]. Les

dérivées fractionnaires au sens Riemann-Liouville D%, f et Dy f d’ordre o € C(Re (a) > 0)
sont définies par :

mxwwz(j)(%a »)

:F(n—a < ) / _ta — e n=[Re ()] +1; 2 > a (1.6)
et
P f () = (_%Y (7= f (2)) (1.7)

:ﬁ<_%)n/xb%, n=[Re(a)] +1; « <b.

respectivement, ol [Re («)] est la partie entiere de Re (o).

Remarque 1.2. On remarque que :

1. Sia = m € N, alors n = m + 1. Dong, en utilisant (1.6) et (1.7), on obtient les propriétés

suivantes :
@) Dy f (x) =Dy f (z) = f (2).
(b) Dt f (z) = [ ().
(©) Dy f (x) = (=1)" f™) (w).
Ot f(™ (z) est la dérivée usuelle de f d’ordre m.
2. Si0 < Re(«) < 1,alors n = 1. Dong, (L.6) et (1.7) devient :
o B 1 d f(t)dt
pﬁ<@—fﬁtzﬁﬁl o>
N 1 d [° f(t)dt
Dbf(x)—m@/x (t—];)a, x <b.

O.Derras Ftude analytique et numérique de quelques problémes inverses



1.4. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE CAPUTO 11

3. Sia € Ry, alors n = [a] 4+ 1. Dong, (1.6) et (1.7) devient :

o ——1 d" I—f()dt n=la x> a

Do (‘C)_r(n—a> (%) / (z —t)* " =laltLe>a (1.8)
o 1 AN [P F)dt ol 4 L 1
Db*f(x) - F(n o Oé) ( d.T) L (t . x)a—n—&—l’ - [ ]_'_ 17 < b (19)

4. Si0 < a < 1,alors n = 1. Dong, (1.8) et (1.9) devient :
1 d [T f(t)dt
Do - - ¢
o+ (2) F(l—a)dx/a (x—t)*
1 d [* f@t)at
D f(r)= —— L b.
-/ () F(l—a)dm/x (t—x)o”x<

Propriétés 1.3. (voir [14, page 71]). Soient o, 5 € C avec Re (a),Re () > 0 et a,b € R. Nous
avons :

1. DY (x — a)ﬁ_l = F(f) (x — a)ﬂ_a_l.
2. DY (b—a)’ = B (h— )

1.4 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.4. (voir [14]). Soient « € Cavec n = [Re(a)]+ let [ : [a,b] — C une fonction
telle que f™ € L![a,b]. Les dérivées fractionnaires d’ordre o de f au sens de Caputo sont
définies par :

z  f(n)
DL (o) = 1 ) = s [ L (1.10)
et
; )"
D1 ()= (U ) = s [ (1.1

Propriétés 1.4. On a

1. Les dérivées fractionnaires au sens de Caputo sont linéaires c’est a dire
“Dg (Af + ng) (z) = A (CD3+ ) (@) + p (CD3+9) (z), pourtoutA pueC
et
D (M 4+ pg) () = A (D= f) (z) + p (“Dy-g) (z), pourtout A, pu € C.

2. Les relations entre les dérivées au sens de Caputo (1.10),(1.11) et les dérivées au sens de
Riemann-Liouville (1.6), (1.7) sont données par :

n—1 (k) a
Dy f (a) = D [f(x)— o )<x—a>’“] 112)
k=0 ’
et
“Dg f(z) =Dy [ Y f (b —z) k] : (1.13)
k=0

O.Derras Ftude analytique et numérique de quelques problémes inverses



1.5. LA DERIVEE FRACTIONNAIRE 12

1.5 La dérivée fractionnaire

Définition 1.5. (voir [19, page 66]). Soit f : [0,4+00) — Rett > 0. Alors la définition de la
dérivée de f at t est

acela,ona % = nt" . Donc la question est Peut-on mettre une définition similaire pour la
dérivée fractionnaire d’ordre a,0t1 0 < a < 1? Ou en général pour o € (n,n + 1)ottn € N.
Notons T, pour désigner l'opérateur que 1’on appelle la dérivée fractionnaire d’ordre c.

Propriétés 1.5. Pour o = 1, T} satisfait le propriétés suivantes :
1. Tl(af +bg) = aTi(g) + bT1(f) , pour tout a,b € R et f, g dans le domaine de 7.

t?) = ptP~! pour tout p € R.
fg) fTi(g) + gTa(f).

i) fT1(g) 9T1(f).
g g?
T1(\) = 0, pour toutes les fonctions constantes f(¢) = A.

P‘H;.U’!\’

Maintenant, nous présentons notre nouvelle définition, qui est la définition la plus simple
et la plus naturelle et efficace de fractionnaire dérivée de 'ordre o € (0, 1].Nous devrions re-
marquer que la définition peut étre généralisée pour inclure tout «.Le cas a € (0, 1]est le plus
important, et une fois établi, les autres cas sont simples.

Définition 1.6. Soit fonction f : [0, +00).Alors la "dérivée fractionnaire conforme "de f d’ordre
a est définie par

pour toutt = 0, € (0,1) Si f est a-différentiable dans (0,a),a = 0, et lim, o+ £ (¢)existe,
alors définissez

Théoreme 1.2. Si une fonction f : [0,+o00) — Rest a—différentiable a ty - 0, € (0, 1],alors f est
continue a t.

Démonstration. Puisque f(to + ety ®) — f (to)=2 (t°+€t D-fto) o Alors

f(to+ ety — f(to)

. 1-ay _ 7 .
z—:llno[f(to + Eto ) f(to)] sllno £ ' shi>n0 c

soit h = ety *.Alors,,

lm [f(to + h) — f(to)] = f(t0).0,

h—0
ce que implique que

Jim f(to +h) = f(to)-

Par conséquent , f est continue a ?. O

O.Derras Ftude analytique et numérique de quelques problémes inverses



1.6. ESPACES FONCTIONELS ET THEOREME DE POINT FIXE 13

Théoreme 1.3. (voir [19, page 67]). Soit o € (0, 1] et f, g a-différentiable en un point t > 0. Puis

Tolaf +bg) = aT,(g) + bT.(f) , pour tout a,b € R.
P) = pt?~* pour tout p € R.

f9) = [Talg) + gTa(f).
i) L;Ta(f)
g g

. Si, en outre, f est différentiable, alors T, (f)(t) = t'~ O‘j’; (t).

1
2. Tt

3. T,(A\) =0, pour toutes les fonctions constantes f(t) = .
4. T.(

5. T

6

Démonstration. Les parties a (3) découlent directement de la définition. Nous choisissons
de prouver (@) et (6) seulement parce qu’ils sont cruciaux.
Maintenant, pour fixe ¢ > 0,

flt+et'=)g(t +et'™) — f(t)g(t)

To(fg)(t) = lim

e—0 9
L gy LS ) — F(Dg(t+ ) + S (e + <) — F(B)g(t)
e—0 €

- i ft+ 6t1:) - f<t)g(t +ett ™) + f(t) lim glt+ 5t1:) —9(t)

= Tu(f)(t) lim glt +2t') + f()Ta(9) (1)

Puisque g est continu a ¢, lim._,o g(t + et' ™) = g(t). Ceci complete la preuve de la partie (4).
(5) peut étre prouvé dans un semblable fagon. Pour prouver (6), soit & = ct'~*dans la définition
(1.6), puis ¢ = t'~*h. Donc,

1—a) __
TN = i AT
I U ) R A Q)
N hlglo hte—1
— tlfoz lim f(t+h)_f(t)
h—0 h

_ p—ad
=t %(t).

1.6 Espaces fonctionels et théoréme de point fixe

Espace normés
Définition 1.7. (voir [12} page 21]). (Norme). Soit £ un espace vectoriel sur le corps k(k = Rou
C). Une norme sur E, est une application ||.|| : £ — R, ,vérifiant les conditions suivantes :

1. ||z|| = Oet|z]| =0 <= x =0.

2. || Az|| = |A|||z]| ,pour tout z € E et pour tout A € k.

3. ||z +y| < |lz|| + |ly||pour tout z,y € E.

O.Derras Ftude analytique et numérique de quelques problémes inverses



1.6. ESPACES FONCTIONELS ET THEOREME DE POINT FIXE 14

Remarque 1.3. L'espace vectorile £ muni d’un norme s’appelle espace normé ,noté par (£, ||.||)
1. £ = R" nous avaus les normes suivant :

n

lzll, = )l

i=1
& 1
lzll, = (O lail")? pourp > 1
i=1

lollee = max (Jai])

2. Soit 2 un ouvert de R™. L'espace vectoriel des fonctions de carré intégrable sur (2 est :

L*(Q) = {g : Q<—R,/ﬂ|g(m)|2dm < oo}

L'application ||| : L*(2) +— R : donnée par :

ot = ( [ \g<x>|2)%

3. E=C%a,b],R), f : [a,b] — R continue
[flle = max{[f(t)]/t € [a,b]}.
b
9 = [ I

e, = [/ablf(tﬂpdt];.

Espace de Banach

Définition 1.8. (Suite de Cauchy) Soit /' un espace vectoriel normé . Une suite (z,),en de F est
de Cauchy si et seulement si,

Ve = 0,aN e N,Vn = m > N = ||z, — 2| < €

Définition 1.9. ( Espace complet ) Soit F' un espace vectoriel normé .On dit que F' est complet
si tout suite de Cauchy dans F' est convergente dans F'.

Définition 1.10. ( Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace normé complet .

Proposition 1.1. soit F' est espace de Banach , alors toute suite bornée admet une sous suite converge
dans F' .

Définition 1.11. (voir [4) page 5]). pour h > 0 nous définissons l’espace

t—0+

CH([0,h)) := {v € C'([0,h]) : lim t"v(t) existe et est finie}

ici C°([0, h]) est 'espace habituel des fonctions continues sur [0, h]. I'espace C}([0, h]) doté de la
norme
[0ll, := mazo<i<nt” [v(t)]

est un espace Banach

O.Derras Ftude analytique et numérique de quelques problémes inverses
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Espace de Hilbert

Définition 1.12. (produit scalaire ) Soit F' un espace vectoriel sur le corps K .Un produit scalaire
sur F' est une application (., .) : Fx F — Ktelle que pour tout z,y, z1, 2, € F etpourtouta € K
ona:

1. (z,z) > Oet (z,2) =0 <= x = 0.
2. (z,y) = (y,2).

3. (21 + x9,y) = (21,9) + (22, 9).
4. (az,y) = a(z,y)

Définition 1.13. (voir [17, page 6]). (Espace préhilbertien) Un espace préhilbertien est un espace
vectoriel muni d"un produit scalaire .

Remarque 1.4. Un produit scalaire sur F' définit une norme sur F' donnée par :

N

Ve € F: ||z]| = (z,x)

Définition 1.14. (Espace de Hilbert ) Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien sur K
complet pour la norme induite par le produit scalaire .

Opérateurs sur un espace de Hilbert

Définition 1.15. (Opérateur linéaire continu )Siot H; et H, deux espaces de Hilbert réels.On
appelle opérteur linéaire continu de H; dans H, ,toute application L : H; — H, telle que:

1. Linéarite :Vz,y € Hy, o, f € R : L(az + By) = aL(z) + SL(y)
2. Continuite :3K = 0,Vz € Hy : |[|[L(7)|| 5, < k2] g,
On définit la norme de I'opérateur L pas:
1L(2)]|
||| = sup ————=
z€H, ”xHHl
Ensemble convexe

Définition 1.16. (Ensemble convexe ) Une ensemble S est dit convexe si pour tout points x et y
de S, le segment [z, y] est inclus dans S'i.e

Ve,y e Ve e [0,1]: (1 —t)z+ty e S

Théoreme du point fixe de Schauder

Ce théoréme prolonge le résultat du théoreme de Brouwer pour montrer 1'existence dun
point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de Banach .
Le " Théoréme du point fixe de Schauder " est plus topologique et affirme qu'une appliction
continue sur un convexe compact admet un point fixe , que n’est pas nécessairement unique .
Et nous avons le résultat suivant :

O.Derras Ftude analytique et numérique de quelques problémes inverses
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Théoréme 1.4. Soit k un sous ensmble non vide , compact ,convexe dans un espace de Banach E et
supposons T : k — k une application continue.Alors T' admet un point fixe.

Démonstration. Soit T' : K — K une application continue .Comme K est compact ,T" est uni-
formément continue ;donc ,si on fixe € > 0, il existe 6 > 0 tel que , Vz,y € Kona

le—yll <6 = |T(z) =Tyl <e (1.14)

De plus ,il existe un ensemble fini de points (21, 22, ..., z,) C K tel que les boules ouvertes de
rayon 0 centrées aux z; recouvrent K ; i.e.

kc |J Bla.9).

1<j<p

Sion désigne L = Vec(T(z;))1<j<p , alors L est de dimension finie , et K* := K [ L est compact
convexe de dimension fine.Pour 1 < j < p ,on définie la fonction continue v, : K — R par

0 st ||z — ;|| >4,
Vi = {1 eyl
é

sinon.

Il est clair 1; que est strictement positive sur B(z;, §) et nulle en dehors.
On a donc ,pour tout » € K, 7 ¢¥;(x) = 0 ,on peut définir sur K les fonctions continues

poistives 1); par
o = V;
’ 2221 wk (:C) ’
pour les quellesona }*_, ¢;(r) = 1 pour tout x € K. Posant, pour r € K,

o) = Y 5()T ()

La fonction g est continue (car elle est la somme des fonctions continues) et prend ses valeurs
dans K (car g(x) est un comment des 7(z;)).

Si on prend la restriction g/K* : K* — K* (d’aprés théorme de Brouwer ) g posseéde un poit
tixey € K*. De puls :

T(y)—y = T(y)—9y)

— Z 0i(y)T(y) — Z 0i ()T (x;)

j=1
p
= D eiWIT(y) = T(xy)).
j=1
Or sip;(y) # 0 alors ||y — ;|| < 6 et par suite ||T'(y) — T'(z;)|| < 0 . On a pour tout j

If(y) —yll < Z 0iW[T(y) — T(x;)]

p

< Y epily) = e

J=1

O.Derras Ftude analytique et numérique de quelques problémes inverses



1.6. ESPACES FONCTIONELS ET THEOREME DE POINT FIXE 17

Pour tout entier m ,on peut trouver un point y,,, € K tel que ||T(yn) — ym| < 273

Et puisque K est compact ,de la suite (y,,)mez On peut extraire une sous suite y,,,, qui converge
vers un point y* € K : Alors T étant continue ,la suite (7(y,, )) converge vers T'(y*),et on conclut
que T'(y*) = y*, donc y* est un point fixe de 7" sur k. O

O.Derras Ftude analytique et numérique de quelques problémes inverses



CHAPITRE 2

PROBLEME INVERSE FRACTIONNAIRE

@ ans ce chapitre,nous essayons les résultats discutés dans chapitre (1) précédent afin que
nous trouvions une relation entre la dérivée normale et la dérivée fractionnaire ,nous 1'ap-
pliquons a I’équation de la chaleur , nous examinons l'existence et 1'unité de la solution du pro-
bléme inverse fractionnaire avec condition périodique et probleme inverse fractionnaire non
local.

18
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2.1 Probléme inverse fractionnaire avec condtion périodique

Conformément a une certaine supposition sur les données ,I’existence ,I'unicité et données
de la solution sont montrées en utilisant la méthode généralisée de Fourier . L'exactitude et
I'efficacité informatique de la méthode proposée sont vérifiées avec I'aide des exemples numé-
riques (voir [11} page 1]). .

Dénot le domaine Dy par

Dr={(z,t):0<2<1,0=<t<T} 2.1)

Pu — ()28 + F(x,t) ,(x,t) € Dp,0<a <1,
u(0,t) = u(l,t),u.(0,t) = u,(1,t) te€[0,T],
u(z,0) =¢(x) 0 <z <1,

Jy vu(z, t)de = E(t) 0<t<T.

0y

Le probleme pour trouver une paire {a(t), u(z,t)} dans ([)s’appelle un probléme inverse.

Définition 2.1. (voir [1T, page 1]). La couple{a(t),u(x,t)} forme de classe C'[0,7] x
C*Y(Dr) N C*°(Dr) pour quelles condition (I) est satisfait a(t) est décroissant et a(t) > 0
sur l'intervalle [0, 7], s’appelle une solution classique du probleme inverse (J).

Nous avons les supposition suivantes sur les données du probleme

E(t) € Ct0,T), E (t) = 0, pour tout ¢ € [0, T]. (A1)
@ € C*o,1]. (A2)
©(0) = (1), ¢'(0) = ¢'(1),¢"(0) = s0”(1),/0 zp(z)dr = E(0). (1)
on =0, =1,2...; )
F(x,t) € C(Dr); F(z,t) € C*[0, 1], pour tout € [0, 7). (A3)
F(0,t) = F(1,t), F,(0,t) = F(1,t), Fpe (0, 1) = Fpp(1,1). (1)
F, (t) € C) (D), F,(t) =0,n=1,2..; 2)
ol p, = fo )sin(2rnx)dx, F, fo (z,t)sin(27nz)dz,n = 1,2,.

Théoréme 2.1. (voir [11}, page 3]). Supposons que les hypothéses (Al)-(A3) sont satisfaites . Alors les
propréités suivantes sont vraies .

1. Le probleme inverse(l) ademt un solution dans Dr .

2. La solution du probleme inverse (l) est unique dans Dy, , oit le numére Ty (0 < Ty < T') est
déterminé par les données du probleme.

O.Derras Ftude analytique et numérique de quelques problémes inverses



2.1. PROBLEME INVERSE FRACTIONNAIRE AVEC CONDTION PERIODIQUE 20

Considérer Le probleme

0%u 0%u
Sra a(t )@%—F(x t) (x,t) € Dr,0<a <1
d’aprés (6) on a
aau _ tl—a@
otr ot
donc 5 52
1_o Ou u
o2 —g(t)e—s + F
t 50 (t)a 5 + F(z,1)
Ju _ t“—la(zf)82 + t* F (2, 1),
ot Ox?
on pose que
b(t) = t* ta(t) et G(z,t) = t* ' F(x,t). *)
Alors 5 o2
u
() =— 22
= b(0) 5 + Gl ), 22)
Avec la condition initiale
u(z,0) = ¢(z) 0<z<L (2.3)
La condition de frontiére périodique
w(0,t) = u(l,t) u,(0,t) =u,(1,t) 0<t<T. (2.4)
Et la condition de surdétermination
1
/ zu(z,t)de = E(t) 0<t<T. (2.5)
0

2.1.1 Existence et unicité de la solution

Nous avons les supposition suivantes sur les données du probleme (2.2)-(2.5)

E(t) € C'0,T), E (t) = 0, pour tout ¢ € [0, T]. (H1)

o € C*0,1]. (H2)

©(0) = (1), ¢'(0) = ¢'(1),¢"(0) = 90”(1),/0 zp(x)dz = E(0). (1)
On = 0,n=1,2...; )

G(x,t) € C(Dr); G(z,t) € C*0, 1], pour tout € [0, 7). (H3)
G(0,1) = G(1,1), Go(0,1) = Gu(1,1), Guu(0,1) = Goa(1,1). (1)
Gn(t) = 0,n=1,2..; (2)

ol ¢, = fo )sin(2mnz)dr, G, (t) = fol G(x,t)sin(2mnz)dr,n = 1,2, ..

O.Derras Ftude analytique et numérique de quelques problémes inverses
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Théoréme 2.2. (voir [11, page 3]). Supposons que les hypotheéses (H1)-(H3) sont satisfaites . Alors les

propréités suivantes sont vraies .
1. Le probléme inverse(2.2))-(2.5) ademt un solution dans Dy .

2. La solution du probleme inverse (2.2))-(2.5) est unique dans Dy, , oit le numére Ty (0 < Ty < T')

est déterminé par les données du probléme.

Démonstration. (voir [11, page 4]). En appliquant la procédure standard de la méthode de Fou-

rier ,nous obtenons la représentation suivante pour la solution de (2.2)-(2.4) pour b(t) €

ur = b(t)ug, + G(z,t), (x,t) € Dr,

w(0,t) = u(l,t),u,(0,t) = u,(1,t) t € 10,17,
u(z,0) =p(x),0 <z <1

fol ru(z,t)dr=E(t) 0<t<T.

On recherche de la solution du probleme (??) sous forme est :

Zun sin(Az), Z G, (t)sin(Ax).

n>1 n>1

La condition de frontiére périodique

u(0,t) = u(1,1).
On remplace z = 0etz = 1de alors

u(z,0) = Z;’:;l un(t) sin(A.0) . -
{“(“) = Yo% Un(t) sin(A.1) = sin(A.1) = 0.
Etil
A = nm.
Et

ur(0,t) = ux(1,t) et  w, = iun(t))\ cos(Ax)

n>1

Nous compentons les valeurs z = 0 et z = 1 alors

= t :
uz(z,0) 2;21 U (t) A cos(A.0) ~ cos(A1) = 1.
Uz (2,t) = Y051 un(t)Acos(A.1)
Etil
A = 2nm.
Etil faut
A=2nm,n=12,..;
Remplacé la formule de A dans la solution suivante :
Zun sin(2nmz), ZG sin(2nmx).
n>1 n>1

[0, 7).

(I1)

(2.6)

(2.7)
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Ona . .
On = / o(x) sin(2mnx)dz, G, (t) = / G(xz,t)sin(2rnz)dz,n = 1,2,..;
0 0

On recharche w,,(t)

t) = Z Uy, (t) sin(2nmz).

n>1

Et a partir de la solution nous concluons

Z ul (t) sin(2n7x), Uge (2, 1) = —(2n7)? Zun(t) sin(2nmzx).

n>1 n>1

Alors d’aprés :

Z ul (t) sin(2nmz) = —(2nm)?b(t) Z un(t) sin(2nmx) + Z Gp(x,t)sin(2nmx).

n>1 n>1 n>1
ul (t) = —(2n7)2b(t)u, (t) + Go(t). (IIT)
Alors est équation différentielle premier ordre non homogéne.

On pose :
un(t) =y =y = =(=2nm)°b(t)y + Gn(t).
Utilise du changement de variable

g(t) _ 6f0 (2nm)2b(s)ds y

Donc
g#) = (2nm)2b(t)elo@mb()dsy 4 e fo(@nm)?b(s)ds
= ((2nm)%(t)y + y/>€fg(2m)2b(s)ds
Ona
Gn(t) = ((2n7)*b(t)y + 1)
Remplacé G, (t)
g/(t) — Gn(t)efot(Zmr)Qb(s)ds
t
g(t) = / G (r)els G s qr 4
0
Donc
t
y(t) _ fO (2n7)2b(s)ds / Gn(7_>efg(2mr)2b(s)ds+fof(2mr s)dsdT + Cefo (2nm)2b(s)ds
0
t
y(t) = / G (1)l Crm¥@ s g | Crelo ~Cnm?ols)ds
0
Alors

t
Un(t) = / Gla()elr ~@nmMe)ds g7 4 Gl = @nm?be)ds, (2.8)
0
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On recharche la conctante C :

u(z,t) = Z up(t) sin(2nmx).

n>1
o) 1
u(z,0) = Zun(O) sin(2nmz), u,(0) :/ u(z,0) sin(2nm)onau(x,0) = p(z).
n>1 0
Ona
u(x,0) = p(z)
Alors 1
un(0) = / o(x)sin(2nm) = @,
0
D’apres(2.8)
u,(0) =C =g,
Donc .
U,n(t) :/ G, ( )ef (2nm)2b(s) dsdT+g0 efo (2nm)? b(s)ds‘ (29)
0
Nous avons .
= Z up,(t) sin(2nmx).
n>1

Apres avoir trouvé la valeur de u, (t),nous trouvons une compensation dans la solution

% t
u(z,t) = Z {/ Gn(T )ef @nm)2(s)ds g 4 o eJo —(2nm)? (s)ds} sin(2nmx) (2.10)
n>1 L/0
D’aprés () on a
% ¢
u(z,t) = Z [/ G, (1)l ~Crm?s* als)ds gy elo _(2"”)25a1“(8)d5} sin(2nmx) (2.11)
n>1 L/0

Les suppositions ¢(0) = ¢(1),¢'(0) = ¢'(1),G(0,t) = G(1,t) et G,(0,t) = G,(1,t) sont
conformes pour la représentation de de la solution u(x,t) pour etre valide .En outre , sous
les hypotheses de régularite ¢ € C4[0,1]; G(x,t) € C(D) et G(z,t) € C*[0, 1] pour tout € [0, T].
Série et les dérivées partielles de = convergent uniformément de Drpuisque de majo-
rant la sommes sont absolument convergentes .u(z,t), u,(z,t)convergent de facan uniforme
dans Dy puisque de majorant la sommes sont absolument convergente . Donc ,les sommes
u(z, t)etu, (z, t)sont continues dans Dr-.

En outre ,la dérivée partielle de ¢ et la série de dérivée partielle de zzle deuxiéme ordre de
la série dérivée partielle est convergent uniformément pour 0 < ¢ < ¢ . Et ainsi de suite
u(z,t) € C*Y(Dr) (N CHO(Dr) et satisfait les conditions (2.2)-(2.4) .

En outre ,u;(z,t) est continue dans Dy, parce que de majorant la somme de la séries de dérivé
partielle ¢ est absolument convergent dans la condition ¢”(0) = ¢”(1),et G,,(0,t) = G..(1,1)
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dans Dy I’équation (2.10) peut etre différencié dans la condition (HT) on obtient

1 1
1

t) E (2 d 2 de = ———

/0 zu(x,t) / xsin(2nmx)dx oma/0 xsin(2nmx) v

n>1

= / zu(x,t) Lun(t) = E(t).

2n7r
n>1
Etil .
/ sz, t) = E'(1). 2.12)
0

On recherche a(t)
ur(z,t) = b(t)uze(z,t) + G(x,t).
On multiple I'équation par

zug(x,t) = b(t)rus, (x,t) + 2G(x,t).

Alors . . )
/0 xug(z,t) :b(t)/o xum(x,t)%—/o rG(z,t).
On a ) . ) .
/0 Tl (2, ) = Z(Zmr)un(t),/o rG(z,t) = — %Gn(t)
Donc ) . . )
() = b(t) 3 (@nm)un(t) — ﬁ D).
On conclut : .
= PE O S R
Zn>1(2n7r)un(t)
a(t) = FE ) + Yot o ) . (2.13)

Zn>1<2nﬂ-) (fo Gh(T )ef (@nmzse=ta(s)dsqr 4 o, elo —(2nm)2s2~La(s)d S>

On a a(t) est décroissant,alors
a(T) < a(t) < a(0)

THW%)+Z$m#ﬂ@)

a(T) =
n>1 2n7T (fo —(2nm)2s>La( S)deT + on €f0 —(2nm)2s—1a(s)ds )
T = ocE/( ) -+ Zn>1 I n(T)
Zn>1 2’/’L7T (fo n dT + @n)
oo 1 L (0
CL(O) o Zn>1 2nm ( )

ZnZl (2nm)on

Donc . /
T _aE ( ) + Zn>1 2nm n<T)

Zn>1 (2nm) (fo T)dT + (,On>

> ot 3z i (0)
N Zn>l (2nm)pn |

<a(t) <
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Notation 2.1. Dénot :

i Co=T"E'(T)+ Y03 5= Fu(T).
w O =)0 5= F,(0).

n>1 2nm

w Oy = Zn>1(2n7r)g0n.
@03:Z>1 (2nm) (fo n —i—cpn).

11 facile de vérifier que

Co 4
— <alt) < =. 2.14
0<03_a()_02 (2.14)
Présenter I’ensemble de M comme
= {a) e (0,7 : L < ay < 21 (2.15)
Cs Cy
Il est facile de voir que :
P:-M—M

Montrer que I'opérateur P est compact .
Soit M; € M un ensemble borné arbitraire puisque P(M;) C M ,alors P(M;) est borné unifor-
mément . En suit, nous avons pour a(t) € Metty,t, € [0,7].
Et cela donne
a(t) = pla(t)]. (2.16)

Alors
tE'(t) + Zn>1 5 P (t)

pla(t)] = t . (2.17)
Zn>1(2nﬂ') <f0 G ( )ef (2nm)2se~la dsdT + gpnefo *(2”7")25”_1‘1(5)‘15)

K(t) = t7*E'(t .
( ) + ( 2n7r )
n>1

N<t) 271/77 (/ —(2nm)?s aila(s)deT 4 <,0n€f°t (2n7r)23a1a(s)ds)
0

n>1

Alors

|P(a(t)) — P(a(ty))] = i

I

O.Derras Ftude analytique et numérique de quelques problémes inverses



2.1. PROBLEME INVERSE FRACTIONNAIRE AVEC CONDTION PERIODIQUE 26

Théoréme 2.3. (D’accroissent fini )
Soit f une fonction contiune sur intervalle fermé [a, b] et dérivable sur l'intervalle ouvert |a, b[,il existe
une constante ¢ €a, btelle que :

Alors on applique le théoreme
3t €y, ta[telle que f = ¢~ (21m)? Jy <"~ als)ds

—(2nm)2 [11 sa=1g(s)ds —(2nm) 252-1g s)ds
e~ (2nm) Jo (s)ds _ o _ (2nﬂ_)2ta—1a(t)e—(2nw)2 I sa_la(s)ds’
t1 — t2
‘6—(2717r)2 fgl s la(s)ds e (2nm)? f 25 la(s)ds| _ (2n7r)2to‘_1 |t1 . t2| a(t)e—(2n7r)2 fot s""la(s)ds’
’6_(21171')2 i o la(s)ds _—(2nm)? [12 sola(s)ds < (2n7r)2 ‘tl _ ng’ m@-Tte[O,T}ta_la(t)-
On obtient
IN(t) = N(to] < [ (2nm)en (e (2nm)? f§1 50 a(s)ds _ o= (2nm)? Jg? sa-1a<s>ds)
n>1
= n 1 —(2n7)2s2 La(s)ds & [2 —(2n7)2s2La(s)ds
+ Z(Zmr) Gn(7)elr dr — Gn(T)elr dr ||.
n>1 0 0
On pose
A= Z 27’L7T Spn —(2nm)? ftl a—lg(s)ds e—(2n7r)2 fotz so"la(s)ds)‘
n>1
Donc -
A< Z(Qnﬂ)3gon |t — ta| mazicpomt® " alt).
n>1
et
t t
B = Z (2nm) (/ 1 o ()l —(@nm)s a1“(8)d5d7—/QGn(T)efftL(?””)Qsala(s)dsdT)
n>1 0
T 00
B < Z(2n7r)3 |t1 — to] maxte[o,T]to‘_la(t)/ Gn(T)dr + Z(er) t1 — to] maxico,mGn(t),
n>1 0 n>1
alors
IN(t1) = N(t2)| < ((Cy+ C5)L + C) [t1 — ta| (2.18)
tels que :
c, = Z(Znﬂ)gcpn;
n>1
00 T
Cy = Z(er)s/ G, (T)dT;
n>1 0

Ce = maxt€[07T12(2n7r)Gn(t).

n>1
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A cette fin , prendre un arbitraire = 0. Comme K (t) est continue dans [0, T puis
301 = 6,, V1,12 € [0, T

o €
0 = min {51(5)7 2((Cy + C5)L + Co) 4 }

La form (2.18) pour |¢; — t2| < n,nous obtenons
[P(a(ty)) — Pla(t2))] < €

Laisser

Ainsi 'ensemble P(M;)équicontinue .Alors P(M;) est un ensemble compact et la opérateur
P est compact et cartes de I'ensemble M sur lui-méme .En utilisant théoréme point de fixe le

Schauder , nous avons une solution a(t) € [0, 7]de ’équation (2.16)) .

Maintenant , laissez nous montrons qu’il existe Dy, (0 < Ty < T') et la soltion (a, u) du probléme

est unique dans Dr, .

On suppose que (d v)est également la couple de solution au probléme de (l) .Alors form de la

représentation (2.11)) et(l) de la solution nous avons :

)
'LL(.T, t) _ ’U(;C,t) _ Z ©n <€f0t —(2nm)2s% La(s)ds _ efot f(2n7r)2$‘1_1d(s)ds) Sin(2n7m:)

n>1
T Z/ ~(anmystale)ds ef: _(zm)gsaild(S)dﬁ sin(2nmx)dr.
n>1
a(t)y —d(t) = — P[d(t)].
Ou
tl_aE, + .
Pla(t)] - Pld(t)] = (1) + Zooi1 gz Pl
n>1 (2nm) (fo —@nm)2selals)dsgr 4 eJo —(2nm)2s2~La(s)d S)
— tl_aEl( ) _'_ Z?’L>1 2nm n( )
2 n=1(2n7) (fo ~@nmsedds dr 4 o, eJo —(2nm)2so=1d(s)d s>'

En utilisant les estimations

—(2nm)? fg s La(s)ds —(2nm)? fg s~ 1d(s)ds

— €

e

—(2n7r)2ff s La(s)ds —(2nm)? f a—1d(s)ds

— €

e

Donc
Pla(t)] — Pld(t)] < (2n7)*T*mazepn |a(t) — d(t)] .
On obtient
mazcorPla(t)] — Pld(t)] < Kmaxeom |a(t) —d(t)].
Ona

(Cy+ C5)

mazerPla(t)] — Pld(t)] < Cs

LTomawte[o,T] la(t) —d(t)]

< (2nm)*Tmazepmt® " la(t) — d(t)] .

< (@2nm)*Tmazcpmt® " lalt) —d(t)] .

(2.19)

(2.20)

(2.21)
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Soit K € (0, T")soit numéro fixe arbitraire .Fixe un nombre 75,0 < T < T,tel que

(Cy+Gs) LT, < K.
Cs
En suit , de I'égalité (2.16)-(2.21) nous obtenons
la — d”C[O,T] <K la— dHC[O,T] (2.22)

Ceci implique
a=d=u=v

2.2 Probléme inverse fractionnaire non local

Dans cet section , nous intéressons au probleme de trouver u(x,t) (la distribution de tem-
pérature) et f(z) (le terme source) dans le domaine Q7 = (0,1) x (0,7) pour le systeme
suivant

Dg. (u(z,t) — u(z,0)) — duge(z,t) = f(2), (2, t) € Qr,
w(z,0) = ¢(x),u(z, T) =px), x€]l0,1], (2.23)
u(1,t) = 0,u.(0,t) =wu,(1,1), t €10,77.

ou d = 0,Dg, représente la dérivée fractionnaire d’ordre 0 < a < 1, définie au sens de
Riemann-Liouville, ¢(z) et ¢(x) sont les températures initiale et finale, respectivement.
Le choix du termeDg’, (u — uo)(t) dans 'équation au lieu du terme usuel Dg u(t) a été fait
pour éviter la singularité en zéro ainsi que pour imposer une condition initiale significative au
probleme.
Il y a trés peu de section qui examinent le probléme inverse des équations différentielles avec
une dérivée fractionnaire en temps. Dans [17], les auteurs ont étudié le probleme inverse de dé-
termination de I'ordre de dérivée fractionnaire et le coefficient de diffusion pour une équation
de diffusion .
IIs ont montré la détermination unique de 1’ordre de la dérivée fractionnaire et le coefficient de
diffusion ; leur preuve est baseé sur le développement en fonctions propres de la solution faible
au probléme et la théorie de Gelfand-Levitan.
Pour la résolution des problemes inverses, l'unicité de la solution est le point le plus important.
Une fois que nous avons 1'unicité du probléme inverse, alors nous pouvons utilisé les schémas
numériques qui sont stables et convergents pour obtenir une approximation de la solution.
Récemment, quelques articles traitent le probleme inverse pour 1'équation de diffusion frac-
tionnaire par différents algorithmes numériques (voir [17], [9]).

Pour une fonction intégrable f : R — R le Riemann-Liouville fractionné c6té gauche inté-
grale d’ordre 0 < a < 1 est définie par (voir [15, page 64]).

I f (t) = 1)/O(f(b) du

F(Oé t— L)l_a '

OuI'(«a) est la fonction Euler Gamma.Peut étre écrit en tant que convolution

Igs f (1) = (¢a x [)(1), (2.24)
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ou

s [10M@t<o,
“ o t<0.

En utilisant la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre 0 < a < 1 (2.25) est définie
par

D5 (1) = - (1" F (1)

B 1 d Pf()de
—F(l—oz)dac/o (t—0)*

En particulier, lorsque o = 0 et o« = 1 alors DY, f (t) = f(t) et Dy, f (¢) = f'(t)

respectivement ; remarquer que le dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville d"une constante
est pas égal a zéro.

La transformée de Laplace de l'intégrale de Riemann-Liouville d’ordre 0 < a < 1de une fonc-
tion avec au plus exponentiellement la croissance est

(2.25)

LIS f(t) s} = L{f(t) : s} /s (2.26)
En outre, pour 0 < a < 1, nous avons

15 Dy, (f(t) = f(0)) = f(t) — f(0). (2.27)
Donc, avec la définition de la fonction Mittag-Leffler, on obtient :
Soit (T, p) = Euo(—pt*) ot  E,(T) estla fonction Mittag-Leffler avec un para-

metre a comme défini dans (1.1) et ;¢ est un nombre réel positif.
Laissons-nous énoncer et prouver la

Lemme 2.1. (voir [4, page 1]). Soit g : RY — R une fonction différentiable telle que g € L*(R). La
solution de I’équation
o(t) + g, o(t) = g(t). (2.28)

pour jn € RY satisfait I'équation intégrale

v(t) = /0 gt —v)eq(t;u)de + g(0)eq(t; u). (2.29)

Démonstration. (voir [15, page 65]). En prenant la transformée de Laplace des deux cotés de
I'équation (2.28), il s’en suit En utilisant (2.26)
LA{uv(t): sy +pl{I§ v(t): s} = L{g(t): s},
L{v(t): s} + Sﬂac (w(t):s} = L{g(t): s},

L{v(t):s}(1+ 8%) = L{g(t):s}.

Donc

L{o(t): s} = %f (2.30)
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Il existe des différents moyens pour obtenir la solution de 1’équation (2.30) transformation in-
verse de Laplace.
Ecrire I’équation (2.30) comme

Safl Safl

£{0lt) 8} = (oL {ot) 5}~ 0(0) +

et en utilisant la transformée inverse de Laplace, nous obtenons

o(t) = / §(t — ealisu)de + g(0)ealt: v),

qui est (2.29). O

2.2.1 Solution analytique
Pour le probleme les conditions au bord sont non locales
u(l,t) = 0,u.(0,t) = uy(1,t),¢t € [0,7].
Le probléme spectrale associé au probleme
—X"=XX,X(1)=0,X'(1) = X'(0), (2.31)

n’est pas auto-adjoint. Alors les fonctions propres ne forment pas une base orthonormée de
L*(0,1).

Comment obtenir une base orthonormée de fonctions propres ?

Par l’obtention d’un systéme biorthogonal de fonctions pour I'espace L*(0, 1). Rappelons-nous
que deux ensembles de fonctions S; et S, de L?(0, 1) forment un systéme biorthogonal s'il existe
une application bijective entre eux telle que

1
/ fig; = 0ij, (2.32)
0
ou f; € S1, 9; € Ss et §;;, est le fonction delta de Kronecker.
Le systeme biorthogonal nous permet d’écrire la solution du probleme inverse en fonction des
fonctions propres et fonction propres associées du probleme adjoint de (2.31).

Une suite {z,} -, dans un espace de Hilbert H est dite une suite de Riesz s’il existe des
constantes 0 <c<C <oo telles que

) [eS)
e _lan* < 1> anr
n=1 n=1

pour toute suite de scalaires {a,} - dans l'espace

2 {( ) e Rt Y Janl? < oo}'
n=1

2 )
N
n=1

Une base de Riesz pour un espace de Hilbert H est une suite de Riesz, qui est libre dans H et
qui est génératrice de 1'espace H.
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La clé dans la détermination de la distribution de température et la source inconnue pour le
systeme est de le choix d'une base spéciale pour I'espace L?(0, 1) comme suit

{21 — 2), {4(1 — x)cos2mnx} | {4sin2mnx} " }. (2.33)

n=1"
Dans ([8]]), il est demontré que l’ensemble des fonctions (2.33) forment une base de Riesz
pour l'espace L?(0,1). Comme d’habitude, I'idée est de décomposer les fonctions inconnues
u(z,t), f(z) en termes de la base comme suit

u(z,t) = 2up(t)(1 —z) + Z U1, (1)4(1 — x)cos(2mnx) + Z Ugp (t)4sin(2mnx), (2.34)
n=1
flz)=2f(t)(1 —x) + Z fin(D)4(1 — x)cos(2mnx) + Z fon(t)4dsin(2mnx), (2.35)
n=1

ol ug(t), urn(t), u2n(t), fo, fm et fon sont a déterminer.
L’ensemble de fonctions (2.33) n’est pas orthogonale et dans [86] un ensemble de fonctions
donnée par

{1,{cos2mnz} " |  {xsin2mnz} >}, (2.36)

est obtenu qui avec (2.33) forment un systeme bi-orthogonal de fonctions.

Dg, (ton (t) — U2, (0)) — 4ndu, (t) + 47 n*0us, (t) = fon, (2.37)
Da (uln( ) - uln(o)) + 47T2n25u1n(t) = flna (238)
Dg, (uo(t) —uo(0)) = fo. (2.39)

Depuis 51 = t*/T'(1 + o) et pour 0 < o < 1,15 Dg, (uo(t) — uo(0)) = uo(t) — uo(0) alors la
solution de I’équation (2.39) est

fot®

ol =T 1 a)

+ 9(0). (2.40)

On pose que A := 472n?0,F(t) = F{lfjf;) + u1,,(0) alors I’équation (2.38) peut étre écrit comme
uln(t) + )\Ig+uln(t) - F(t),

et en utilisant le lemme la solution de I'équation (2.38) est donnée par

f1n04 ¢ a—1 . .
wnlt) = T / (t— 0" (i Nt + w1 (0)ea(t: N (2.41)

Remarquant que I"équation (2.37) peut s’écrire
Ugn (t) + Mg, uan(t) = h(t),

ot h(t) :== I8 (fon + 4wndui,(t)) + u2,(0), donc sa solution en vertu du lemme [2.1|est
0+

Uogp (1) = /Dt B (t — t)eqa(t; N)de 4+ h(0)eq (t; M), (2.42)
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Commeh(0) = ug,(0) et

d (6%
= Dy (fon + dmndu,(1)) .
De I’équation (2.41), nous avons
—a flna —a [pa— —a
D(l]+ U (t) = mDé+ [t T xeq(sN)] + uln(O)D(l]+ ealt; ) (2.44)

depuis Dy “eq(t; ) = eqalt; M), 0l eq 5(t; A) := t° E, 5(—At*), par conséquent I'équation (2.42)
devient

Uop (1) = /o s(t — )eq(t; N)de + ugn (0)eq(t; ), (2.45)

ol nous avons

a—1

= —afln atl v e u e =
s(t) = 4nmd (F(l -~ a)t + aal(t, \) + u1,(0) a,a(la)‘)) + onF(a)

Les constantes inconnues sont us,(0), u1,(0), u(0), fon, finetfo. Afin d’obtenir ces inconnues,
nous utilisons les températures initiales et finales comme indiqué en (2.38)

2up(0)(1 —x) + Z u1,(0)4(1 — z)cos(2mnz) + Z Un (0)4sin(2mnz) = 2¢o(1 — x)

n=1

+ Z G124(1 — x)cos(2mnx) + Z Gandsin(2mn),
n=1 n=1

2uo(T)(1 — ) + Z u1n(T)4(1 — x)cos(2mnz) + Z Ugn (T)4sin(2mnz) = 2p0(1 — x)

n=1

+ Z ©1,4(1 — z)cos(2mnx) + Z Yandsin(2mn).

n=1 n=1

Par identification, nous obtenons

U2, (0) = Pan, 10 (0) = P1n, uo(0) = o, (2.46)
Uz (T) = Pan, Urn(T) = @1n, uo(T) = o, (2.47)

ol ¢, P1n, PanelPo, Pin, Pon sont les coefficients de I'expansion en série dans la base (2.33) des
fonctions ¢(z) et p(z), respectivement. En termes de base biorthogonale (2.36) ce sont

1 1 1
Yo = / o(x)dx, 1, = / o(x)cos(2mnx)dx, pa, = / o(x)xsin(2rnx)dr,
0 0 0

1 1 1
qSO:/O qﬁ(a:)dw,¢1n=/0 (,b(:IJ)COS(Q?TnI)d%@n:/O ¢(z)zsin(2mnz)dz,
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En vertu de (2.40),(2.41), (2.42), et les conditions (2.47) nous avons les expressions des inconnues

f07 flnetf2n-
D’apres (2.40) et (2.46)) ,(2.47) nous avons :

 JoI?
Alors
fo=T(1+a) VOT_Q%} . (2.48)

D’apres (2.41) et (2.46) , (2.47) nous avons :

—M ' — )% e, (¢ L+ u ea(T;
uln(T) = )/0 (T ) a( ,A)d + 1n(0) a(T7)‘)'

I'l+
Alors
fin = D(a+1) | —Pin = Pmealt: V) (2.49)
fo — 1) leyde
D’apres (2.45) et (2.46) , (2.47) nous avons :
T
Uon(T) = / s(T = v)ea(t; N)de 4 ug, (0)eq (T ),
0
ol nous avons mis
. CVfln a+1 Ta_l
S() =t ST (T 0) + 0 0)c0a (1) + fon s
Alors
fon | P20 — Pomea(T,N) — fOT s(T — t)eq(t, N)du (250
() fOT(T — 1) ey (L, N)de ’
ou

s(t) = 4dnmo (%t““ * €aa(ty A) + U1 (0)eqa (1, )\)> :

Le terme source inconnu et la distribution de la température pour le probléme (ILI) sont donnés
par la série (2.34) et (2.35), ou les inconnues u(0), u1,(0), uz,(0) sont calculés a partir de (2.46),
alors que fo, fin, fonsont donnés par (2.48)-(2.50).

2.2.2 Existence de la solution

Supposons que p(z) € C*0,1] soit tel que ¢'(0) = ¢'(1),¢"(0) = ¢"(1). Comme cpm est le
coefficient du cosinus de Fourier expansion de la fonction () par rapport a la base (2.36), a
partir de (2.46) 'expression de u;,(0) peut s’écrire

uln(O):/O o(x)cos(2mnx)dx,
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qui a intégré par parties quatre fois donne

u1,(0) = ;/0 ©*(z)cos(2mnx)dz,

16m4ns
1
16m4ns Pin:

ou 7, est le coefficient de I’expansion de Fourier cosinus de la fonction ¢*(z) par rapport a la
base (2.36) .De méme, nous obtenons

1
U2 (0) = W@éw

Ot 3, est le coefficient de la transformée de Fourier sinus de la fonction * par rapport a la

base (2.36).

L'ensemble des fonctions {¢1,, ¢3,n = 1,2,...} est borné par la supposition que nous avons
¢(z) € C*[0,1], et en raison de lainégalité

[e.9]

Y k) < [l @) e i=12

n=1

ce qui est vrai par 1'inégalité de Bessel de la série trigonométrique. De méme, nous avons pour
o(x) € C*0, 1] 'ensemble des fonctions ¢7,, ¢35, n = 1,2, ... est bornée et

Y @) < 16 @)]a i= 1.2
n=1

Les fonctions Mittag-Leffler e, (¢;7) et e, g(t;7) pour i > 0et 0 < o < 1,0 < a < f < 1 sont
respectivement fonctions completement monotones (voir [23] page 268). De plus, nous avons

Eap(ut®) < M.t € [a,b];
ol [a, b] est un intervalle fin aveca?0, et
t
/ (t —0)* "B, s(M*)de < 00
0

La solution u(z, t) devient

u(z,t) = 2(1-2) (%ﬂ%)

1+«
T e ealt; A) + at ea(t; N) | 4(1 — x)cos(2mnz)
— 1 1 + a) 1674n4 )
(i _r . i |
+ Zl (167r3 S€a1-a(t; A) + f2n T —a) * eq(t; \) + TG ea(t; )\)) 4sin(2mn),
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2.2.3 Unicité de la solution

Dans la section suivante, nous montrerons 1'unicité de la solution.
Supposons que{u;(z,t), fi(x)}, {us(z,t), fo(z)}sont deux ensembles de solutions du probleme
inverse pour le systeme (TII).
Définissez (x,t) = uy — uy et f(z) = fi — f» alors le La fonction u(x,t) satisfait 'équation et
les conditions aux limites suivantes (voir [15, page 68]).

D8+ (ﬂ(fL’,t)) - 5ﬂxx(x>t) = 7(1’), (.T,t) € QTa
u(x,0) = o(z), u(z,T) = p(x), x € [0,1], (2.51)
u(1,t) =0, u,(0,t) =, (1,1), t €10,77.

En utilisant les propriétés du systéme biorthogonal (2.33) -(2.36) , nous avons

1
U= | ulz t)de 252
o= [t s 252)
1
Eln:/ u(z,t)cos(2mnz)dz, (2.53)
0
et
1
ﬂzn:/ u(x, t)xsin(2mnx)dz. (2.54)
0
Ressemblent,
1
fo= [ f(z)dz, 2.55
fo= [ Taa 2.55)
1
71n:/ f(x)cos(2mnz)dz, (2.56)
0
et
1
7%:/ f(x)xsin(2mnx)ds. (2.57)
0

Prenant lg dérivé .fractionnair'e Dg, sous le signe intégral de 1'équation (2.52), en utilisant (2.51)),
(2.55) et I'intégration par parties, nous obtenons

Dg (t) = fo (2.58)
avec les conditions aux limites
Uo(0) = 0,7e(T) = 0. (2.59)
La solution du probleme (2.58) est
t* —
u =—fo; 2.60
UO(t) F(]_—i-Oé)fO, ( )
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en tenant compte des conditions aux limites(2.59) , on obtient
fo=0 = Ty(t)=0. (2.61)

Prenant le dérivé fractionnaire Df, sous le signe intégral de 'équation (2.53) puis en utilisant

2.51), et I'intégration par parties, on obtient

D, Uy + N = [, (2.62)
les conditions aux limites associées sont

U1, (0) = 0,71, (T) = 0. (2.63)

La solution du probleme (2.62) est

Uin(t) = €anlt,A) * f1,.
En utilisant nous avons
fin=0 = U,{t)=0,(n=1,2---). (2.64)
De la méme maniere a partir de (2.54), on obtient I'équation
D Tz (t) + 4> 7Tz () = [, (2.65)
les conditions aux limites associées sont
U2y, (0) = 0,72, (T") = 0. (2.66)
En tenant compte de u,,,(t) = 0 alors la solution de 1’équation est satisfaisante
Uon(t) = €aalt,\) * fo.
en utilisant nous avons

for=0 = Tp(t)=0,(n=1,2---). (2.67)

Pour tout ¢t € [0,77, les fonctions u(z,t) et f(z) sont orthogonales au systeme des fonctions
données en (2.36), qui forment la base de 1'espace L*(0, 1), par conséquent,

u(r,t) =0, f(z)=0.
Alors la solution du probleme est unique .
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CHAPITRE 3

ETUDE NUMERIQUE DU PROBLEME
INVERSE FRACTIONNAIRE

@ ans ce chapitre, nous présentons la méthode des différences finies et définons le schéma
numérique (schéma explicite et schéma implicite, schéma Crank-Nicolson),ainsi nous
cherchons la soltuion approche de probléme inverse frationnaire avec condition périodique
et quelques exemples numériques .
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3.1 La méthode de différence finie

Parmi les méthodes de résolution, la méthode des différences finies, qui repose sur deux no-
tions : la discrétisation des opérateurs de dérivation différentiation par différences finies d"une
part, et la convergence du schéma numérique ainsi obtenu d’autre part.En effet Un probléme
aux dérivées partielles nécessite la donnée de :

¢ D’un domaine

*¢ D’une équation aux dérivées partielles
*¢ De conditions aux limites

*¢ De conditions initiales

Nous utilisons la méthode de différence finie avec un prophete correcteur approche de tayp
c’est suggére dans (voir [23]). Appliquez cette méthode au probleme (T).
Le schéma donne

Lou(z + hyt) = u(@, t) + hug(z,t) + B, (2,1).
2. u(x — h,t) = u(z,t) — hu.(x,t) + %um(x, t).

u(x + h,t) — 2u(x,t) +u(x — h,t
@@ v, = MO =N )

3. u(x, t+ 1) = u(x,t) + tu(z, t).
4. u(z,t — 1) = u(x,t) — tuy(z, t).

(a) Schéma centere
u(z, t+ ) —u(z, t — 1)

2L

B) — () = v =
(b) Schéma a droit

u(z,t+ 1) —u(z,t)

:>U't:

(c) Schéma a gouche

u(z,t) —u(z, t — L).

@iut:

On note ' ‘ ‘
U((L’Z‘,tj> = ug, G(ZE“ t]) = Gi, (,0((131) = §0i7 b(tj) = b]
II'existe trois schéma

1. Schéma explicite
Appliquer ce probleme

j+1 J J J J
o T b Uiy — 2u; + Uy Ve
L h? ’
1 . A oo A A A
Jj+1 J _ J J J J
Z(Uz —uj) = ﬁ(uiﬂ —2uj +uj_,) + G
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2. Schéma implicite

Loga o U 1 1 1
“(uT =) = ?(uﬁl — T T+ GO
L
3. Schéma Crank-Nicolson

donne par :(explicite+implicite) /2 alors

1 . . . 1 . .
—(ul ™ —u}) = 2hQ(bJ+bJ“) [y = 2u] +uiy) + (uliy = 20 + 2] + 5 (GI+GTT)

3.2 Schéma explicite du probleme inverse

Nous subdivisons les intervalles [0,1] et [0,7] en M, et M, sous intervalles des longueure
égales h = et 1 = 3 . Alors nous ajoutons deux lignes z = 0 et # = (M, + 1)h Nous
choisissons l’arrangement d’original de schéma explicite ,que est absolument stable et a un
deuxiéme ordre exactitu dans tout les deux & et ¢ . Le schéme explicte pour (2.2)-(2.5)

up = b(t) gy + G(2,1),0 <2 < 1,0 <t < T,
w(0,t) = u(1,t),u.(0,t) = u.(1,1),

est comme suit

i 7z Wit N n2 Wi—1
uly = ug
Ujl = UMy+1 3.1)
= g = Uy, — Uy,
\u? = Pi-

Oul <i < M, et0 < j < M, sont les indices pour des étapes spatials et des pas étapes temps
jrespectivement  u(w;,t;) = ul, Fxi,t;) = F/, o(x:) = ¢, b(t) = b et w; = ih, t; = j. Equation
linéaire de systéeme du forma M X Mtde I'équation (2.2)

With = AW7 .G, (3.2)
On a .
u]
1
u
W] = Ué Jj = 07 17 Mt
ufwz
Alors
u(l) ©1
Ug ©2
wo—=| ug = ©3
U%@ P M,
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3.3. EXEMPLES ET DISCUSSION NUMERIQUES
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[ 1 -2\
A

A= 0

Tels que A = hQ,j:(),l,...Mt.

A
1—2A

A

0
A

1—-2X A

A

A

1—2) |

Maintenant,construisons le mécanisme corrigeant le prévision . D’abord , multiplication (2.2)
pres z de 0 a 1 et en utilisant(2.4) et (2.5) , nous obtenons

E'(t) — [ 2G(x,1)
b(t) (L) (3.3)
L'approximation de différence finie de est:
B Gy |
M+1 U,
Ou B = E(ty), (Gin) = [, 2G(z,t)dz,j = 0,1,... M, pour j = 0,
[Elf (Gin) } h
b = . (3.5)

PMz+1 — PM,

Et les valeurs de ¢; , nous aident a commencer notre calcul .Dénotez les valeurs de v/ ,u{ ,
a l'étape d’itération de /(¥ ,u/(®) respectivement .Dans le calcul numérique , puisque le pas

de l'étape de temps est trés petit , nous pouvons prendre v/ 10 = pi W HOi = o5 =
0,1...,M,;i=0,1...,M,.D’abord a/*'¢*1) de la formule
BB (G
j+1(s+1) _ L
4 o J+1(s) _ j+1(s) ) (3.6)
Unty+1 M,
Alors a partir (3.1) de nous obtenons
z(ui“ —uj) = ﬁ(ugﬂ —2uj +uj_y) + G
WFO Z g0 RO _ g g1
3.3 Exemples et discussion numériques
Exemple 3.1. considérer le probleme inverse () , avec
3;‘—;‘ = af(t )g— F(z,t) ,(z,t) € Dr,0 < a <1,
u(0,8) = u(L, 1), us(0,1) = us(1,1) ¢ € [0,7], 0
u(z,0) = ( ) 0<z=<1,
fola:u de=E(t) 0<t<T.
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FIGURE 3.1 - représentation graphique de a(t) a t=0.01
Tels que
a(t) = cos(t)
b(t) = t* ta(t)
F(z,t) —(2m)2(t! = t*eos(t))e 2T
G(z,t) = —2m)2(1 —t* 'cost)e @ sin(2mx)

o(r) = sin(2mx)
z € [0,1],t€[0,T].

Pour o = ll—oet t = 0.01 ,alors la solution exacte est

u(z,t) = e gin(2mz).

— 1let,— L
Onpose h = 55 et = 555
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EIB T T | | | T T T T
: : : : : : | —— solution approche

o| ——saolution exacte

08 | a | i i i a | i

FIGURE 3.2 - solution exacte et solution approchée schéma explicite pour t=0.01
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Conclusion générale

Dans ce mémoire,on a établi des résultats de 1’existence et I'unicité associés a étude analy-
tique et numérique de deux problémes inverses avec dérivée fractionnaire.

v Dans la premiere partie du mémoire,étude analytique et numérique de problémes in-
verses fractionnaire suivant

Pu—at)os + F(z,t) ,(v.t)€Dr.0=a=<1,
w(0,8) = u(1,1),u,(0,) = up(1,8) € [0, 7],
u(z,0) =p(z), 0<z<1

fol zu(z,t)de = E(t) 0<t<T.

1y

Ce probleme inverse a été étudié des points de vue tant théorique et numérique .Dans
la partie théorique du papier, les conditions pour l’existence , unicité, pour le problemes
inverses avec dérivée fractionnaire.Dans la partie numérique ,la sensibilité de I'explicte
arrangement de différence finie combiné avec une méthode itération avec les exemples a
été illustrés.

v Dans la deuxiéme partie du mémoire,nous avons établi un résultat I’existence , 1'unicité
de un probléme et détermination d’un terme source inconnu et distribution de la tempé-
rature pour I'équation de la chaleur linéaire impliquant une dérivée fractionnaire dans le
temps .

Dy (u(z,t) = u(x,0)) = Suge (2, 1) = f(2), (x,1) € Qr,
u(z,0) = ¢(x),u(z,T) = ¢(x), x € [0,1], (III)
u(1,t) = 0,u.(0,1) = u,(1,1), t € 10,77
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Résumé
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ans ce mémoire, nous avons étudié le probleme inverse de I’équation de la chaleur avec li-

mite périodique et intégrale de conditions de surdétermination linéaire avec dérivée frac-
tionnaire , nous avons démontré une relation entre la dérivée normale et la dérivée fraction-
naire, nous l’appliquons a 1'équation de la chaleur puis nous examinons 1’existence et 1'unité
de la solution du probleme inverse et démontré 1'existence d’un point fixe de schauder pour
une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de Banach . Ensuite ,on déter-
mination d’un terme source inconnu pour 1'équation de la chaleur un dérivé fractionné dans le
temps . Pour l'aspect numérique, nous avons utilisé la méthode de différence finie de schéme
explicte .

Mots-Clés : Dérivée fractionnaire, Probléeme inverse, I’existence , 'unicite, méthode de
différence finie, Théoreme du point fixe de schauder.

n this thesis, we studied the inverse problem of the equation of heat with periodic limit and

integral conditions of linear overdetermination with fractional derivative, we have demons-
trated a relation between the normal derivative and the fractional derivative we apply it to the
equation of heat and we examine the existence and the unity of the solution of the inverse pro-
blem and demonstrated the existence of a fixed point to schaude for a continuous function on a
compact convex in a Banach space, determination of an unknown source term for the equation
of heat a derivative fractioned in time. For the numerical aspect, we used the finite difference
method of explicit schema.

Keywords : Fractional derivative, inverse problem, the existence,the unicite, finite difference
method, fixed-point theorem of Schauder.
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