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:الملخص  

وذلك ضلية لفريدهولم التفا-ددي التقريبي للمعادلة التكامليةالهدف من هذه المذكرة هو ايجاد الحل الع

قدمنا بعض الأمثلة للتحقق من  الى ذلك، بالإضافة .النوع الرابع بيشافباستعمال كثير الحدود  لتشي

 فعالية الطريقة المقترحة. 

 الكلمات المفتاحية:

تشيبيشاف لالرابع  كثير الحدودالتفاضلية لفريدهولم من النوع الثاني, -المعادلات التكاملية  

Résumé : 

Le but de ce mémoire est de trouver la solution approchée de l’équation 

intégro-différentielle de Fredholm en utilisant la méthode de collocation 

basée sur les polynômes de Tchebychev du quatrième espèce. De plus, 

quelques exemples sont donnés pour vérifier l’efficacité de la méthode 

proposée. 

Mots clé : 

 Equation intégro-différentielle de Fredholm, polynôme de Tchebychev, 

méthode de collocation 

Abstract: 

The aim of this memory is to find the approximate numerical solution of 

second-kind Fredholm integral-differential equation using the collocation 

method with the fourth-kind Chebychev polynomials. Additionally, 

Presenting some examples to verify the effectiveness of the proposed 

method. 

Keywords: second-kind Fredholm integral-differential equation, Fourth-

kind Chebychev polynomials. 
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Introduction

Introduction
Les équations de Fredholm sont un type d’équations intégrales-différenielles nommées

d’aprés le mathématicien suédois Erik Fredholm qui a vécu au XIXe siècle.Fredholm

a introduit de nombreuses idées fondamontales dans la théorie des équations intégrales-

différenielles‚représentant un développement important en mathématiques appliquées . Ces

équations sont utilisées dans de nombreux domaines tels que la physique mathématique‚

l’ingénierie et les sciences naturelles en général ‚et comprennent de nombreuses applica-

tions dans des domaines tels que thermodynamique ‚la théorie des vibrations.

L’équations intégrales-différenielles de fredholm sont d’une grande importance en math-

ématiques appliquées en raison de leur capacité à représenter des phénomènes qui dépendent

de l’histoire‚de la mémoire et de l’interaction entre les variables.

Dans ce travail‚Nous concentrerons sur la résolution numérique d’équation intégro-différenielle

de Fredholm du second espèce de la forme suivante :

ϕ(m) (x)−
∫ b

a

k (x‚t)ϕ (t) dt = f (x) , a ≤ x ≤ b, m ≥ 1

Avec les conditions initiales :

ϕ(r) (a) = αr‚ r = 0, ...,m− 1

où ϕ(m) (x) désigne la dérivée d’ordere m de la fonction inconnue ϕ (x) , k (x‚t) et f (x)

sont des fonctions connues‚En utilisant la méthode collocation avec le quatrième polynôme

de tchebychev.

Ce mémoire contient quatre chapitres :

Le premier chapitre: contient des définitions de base et des outils mathématiques néces-

saires pour une bonne compréhension du problème traité‚tels que les espaces fonctionnelles

(espaces vectoriels normés, espaces de Banach et espaces de Hilbert) et les opérateurs tels

que (opérateurs linéaires, opérateurs bornés, opérateurs compacts et opérateurs integraux).

Le deuxième chapitre: contient des généralités sur les équations intégrales et intégro-

différentielles, En abordant également certaines solutions analytiques des équations intégro-

différenielles de Fredholm : La méthode de décomposition d’Adomian et la méthode des

solutions sous la forme de série.
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Introduction

Le troisième chapitre: présente une étude sur la résolution numérique des équations

intégro-différentielles de Fredholm‚En utilisant la méthode de collocation basée sur les

polynômes de tchebychev du quatrième espèce‚Divers exemples sont égalment présentés

pour vérifier l’effi cacité de la méthode proposée.
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Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

Dans ce chapitre, il est trés utile d’aborder la définition de quelques espaces fonctionnelles

tels que (espaces vectoriels normés,espaces de Banach et espaces de Hilbert) et la définition

de quelques opérateurs tels que(opérateur linéaire,opérateur borné ,opérateur compact,

opérateur integraux)

1.1 Notions sur les espaces fonctionnelles:

1.1.1 Espaces vectoiels normés:

Dans la suite k = R ou k = C

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur k, une norme sur E est une application

‖.‖ : E −→ R+ qui satisfait les propriétés suivantes:

Pour tous x, y ∈ E, et pour tout λ ∈ k‚
1-‖λx‖ = |λ| ‖x‖ ( la norme est dite positivement homogène).
2 ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (inégalité triangulaire)

3- x ∈ E, ‖x‖ = 0 si et seulement si x = 0

Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni d’une norme.
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1.1. Notions sur les espaces fonctionnelles:

1.1.2 Espaces de Banach:

Définition 1.1.2 (Suite de Cauchy). Soit E un espace vectoriel normé .on dit que (xn)est

une suite de Cauchy si :

∀ε > 0‚∃N > 0‚∀n‚m ≥ N on a ‖xn − xm‖ < ε

Définition 1.1.3 Soit (E, ‖.‖) un espace vectoriel normé. On dit que E est un espace

complet si toute suite de Cauchy dans E converge.

Définition 1.1.4 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

1.1.3 Espaces de Hilbert:

Définition 1.1.5 Soit E un espace vectoriel sur k(k = R ou C) .On appelle produit scalaire

sur E toute application 〈., .〉 : E × E −→ k qui satisfait les propriétés suivantes:

Pour tous α, β ∈ k et u, v, w ∈ E.
1- 〈αu+ v, w〉 = α 〈u,w〉+ 〈v, w〉 ,
2- < u, u > ≥ 0 , et < u, u > = 0 si et seulement si u = 0,

3- < u, v >=< v, u >

4-Si k = C : < u, v >= < v, u >

Définition 1.1.6 Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est dit espace euclidien ou

préhilbertien.

Remarque 1.1.1 On peut définir une norme induite par :

‖u‖ =
√
〈u, u〉

qui est appellée norme euclidienne ou norme de Hilbert.

Exemple 1.1.1 L2([a, b]) l’espace des fonctions de carées intégrables est un espace de Hilbert

muni d’un produit scalaire défini par:

Pour tout f, g ∈ L2([a, b]) : 〈f, g〉 =

∫ b

a

f(x)g(x)dx.
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1.2. Notions sur les opérateurs:

1.2 Notions sur les opérateurs:

1.2.1 Opérateurs linéaires :

Définition 1.2.1 Soient E et F deux espaces normés‚un opérateur A : E → F est dit

linéaire s’il vérifie les conditions suivantes :

• Condition additive: ∀ϕ1‚ϕ2 ∈ E‚on a A(ϕ1 + ϕ2) = A(ϕ1) + A(ϕ2)

• Condition homogène: ∀ϕ ∈ E‚λ ∈ k = (R ou C)‚on a A (λϕ) = λA (ϕ) .

1.2.2 Opérateurs bornés :

Définition 1.2.2 Un opérateur linéaire A : E → F est dit borné s’il existe une constante

C > 0‚telle que:

Pour tout x ∈ E, ‖A (x)‖F ≤ C ‖x‖E ‚ .

1.2.3 Opérateurs compacts :

Définition 1.2.3 Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace normé

F‚on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G ⊂ E à un

ensemble relativement compact A (G) dans F .

Autrement dit‚la ferméture A (G) est compacte.

Définition 1.2.4 (Ensembles relativement compacts ).Un ensemble G ⊂ E est relativement

compact si pour toute suite (xn) de G ‚il existe une sous suite
(
xn(k)

)
qui converge dans F

1.2.4 Opérateurs intégraux :

Définition 1.2.5 On appelle opérateur intégral linéaire tout opérateur linéaire A défini sur

un espace normé E à valeurs dans un espace normé F donné sous la forme

Aϕ (x) =

∫
G2

k (x‚y)ϕ (y) dy‚ x ∈ G1

où k(x‚y) est une fonction mesurable définie sur un ensemble mesuré G1 × G2 et ϕ (y)

est une fonction mesurable défini sur G1.

k(x‚y) s’appelle le noyau de l’opérateur intégral A.
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Chapitre 2

Généralités sur les équations

intégrales et les équations

intégro-différentielles

2.1 Equations intégrales

2.1.1 Equations intégrales de Fredholm :

Définition 2.1.1 la forme générale de l’équation intégrale linéaire de Fredholm du premier

espèce est: :
b∫

a

k (x‚t)ϕ (t) dt = f (x) , a ≤ x, t ≤ b

Définition 2.1.2 la forme générale de l’équation intégrale linéaire de Fredholm du second

espèce est :

ϕ (x)− λ
∫ b

a

k (x, t)ϕ (t) dt = f (x) , a ≤ x, t ≤ b

Où ϕ (x) est la fonction inconnue‚Le noyau k (x‚t) et la fonction f (x) sont des fonctions

donnés‚les bornes d’intégration sont constantes‚λ est un facteur connue.
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2.2. Equations intégro-différentielles

2.1.2 Equations intégrales de Volterra :

Les équations de volterra sont un cas particulier d’équations intégrales de Fredholm il suffi t

de le noyau k (x‚t) = 0 pour x < t

Définition 2.1.3 la forme générale d’équation intégrale linéaire de Volterra du premier

espèce est : ∫ x

a

k (x, t)ϕ (t) dt = f (x) , a ≤ x ≤ b

Définition 2.1.4 la forme générale d’équation intégrale linéaire de Volterra du second es-

pèce est :

ϕ (x)− λ
∫ x

a

k (x, t)ϕ (t) dt = f (x) , a ≤ x ≤ b

2.1.3 Equations intégrales de Volterra-Fredholm :

L’équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm est une forme spécifique d’équation inté-

grale qui combine à la fois les opérateurs de Volterra et de Fredholm.

Définition 2.1.5 la forme générale d’équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm est :

ϕ (x) = f (x) + λ1

∫ x

a

k1 (x‚t)ϕ (t) dt+ λ2

∫ b

a

k2 (x‚t)ϕ (t) dt‚ x ∈ [a‚b]

où k1 (x‚t) et k2 (x‚t) sont les noyaux de l’équation.

2.2 Equations intégro-différentielles

Une équation intégro-différentielle est une équation composée de deux opérations intégrales

et différentielles dont la fonction inconnue est ϕ.
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2.2. Equations intégro-différentielles

2.2.1 Equations intégro-différentielles de Fredholm :

Définition 2.2.1 La forme générale de l’équation intégro-différentielle de Fredholm est :

m∑
i=0

Pi(x)ϕ(i) (x) = f (x) + λ

∫ b

a

k(x, t)ϕ (t) dt (2.2.1)

avec les conditions initiales

ϕ(i) (a) = αi, 0 ≤ i ≤ m− 1

où ϕ(i)(x) indique la iième dérivée de ϕ (x) et Pi(x), k(x, t) et f(x) sont des fonctions connues

et λ un paramètere non nul, et ϕ(x) la fonction inconnue.

Exemple 2.2.1 L’équation  ϕ′ (x) = 12x+
∫ 1

0
ϕ (t) dt

ϕ (0) = 0.

est une équation intégro-différentielle de Fredholm du premier ordre.

et l’équation  ϕ′′ (x) + ϕ′ (x) = x− sin(x) +
∫ π

2

0
xtϕ (t) dt

ϕ (0) = 0, ϕ′ (0) = 1

est une équation intégro-différentielle de Fredholm du second ordre

2.2.2 Equations intégro-différentielles de Volterra :

Définition 2.2.2 L’équation intégro-différentielle de Volterra est donnée par la forme suiv-

ante :
m∑
i=0

Pi(x)ϕ(i) (x) = f (x) + λ

∫ x

a

k(x, t)ϕ (t) dt (2.2.2)

avec les conditions initiales

ϕ(i) (a) = αi, 0 ≤ i ≤ m− 1

où ϕ(i)(x) indique la iième dérivée de ϕ (x) et Pi(x), k(x, t) et f(x) sont des fonctions

connues et λ un paramètere non nul,et ϕ(x) la fonction inconnue.
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2.2. Equations intégro-différentielles

Exemple 2.2.2 L’équation ϕ′ (x) = x−
∫ x

0
(x− t)ϕ (t) dt

ϕ (0) = 0

est une équation intégro-différentielle de Volterra du premier ordre, et l’équation ϕ′′ (x) = −x+
∫ x

0
(x− t)ϕ (t) dt

ϕ (0) = 0, ϕ′ (0) = −1.

est une équation intégro-différentielle de Volterra du second ordre.

2.2.3 Equations intégro-différentielles de Volterra-Fredholm :

Définition 2.2.3 L’équation intégro-déffi rentielle de Volterra-Fredholm est donnée par la

forme suivante :

m∑
i=0

Pi(x)ϕ(i) (x) = f (x) + λ

∫ x

a

k1(x, t)ϕ (t) dt+ λ

∫ b

a

k2(x, t)ϕ (t) dt (2.2.3)

avec les conditions initiales

ϕ(i) (a) = αi, 0 ≤ i ≤ m− 1

où ϕ(i)(x) indique la iième dérivée de ϕ (x) et Pi(x), k1(x, t), k2(x, t) et f(x) sont des

fonctions connues et λ un paramètere non nul,et ϕ(x) la fonction inconnue.

Exemple 2.2.3 L équation intégro-différentielle : ϕ′ (x) = 1 +
∫ x

0
(x− t)ϕ (t) dt+

∫ 1

0
xtϕ (t) dt

ϕ (0) = 1

est une équation intégro-différentielle de Volterra-Fredholm du premier ordre.
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2.3. Résolution analytique des équations intégro-différentielles de Fredholm :

2.3 Résolution analytique des équations intégro-différentielles

de Fredholm :

Il existe plusieurs méthodes analytiques pour résoudre les équations intégro-différentielles

de Fredholm du second espèce . Nous nous concentrerons sur les méthodes suivantes :

La méthode de décomposition d’Adomian et la méthode des solutions sous forme de

série.

2.3.1 La méthode de décomposition d’Adomian :

La méthode de décomposition d’Adomian (ADM) a été introduite et développé par George

Adomian, L’ADM fournit la solution sous forme d’une série infinie de composantes. L’idée de

la méthode de décomposition d’Adomian consiste à transformer l’équation intégro-différentielle

de Fredholm en une équation intégrale.

Considérons l’équation intégral-différentielle de Fredholm du second ordre :

ϕ′′ (x) = f (x) +

∫ b

a

k (x‚t)ϕ (t) dt (2.3.1)

Avec les conditions initiales

ϕ (0) = a0‚ϕ′ (0) = a1 (2.3.2)

En intégrant les deux cotés de (2.3.1) de 0 à x deux fois, nous obtenous :

ϕ (x) = a0 + a1x+ L−1 [f (x)] + L−1(

∫ b

a

k (x‚t)ϕ (t) dt) (2.3.3)

où les condition initiales sont utilisées‚et L−1 est un opérateur intégral double‚ϕ (x) est

exprimée comme :

ϕ (x) =
∞∑
n=0

ϕn (x) (2.3.4)

En substutions (2.3.4) dans (2.3.3) on trouve:
∞∑
n=0

ϕn (x) = a0 + a1x+ L−1 [f (x)] + L−1(

∫ b

a

k (x‚t)
∞∑
n=0

ϕn (t) dt)) (2.3.5)

8



2.3. Résolution analytique des équations intégro-différentielles de Fredholm :

d’où

ϕ0 (x) + ϕ1 (x) + ϕ2 (x) + ... = a0 + a1 (x) + L−1 [f (x)] + L−1(

∫ b

a

k (x‚t)ϕ0 (t) dt)) +

L−1(

∫ b

a

k (x‚t)ϕ1 (t) dt) + L−1(

∫ b

a

k (x‚t)ϕ2 (t) dt)) + ......

notez que‚ϕ0 (x) est défini par tous les termes qui ne sont pas inclus sous le signe intégral‚

c’est-à-dire :

ϕ0 (x) = a0 + a1(x) + L−1 [f (x)]

ϕj+1 (x) = L−1(

∫ x

a

k (x‚t)ϕj (t) dt)‚ j = 0, 1, ...

En utilisant (2.3.4)‚la série obtenue converge vers la solution exacte.

Exemple 2.3.1 Considérons l’équation intégro-différentielle de Fredholm

ϕ′ (x) = −1 + 24x+

∫ 1

0

ϕ (t) dt, avec ϕ (0) = 0 (2.3.6)

Notez que l’intégrale du coté droit est équivalente à une constante .

En intégrant les deux cotés de l’équation (2.3.6)de 0 à x‚nous obtenous

ϕ (x)− ϕ (0) = −x+ 12x2 + x(

∫ 1

0

ϕ (t) dt))

Avec les conditions iniiales

ϕ (x) = −x+ 12x2 + x(

∫ 1

0

ϕ (t) dt) (2.3.7)

Que ce soit:

ϕ (x) =

∞∑
n=0

ϕn (x) (2.3.8)

Mettre (2.3.8) dans (2.3.7) donne

∞∑
n=0

ϕn (x) = −x+ 12x2 + x(

∫ 1

0

ϕ (t) dt)

9



2.3. Résolution analytique des équations intégro-différentielles de Fredholm :

Les composantes ϕj‚j ≥ 0 de la fonction ϕ (x) peuvent etre déterminées en utilisant la

relation de récurrence

ϕ0 (x) = −x+ 12x2‚

ϕj+1 (x) = x(

∫ 1

0

ϕ (t) dt)‚ j = 0, 1, ...

Cela donne

ϕ0 (x) = −x+ 12x2

ϕ1 (x) = x

[∫ 1

0

ϕ0 (t) dt

]
=

7

2
x

ϕ2 (x) = x

[∫ 1

0

ϕ1 (t) dt

]
=

7

4
x

ϕ3 (x) = x

[∫ 1

0

ϕ2 (t) dt

]
=

7

8
x

Par conséquent‚La solution sous forme de série est donnée par

ϕ (x) = −x+ 12x2 +
7

2
x(1 +

1

2
+

1

4
+ ...)

on a

1 +
1

2
+

1

4
+ ... = 2

ce qui donne la solution exacte :

ϕ (x) = 12x2 + 6x

2.3.2 La méthode des solutions sous forme de série :

La méthode des séries est une méthode utile qui découle principalelement de la série de

Taylor pour les fonctions analytiques pour l’équation intégro-différentielle de Fredholm.

Définition 2.3.1 Une fonction réelle ϕ (x) a une resprésentation en série de Taylor:

ϕ (x) =
n∑
k=0

ϕ(k) (b)

k!
(x− b)k (2.3.9)
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2.3. Résolution analytique des équations intégro-différentielles de Fredholm :

On appelle une fonction analytique si elle a dérivées de tous les ordres de telle sorte que

la série de Taylor en tout point (b) dans son domaine converge vers ϕ (x) dans un voisinage

de (b) .

Pour simplifier‚la forme générique de la série de Taylor à (b = 0)est donnée comme suit

:

ϕ (x) =

∞∑
n=0

anx
n (2.3.10)

Nous supposerons que l’équation intégro-différentielle de Fredholm :

ϕ(m) (x) = F (x) + λ

∫ b

a

k (x‚t)ϕ (t) dt ‚ϕ(j) (0) = aj‚0 ≤ j ≤ m− 1 (2.3.11)

Est analytique et possède donc une série de Taylor de la forme donnée dans(2.3.10)‚où

les coeffi cients an seront déterminés de manière récurrente.

En utilisant l’équation (2.3.10) dans l’équation (2.3.11)‚on obtient

(
∞∑
n=0

anx
n )(m) = T [f (x)] + λ

∫ b

a

k (x‚t) (
∞∑
n=0

ant
n)dt (2.3.12)

Cela équivaut à

(
a0 + a2x+ a3x

2 + .....
)(k)

= T [f (x)] + λ

∫ b

a

k (x‚t)
(
a0 + a2t+ a3t

2 + ....
)
dt (2.3.13)

où T [f (x)] est la série de Taylor pour f (x)

Aprés avoir effectué l’intégration dans le membre de droite de l’équation (2.3.13)‚Nous

compraons les coeffi cients des puissanves de (x)des deux côtées.

Exemple 2.3.2 Considérons l’équation intégro-différentielle de Fredholm :

ϕ′ (x) = 4x+

∫ 1

−1

(x− t)ϕ (t) dt, avec ϕ (0) = 2 (2.3.14)

En utilisant la méthode des séries.

Soit

ϕ′ (x) = (
∞∑
n=0

anx
n)′ (2.3.15)

Insérer(2.3.15) dans (2.3.14)donne.

∞∑
n=0

nanx
n−1 = 4x+

∫ 1

−1

((x− t)
∞∑
n=0

ant
n)dt (2.3.16)

11



2.4. Polynômes orthogonaux

a0 = 2 à partir des conditions initiales données. L’évaluation de l’intégrale du côté droit

donne :

a1+2a2x+3a3x
2+... = −2

3
a1−

2

5
a3−

2

7
a5−

2

9
a7...+(4+2a0+

2

3
a2+

2

5
a4+

2

7
a6+...)x (2.3.17)

En comparant les coeffi cients des puissances semblables de x dans les deux côtés de

l"équation (2.3.17)‚on obtient:

a1 = 0‚a2 = 6, an = 0‚n ≥ 2

La solution exacte est donnée par :

ϕ (x) = 2 + 6x2

où nous avons utilisé a0 = 2 à partir de la condition initiale

2.4 Polynômes orthogonaux

Les polynômes orthogonaux sont un ensemble de fonctions orthogonales par rapport à

une certaine fonction de poids sur un domaine spécifique‚ils sont largement utilisés pour

résoudre les équations différentielles et intégrales‚ainsi que pour paratitionner les fonctions

en un ensemble de fonctions facilement solubles‚Des exemples de polynômes orthogonaux

incluent les polynômes de Legendre‚les polynômes de Tchebychev les polynômesd’Hermite

les polynômes de Laguerre et autres.

orthogonalité :

Le produit scalaire entre deux fonction f (x) et g (x) défini par l’intégrale :

〈f.g〉 =

∫ b

a

w (x) f (x) g (x) dx

où w (x) > 0‚et pour a ≤ x ≤ b.

C’est la généralisation de l’idée d’un produit scalaire de deux vecteurs de dimention fini

a un dimention infinie.

Si le produit scalaire égale à 0‚nous disons que les deux fonctions f (x) et g (x) sont

orthogonales.
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2.4. Polynômes orthogonaux

2.4.1 Polynômes de Tchebychev :

Les polynômes de Tchebychev sont largement utilisés dans le domaine de l’analyse numérique‚noamment

pour l’interpolation ‚l’approximation de fonctions et les méthode numériques basées sur les

quadratures.

Polynômes de Tchebychev de première espèce Tn:

Les polynômes de Tchebychev de première espèce Tn (x) sont définis sur l’inervalle [−1‚1]

récursivement comme suit

T0 (x) = 1, T1 (x) = x,

Tn = 2xTn−1 (x)− Tn−2 (x)‚ n ≥ 2

Le terme générale est:

Tn (x) =
n

2

(n2 )∑
k=0

(−1)k
(n− k − 1)!

k! (n− 2k)!
(2x)n−2k ,

Les première polynômes sont

T0 (x) = 1

T1 (x) = x

T2 (x) = 2x2 − 1

T3 (x) = 4x3 − 3x

T4 (x) = 8x4 − 8x2 + 1

T5 (x) = 16x5 − 20x3 + 5x

Polynômes de Tchebychev de deuxième espèce :

Les polynômes de Tchebychev de deuxième espèce sont également définis sur l’inervalle

[−1‚1] et notés Un (x)‚Ils sont définis récursivement comme suit :

Un (x) =

(n2 )∑
k=0

(−1)k
(n− k)!

k!n (n− 2k)!
(2x)n−2k

13



2.4. Polynômes orthogonaux

U0 (x) = 1, U1 (x) = 2x,

Un+1 (x) = 2xUn (x)− Un−1 (x)

Les première polynômes sont :

U0 (x) = 1

U1 (x) = 2x

U2 (x) = 4x2 − 1

U3 (x) = 8x3 − 4x

Polynômes de Tchebychev de troisième espèce :

Les polynômes de Tchebychev de troisième espèce sont définis par la relation :

Vn (x) =
cos
(
n+ 1

2

)
θ

cos
(

1
2
θ
) ‚x = cos (x)

Vn (x) = 2xVn−1 (x)− Vn−2 (x)‚pour n ≥ 2

Les première polynômes sont :

V0 (x) = 1‚

V1 (x) = 2x− 1‚

V2 (x) = 4x2 − 2x− 1‚

V3 (x) = 8x3 − 4x2 − 4x+ 1‚

V4 (x) = 16x4 − 8x3 − 12x2 + 4x+ 1

V5 (x) = 32x5 − 16x4 − 32x3 − 12x2 + 6x− 1‚

Polynômes de Tchebychev du quatrième espèce

les polynômes de Chebyshev de quatrième espèce sont des polynômes orthogonaux par

rapport à la fonction de poids w(x) =

√
1− x
1 + x

,défini par :
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2.4. Polynômes orthogonaux

∀x ∈ [−1, 1] ,Wn(x) =
sin(n+ 1

2
)θ

sin( θ
2
)

, x = cos(θ)

et la relation de récurrence

W0 (x) = 1,W1 (x) = 2x+ 1

Wn (x) = 2xWn−1 (x)−Wn−2 (x)‚ n = 2‚3...

Ainsi, les premiers polynômes de Chebyshev du quatrième espèce sont donnés ci-dessous

:

W0 (x) = 1

W1 (x) = 2x+ 1

W2 (x) = 4x2 + 2x− 1

W3 (x) = 8x3 + 4x2 − 4x− 1

W4 (x) = 16x4 + 8x3 − 12x2 − 4x+ 1

W5 (x) = 32x5 + 16x4 − 32x3 − 12x2 + 6x+ 1

15



Chapitre 3

Résolution numérique des équations

intégro-différentielles de Fredholm:

3.1 La méthode de collocation de Tchebychev du qua-

trième espèce

On considère l’équation integro-différenielle de Fredholm de la forme:

ϕ(m) (x)−
∫ b

a

k (x‚t)ϕ (t) dt = f (x) , a ≤ x ≤ b, m ≥ 1 (3.1.1)

avec les conditions initiales :

ϕ(r) (a) = αr‚ r = 0, ...,m− 1 (3.1.2)

où ϕ(m) (x) désigne la dérivée d’ordere m de la fonction inconnue ϕ (x) , k (x‚t) et f (x)

sont des fonctions connues.

En intégrant m fois les deux côtés de l’équation (3.1.1) de a à x‚Nous obtenons :

∫ x

a

...

∫ x

a︸ ︷︷ ︸
mfois

ϕ(m) (x) dx...dx−
∫ x

a

...

∫ x

a

.(

∫ b

a

k (x, t)ϕ (t) dt)dx...dx =

∫ x

a

...

∫ x

a

f(x)dx...dx︸ ︷︷ ︸
mfois

(3.1.3)

D’où :
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3.1. La méthode de collocation de Tchebychev du quatrième espèce

ϕ (x)−
∫ x

a

...

∫ x

a

(

∫ b

a

k (x‚t)ϕ (t) dt)dx...dx = ϕ (a) +

∫ x

a

ϕ′ (a) dx+ ...+

∫ x

a

...

∫ x

a︸ ︷︷ ︸
m−1

ϕ(m−1) (a) dx...dx

+

∫ x

a

...

∫ x

a

f(x)dx...dx︸ ︷︷ ︸
mfois

(3.1.4)

ϕ (x)−
∫ x

a

...

∫ x

a

.(

∫ b

a

k (x‚t)ϕ (t) dt)dx...dx = G(x) + F (x) (3.1.5)

où :

F (x) =

∫ x

a

...

∫ x

a

f(x)dx...dx︸ ︷︷ ︸
mfois

, et

G (x) = ϕ (a) + ϕ′ (a) (x− a) +
ϕ′′ (a)

2
(x− a)2 + ...+

ϕ(m−1) (a)

(m− 1)!
(x− a)m−1.

=
m−1∑
r=0

1

r!
ϕ(r) (a) (x− a)r

=
m−1∑
r=0

αr
r!

(x− a)r

Donc‚la fonction approchée ϕ (x) de l’équation (3.1.1) exprimée sous la forme:

ϕ (x) ' ϕn (x) =
n∑
i=0

CiWi (x) (3.1.6)

où Wi (x) sont les polynômes de Tchebychev du quatrième espèce de degré i difini sur

[a‚b] et Ci coeffi cients à déterminier.

Substituant l’équation (3.1.6) dans l’équation (3.1.5) il vient:

n∑
i=0

CiWi (x)−
∫ x

a

...

∫ x

a

.(

∫ b

a

k (x‚t)
n∑
i=0

CiWi (t) dt)dx...dx = F (x) +G (x)

ou

n∑
i=0

Ci(Wi (x)−
∫ x

a

...

∫ x

a

.(

∫ b

a

k (x‚t)Wi (t) dt)dx...dx) = F (x) +G (x) (3.1.7)
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3.2. Exemples Numériques

L’équation (3.1.7) peut s’écrire :

Ψi (x)C = H (x) (3.1.8)

où

Ψi (x) = Wi (x)−
∫ x

a

...

∫ x

a

.(

∫ b

a

k (x‚t)Wi (t) dt)dx...dx

C = (C0, C1, ..., Cn)t, H (x) = F (x) +G (x)

Pour déterminer les coeffi cients inconnus Ci, i = 0, 1, ..., n, nous choisissons des points

de collocation  xj+1 = xj + b−a
n
, j = 0, 1, ..., n

x0 = a

Alors on obtient à un système linéaire de (n+ 1) inconue qui s’écrit sous la forme :

Ψi (xj)C = H (xj)

où

Ψ = (ψji) =


ψ00 ψ01 ... ψ0n

ψ10 ψ11 ψ1n

... ... ...

ψn0 ψn1 . ψnn

 , H(x) =


H(x0)

H(x1)

.

H(xn)

 , C =


c0

c1

.

cn



ψji = Ψi(xj), i, j = 0, 1, ...n

3.2 Exemples Numériques

Dans cette section nous allons traité quelques exemples pour résoudre les équations intégro-

différentielles linéaires de fredholm par la méthode de collocation basée sur les polynômes

de Chebychev du quatrième espèce.
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3.2. Exemples Numériques

Exemple 01.Considérons l’équation intégro-différentielle de Fredholm: ϕ′ (x) = 1− 1
3
x+

∫ 1

0
xtϕ (t) dt

ϕ (0) = 0

la solution exacte donnée par:

ϕex (x) = x

Table 01. Présente la solution approchée ϕapp obtenue par la méthode de collocation basé

sur les polynomes de Chebychev du quatrième espece, et l’erreur est calculée pour N = 10

Val dex ϕex (x) ϕapp Err.

0 0 -1.2049e-10 1.2049e-10

1.0000e-01 1.0000e-01 1.0000e-01 4.5593e-11

2.0000e-01 2.0000e-01 2.0000e-01 2.3646e-12

3.0000e-01 3.0000e-01 3.0000e-01 2.3857e-11

4.0000e-01 4.0000e-01 4.0000e-01 1.3541e-11

5.0000e-01 5.0000e-01 5.0000e-01 4.8850e-11

6.0000e-01 6.0000e-01 6.0000e-01 2.0922e-10

7.0000e-01 7.0000e-01 7.0000e-01 5.5070e-10

8.0000e-01 8.0000e-01 8.0000e-01 1.2050e-09

9.0000e-01 9.0000e-01 9.0000e-01 2.3617e-09

1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00 4.2745e-09
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3.2. Exemples Numériques

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
­0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

sol.exa
Sol.app
err

Exemple 02.Considérons l’équation intégro-différentielle de Fredholm: ϕ′′ (x) = ex − 4

3
.x+

∫ 1

0
xtϕ (t) dt

ϕ (0) = 1, ϕ′ (0) = 2,

la solution exacte donnée par:

ϕex (x) = x+ ex

Table 02. Présente la solution approchée ϕapp obtenue par la méthode de collocation

basé sur les polynomes de Chebychev du quatrième espèce, et l’erreur est calculée pour N = 8
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3.2. Exemples Numériques

Val dex ϕex (x) ϕapp Err.

0 1.0000e+00 1.0000e+00 4.0340e-11

1.2500e-01 1.2581e+00 1.2581e+00 1.4618e-11

2.5000e-01 1.5340e+00 1.5340e+00 5.7085e-12

3.7500e-01 1.8300e+00 1.8300e+00 1.6569e-11

5.0000e-01 2.1487e+00 2.1487e+00 1.5712e-11

6.2500e-01 2.4932e+00 2.4932e+00 4.1100e-12

7.5000e-01 2.8670e+00 2.8670e+00 1.2230e-11

8.7500e-01 3.2739e+00 3.2739e+00 1.9984e-11

1.0000e+00 3.7183e+00 3.7183e+00 4.2877e-12

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

sol.exa
Sol.app
err

Exemple 03.Considérons l’équation intégro-différentielle de Fredholm: ϕ′′ (x) = x− sin(x)−
∫ π/2

0
xtϕ (t) dt

ϕ (0) = 0, ϕ′ (0) = 1,
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3.2. Exemples Numériques

la solution exacte donnée par:

ϕex (x) = sin(x)

Table 03. Présente la solution approchée ϕapp obtenue par la méthode de collocation basé

sur les polynomes de Chebychev du quatrième espece, et l’erreur est calculée pour N = 10

Val dex ϕex (x) ϕapp Err.

0 0 -3.1019e-11 3.1019e-11

1.5708e-01 1.5643e-01 1.5643e-01 1.3601e-11

3.1416e-01 3.0902e-01 3.0902e-01 8.8316e-12

4.7124e-01 4.5399e-01 4.5399e-01 4.1558e-11

6.2832e-01 5.8779e-01 5.8779e-01 9.0774e-11

7.8540e-01 7.0711e-01 7.0711e-01 1.6019e-10

9.4248e-01 8.0902e-01 8.0902e-01 2.4473e-10

1.0996e+00 8.9101e-01 8.9101e-01 3.1939e-10

1.2566e+00 9.5106e-01 9.5106e-01 3.2048e-10

1.4137e+00 9.8769e-01 9.8769e-01 1.1650e-10

1.5708e+00 1.0000e+00 1.0000e+00 5.3516e-10
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3.2. Exemples Numériques

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
­0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
sol.exa
Sol.app
err

Exemple 04.Considérons l’équation intégro-différentielle de Fredholm: ϕ′′′ (x) = 5 ln 2− 3− x+ 4 cosh(x)−
∫ ln 2

0
(x− t)ϕ (t) dt

ϕ (0) = 0, ϕ′ (0) = 4, ϕ′′ (0) = 0

la solution exacte donnée par:

ϕex (x) = 4 sinh(x)

Table 04. Présente la solution approchée ϕapp obtenue par la méthode de collocation

basé sur les polynomes de Chebychev du quatrième espece, et l’erreur est calculée pour N = 6
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3.2. Exemples Numériques

Val dex ϕex (x) ϕapp Err.

0 0 -4.9951e-12 4.9951e-12

1.1552e-01 4.6313e-01 4.6313e-01 5.8522e-12

2.3105e-01 9.3244e-01 9.3244e-01 7.8544e-12

3.4657e-01 1.4142e+00 1.4142e+00 1.1978e-11

4.6210e-01 1.9149e+00 1.9149e+00 1.9106e-11

5.7762e-01 2.4411e+00 2.4411e+00 3.0026e-11

6.9315e-01 3.0000e+00 3.0000e+00 4.5423e-11

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
­0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

sol.exa
Sol.app
err
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Bibliographie Conclusion

Conclusion
Dans ce travail nous avons utilisé la méthode de collocation basée sur les

polynômes orthogonaux de Chebychev du quatrième espèce pour résoudre les

équations linéaires. integro-différentielles de Fredholm. Les résultats numériques

obtenus montrent un excellent taux de convergence même lorsque n augmente.

Ainsi, la méthode est précise, effi cace et performante pour la résolution des

équations intégro-différentielles de type Fredholm.
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