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INTRODUCTION GENERALE

Aujourd’hui, la théorie des ensembles flous (en anglais Fuzzy sets) est de
grande actualité, qui sert a représenté mathématiquement le manque de la précision
relative & certain classes d’objet et aussi cette théorie est une généralisation de
la théorie des ensembles classiques. En effet, le terme d’ensemble flou représente
la base théorique de la logique floue qui a été établie en 1965 par le professeur
L. Zadeh [20] de l'université de Californie de Berkeley. A cette époque la théorie
de la logique floue n’a pas été prise au sérieux, cette derniéres permet de traiter
des variables non exactes dont la valeur peut varier entre 0 et 1. Au début, cette
théorie a été appliquée dans des domaines non techniques, comme le commerce et
la médecine dont le but est de compléter les systémes experts et afin de leur donner
laptitude de prise de décision. En 1971 L. Zadeh [19] a définie les relations floues
notamment 'ordre flou partiel. Dés 1975, on trouve les premiéres applications
au niveau des systémes de réglage. A partir de 1985 ce sont les Japonais qui
commencent a utiliser la logique floue dans des produits industriels pour résoudre
des problémes de réglage et de commande. Récemment, une intense activité de
recherche a débuté afin d’introduire le principe du réglage par la logique floue en
Furope.

La notion de treillis a été introduite a la fin du 19 éme siécle par G. Boole, Ch.
S. Peirce et E. Schréoder [16] et aussi a été dévelpper par G. Birkhoff [2], B. A.
Davey et H. A. Periestley [5]. Cette notion qui est défini comme une structure
algébrique munie de deux opérations appelées borne inférieur et borne supérieur.
En 1990 Yuan et Wu [18] ont présentés les concepts des sous-treillis flous puis en
1994 Ajmal et Thomas [1] ont définis le consept des treillis flou. Plus récemment,
Chon [4] compte tenu 'ordre flou de L. Zadeh et il a proposé une nouvelle notion
des treillis flous, également il a fourni quelques résultats des treillis flous distributifs
et modulaires.

Les domaines d’applications de la théorie des ensembles flous sont trés nombreux,
on la retrouve en automatique, pour faire du commande et du régulation floue,
en robotique, pour faire la planification de trajectoire, en traitement d’image,
pour atténuer le bruit d’une image, pour faire de I'interpolation...etc, et aussi on
utilise les treillis flous dans le domaine d’électronique en particulier les circuits
électroniques intégrés.

L’objectif de ce travail est I’étude de quelques propriétés et caractéristiques des
relations d’ordres flous et précisément les treillis flous. Ce travail contient les
notions de base d’un sous-ensemble flou, un apercu sur les ordres flous et aussi
le développement de ces notions qui sont devenus comme des classes particuliers
des ensembles ordonnés flous ( treillis flous). Nous avons pensés a ce travail parce
que les décisions concernant l'information subjective comme les connaissances



approximatives ou incertaines sont trés difficile a juger, I’apparence du notion
"logique flou" sert a traiter cet difficulté puisque dans ce dernier une décision peut
étre a la fois vraie et fausse en méme temps avec un certain degré.

Ce mémoire s’organise en trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous allons
étudier les notions de base d’un sous-ensemble flou et ses propriétés principales.
Dans le deuxiéme chapitre, on donne des généralités sur les relations floues et on
va insister beaucoup sur les classes particuliers des relations floues notamment les
propriétés et les caractéristiques des ordres flous. Dans le troisiéme chapitre, on vu
les concepts de base des classes particuliéres des ensembles ordonnés flous et ses
différents caractérisations.



1 GENERALITES SUR LES SOUS-ENSEMBLES
FLOUS

Comparativement a la logique classique, les bases théoriques de la logique floue sont
établies de maniére & pouvoir traiter des variables inexactes de valeurs comprises
entre 0 et 1 et elle repose aussi sur la théorie des ensembles flous, par contre la
logique classique dont les variables ne peuvent prendre que les valeurs 0 et 1, la
notion d’appartenance a un ensemble flou est graduelle, c’est a dire q’un élément
peut appartenir, plus au moins fortement & cet ensemble.

Dans ce chapitre nous donnons des notions de base d’un sous-ensemble flou, et
on donne aussi quelque propriétés fondamentales de cet ensemble telle que les
caractéristiques, les opérations et les a-coupes du sous-ensemble flou.

Pour plus de détail voir [8], [7], [20].

1.1. DEFINITIONS DE BASE

Dans cette section, on donne un rappelle sur I’ensemble classique, I’ensemble flou
et quelques exemples d’illustrations. Pour un langage mathématique acceptable,
nous utilisons indifféremment le terme sous-ensemble flou et ensemble flou.

1.1.1. RAPPELS SUR LES ENSEMBLES CLASSIQUES

Dans ce qui suit on va définir I’ensemble classique qui est défini intuitivement par
plusieurs maniéres et ses opérations.

Un ensemble A de référence X est une collection d’objets, cet ensemble peut étre
définit par :

(i) L’écriture de tous ses éléments, dont les éléments sont aq,as, ..., a,, et on
écrit, A = {a1,az2,...,a,};

(ii) Une propriété ou des propriétés sont satisfaits par ses éléments, et on écrit,
A= {z| P(z)}. ot le symbole " | " désigne la phrase " telle que " et P(z)

n

une proposition de la forme " x a une propriété P "

(iii) Une fonction dite fonction caractéristique x4 qui prend la valeur 0 pour les
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éléments n’appartient pas & A et la valeur 1 pour ceux qui appartient & A :
xa:X —{0,1}
0 si z ¢ A
T +—
1 si x € A

Exemple 1.1. Soit X un ensemble des maladies chroniques, on peut définir
les sous ensembles classiques A, B par, A : les maladies héréditaires et B =
{diabéte, les hépatites virales, cancer, ...}.

Définition 1.1. (Opérations sur les ensembles classiques) Soient A et B
deux sous-ensembles de référence X.

e L’inclusion : A C B si et seulement si Vx € X, (x € A) = (z € B)
(c-a-d, xa(z) < xB(x)).

o L’égalité : A = B si et seulement si A C B et B C A (c-a-d,xa(x) =
X5(7)).

o Le complément : A°={x € X |z & A} c-a-d, xa-(x) =1 — xa(z).

e L’intersection : ANB={xe€ X |x €A et x€ B} ca-d, xanp(zr) =
min(xa(x), xz(x)).
On a AN A® = est appelé lois de non contradiction.

o L'union : AUB = {zx € X |z € A ou z € B} c-a-d, xaup(zr) =

max(xa(z), x5(x)).
On a AU A° = X est appelé lois de tiers exclu.

1.1.2. SOUS-ENSEMBLE FLOU

On va aborder la définition de sous- ensemble flou et quelques exemples qui le
exprimer.

Définition 1.2. (Sous-ensemble flou)|20] Soit X un ensemble de référence, un
sous-ensemble flou A (EF) de X est l’ensemble des couples

{(z,pa(x)) |z € X}.

Avec g est une fonction d’appartenance de X dans [0,1] et pa(x) qui représente
le degré d’appartenance de x dans A.

On note F(X) I'ensemble qui contient tous les sous-ensembles flous de X.

Exemple 1.2. Soient X = [6,8] et A désigne l’ensemble des nombres réels proche

a 7 sa fonction d’appartenance pa(zr) = A(x) = m, donc A est un sous-

ensemble flou de X (voir la Figure 1.1).
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Ax)

i 3

FI1GURE 1.1 — Diagramme triangulaire

Exemple 1.3. Soit X = [36,42] l'univers de discours qui exprime le degré de tem-
pérature d’un corps humain, une personne atteint d’hépatite présente généralement
les symptomes suivants :

(i) la personne a une forte fievre ;
(ii) sa peau présente une coloration jaune ;
(iii) il a des nausées.

On va €tudier maintenant le premier symptome ou bien la propriété « Avoir une
forte fievre » qui est indiqué par le degré de température.

Dans le cas classique (voir Figure 1.2) on définit l’ensemble classique A de X
associé a la propriété « Avoir une forte fievre » par

1 st z > 39,
xa(z) = .
0 sinon.

; LXA (x)

0.8
0.6
0.4

0.z

0 ———d
35 37 38 39 40 4 42

r
FIGURE 1.2

i.e, les personnes ont une température au plus de 39 sont systématiquement avoir
une forte fievre par conséquent atteignent d’hépatite, sans pour autant que ce
diagnostic soit logique.

Dans le cas flou la Figure 1.3 montre un diagnostic possible, on définit aussi le
sous-ensemble flou B de X qui associé a la méme propriété de A « Avoir une forte
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fievre » comme

0 st 36 <x <37,
pp(r) = 2he — 181 s 37 <z <41,

1 st 41 <x <42

E LHBEX:I

3% 37 38 39 a0 &1 2 -~ X

F1GURE 1.3 — Diagramme trapézoide

i.e, une personne a une température T de [36,42]
si pp(x) =1, donc la personne atteint d’hépatite .
st pup(x) = %90:1; — %, donc la personne patiente avec un degré d’hépatite .

si up(x) =0, donc la personne n’a pas d’hépatite.

1.2. LES CONCEPTS FONDAMENTAUX DES ENSEMBLES
FLOUS

Dans cette section, nous donnons les notions de base d’un sous-ensemble flou comme
les opérations, les caractéristiques d’un sous-ensemble flou, les a-coupes, produit
cartésien et projection des sous-ensembles flous. Finalement, on va abordé la notion
du norme et conorme triangulaire.

1.2.1. OPERATIONS SUR LES SOUS-ENSEMBLES FLOUS

Comme dans la théorie des ensembles classique, en théorie des ensembles flous,
il existe un certain nombre d’opérations, on étend ces opérations aux fonctions
d’appartenance des ensembles flous par quelque opérateur comme, min, max, ...
pour plus de détail voir [8], [21].

Pour deux sous-ensembles flous A et B de F(X) on a

e Inclusion on dit que A est inclus dans B, qu’on note alors A C B, si tout
élément x de X qui appartient & A appartient aussi & B avec un degré au
moins aussi grand (i.e, pa(x) < pp(x)).
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° Egalité on dit que deux sous-ensembles flous A et B sont égaux, si leurs
fonctions d’appartenance prennent la méme valeur pour tout élément x de X

(ie, pa(z) = pp(z)).

e Intersection de deux sous-ensembles flous A et B est ’ensemble flou consti-
tué des éléments de X affectés du plus petit des degrés avec lesquels ils
appartiennent & A et B, pour tout élément x de X on a AN B est donné par

pang() = min(pa(z), pp(z)).

e Union de deux sous-ensembles flous A et B est I’ensemble flou constitué des
éléments de X affectés du plus grand des degrés avec lesquels ils appartiennent
a A et B, pour tout élément x de X on a AU B est donné par paup(x) =

maz(pa(z), up(z)).

e Complément d’'un ensemble flou A noté A€ est le sous-ensemble flou consti-
tué des éléments x lui appartenant d’autant plus a A¢ qu’ils appartiennent
peu a A, pour tout élément = de X on a A€ est donné par pac(z) = 1—pa(x).

Exemple 1.4. (Cas fini) Un agent immobilier veut classer les maisons qu’ils
offrent a ses clients, un seul indicateur de confort de ces maisons est le nombre de
chambres a coucher en dedans.

Soit X ={1,2,3,4,...,10}, est l’ensemble des types disponibles de maisons décrites
par x ce dernier signifier le nombre des chambres dans une maison, et soient A et
B deuz sous-ensemble flous de X tel que le sous-ensemble A est « type confortable
d’une maison pour une famille a quatre personnes » et le sous-ensemble B est «
type grand d’une maison » on obtient

0.2), (2,0.5), (3,0.8), (4,1), (5,0.7), (6,0.3)} ;

A = {<17
B ={(3,0.2), (4,0.4), (5,0.6), (6,0.8), (7,1), (8, 1) }.

Ce qui donne

AN B ={(3,0.2),(4,0.4), (5,0.6), (6,0.3)}, représente la propriété « type confor-
table et grand d’une maison ».

AUB ={(1,0.2),(2,0.5), (3,0.8), (4, 1), (5,0.7), (6,0.8), (7, 1), (8, 1)}, représente la
propriété « type confortable ou grand d’une maison ».

A = {(1,0.8),(2,0.5), (3,0.2), (5,0.3), (6,0.7),(7,1), (8,1),(9,1), (10,1) }, repré-
sente la propriété « type n’est pas confortable d’une maison ».

B ={(1,1),(2,1),(3,0.8), (4,0.6), (5,0.4), (6,0.2), (9, 1), (10, 1) }, représente la pro-
priété « type n’est pas grand d’une maison ».

Exemple 1.5. (Cas infini) Soit X = R et soient A l’ensemble des réels plus
grand que 10 et B [’ensemble des réels proche a 11 sont caractérisés respectivement
par ses fonctions d’appartenances

0 st x <10,
pa(r) = o
(14 (x—10)"%)"" si = > 10.
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et

0 s2 «x <10,
pp() =

1+ (z—1D)"H"1 s 2 > 10.

Donc, on obtient AN B l’ensemble des réels plus grand que 10 et proche de 11
donné par sa fonction d’appartenance

0 s1 x <10,
min[(1+ (z —10)"2)"L (1 + (x — 1)) 7Y si x > 10.

panp(x) = {

Et AU B l’ensemble des réels plus grand que 10 ou proche de 11 donné par sa
fonction d’appartenance

paus(z) = maz[(14+ (2 —10)"2) "L (1 + (z —1)H 7], zeX.

Proposition 1.1. (Propriétés fondamentales des opérations)|8| Soit A, B,C €
F(X), on a les propriétés suivantes

AUB=BUA
Commutativité
ANB=BnNA
o (AUB)UC =AU (BUC)
Associativité
(ANB)NC=An(BNC)
Idempotente AuAd=A
ANA=A
AN (B =(ANB A
Distributivité N(BUC)=(ANB)U(ANC)

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
(AUB)® = A° N B°
(AN B)¢ = A°U B

Lois de De Morgan

Loi de non contradiction

(non wvalide) ANAc £
Lo de tiers exclu
(non wvalide) AUA# X

1.2.2. CARACTERISTIQUES D’UN SOUS-ENSEMBLE FLOU

Les caractéristiques d’un sous-ensemble flou A de référence X les plus utiles pour les
décrire sont celles qui montrent a quel point il différe d’un sous-ensemble classique
de X.

Définition 1.3. (Support d’un sous-ensemble flou)[14] Le support de A, noté

6
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Supp(A), est la partie de X sur laquelle la fonction de A n’est pas nulle
Supp(A) ={z € X | pa(z) > 0}.

Définition 1.4. (Noyau d’un sous-ensemble flou)|[14] Le noyau de A, noté
Noy(A), est ’ensemble des éléments de X pour lesquels la fonction d’appartenance
de A vaut 1

Noy(A) ={z € X | pa(x) = 1}.

Définition 1.5. (Hauteur d’un sous-ensemble flou)|7| La hauteur de A notée
H(A), est la plus grande valeur prise par sa fonction d’appartenance

H(A) = sup (1a(z)).

Définition 1.6. Le sous-ensemble flou A de X est normalisé si sa hauteur H(A)
est égale a 1.

Définition 1.7. (Cardinalité d’un sous-ensemble flou)|7| La cardinalité du
sous ensemble flou A de X, notée | A |, lorsque X est fini, est définie par

[Al= Y pala).

rzeX

Exemple 1.6. (Cas fini) Soit X = {a,b,c,d,e, f}, et soit le sous ensemble flou
A est donnée par A = {(a,0.6), (b,0.7), (c,0.4), (d,0.3), (e,0.8), (f,0.5)}. Alors
Supp(A) = X, H(A) =0.8, Noy(A) =0, | A |=3.3.

Exemple 1.7. (Cas infini) Soit B le sous-ensemble flou donné par la Figure 1.3

sur 'ensemble X = [36,42]. Alors
Supp(A) =]37,42], H(A) =1, Noy(A) = [41,42], | A | est infini.

1.2.3. REPRESENTATION D’UN SOUS-ENSEMBLE FLOU A PAR-
TIR DES SOUS-ENSEMBLES CLASSIQUES

En présence de connaissances imprécises représentées par les sous-ensembles |,
plusieurs raisons conduisent a rechercher les sous-ensembles ordinaires qui leur sont
associés.

LES a-COUPES ASSOCIEES A UN ENSEMBLE FLOU

Le a-coupe d’un ensemble flou A est un ensemble classique telle que ses éléments
appartient a ’ensemble flou A avec un degré au moins égal a «, c’est le passage le
trés important entre le cas classique et le cas flou car, elle est assurée la validité
des notions classiques en termes flous.
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Définition 1.8. (Le niveau de flou)[8| Pour un seuil o dans [0,1], on définit
le a-coupe du sous-ensemble flou A de X (ou sous-ensemble de niveau o associé
A) comme le sous-ensemble

Ao ={z € X | pa(z) > a}.
Dont la fonction caractéristique x a, est telle que : xa_(z) =1 si et seulement si
pa(r) > a.
Proposition 1.2. [8] Soient A et B deuzx ensembles flous. Alors
(i) (AUB)q = Aa U By;
(i) (AN B)y = Aq N By
(iii) A C B= A, C Bq;
(iv) Ay = Noy(A);
(v) Ay = X.

Exemple 1.8. Soit X ={1,2,3,4,5} et soient A et B deux sous-ensembles flous
de X telle que

A ={(1,0.7),(2,0.8), (3,0.4), (4,0.1), (5, 1) };
B = {(1,0.2), (2,0.5), (3,0.9), (4,0.4), (5,0.8)}.

Alors

AU B ={(1,0.7),(2,0.8),(3,0.9), (4,0.4), (5, 1) };
AN B = {(1,0.2),(2,0.5), (3,0.4), (4,0.1), (5,0.8)}.

Donc on obtient

Aoa={z € X/pa(z) > 04} = {1,2,3,5};
Bys = {x € X/pup(z) > 0.4} = {2,3,4,5}.

On obtient aussi

(AUB)o4={z € X/paup(x) > 0.4}

= Ao.4UBoy

— {1,2,3,5} U {2,3,4,5) = {1,2,3,4,5});
(AN B)osa={z € X/puanp(x) > 0.4}

= Ao.4N By

— {1,2,3,5} N {2,3.4,5} = {2,3,5).

Définition 1.9. (Le niveau strict de flou)[8] Pour tout niveau « de [0, 1], on
définit la a-coupe strict du sous-ensemble flou A comme le sous-ensemble

8
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A ={z € X | pa(z) > a}.
Remarque 1.1.
(i) Les niveaux stricts de flous ont les mémes propriétés que les niveaux de flous;

(i) Si o =0, le 0-coupe strict d’un sous-ensemble flou A coincide a la définition
d’un support c-a-d

A = Supp(A) = {z € X | pa(x) > 0},

(iii) Supp(A) = A° C Ay.

REPRESENTATION D’UN SOUS-ENSEMBLE FLOU A PARTIR DE
SES a-COUPES

La suite de toutes les a-coupes d’un sous-ensemble flou A le représente compléte-
ment. de facon imagée, on peut dire qu’il est "coupé en tranches" et qu’en possédant
toutes les tranches, on en posséde toute la substance. Plus généralement, il est
équivalent de connaitre la famille de toutes les a-coupes d’un sous-ensemble flou
ou de connaitre le sous-ensemble flou lui-méme.

Théoréme 1.1. (Théoréme de décomposition)[8| Tout sous-ensemble flou A
de l’ensemble de référence X est défini a partir de ses a-coupes pour tout élément
x de X :

pa(z) = sup (a.xa,(x)).
a€l0,1]

Démonstration Soit x € X, on suppose que pa(x) = 8 (8 € [0,1]) et x € A. Donc

pa(z) = B.xa,(x). Alors on obtient pa(z) < sup (a.xa,(z)). Réciproquement,
a€l0,1]
soit x € X pour tout niveau [ on a

{XA,;(ZB)Zl si pa(z) =B,
Xay(x) =0 si pa(z) <pB.

Donc
B.xas(w)=p si pa(z) > B,
B-xa,(®) =0 si pa(z) <pB.
Dans les deux cas on obtient, 3.x 4, () < pa(z). Cequiimplique que sup (a.xa, (7))
a€l0,1]
A ().

Par conséquent, pour tout z € X : pa(x) = sup (a.xa,(z)).
a€l0,1]

Exemple 1.9. Soit X ’ensemble de référence qui est défini dans I’Exemple 1.4
et soit A le sous-ensemble flou « type grand d’une maison », donné par A =
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{(3,0.2),(4,0.4),(5,0.6), (6,0.8), (7, 1), (8, 1)}
On a pour tout niveau o dans [0, 1]

A ={z € X/pa(z) > 1} ={7,8};
Aps ={x € X/pa(x) > 0.8} ={6,7,8};
Apo ={z € X/pa(x) > 0.2} ={3,4,5,6,7,8}.

On obtient donc

1a(3) =max(lx0,..,02x1,....,0x1)=0.2;
pa(4) =max(lx0,...,04x1,....,0 x 1) =0.4;
na(5) =max(lx0,..,06x1,...,0x1)=0.6;
pua(6) =max(lx0,...,08 x1,...,0x 1) =0.8;
ua(7) =max(l x1,...,0x 1) =1;
wa(8) =max(l x1,...,0x1)=1.

Ce qui fournit bien l’ensemble A.

1.2.4. PRODUIT CARTESIEN ET PROJECTION DES SOUS-ENSEMBLES
FLOUS

La description de tout systéme, fait généralement intervenir plusieurs univers de
référence. Lorsqu’on considére plusieurs ensembles de référence simultanément, on
construit un univers globale dont les diverses composantes sont les ensembles de
référence initiaux. Les caractérisations représentées par des sous-ensembles flous
que l'on définit sur cet univers global sont construites & partir des classes floues
des ensembles de référence initiaux.

Définition 1.10. (Produit cartésien des sous-ensembles flous)[8| Soient
des sous-ensembles flous Ay, As, ..., Ay, respectivement définis sur Xq, Xo, ..., X,
on définit leur produit cartésien A = A1 X Ag X ... X A,,, comme un sous-ensemble
flou de X de fonction d’appartenance définit pour toute x = (x1,...,x,) € X par

pa(x) = min(pa, (1), - pa, (Tn))-

Exemple 1.10. Soit X1 un ensemble d’animaux X1 = {chat, guépard, tigre} et
Xo un ensemble de choix de pays par température Xo = {chaud, froid}.

Le sous-ensemble flou Ay représente les choiz d’un individu que [’animal souhaiterait
a posséder et le sous-ensemble flou As représente ses choix au type de pays dans
lequel 'animal souhaiterait vivre telle que

Ay = {{chat,0.5), (guépard, 0.8), (tigre,0.3) }, As = {(chaud,0.9), (froid,0.1) }.

On obtient

10
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A1 x Ay = {{(chat, chaud),0.5), {(chat, froid),0.1), ((guépard, chaud),0.8),
((guépard, froid),0.1), ((tigre, chaud),0.3), {(tigre, froid),0.1)}.

Soit un sous-ensemble flou A définie sur un univers X; x X5 produit cartésien de
deux ensembles de référence X; et Xo

Définition 1.11. (Projection d’un sous-ensemble flou)|8| La projection sur
X1 de Uensemble flou A de X1 x Xo est l’ensemble flou Projx,(A) de X1, dont la
fonction d’appartenance est définit par

Vo1 € X1, fprojx, (4)(®1) = sup (pa(z1,x2)).
o€ Xo

On définit de fagon analogue la projection de A sur Xs.

Exemple 1.11. Soit X = X1 x X5 l’ensemble de référence telle que X1 et Xo
deux ensembles qui sont définis dans I’Exemple 1.10, on considére A1 X Ay = A
donné par A = {{(chat, chaud),0.5), ((chat, froid),0.1), ((guépard, chaud),0.8),
((guépard, froid),0.1),((tigre, chaud),0.3), {((tigre, froid),0.1)}.

Alors, on obtient

Projx,(A) = {{chat, maz (0.5,0.1)), (guépard, maz (0.8,0.1)), (tigre, maz (0.3,0.1))}
= {(chat, 0.5), (guépard, 0.8), (tigre,0.3) },

Projx,(A) = {(chaud, maz (0.5,0.8,0.3)), (froid, maz (0.1,0.1,0.1))}
= {(chaud, 0.8), (froid,0.1) }.

1.2.5. NORMES ET CONORMES TRIANGULAIRES

Les opérations d’intersection, d’union et de complémentation de sous-ensembles
flous habituellement employées peuvent étre remplacées par d’autres opérations
construites a l’aide d’opérateurs normes et conormes triangulaires qu’ont été
introduits par "Menger" [6]dans le domaine des espaces métrique ot la distribution
de probabilité qui sont utilisés pour décrire la distance entre deux éléments.
Schweizer et Sklar [17] ont fourni les axiomes des normes triangulaires comme ils
sont utilisés aujourd’hui.

Définition 1.12. (Norme triangulaire)|13] Une norme triangulaire (t-norme)
est une fonction T : [0,1] x [0,1] — [0, 1] vérifiant :

(1) Commutativité : Yo,y € [0,1],T(z,y) = T(y,x) ;

(i) Associativité : Vr,y,z € [0,1],T(x,T(y,2)) = T(T(x,y), 2) ;
(iii) Monotonie : Vx,y,z € [0,1],(z <y =T (z,2) <T(y,2);
(iv) Elément neutre 1 : Yz € [0,1],T(z,1) = x.

Définition 1.13. (Conorme triangulaire)[8| Une conorme triangulaire (t-
conorme) est une fonction S : [0,1] x [0,1] — [0, 1] vérifiant :

11
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(i) Commutativité : Vx,y € [0,1],S(z,y) = S(y, ) ;
(i1) Associativité : Vx,y,z € [0,1], S(x,S(y,2)) = S(S(z,y),2) ;
(iii) Monotonie : Vx,y,z € [0,1],z <y = S(x,2) < S(y,2);
() Elément neutre 0 : Va € [0,1], S(z,0) = .
Remarque 1.2.
(i) L’opérateur min satisfait ces propriétés donc on peut définir l'intersection de

deux sous-ensembles flous par 'opérateur t-norme AN B telle que pian, B =
T(,U’Aa /“’LB)7

(ii) L’opérateur max satisfait ces propriétés donc on peut définir 'union de deux
sous-ensembles flous par lopérateur t-conorme A Ug B telle que pausp =

S(pa,pB):

(iii) Soit T Une norme triangulaire, l’application S définit comme
S :[0,1] x [0,1] — [0, 1]

S(r,y)=1-T(1 —x,1—y)
FEst le dual t-conorme de T.

Définition 1.14. (L’opérateur négation)[8| Une négation est une fonction
N :]0,1] — [0, 1] vérifiait :

(i) NO)=1 et N(1) = 0;

(i) Monotonie Vz,y € [0,1],z <y = N(y) < N(x).

Remarque 1.3.

(i) Une négation N est dite négation strict si elle est strictement décroissante
c-a-d, x <y = N(y) < N(x);

(ii) Une négation strict est dit négation fort si elle est involutive c-a-d, N (N (z)) =
x.

Définition 1.15. (Dualité entre opérateurs)[8| Une t-norme T et une t-
conorme S sont dites duales pour la négation strict n si elles satisfaisant les
formules suivantes pour tous x ety de [0,1] :

S(z,y) = N(T(N(x), N(y)));
T(z,y) = N(S(N(z), N(y)))-

Exemple 1.12. Différentes normes et conormes triangulaires :

12
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t-norme t-conorme nom
min (z,y) max (z,y) Zadeh
max (z +y —1,0) min (z 4y, 1) Lukasiewicz
oy oty—zy—(1—7)zy Hamacher
Y+(1=7)(z+y—zy) 1—(1=7)zy (v > 0)
Ty r+y—1xy Probabiliste
1 1 Y
max (1 —(1—2)’+ (1 - y)p)fl’ ,O) min ((:Ep + yp);’ ,1) ager
(p>0)
) W eber
max ((x+y—14+Azy) /(1 +A),0) min (x + y + Azy, 1) > 1)
rsty=1 xsiy=20
ysiz=1 y siz =0 Drastique
0 sinon 1 sinon

Exemple 1.13. Soit X = {a,b,c}, soient A et B deux sous-ensembles flous de
X telle que A ={{a,0.2),(b,0.4),(c,0.8)}, B ={{a,0.9),(b,0.1),(c,0.5)}. On peut
utiliser les opérateurs de Lukasiewicz pour définit ['union et l’intersection par

(i) panrB(z) =T(pa, pp) = maz(palz) + pp(z) —1,0), Vo € X;
(it) pavss(w) = S(pa, np) = min(pa(z) + pp(z),1), Ve € X.
Alors on obtient
(i) Any B ={{a,0.1),(b,0), (c,0.3)};
(ii)) AUg B ={(a,1),(b,0.5),(c,1)}.
Remarque 1.4.

(i) L’opérateur min est la plus grande des t-normes telle que pour tout x et y
dans [0, 1] on obtient
T(x,y) < min(z,y).

Si Uopérateur t-norme vérifie lidempotence donc elle est coincide l’opérateur
min c.a.d pour tout x ety dans [0,1] on obtient

T(z,y) = min(z,y);

(i) L’opérateur max est la plus petite des t-conormes telle que pour tout x et y
dans [0,1] on obtient
maz(z,y) < S(z,y).

Si Uopérateur t-conorme vérifie l’idempotence donc elle est coincide l'opérateur

13
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max c.d.d pour tout x ety dans [0,1] on obtient
S(x,y) = maz(z,y);

(iii) Toute t-norme T et toute t-conorme S vérifient pour tout x ety dans [0, 1]
les inégalités suivantes

Tdmstique < T(:E? y) < mm(:v, y);

max(z,y) < S(x,y) < Sdrastique-

(iv) Tous les t-norme coincident dans les valeurs de bords de lintervalle [0, 1]
c-a-d,(0 et 1)

T(0,0) = T(1,0) = T(0,1) =0, T(1,1)=1;

(v) Tous les t-conorme coincident dans les valeurs de bords de l'intervalle [0, 1]
c-a-d, (0 et 1)

S(1,1) = S(1,0) = S(0,1) =1, S(0,0) = 0.
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2 GENERALITES SUR LES RELATIONS
FLOUES

Les relations floues sont d’une importance fondamentale dans presque tous les
sous-domaines de la logique floue et de la théorie des ensembles flous, ils sont
compris une modélisation préférentielle floue, mathématiques flou, inférence floue,
et plus encore. Dans le cadre générale, les relations floues sont des applications
du produit cartésien de domaines non vides vers l'intervalle d’unité ou un réseau
plus général de valeurs de vérité. Les relations floues doivent permettre plus de
flexibilité en acceptant de degrés de parenté intermédiaires.

2.1. RAPPELS SUR LES RELATIONS CLASSIQUES

Tout d’abord on va parler sur les notions de base d’une relation classique avec
quelques exemples.

Définition 2.1. (Relation classique) Soient X et Y deux ensembles non vides,
une relation binaire R entre deux ensembles X et'Y est une partie de X X Y. Pour
(r,y) € RC X xY, on note zRy.

Définition 2.2. ( Propriétés d’une relation classique)|3| Soit R une relation
binaire sur un ensemble non vide X (R une partie de X x X )
(i) R est réflexive & Vo € X, xRz ;
(ii) R est symétrique < Vr,y € X, 2Ry = yRz ;
(iii) R est antisymétrique < Vr,y € X, (zRy et yRx) = x =y ;
(iv) R est transitive < Vx,y,z € X, (zRy et yRz) = xR z.

Si R est réflexive, antisymétrique et transitive, R est une relation d’ordre sur X.
On dit que cette relation d’ordre est partielle et on la note =<, s’il existe au moins
deux éléments x,y € X tel que x ﬁ y ety 2 x, et on appelle le couple (X, =)
ensemble partiellement ordonné. Si pour tout x,y € X, x Xy ou y =X x la relation
d’ordre est dite totale ou linéaire, et le couple (X, =) est dit ensemble totalement
ordonné.

Si R est réflexive, symétrique et transitive, R est une relation d’équivalence sur X.

Exemple 2.1.
(1) La relation de divisibilité (xRy < x | y) est un ordre partiel sur N* ;
(2) L’ordre usuelle < est un ordre total dans les ensembles N, Z, Q, R;

(8) Pour n’importe quel ensemble la relation d’égalité (xRy < x = y) est réflexive,
symétrique, antisymétrique et transitive.

15
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Remarque 2.1. Usuellement la relation d’ordre R est remplacée par le symbole
ll< l/-

Définition 2.3. (Diagramme de Hasse)[3]| Soit (X, <) un ensemble ordonné
fini, on peut le représenter graphiquement par un diagramme de Hasse, qui est
un graphe non orienté (la réflexivité et la transitivité sont implicites) avec les
contraintes sutvantes

(1) Les sommets sont les éléments de X ;
(2) Six <y on place x plus bas que y sur le diagramme ;

(3) Six <y et qu’il n’a pas de z € X tel que v < z <y, on met une aréte entre
x ety.

Exemple 2.2. Le schéma suivante dans la Figure 2.1 désigne le diagramme de
Hasse de l’ensemble ordonné ({1,2,3,4,6,8,12},]).

ie 12
4 b
2 3

FIGURE 2.1 — Diagramme de Hasse de ({1,2,3,4,6,8,12},]).

2.2. LES RELATIONS FLOUES

Dans cette section, nous rappelons les définitions de base et quelques propriétés
des relations flous qui seront nécessaires tout au long de cette travail.

2.2.1. DEFINITIONS DE BASE DES RELATIONS FLOUES

Dans ce que suite on va abordé la définition d’une relation floue et son inverse avec
quelques exemples.
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Définition 2.4. (Relation floue)[19] Une relation floue R entre deuzx ensembles
de références X et'Y est un sous-ensemble flou de produit cartésien X XY, de
fonction d’appartenance ur : X xY — [0,1], ou simplement R(x,y) qui est
appelé le degré de relation entre x et y.

R ={{(z,y), R(z,y)) | (z,y) € X x Y}.

Cas particulier :

(i) Si X =Y, une relation floue R définit sur les deux univers X et Y est une
relation binaire floue définit sur X ;

(ii) Si X et Y sont finis, une relation floue R définit sur les deux univers X et YV
peut étre décrite par la matrice Mz des valeurs de sa fonction d’appartenance,
les coefficients de My indiqué sur la ligne x et la colonne y ayant pour valeur
R(x,y), pour tous x de X et y de Y.

Exemple 2.3. (Cas fini) Soit X = {1,2,3}, la relation R " Approzimativement
égale a " peut étre définie par :
R:1{1,2,3) x {1,2,3} — [0,1]
1 si z=uy;
(z,y) — R(z,y) = 1 0.8 si |z —y[=1;
03 si |z—y|l=2.

On peut la représenté par le tableau suivant

R(x,y) | 1 2 3
1 1 0.8 103
2 0.8 |1 0.8
3 03081

Exemple 2.4. (Cas infini) La relation floue R " x approrimativement égale a
3 " peut étre définie sur R x R par la fonction d’appartenance :

1
R(@3) = =

17
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FIGURE 2.2 — " x approximativement égale & 3 "

Définition 2.5. (L’inverse d’une Relation floue)[8| Soit R une relation floue
entre X etY, on définit Rt entre Y et X par

Ri(y,x) = R(x,y).

Rt est la relation inverse de R.

Cas particulier :
Si X et Y sont finis, la matrice Mgr: associée a 'inverse de la relation floue R est
la transposée de la matrice Mp.

Exemple 2.5. La relation inverse Rt de la relation binaire floue R qui est définie
dans ’Exemple 2.3 sur X = {1,2,3} on va le définie ce forme matricielle comme
ci-dessous

Ri(y,z) | 1 2 3
1 0.8 0.3
08 |1 0.8
03081

Remarque 2.2.
Les relations floues étant des cas particuliers des ensembles flous, toutes les pro-
priétés et les définitions qui concernent les ensembles flous sont applicables.

2.2.2. OPERATIONS SUR LES RELATIONS FLOUES

Etant donné deux relations floues R et S de X x Y.

Définition 2.6. [12]| Soit R et S deux relations floues, pour tous x, y dans X XY
on peut définir

1. R=8 < R(z,y) = S(z,y).

18
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2. RCS e Rx,y) <S(z,y).
5. RUS = {((z,y), maz(R(z,y), S(z,y)))} = {{(z,y), R(z,y) V S(z,y)) }-
4. RNS ={{(z,y),min(R(z,y), S(z,y)} = {{(z,y), R(z,y) A S(z,y))}-
5. R ={{(z,y),1 = R(z,y))}-

Exemple 2.6. Soient R et S deux relations floues sur X x X telle que X = {x,y, 2},
représentées par ses matrices Mr et Ms qui sont définis par les tableauzr suivants

R |z Y z S|z Y z
x |1 0.6 | 0.3 x 021040
y 041 0.2 y 0810111
z |0 051 z 10410 1

Les matrices Mpus et Myrns corresponds auz relations floues RUS et RNS sont

RUS | z Y z RNS | x Y z
T 1 0.6 | 0.3 T 0.2 ] 04

Y 08 |1 1 Y 041011 0.2
z 041051 z 0 0 1

La relation complémentaire est donnée par le tableau suivant

RE | x Y z
x 0 0.4 1] 0.7
06 |0 0.8
z 1 0510

Proposition 2.1. [12| Soient R, S, Q trois relations floues de X x'Y alors
1. RCS =R CSY
2. (RUS)! =R'USY
(RNS) =R NS
(RY)" =R;
RNEUQ)=(RNS)U(RNQ) et RUSNQ)=(RUS)N(RU Q);
RUSDOR, RUSDS, RNSCR, RNSCS;

SiROS etRDQ alors ROSUQ,
SITRCS et RCQ alors RCSNQO.

A S T S

Démonstration

1. Si R C S, alors R(z,y) < S(z,y), et on a R (y,z) = R(z,y) < S(z,y) =

S(y, ) pour tous z, y de X x Y. Donc, R* C S*.
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2. On a

(RUS) (y,2) = (RUS)(z,y)
=R(z,y) VS(z,y)
=R'(y,x) v S'(y,x)
= (R'USY(y, ).

De la méme maniére on démontre (RN S)! = R NS et (RY)! = R.

5. Nous utilisons que les opérations V, A satisfaisaient les propriétés de distri-
bution, on obtient

RN(SUQ)(z,y) = R(z,y) A(SUQ)(,y)
=Rz, y) A (S(z,y) V Q(z,y))
= (R(z,y) A S(z,y)) V (R(z,y) A Q(z,y))
= (RNS)(z,y) U(RNQ)(x,y)
(

De la méme maniére on démontre RUS O R, RUS D S, RNS C R, RNS C
S et aussi

SiROSet RO Q alors ROSUQ,

SiRCSetRCQ alors RCSNO.

2.2.3. COMPOSITION DES RELATIONS FLOUES

La connaissance de deux relations floues, I'une entre X et Y et autre entre Y
et Z permet d’établir une relation entre X et Z, comme dans le cas de relations
classiques.

Définition 2.7. [8] La composition de deuz relations floues R sur X xY et Q sur
Y x Z définit une relation floue S =R o Q sur X x Z de fonction d’appartenance
définie par :

V(z,2) € X x Z, S(x,2) = Slelg(min(R(x,y), Ay, 2))).

Remarque 2.3.
Cette définition correspond a celle classiquement utilisée, mais on peut remplacer le
minimum par une t-norme quelconque.

Exemple 2.7. Considérons les relations floues R C X xY et Q CY x Z définies
par ses tableauxr suivants
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Qy,z) | 21 | 22 | 23
R(z,y) | v1 | v2 | y3
(z,9) n 08020
T 0110310
Y2 0.2 1 0.6
T 0.8 |1 0.3
Y3 0510 04

Le composé des relations R et Q est le suivant

RoQ(z,2) | 21 | 22 | 23
T1 0.2 103103
To 0.8 |1 0.6

2.2.4. PROPRIETES PARTICULIERES DES RELATIONS FLOUES

Comme pour les relations classiques, on s’intéresse a certaines propriétés des
relations floues R définies sur X x X.

Définition 2.8. [8] Une relation floue R sur X x X est dite :
(i) Réflexive < Vr € X, R(z,x) = 1;
(i) Irréflexive < Vo € X, R(x,x) = 0;
(i1i) Non-réflexive < Jx € X, R(x,x) = 0;
(iv) Symétrique < Vx,y € X, R(z,y) = R(y, );
(v) Asymétrique < V(z,y) € X%, R(x,y) AR(y,z) =0, avec x # y;
(vi) Antisymétrique < Va,y € X, (R(x,y) >0) N (R(y,xz) > 0) alors, = =y;

(vii) Transitive < Vx,y,z € X, R 2 RoR c-a-d, R(x,z) > sup min{R(x,y), R(y, 2)};
yeX
(viii) Séparable < Vr,y € X, R(z,y) =1 alors, x = y.

Remarque 2.4. [10] Soit R une relation binaire floue réflexive. Alors la transi-
tivité peut étre reformulé par :
R est transitive < R(x, z) = sup min{R(z,y), R(y, z)}, pour tout z,y,z € X. En

yeX
effet, d’une part nous savons que R(x,z) > sup min{R(z,y), R(y, 2)}, pour tout
yeX
x,y,z € X. D’autre part, sup min{R(z,y), R(y,2)} > min{R(z,x),R(x,2)} =
yeX

min{l, R(x, z)} = R(x, z), pour tout x,y,z € X.

Définition 2.9. (Support d’une relation floue)|14] Soit R une relation floue
sur X, le support de R est I’ensemble classique Supp(R) de X? telle que

Supp(R) = {(z,y) € X x X [ R(x,y) > 0}.
Exemple 2.8. Considérons la relation floue R de X2 définie par le tableau suivant
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R |z Y z
z |1 0.3

y | 0.5 |1 0.8
z |0 09 |1

On définit Supp(R) par le tableau suivant

Supp(R) | = | y | =z
T 1111]0
Y 111
z 0111

Définition 2.10. (Les a-coupes d’une relation floue) Soit R : X? — [0,1]
une relation floue, un a-coupe de R est un sous ensemble classique (relation
ordinaire) R, de X?, telle que

Rule.y) 1 si R(z,y) = «
« x? =
Y 0 si R(z,y) < a.

Lemme 2.1. Soit R une relation floue sur X. Alors pour tout x,y dans X

R(z,y) = sup (a.Rq(z,y)).
a€l0,1]

Démonstration
FEvident d’aprés Théoréme 1.1

Exemple 2.9. Considérons la relation floue R de X? définie par sa tableau

R|lx |y z
z | 11]02]0.3
y | 0|1 0.4
z 010 1
On définit Rg.4 par le tableau suivant
Rosa |z |y |z
T 11010
Y 0111
z 01011

Done, Ro.4 est un ensemble classique (relation ordinaire) associé a la relation flou

R.

22



CHAPITRE 2. GENERALITES SUR LES RELATIONS FLOUES

2.3. CLASSES PARTICULIERES DES RELATIONS FLOUS

On s’intéresse dans cette section deux plus grands classes des relations floues I'une
ordonne les éléments d’un ensemble et ’autre faire une partition sont respectivement
la relation d’ordre flou et la relation d’équivalence floue, la différence principale
entre les deux classes c’est la symétrie et ’antisymétrie, pour plus de détails voir
[19] [21].

2.3.1. RELATION D’EQUIVALENCE FLOUE

Dans cette section, nous rappelons les définitions de base et propriétés des relation
d’équivalence floue et que cette derniére faire une partition sur un ensemble
quelconque.

Définition 2.11. Une relation d’équivalence floue E sur X est une relation floue
qui est :

(a) Réflexive, pour tout x € X, E(x,x) =1;

(b) Symétrique, pour tous x,y € X, E(x,y) = E(y,x) ;

(c) Transitive, pour tous x,y,z € X, E(x,z) > sug(min(E(x,y), E(y,z2))).
ye

Exemple 2.10. Soit X = {x1, x2, x3, T4, T5, e}, et soit E le sous ensemble
flou définit par le tableau suivant

E |21 |22 | 23 | x4 | 5 | X6
1 | 1 0.2 |1 0.6 | 0.2 ] 0.6
ro | 0.2 1 0.2 102]08]|0.2
r3 | 1 0.2 |1 0.6 | 0.2 ] 0.6
rg | 06]021]06 |1 0.2 ] 0.8
x5 1 02108102021 0.2
¢ | 0610210608021

Alors, E est une relation d’équivalence floue.

Définition 2.12. (L’arbre de partition) Soit P, la partition induite sur X par
la relation d’équivalence floue E, pour tout o dans [0,1], on dit que deuz éléments
x ety de X sont dans la méme bloc de P, si E(x,y) > «.

Exemple 2.11. Soit X = {x1, w2, x3, x4, x5, T} et soit E la relation d’équi-
valence floue qui est définit dans I’Exemple 2.10, on a l’arbre de partition de X
par E :

Définition 2.13. (Classes d’équivalences) soit E une relation d’équivalence floue
dans X = {x1, xa,..., Tn} caractérisé par une fonction d’appartenance E(x;, ;)
telle que i, j € {1,2,...,n}. Pour chaque x; on associée une classe d’équivalence
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{1,229, 23, 24,25, 26} Py
{1,273, 24,76} {z2,25} Pos
{x1,23} {x4, 26} {2, x5} Poys

A /\

{z1, 23} {za}  {we} {z2} {zs} Pa

F1GURE 2.3 — "L’arbre de partition de X par E "

E[x;] ou simplement [x;], cette classe est un sous-ensemble flou de X qui est
caractérisé par sa fonction d’appartenance pgy,)(v;) = E(x;, x;).

Exemple 2.12. Soit X = {x1, z2, x3, x4, T5, x¢} et soit E la relation d’équi-
valence floue qui est définit dans I’Exemple 2.10 on a

E[xl] = {(331, 1), (CBQ, 02), (1'3, 1), (.1'4, 06), (.Z'5, 02), (CB6, 06)} 5
Elzs] = {(21,0.2), (x2,1), (x3,0.2), (24, 0.2), (x5,0.8), (z¢,0.2) }.

2.3.2. RELATION D’ORDRE FLOUE

Le concept de l'ordre flou était introduit par la généralisation de la notion de
réflexivité, d’antisymétrique et de transitivité, en facilitant la dérivation de résultats
connus dans divers domaines et en stimulant la découverte de nouveaux.

Dans ce que suit nous devons définir plusieurs types fondamentaux de ’ordre flou
qui seront nécessaires tout au long de cette travail.

Définition 2.14. (L’ordre flou partiel)|4] Une relation floue R sur X est un
ordre flou partiel si les conditions suivantes sont vérifiées

(a) La réflezivité, pour tout x € X, R(x,z)=1;
(b) L’antisymétrie, pour tous x,y € X, (R(z,y) > 0) A (R(y,z) > 0) alors, x =
Yy

(¢) La transitivité, pour tous x,y,z € X, R(x,z) > sup(min(R(z,y), R(y, 2))).
yeX
Dans ce cas le couple (X, R) est dit ensemble ordonné flou ou bien ensemble

partiellement ordonné flou (poset flou).

Exemple 2.13. (Cas fini) Soit X = {a,b,c,d, e}, le sous ensemble flou R définit
sur X par le tableau suivant
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R|la|b|c|d e
a | 11000604
b 0] 1]0|06] 0.6
c |00 |1]0 0.6
d |0l0|0|1 0
e |0]0]01]0 1

Est un ordre flou partiel sur X.

Exemple 2.14. (Cas infini) Soit X = [0,1] et R est une relation floue sur X
définie par

1 s2 x=1y,
R(z,y) =<\ si x<y (A€][0,1]),
0 sinon.

Alors, R est un ordre flou partiel sur X.

Définition 2.15. (Pré-ordre flou)[19] Un pré-ordre flou R est une relation floue
dans X qui est réflexive et transitive.

Exemple 2.15. Soit X = {a,b,c,d}, le sous ensemble flou R définit sur X parle
tableau suivant

0.8 |1 0.8
021 0.2 | 0.2

&.QG‘Qﬁ
—_

06 109|061

Est un pré-ordre flou sur X.

Définition 2.16. (Ordre flou strict ) Un ordre flou strict R est une relation
floue dans X qui est irréflexive et transitive.

Exemple 2.16. Soit X = {a,b,c,d}, le sous ensemble flou R définit sur X par le
tableau suivant

0110 0.1 | 0.1

&.QQ“@Q

05109]06 |0

Est un ordre flou strict sur X.

Définition 2.17. (L’ordre flou total)|19] Une relation d’ordre floue total R
ou ordre linéaire flou est un ordre flou partielle sur X telle que pour tout x, y €

X, R(z,y) > 0 ou R(y,z) > 0. Dans ce cas le couple (X,R) est dit ensemble
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totalement ordonné flou ou bien une chaine floue.

Exemple 2.17. Soit R une relation flou sur X = {x,y, z} donné par

R|x |y z
z | 11]06] 0.6
y |0 0.4
z |01]0 1

R est un ordre flou total.

2.4. PROPRIETES ET CARACTERISATIONS DES ORDRES
FLOUS

Dans cette section, nous avons donner quelques propriétés de ’ordre flou partiel
ensuite on va caractériser une relation d’ordre flou en utilisant son niveau de flou,
notamment la caractérisation de cette relation a travers de son image et 'image
réciproque qui est resté un ordre flou partiel.

2.4.1. PROPRIETES FONDAMENTALES

Dans sous section, nous avons étudié quelques propositions qui montrent les diffé-
rents propriétés d’une relation floue partielle.

Proposition 2.2. [10] Soient (X,R) un ensemble partiellement ordonné flou et
x,y,z2 € X. Si R(x,y) >0 et R(y,z) >0, alors R(z,z) > 0.

Proposition 2.3. [10] Soient (X, R) un ensemble partiellement ordonné flou,
z,y,z € X et a €]0,1]. St R(x,y) > a et R(y,z) > «, alors R(z,z) > a.

Démonstration
Supposons « €]0, 1] tel que R(z,y) > aet R(y, z) > a. Donc min{R(z,y), R(y,z)} >
a, alors sup min{R(x,y), R(y,2)} > min{R(x,t), R(t,z)} > «, finalement par

yeX
la définition du transitivité floue on obtient R(x,z) > a.
Proposition 2.4. [4] Soit {r; : i € I} une famille des ordres flous partiels sur X.
Alors (X, 'ﬂjri) est un ensemble partiellement ordonné flou (poset flou,).

1€

Démonstration
On pose R = N r; c-a-d, R(z,y) = {{(z,y), min ri(z,y)) | 2,y € X}.
1€ 1€

(1) R est réflexive
Comme (7;);ecs est réflexive, alors pour touts i € I et z € X ri(z,x) = 1.
Donc, mz’In r;(x,x) = 1 par conséquent, R(z,x) = 1. D’ou R est réflexive.
1€
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(2)

R est antisymétrique
Soit x,y € X, on suppose que R(z,y) > 0et R(y,x) > 0, donc mz’In ri(x,y) >
1€

0 et mi}z ri(y,x) > 0, c-a-d, pour tout i € I, r;(x,y) > 0 et r;(y,z) > 0
1€

d’aprés antisymétrie de (r;);c7, on obtient x = y. D’oti R est antisymétrique.

R est transitive

Soit x,y,z € X, i € I on démontre que :

R(z,2) > sup min{R(z,y), R(y, 2)};

yeX
On a
R(l’,y) S m(:L‘,y) et R(y,Z) S T‘i(y,z);
Alors
min{R(z,y), R(y, z)} < min{r;(x,y),r:(y,z)};
On a aussi
min{ri(‘rv y)7 Ti(y7 Z)} S 7"1'(.1', Z);
donc

min{r;(z,y),ri(y,2)} < min ri(z, 2);

Par conséquent
R(z,z) = min{R(z,y), R(y,2)};

D’ou

R(zx,z) > 5;12 min{R(z,y), R(y, z)}.

Alors, R est transitive.

Donc, (X, 'ﬂlri) est un ensemble partiellement ordonné flou.
(A4S

Remarque 2.5.

Soient R et § deux relations d’ordres flous partiels sur X,

(X, RUS) nest pas nécessairement un ensemble partiellement ordonné flou.

Exemple 2.18. Soient R et S deux relations d’ordres floues sur X = {x,y, 2z}
données par

Rz,y) |z |y |z Sxy) |z |y |~z
T 1106 0.6 T 110 0.6
Y 01 0.4 y 01 0
z 010 1 z 01031
Alors, @ =R NS défini par

Qla,y) |v |y | =2

x 110106

y ol1]0

z 001
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Est une relation d’ordre flou partiel, et (X, Q) est un ensemble partiellement ordonné
flou. Mais T =R US définie par

Ty |z |y |z
T 11061 0.6
0|1 0.4
z 010311
N’est pas un ordre flou. Car, T(z,y) >0 et T (y,2) > 0 mais z # y.

2.4.2. CARACTERISATIONS DES ORDRES FLOUS

Dans cette sous section, nous avons donné quelques caractérisation des ordres fous
avec la notion du support et la notion des a-coupes ensuite, nous avons traité
les conditions suffisantes pour qu’une image d’un ordre flou dans un ensemble
quelconque d’étre un ordre flou et aussi pour I'image réciproque.

Théoréme 2.1. (Caractérisation des ordres flous par ses a-coupes)|4]
Soient R : X x X +— |0, 1] une relation flou et Ry = {z,y € X | R(z,y) > a}, R
est une relation d’ordre flou si et seulement si R, est une relation d’ordre classique
sur X, pour tout o €]0,1].

Démonstration
Soit R : X? — [0, 1] une relation d’ordre floue.

(1) Montrons que R, est réflexive.
Soient a €]0,1] et x € X. Ona: R(z,z) =1 > «a, Vo € X, donc (z,z) € R,
alors R, est réflexive.

(2) Montrons également que R, est antisymétrique.
Soient « €]0,1] et z, y € X. On suppose que (z,y) € Ry et (y,z) € Ra,

donc R(z,y) > a > 0 et R(y,z) > o > 0 d’aprés antisymétrie de R on
obtient = = y. Alors R, est antisymétrique.

(3) On va montrer la transitivité de R,. Soient « €]0,1] et x, y, z € X.

(7,y) € Ra et (y,2) € Ra = R(z,y) = et R(y,2) = o
= Rz, y) N Ry, 2) > «
= R(z,2) > a (car R est transitive)

Donc, R, est transitive. Alors, R, est une relation d’ordre classique.

Inversement on suppose que pour tout « dans |0, 1], les a-coupes de R sont des
relations d’ordres classiques et montrons que R est une relation d’ordre floue.
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(1) La reéflexivité; Soient o €]0,1] et x € X,
(r,z) € Rq. Alors, R(x,z) > «, pour tout o €]0,1], donc R(z,z) =
1. D’ou R est réflexive.

(2) L’antisymétrie; Soient « €]0,1] et z, y € X, supposons que R(x,y) > 0 et
R(y,x) > 0. Alors, pour tout 8, v, § €]0,1], R(z,y) > 5 > 0 et R(y,x) >
v > 0, soit 6 = min{pB, v}. Donc, R(z,y) > >0 et R(y,z) >3 > 0.
Alors, (z,y) € Rs et (y,z) € Rs et comme Rs est antisymétrique pour tout
d €]0,1] on trouve z = y. D’ot R est antisymétrique.

(3) La transitivité; Soient o €]0,1] et x, y, z € X, on pose R(z,y) AR(y,2) = «
on a:

R(z,y) ANR(y,z) = a= R(z,y) > aet R(y,z) > «
= (z,y) € Ra et (y,2) € Ra
= (z,2) € Ry (car R est transitive)
= R(z,2) > «
= R(z,2z) > R(z,y) AN R(y, 2)

Donc, R est transitive. D’0od, R est une relation d’ordre floue.

Exemple 2.19. Soit X = {a,b,c,d} et soit R une relation d’ordre floue définit
par sa tableau

R|lal|b c d
a | 1]08]02]|06
b |0 0 0
c |0]0 1 0
d |0]0 0 1

On déﬁm't Ro.2, Rog et Ros

Roos |al|b|cl|d
a 11|11
b 0/1]0]0 Avec Ry = Ro.2, Ya < 0.2,
c 0O|{0]1]0O0
d 0[0]0|1
Roeg |a|bl|c|d
a 17101
b 0/1]0]0 Avec Ry = Rog, V0.2 < o < 0.6,
c 0jo0|1]|0
d 0[0]0(1
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Rosgs | al|b|c|d
a 1(1(01]0
b O|l1(0|O0 Avec Ry = Ro.g, V0.6 < a <0.8.
c 0Ol0|11]O0
d 01001

Donc, Ro.2, Rog et Ro.g sont des ordres classiques sur X.

D’apres la Remarque 1.1 on a la proposition suivante qui explique le cas d’ex-
ception o = 0.

Proposition 2.5. [10] Soit R : X x X —— [0,1] est une relation flou, si R une

relation d’ordre flou partiel alors, Supp(R) est un ordre partiel classique sur X.

Démonstration
Soit R : X? — [0, 1] une relation d’ordre floue, on sait que Supp(R) = {(z,y) €
X x X, R(xz,y) > 0}.

(1) Montrons que Supp(R) est réflexive.
Soit x € X. On a: R(z,x) =1>0, Vz € X, donc (z,z) € Supp(R), alors
Supp(R) est réflexive.

(2) Montrons également que Supp(R) est antisymétrique.
Soit z, y € X. On suppose que (z,y) € Supp(R) et (y,z) € Supp(R), donc
R(z,y) > 0 et R(y,z) > 0 d’aprés lantisymétrie de R on obtient z = y.
Alors Supp(R) est antisymétrique.

(3) On va montrer la transitivité de Supp(R). Soit z, y, z € X.

(z,y) € Supp(R) et (y,2) € Supp(R) = R(z,y) > 0 et R(y,z) >0
= R(x,y) ANR(y,z) >0
= R(x,z) > 0 (car R est transitive)
= (z,2) € Supp(R).

Donc, Supp(R) est transitive. D’ot, Supp(R) est une relation d’ordre clas-
sique.

Remarque 2.6. L’inverse de la proposition n’est pas vrai en générale l’exemple
sutvant qui le montre.

Exemple 2.20. Soient X = {x,y,z} et R une relation flou définit par sa tableau
et aussi avec son support

R(z,y) |z |y |z Supp(R)(z,y) | = |y | 2

1103101 T 1111
y 01 |08 y 011111
z 010 1 z 0011
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C’est claire que Supp(R) est un ordre classique partiel sur X mais, R n’est pas un
ordre flou partiel car la transitivité est invalide c-a-d,

R(z,z) =0.1 % Sgg min{R(x,y), R(y,z)} = 0.3.

Définition 2.18. [4] Soient X et Y deux ensembles, f : X? — Y? est une
fonction et R, S deux relations floues telle que

(1) R une relation flou sur'Y alors, f~1(R) est une relation flou sur X définie
par

FTHR)(x,y) = R(f(z,y)).

(2) S une relation flou sur X alors, f(S) est une relation flou sur'Y définie par

sup  S(a,b) si f7H(p.q) # 0,
f(S)(p,q) = { (ab)ef~1(p.a)

0 si f71(p,q) = 0.
Théoréme 2.2. [4] Soit X, Y deux ensembles et soient R une relation d’ordre
flou partial sur X et ¢ : X2 — Y? est une application telle que
(1) ¢1(x,x) = Ppo(x, ), pour tout x € X ;
(2) ¢1(x,y) = ¢1(x, 2), pour tous x,y,z € X ;
(8) d2(x,y) = d2(z,y), pour tous x,y,z € X ;

(4) « # y alors pr(2,y) # ¢1(y,x) (0w x # y alors ga(x,y) # P2(y, ).
ot ¢(z,y) = (¢1(z,y), p2(x,y)). Alors (X,¢"1(R)) est un ensemble partiellement
ordonné flou.

Démonstration
On va montrer que ¢~ (R) est une relation d’ordre flou.
(1) La réflexivité de ¢~ 1(R).
Soit x € X, ona ¢y (z,z) = ¢o(x, z) et d’aprés la Définition 2.18 ¢ H(R)(z,2) =
R(p(z,x)) et on a R(p(x,x)) = R(p1(x,x),dp2(z,x)) = 1 ( car R est ré-
flexive). D’ot, ¢~ 1(R) est réflexive.
(2) L’antisymétrie de ¢~1(R).
Soit x,y € X, d’apreés les hypothéses (1), (2), (3) on a
$1(z,y) = ¢1(z, ) = P2(z, 7) = ¢P2(y, x), pour tous z,y € X.
Supposons que ¢~ (R)(x,y) > 0 et ¢ 1 (R)(y,z) > 0 alors R(¢p(z,y)) =

R(¢1(l‘,’y),¢2($,y)) >0 et R(qb(y,a:)) = R(¢1(y7$)7 ¢2(y7x)) > 0 et comme
o1(x,y) = ¢pa2(y, x), pour tous x,y € X, alors

R(¢1(x7y)7¢2(xay)) >0 et R(¢2(x,y),¢1(x,y)) > 0.

Donc, d’aprés antisymétrie de R on a ¢1(x,y) = ¢2(x,y) = ¢1(y,x) =
o2(y, x), et par 'hypothése (4) on trouve z = y.
Alors, ¢71(R) est antisymétrique.
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(3) La transitivité de ¢~ 1(R).

On va montrer que ¢~ (R)(x,2) > sup min{¢ 1 (R)(z,y), ¢ 1 (R)(y, 2)}.
yeX

OnaR(¢y(x, 2), b2(, 2)) = sup min{R(¢1(z,2),y), Ry, ¢2(, 2))}, et p1(z, 2) =

o1(x,t) et ¢a(x,z) = ¢a(t, 2), donc d’aprés les hypothéses (3), (4) on trouve
¢~ (R)(z,2) = sup min{R(p1(z,t),y), R(y, d2(t, 2)) }, alors
y

¢~ (R)(x, 2) = sup min{R(¢1(z,t), $2(x,1)), R(2(x, 1), ¢2(t, 2)) }-

teX

Comme ¢o(x,t) = ¢1(t, z), pour tous x,t € X, on obtient

¢_1(R)(.1‘,Z) > sup min{R(qﬁl(x,t),¢2(x,t)),72(¢1(t,:1:)7q52(t, Z))}7

teX

et on a ¢1(t,z) = ¢1(t, 2), donc

¢~ (R)(z,2) = sup min{R(¢(z,1)). R(¢(t, 2))},

teX

¢~ (R)(z,2) = sup min{¢~! (R)(z,1), ¢~ (R)(t, 2)}.

D’oti, ¢~ 1(R) est transitive. Finalement, (X, ¢~ 1(R)) est un ensemble par-
tiellement ordonné flou.

Théoréme 2.3. [4] Soit X, Y deux ensembles, soient R une relation d’ordre flou
partial sur X et ¢ : X? — Y? est une application tel que

(1) pour tout y €Y, il existe v € X tel que ¢(x,z) = (y,y);

(2) pour tous x,z € X, il existe y € Y tel que ¢(z,z) = (y,y).
Alors (Y, ¢(R)) est un ensemble partiellement ordonné flou.
Démonstration
On va montrer que ¢(R) est une relation d’ordre flou.

(1) La reflexivité de ¢(R).

D’aprés la conditions (1) de I'hypothése on a, pour tout y € Y, 3 € X telle

que
oz, 2) = (y,y) & (v,2) € 9~ (,9)
S ¢ (y,y) #0
Et d’aprés la Définition 2.18 ¢(R)(y,y) = sup R(a,b) # 0 et aussi
(a7b)6¢_1(y7y)
comme R est réflexive on a ¢(R)(y,y) = sup  R(a,b) =R(z,xz) = 1.

(a,b)€¢~1 (y,y)
D’od, ¢(R) est réflexive.

(2) L’antisymétrie de ¢(R).
Soit (p,q) € Y2 avec ¢(R)(p,q) > 0 et ¢(R)(¢q,p) > 0 donc ¢(R)(p,q) # 0
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et d’aprés la Définition 2.18 ¢=1(p, ¢) # () alors, 3 (x,2) € ¢~ 1(p,q) donc
o(x,2) = (p,q) oo (x) et d’aprés la conditions (2) du ’hypothése (z,z) €
X2 Jy eV telle que ¢(x,2) = (¥,y) -ovoee. (x%).

,2) = (P, q);
y <) =

) = (,9)-
C’est le méme pour ¢(R)(q,p) > 0.

Alors, ¢(R) est antisymétrique.

Alors de (%) et (xx) on a

zg = (p,q) = (y,y) = p = q.

la transitivité de ¢(R).
On va montrer pour tous z,y,z € X que

O(R)(x, 2) = sup min{¢(R)(x,y), ¢(R)(y,2)}.

yey

Comme ¢~ 1(p,q) # 0 implique que p = ¢ donc, si p # ¢ implique que
¢ (p,q) = 0 et par conséquent, si p # ¢q implique que ¢(R)(p,q) = 0.

On considére deux cas possibles

e 17 cas : Si 2 = z. Alors ¢(R)(z,2) = 1 (¢p(R) est réflexive), donc

¢(R)(x,z) = sup min{d(R)(z,y), o(R)(y, 2)}-

yey
e 2°™¢ cas : Si x # z, alors ¢(R)(x,2) = 0 c-a-d on va montrer que

sup min{¢(R)(z,y), 6(R)(y,2)} =0

0
Zqéi;l{sb(R)(% y), #(R)(y,2)} = 0.

Soit y € Y on considére trois cas possibles :
o 1°7¢ cas :
y = x avec x # z donc y # z, dans ce cas ¢(R)(y, z) = 0 et par conséquent,

min{$(R)(z,y), (R)(y, )} = 0.

e 2°M€ (g5

y = z avec x # z donc x # y, dans ce cas ¢(R)(z,y) = 0 et par conséquent,
min{d(R)(z,y), p(R)(y,2)} = 0.

e 3°¢ cas :

y # x et y # z donc, ¢(R)(z,y) =0 et ¢(R)(y, z) = 0 par conséquent,

min{¢(R)(z,y), p(R)(y, )} = 0.
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34

En conclus que, min{$(R)(z,y), #(R)(y, 2)} =0
Y

= 81615 min{d(R)(z,y),»(R)(y,z)} = 0 et donc

$(R)(x, 2) = sup min{¢(R)(z,y), ¢(R)(y,2)}-

yey

D’od, ¢(R) est transitive.
Finalement, (Y, »(R)) est un ensemble partiellement ordonné flou.



3  TREILLIS FLOU

Parmi les concepts flous les plus importants dans les ensembles ordonnés flous du
point de vue des applications qu’ils peuvent avoir sont les treillis flous. Dans ce
chapitre, nous avons mettre au début quelques généralités sur les treillis classiques
puis on va abordé la notion des treillis flou avec quelques propriétés fondamen-
tales.

3.1. GENERALITES SUR LES TREILLIS CLASSIQUES

De nombreuses propriétés importantes d’un ensemble ordonné X sont exprimées
en termes d’existence de certaines limites supérieures ou inférieures de ses sous-
ensembles, parmi de ces propriétés on trouve le terme de treillis qui est un structure
fait une liaison rigide entre 1’étude des relations d’ordres et I’étude de certain
structure algébrique.

3.1.1. DEFINITIONS ET CARACTERISATION D’UN TREILLIS CLAS-
SIQUE

On s’intéresse dans cette section les définitions de treillis soit ensembliste ou
algébrique qui sont trés important.

Définition 3.1. [5]| Soient (X, <) un ensemble partiellement ordonné et A C X,
un élément m € X est appelé majorant de A si et seulement si a < m pour tout
a € A. Un majorant mo de A est dit plus petit des majorants (borne supérieur) de
A si et seulement si mg < m pour tout m € A.

Un élément n € X est appelé minorant de A si et seulement si n < a pour tout
a € A. Un minorant ng de A est dit plus grand des minorants (borne inférieur) de
A si et seulement si n < ng pour tout n € A.

On note le plus petit des magjorants de l’ensemble {x,y} par sup{z,y} ou x Vy, et
le plus grand des minorant de l'ensemble {x,y} par inf{x,y} ou x Ay.

Définition 3.2. (Treillis d’ordre) Un treillis (X, <) est un ensemble ordonné
dans lequel chaque partie {x,y} dans X admet une borne supérieure et une borne
inférieure.

Définition 3.3. (Treillis algébrique) Un treillis est un ensemble X muni de
deux lois internes V et A telles que pour tous x,y, z dans X

rVzxr=ux; .
(1) (L’idempotente).
TNANx =1
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rVy=yVux; .
(2) =y (La commutativité).
TNy =yANx.

(3) {Ex\/y VE=aVyVa); (’associativité).
(

)
rANyY)ANz=xA(yAz).
)

Vy) Nz =ux; _
(4) Ty = (L’absorption).
(xrANy)Ve=ux.
Exemple 3.1.

(1) Pour tout ensemble X, (P(X),C) est un treillis, avec P(X) est l’ensemble
des parties de X et pour tout A, B dans P(X)

AVB=AUB et ANB=ANB;
(2) (N*,|) est un treillis avec pour tous x,y dans N*
xVy =ppem(,y) et x Ay =pged(z,y);
(8) Toute chaine est un treillis avec

zVy=maz{z,y} et xANy=min{z,y}.

Définition 3.4. (Sous-treillis)|5| Soient (X, <) un treillis et A une partie non
vide de (X, <). A est dite un sous-treillis si pour tous x,y dans A, t Ny et zVy
dans A.

Proposition 3.1. [15] Soit un ensemble X muni de deux lois internes A\ et \ qui
sont idempotentes, commutatives, associatives et vérifient les lois d’absorptions,
alors il existe une unique relation d’ordre < sur X telle que (X, <) soit un treillis
avec supx{x,y} =xVy etinfx{x,y} =x Ay, pour tous x,y dans X.

Démonstration
Si une telle relation d’ordre existe elle est nécessairement définie par : x < y si et
seulement si x V y = y (elle sera donc unique). R une relation définie par

TRy & xVy=uy.

(1) R est réflexive.
xRz car x V x = z (I'idempotente). Donc R est réflexive.

(2) R est antisymétrique.
Supposons xRy et yRx, donc xVy =y et yV = x, d’aprés la commutativité
on trouve z = y. D’ott R est antisymétrique.

(3) R est transitive.

Supposons xRy et yRz, donc x Vy =y et yV z = z, alors
xVz=xV(yVz)=(xVy)Vz=yVz=zdoncxRz. Dot R est transitive.
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Donc R est une relation d’ordre, on va le noter par x < y. (X, <) est alors un
ensemble partiellement ordonné.

Soient z et y deux éléments de X alors, z < zVy car zV(xVy) = (zVz)Vy = zVy,
de méme y < x V y, donc z V y est un majorant de {z,y}.

Soit M un autre majorant de {z,y} donc (xVy)VM =xzV(yVvM)=xzVM = M.
Donc z Vy < M, ce qui nos donne z Vy = supx{z,y}.

D’autre part, z Ay < z puisque z A (x Ay) = (z Ax) ANy = x Ay, de méme chose
pour x Ay <y alors x A y est un minorant de {z,y}.

Supposons que N un autre minorant de {x,y} donc (x Ax) AN =xA(x AN) =
x AN = N alors, N < x Ay par conséquent z Ay = infx{z,y}. Finalement, (X, <)
est un treillis.

3.1.2. TYPES DE TREILLIS CLASSIQUE

Parmi les grand classes des treillis on trouve les treillis distributifs, modulaires
et les treillis complémentés on va étudier quelques propriétés algébriques de ces
classes.

Définition 3.5. (Treillis fermé) Un treillis est fermé s’il posséde un plus petit
élément noté 70" et plus grand élément noté 717.

Définition 3.6. (Treillis complet) Un treillis est dit complet lorsque toute partie
non vide admet une borne supérieure et une borne inférieure.

Exemple 3.2.
(1) La chaine ([0, 1], <) est un treillis fermé et complet ;
(2) Tout treillis fini est fermé;
(8) Le treillis (N*,|) n’est pas fermé.

Définition 3.7. (Treillis distributif) Un treillis (X, <) est distributif si pour
tous x,y,z dans X on a un des deux conditions

(D1) z A (yVz)=(zAy)V(zAz);

(D2) xV (yNz)=(xVy) A(zVz).

c’est a dire, qu’un treillis est distributif si, et seulement si, on a la distributivité de
lopération N\ par rapport a l'opération V ou la distributivité de ['opération V par
rapport a l’opération A.

Remarque 3.1.

(1) Un treillis (X, <) est non distributif si, et seulement si, il est contient un
sous-treillis de la forme de M3 ou Ns;

(2) Toute chaine est un treillis distributif, avec x Ay = min{z,y} et xVy =
max{x,y}.

Exemple 3.3.
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(1) Pour tout ensemble X, le treillis (P(X), C) est distributif car chaque des lois
N et U est distributive par rapport a 'autre ;

(2) Ms et Ny des treillis non distributifs (voir la Figure 3.1)

1 1
a
a ba c
b C
Q0
0]

N5 M

3

FIiGuURE 3.1

e N5 (un pentagone) n’est pas distributif car a A (bV ¢) =a A1 = a, mais
(anNb)V(anc)=bV0=h.
e M5 (un diamant) n’est pas distributif car a A (bV ¢) = a A1 = a, mais
(anb)V(anc)=0V0=0.

Théoréme 3.1. (Caractérisation des treillis distributifs) Pour qu’un treillis
(X, <) soit distributif il faut et il suffit qu’il vérifie, pour tous x,y dans X la
condition suivante

{x Nz=yANz; ) ]
impliquent x© = y.

TVz=yVz.

Définition 3.8. (Treillis modulaire) Un treillis (X, <) est dit un treillis modu-
laire s’il vérifie la condition suivante pour tous x,y,z dans X

x <z impligue xV (yNz)=(xVy)A:z.

Remarque 3.2.
(1) Tout treillis distributif est modulaire ;

(2) Un treillis (X, <) est modulaire s’il ne contient pas un sous treillis de la
forme de Ns.

Exemple 3.4.
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(1) Ms est un treillis n’est pas distributif mais modulaire ;

(2) (X,]) est un treillis non modulaires,avec X = {1,2,4,5,20} ordonné par la
divisibilité. 2 < 4, mais 2V (5AN4) =2V 1=2¢et (2VHE)AN4d=20N4=4
(voir la Figure 3.2).

FIGURE 3.2

Théoréme 3.2. (Caractérisation des treillis modulaires) Pour qu’un treillis
(X, <) soit modulaire il faut et il suffit qu’il vérifie la condition suivante pour tous
r,y,z dans X

TNz=yYyNz; . . P .
mmpliquent x et y sont égaux ou incomparables.

rVz=yVz.

Définition 3.9. (Treillis complémenté) Dans un treillis (X, <) fermé tout
élément posséde un complément, dans ce cas (X, <) est dit un treillis complémenté,
ot le complément d’un élément x dans X est un élément &' dans X telle que

ANz =0;
zVa =1
Exemple 3.5.

(1) (X,]|) est un treillis complémenté avec X = D(30) = {1,2,3,5,6,10, 15,30}
ordonné par divisibilité telle que pour tous x,y dans X, xVy = ppem(x,y) et xA
y = pged(x,y) (voir la Figure 3.3);
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30

10

n

F1GURE 3.3 — "Diagramme de Hasse d’un treillis de diviseurs de 30"

(2) (P(X),<Q) est un treillis complémenté, si A C X son complément n’est autre
que le complément de A c-a-d, C(A).

3.2. TREILLIS FLOU ET QUELQUES CARACTERISATIONS

Dans cette section on va définir le treillis flou par 'ordre flou partiel et on va
développer quelque propriétés fondamentales, pour plus de détail voir [4], [9],
[10].

3.2.1. DEFINITIONS DE BASE

On va insisté dans ce que suit a définir quelques éléments particuliéres d’un ensemble
ordonné flou.

Définition 3.10. [4| Soient (X, R) un ensemble partiellement ordonné flou et
A C X, un élément m € X est appelé majorant de A si et seulement si R(a,m) >0
pour tout a € A. Un magjorant my de A est dit plus petit des magjorants (borne
supérieur) de A si et seulement si R(mg, m) > 0 pour tout m € A.

Un élément n € X est appelé minorant de A si et seulement si R(n,a) > 0 pour
tout a € A. Un minorant ng de A est dit plus grand des minorants (borne inférieur)
de A si et seulement si R(n,ng) > 0 pour tout n € A.

On note le plus petit des majorants de l’ensemble {x,y} par sup{z,y} ou xVy, et
le plus grand des minorant de l’ensemble {x,y} par inf{zx,y} ou x Ny.

Remarque 3.3. D’aprés Uantisymétrie de R, la borne supérieur( respectivement
borne inférieur) s’il est existe, il est unique.
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Définition 3.11. [4] Soit (X,R) un ensemble partiellement ordonné flou, on
appelle (X, R) un treillis flou si et seulement si xV y et x Ay existent pour tout

x,y dans X.

Exemple 3.6. [10] Soient X = {x,y,2,t} et R : X2 — [0,1] définie par sa

matrice et on définit aussi A\ et V de (X, R) par ses tableaux

Rlx |y |z |t

z |1 |0 [0 |0

y (0311 |0 |O

z 0510211 |0

t [08]04]01 |1
Vixz |y |z |t ANlx|lyl|z]|tT
rT|lz|xz| x| T |z |y|lz|t
y vy |y|y y |y |y |zt
z x|yl z|=z z |z |lz|z|t
t |z |y|z|t t |t |t |t |t

On remarque que (X, R) est un ensemble totalement ordonné flou,et plus de ¢a est
un treillis flou la Figure 3.4 qui le montre.

FI1GURE 3.4 — "Représentation d’un treillis flou"

Exemple 3.7. 9] Soient X = {a,b,c,d} et S: X? — [0, 1] définie par sa tableau

sutvant

Slalb c d
a | 1]01]08]0.7
b 0|1 04 | 0.3
c |01]0 1 0
d|{0]0 0 1
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Alors (X, S) est un ensemble partiellement ordonné flou. Mais n’est pas un treillis
flou car ¢V d n’existe pas la Figure 3.5 qui le montre.

FIGURE 3.5

3.2.2. PROPRIETES ALGEBRIQUES

Dans sous section, nous donnons quelques proposition qui montrent les différents
propriétés des bornes supérieurs et inférieurs pour les treillis flous.

Proposition 3.2. [4] Soit (X, R) un treillis flou, pour tout x,y,z € X on a :
(1) R(z,xVy) >0, Rly,zVy) >0, Rx ANy,z) >0, R(x Ay,y) >0;
R(z,z) >0 et R(y,z) >0=R(zVy,z)>0;

(z,2) >0 et R(2,y) >0=R(z,x ANy) >0;

(x,y) >0 zVy=y;

(x,y) >0 zANy=x;

(6) SiR(y,z) >0=R(xANy,rANz)>0etR(zVy,zVz)>0.

Démonstration
Il est facile de vérifier (1), (2) et (3)
(4) Supposons R(z,y) > 0, et comme R(y,y) > 0, donc d’aprés (2) R(zVy,y) > 0.
D’autre part d’aprés (1) on trouve R(y,x Vy) > 0, et comme R est antisymétrique
alors = V y = y. Inversement, supposons x V y = y, d’aprés (1) on trouve R(z,y) =
R(x,zVy)>0de (1) (méme chose pour (5) );
(6) Supposons R(y, z) > 0. Alors
R(z ANy,z) > sup min{R(z ANy,t),R(t,2)} > min{R(z ANy,y),R(y,2)} > 0.

tex

Comme R(z A y,x) > 0 donc d’aprés (3) on obtient R(x Ay, z A z) > 0.
Aussi R(y,zV z) > sup min{R(y,t), R(t,zV z)} > min{R(y, 2), R(z,zV 2)} > 0.
teX

Comme de (1) R(z,xVz) > 0 donc d’aprés (2) on obtient R(xVy,zVz) > 0.
Proposition 3.3. [4] Soient (X, R) un treillis flou et z,y € X, on a :
(1) xvVae =2z, x Ao =z ( L’idempotente );
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(2) xVy=yVz, zANy=yAz ( La commutativité ) ;
(3) (zxVy)Vz=2xV(yVz), (@Ay) Az=xA(yAz) (lassociativité ) ;
4) (xVy) ANz ==z, (xANy)Vz=x ( Labsorption ).

Démonstration

Supposons que (X, R) un treillis flou et z,y € X. 1l est facile de vérifier (1) et (2);

(3) On va montrer la propriété (3). On sait que R(z,zV (y V z)) > 0 et

R(y,xzV (yVz)) > SU)I? min{R(y,t), R(t,xV (y V z))} > min{R(y,y V z), R(y V
te

z,xV (yVz))} >0.Donc,onaR(z,zV(yVz)>0et R(y,zV(yVz)) >0, alors

d’apreés ce qui précede R(z Vy,zV (yV z)) > 0.

On sait que R(z,zV (yV z)) > sup min{R(z,t), R(t,xV (yV 2))} > min{R(z,y V
tex

2), R(yVz,zV(yVz))} > 0. Donc, on a R(xVy,xV(yVz)) > 0et R(z,xV(yVz)) > 0,
alors d’apreés ce qui précéde

R((zVy)Vz,xV(yVez)>0 ... (%)
Similairement on obtient
RxV(yVz),(xVy Vz) >0 .... (xx)

D’aprés (x) et (s*) on obtient (x Vy) Vz = 2V (y V z). Méme méthode pour
démontrer que (z Ay) Az =x A (y A 2).

(4) T est clair que R(x, (xAy)Vax) > 0. D’autre part R(x Ay, x) > 0 et R(x,z) > 0,
donc R((z Ay) V x,x) > 0. Finalement, comme R est antisymétrique, on obtient
(x ANy)Va =z (méme chose pour (zVy)Azx=x).

3.2.3. CARACTERISATIONS DES TREILLIS FLOUS

Dans cette sous section, on va donné quelques propositions qui reliés le support
et le a-coupe avec la notion d’un treillis flou ensuite, on va étudié les treillis flou
complet.

Proposition 3.4. [4] Soit R : X? — [0,1] une relation d’ordre flou et soit
Rao = {(z,y) € X% | R(x,y) > a}. Si (X,Ra) est un treillis pour tout o dans
10,1] alors (X, R) est un treillis flo.

Démonstration

Soit (X, R, ) un treillis pour tout « €]0, 1] alors (X, R) est un ensemble partielle-
ment ordonné flou d’aprés le Théoréme 2.1 pour tous x,y € X, il existe r € X
telle que (z,7) € Rq, (y,7) € Ry et (1,u) € Ry, pour tout majorant u de I’ensemble
{z, y}.

Alors, il existe r € X telle que R(x,r7) > a >0, R(y,r) > a > 0et R(r,u) > a >0
pour tout majorant u de ’ensemble {z,y} par conséquent, il existe un plus petit
des majorants r dans {z,y} c-a-d, x Vy =r.
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De facon analogue il existe un plus grand des minorants ¢ telle que R(v,c) > a >0
pour tout minorant v de ’ensemble {x,y} c-a-d, x Ay = c.
Donc, (X, R) est un treillis flou.

Remarque 3.4. [10]

L’inverse du proposition (X, R) un treillis flou alors (X,Ra) est un treillis pour
tout o €]0, 1] n'est pas toujours vraie elle dépend du niveau « et c¢’est possible que
(X, Ra) peut ne pas étre un treillis et voici un exemple qui le montre.

Exemple 3.8. [10] Soient X = {x,y,2,t} et R : X? — [0,1] définie par sa
tableau et aussi on définit Ro 5.

R | x Y z t Ros |z |y |z |t
xz |1 0 0 0 x 110]01]0
y | 061 0 0 Y 1111010
z 0510 1 0 z 170110
t 1081040111 t 170011

Alors (X, R) un ensemble partiellement ordonné flou, et aussi est un treillis flou
voir la Figure 3.6. Mais, si on prend o = 0.5 le couple (X, Ro5) n'est pas un
treillis car y \ z, y \Nt, z ANt n’existent pas voir la Figure 3.7.

F1GURE 3.6 — Représentation de treillis flou
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F1GURE 3.7 — (X, Ro.5) n’est pas un treillis

Proposition 3.5. [4] Soit R : X? — [0,1] une relation d’ordre flou et soit
Rao = {(x,y) € X? | R(z,y) > a}. Si (X,R) est un treillis flou alors (X, Re) est
un treillis pour quelques o dans |0, 1].

Démonstration

Soit (X, R) est un treillis flou, alors R, est une relation d’ordre classique pour
tout « dans |0, 1] d’aprés le Théoréme 2.1.

Soient z,y € X et U 'ensemble de tout les majorants de {z,y} et L I'ensemble
de tout les minorants de {x,y}. Alors, il existe r € X telle que R(z,r) > 0,
R(y,r) > 0 et R(r,u) > 0 pour tout u € U et il existe ¢ € X telle que R(c,z) > 0,
R(c,y) > 0 et R(l,c) > 0 pour tout [ € L. Soit a = min{R(z,r) >0, R(y,r) >
0, R(r,u) >0, R(c,x) >0, R(c,y) >0, R(l,c) > 0} alors, il existe r € X telle
que R(z,r) > a >0, R(y,r) > a >0 et R(r,u) > a > 0 pour tout u € U et il
existe ¢ € X telle que R(c,z) > a > 0, R(c,y) > a > 0 et R(l,c) > a > 0 pour
tout [ € L.

Alors, il existe r € X telle que (z,7) € Ra, (y,7) € Ra et (r,u) € R, pour tout
u € U et il existe ¢ € X telle que (¢, x) € Ra, (¢,y) € Ra et (I,¢) € R, pour tout
[ € L. Dong,il existe un plus petit des majorants r € X de {z,y} et il existe un
plus grand des minorants r» € X de {z,y} pour quelques a > 0. D’ot (X, R,) est
un treillis pour quelques o > 0.

Proposition 3.6. [10] Soit R un ordre partiel flou sur X. Si (X,R) un treillis
flou, alors (X, Supp(R)) est un treillis classique.

Remarque 3.5. la réciproque n’est pas forcement vraie I’exemple suivant qui le
montre.

Exemple 3.9. Soient X = {x,y, 2z} et R une relation flou définit dans I’Exemple 2.20.
On a (X, Supp(R)) est un ensemble partiellement ordonné au plus de ¢a est une
chaine c-a-d, un treillis classique,mais (X, R) n’est pas un ensemble partiellement
ordonné flou donc qui n’est pas un treillis flou.
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Proposition 3.7. [4] Soit (X, R) un treillis flou alors, xVy et x ANy dans (X, R)
coincide a V' y et x Ny dans (X, Supp(R)).

Démonstration

Soit z,y € X, Supposons que R(x,y) > 0 alors t Vy =1y € (X, R) et aussi si on a
R(z,y) > 0 alors (x,y) € Supp(R) et xVy =y € (X, Supp(R)).

e Supposons que (z,y) € Supp(R) alors R(x,y) > 0 et x Vy =y, par conséquent
x Vy =y en terme de (X, R).

e Si R(y,z) > 0 on obtient la méme résultat.

D’autre part, si les conditions R(x,y) = 0 et R(y,x) = 0 se produisent en méme
temps alors, on suppose que, pour tout z € X on a zVy = z en terme de (X, R),
et comme R(y,z) =0 et R(y,xz) = 0. Alors, (z,y) ¢ Supp(R) et (y,x) ¢ Supp(R),
par hypothése z V y = z en terme de (X, Supp(R)).

e Si (z,y) ¢ Supp(R) et (y,x) ¢ Supp(R) alors, R(z,y) = 0 et R(y,x) = 0 et
aussi par hypothése z V y = z en terme de (X, R).

La preuve de x A y est de facon analogue.

Définition 3.12. [11]| Soit (X, R) un ensemble partiellement ordonné flou. On
appelle (X, R) sup-demi-treillis flou (respectivement inf-demi-treillis flou), si chaque
paire d’élément posséde une borne supérieur (respectivement une borne inférieur).

Remarque 3.6.
Un ensemble partiellement ordonné flou est un treillis flou si et seulement si a la
fois sup-demi-treillis flou et inf-demi-treillis flou.

Définition 3.13. [11] Soient (X, R) un ensemble partiellement ordonné flou et
A un sous-ensemble flou de X, supA est un élément de X telle que si x € X et
pa(z) >0, alors R(x, supA) > 0 et siu € X telle que R(x,u) > 0 avec pa(x) >0,
alors R(supA,u) > 0. Dualement pour infA.

Définition 3.14. [11]| Soit (X, R) un inf-demi-treillis flou. On appelle (X, R) un
inf-demi-treillis flou complet lorsque tout partie flou non vide admet une borne
inférieur. Dualement pour sup-demi-treillis flou complet.

Un treillis flow est dit treillis flou complet si a la fois inf-demi-treillis flou complet
et sup-demi-treillis flou complet.

Proposition 3.8. [11] Soient (X, R) un treillis flou complet et A un sous-ensemble
flou de X ,alors supA (infA) eziste et unique.

Démonstration

L’existence du supA est garanti d’aprés la Définition 3.14, on va maintenant
démontrer 'unicité de supA. Supposons que u et v représente les deux supA, alors
d’aprés la Définition 3.13 R(v,u) > 0 et R(u,v) > 0, par 'antisymétrie de R on
obtient u = v. De cas analogue on peut démontrer I'unicité de inf A.

Proposition 3.9. [11] Soit (X, R) un treillis flou.
Si (X, R) un treillis flou complet, alors (X, Supp(R)) est un treillis complet clas-
Stque.
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Démonstration

Soient (X, R) un treillis flou complet et Y une partie de X donc, pour tout z,y € X,
R(x,y) > 0 va donné (z,y) € Supp(R) et comme R(z,y) > 0 équivaut a dire que
xVy=yet R(x,y) >0 équivaut a dire que x Ay = z, on conclus que toute la
partie Y admet une borne supérieur et une borne inférieur. Dot (X, Supp(R)) est
un treillis complet classique.

3.2.4. DIFFERENTES CLASSES DE TREILLIS FLOUS

Dans ce qui suite on va définir deux catégories des treillis flous qui sont les treillis
flou distributifs et les treillis flou modulaires, aussi on va faire une apercu de leur
propriétés.

Proposition 3.10. (Inégalités de distributivité)|4] Soit (X, R) un treillis flou
alors R(z ANy)V(xAz),zAN(yVz))>0etR(xV(yAz),(zVy AlxVz)>0
pour tous x,y,z dans X.

Démonstration

Comme R(x Ay,y) > 0 et R(y,y V z) > 0 donc d’aprés la transitivité de R on

déduire que

R(xAy,yVz) > su);; min{R(xAy,t), R(t,yVz)} > min{R(zAy,y), R(y,yVz)} >0
te

et aussi d’aprés la propriétés (3) de la Proposition 3.2 on a R(x Ay,x) > 0 et
R(z ANy,yV z) > 0 alors

RxANy,zAN(yVz)>0 ... (%)

Méme principe pour R(x A z,z) > 0 et R(z,y V z) > 0. Donc, on obtient finale-
ment
Rz ANz,zAN(yVz)>0 ... (%)

On remarque d’aprés (x) et (xx) que x A (y V z) est un majorant de {x Ay, x A z}
et comme (x Ay) V (x A z) qui désigne le plus petit des majorants de {z Ay, z A 2},
donc

R({(zAy)V(zAz),zA(yVz))>0.

De fagon analogue on peut montrer R(x V (y A z),(z Vy) A (xV z)) > 0.
Définition 3.15. (Treillis flou distributif )|4] Soit (X, R) un treillis flou, on
dit que (X, R) est distributif si et seulement si, A (yV z) = (x Ay)V (xAz) et
(xVy)AN(xVz)=zV(yAz).

On appelle (X, R) treillis flou distributif d’aprés les inégalités de distributivité si et
seulement si, R(xA(yVz), (xAy)V(xAz)) >0 et R((zVy)A(zVz),zV(yAz)) > 0.

Exemple 3.10. Soient l’ensemble X = {a,b,c,d,e} et (X, R) un treillis flou tel
que R définie par le tableau suivant

47



CHAPITRE 3. TREILLIS FLOU

R|lal|b|c d e
a [ 1]1 1
b |0]1|04|04]|04
c |0]0 0 0.4
d |0]0]0 1 0.4
e |0]0]0 0 1

(X, R) est un treillis flow distributif (voir la Figure 3.8).

(&
T

lf

0.4

-0

N0

FI1GURE 3.8 — "Treillis flou distributif"

Proposition 3.11. [4] Soit (X, R) un treillis flou et pour tous x,y, z dans X.
Alors (x ANy)V(xANz)=xAN(yVz)e (eVy) A(xVz)=aV(yA:z).

Démonstration Soit z,y, z € X.
D’aprés la propriété (4) du Proposition 3.3 on a (z Vy) A z = x alors

R((xVy)A(zVz),zV(yAz)=R([(xzVvVy Az]V[(zVy Az],xV (yAz))
[(Vy)Azl,zV(yAz))
[(zA2)V(yAz)zV(yAz))
(xAN2)]V(yAz),zV(yAz))

(YAz)zV(yAz))

I
- XA AN

x
x
[x

X

(
(
(
(
(

V

V
V

V

>0

Donc R((z Vy)A(xV z),xV (yAz)) >0 et daprés la Proposition 3.10 on
aR(xzV(yAz),(xVy)A(xVz))>0. Comme R est antisymétrique on trouve
(xVy)AN(xVz)=zV(yAz).
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Inversement, supposons que (x Vy) A (xV z) =x V (y A z). alors

R((@ AY)V (@A 2,3 A gV 2) = RA@AY) Val Al Ag) VoA v 2)
=R(xA[(xAy)Vz],zA(yV=z))
=RxA[(xVz)A(yV2)],zA(yVz))
=R([xAN(xVz)]A@yVz),rA(yVz)
=R(xA(yVz),zA(yVz)
=1>0

Donc R((z Ay) V (x A z),x A (yV z)) > 0 et d’aprés la Proposition 3.10 on

aR(xAy)V(zAz),zA(yVz)>0. Comme R est antisymétrique on obtient
(xAy)V(cAz)=xA(yV 2).

Proposition 3.12. (Inégalité de modularité)[4] Soit (X, R) un treillis flou et
pour tous z,y,z dans X. St R(x,z) > 0 alors R(x V (y A z), (x Vy)Az)>0.

Démonstration Comme R(x,xzV y) > 0 et R(z,z) > 0 donc d’aprés la pro-
priété (3) de la Proposition 3.2 on a

R(z,(zVy)ANz))>0 ..... (%)
Et on a aussi R(y A z,y) >0 et R(y,z Vy) > 0 par la transitivité de R on trouve
R(yNz,zVy) > sup min{R(yAz,t), R(t,xVy)} > min{R(yAz,y), R(y,zVy)} > 0.
tex

Meéme principe pour R(y A z,zVy) >0 et R(y A z,z) > 0 on obtient finalement
RyNz,(xVy) ANz)>0 ... (%)

On remarque d’apres (%) et (xx) que (xVy)Az est un majorant de {x,yAz} et comme
xV(yAz) est le plus petit des majorants de {x,yAz}. Donc, R(zV(yAz), (xVy)Az) >
0.

Définition 3.16. (Treillis flou modulaire)|4] Un treillis flou (X, R) est modu-
laire si et seulement si, R(xz,z) > 0 impliqgue zV (y A z) = (xVy) A z.

On appelle (X, R) treillis flou modulaire d’aprés l'inégalité précédente si et seulement
si, R(x,z) > 0 implique R((xVy) Az, zV (y A z)) > 0.

Exemple 3.11. Soient l’ensemble X = {a,b,c,d,e, f} et (X,R) un treillis flou
tel que R définie par sa tableau
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R |lal|b c d e f

a [ 1]01]03]|03]05]|0.7
b |01 0.2 1021|0406
c [0]0 1 0 0.2 0.3
d [ 0]0 0 1 0.2 ] 0.3
e 010 0 0 1 0.2
f 1010 0 0 0 1

(X, R) est un treillis flou modulaire (voir la Figure 3.9).

03\07\ 01, /0.3

\ \ / /

F1GURE 3.9 — "Treillis flou modulaire"

Proposition 3.13. [4] Soit (X, R) un treillis flou distributif alors (X, R) est un
treillis flou modulaire.

Démonstration

Supposons que (X, R) est un treillis flou distributif donc (zVy)Az = (zAz)V(yAz).
OnaR{(zVy Az,xV (yNz) =R{((xzAN2)V(yAz),zV (yAz)) et comme
R(z,z) > 0 donc = A z = x d’aprés la propriété (5) de la Proposition 3.2 on
trouve R((x Vy) ANz,xV(yAz)) =RV (yAz),zV(yAz) =1>0. Alors
(xVy)ANz=xV (yAz). Dot (X,R) est un treillis flou modulaire.
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

Dans ce mémoire, nous avons étudié les notions de base d’un sous-ensemble
flou et ses propriétés fondamentales, et on a vu particuliérement la classe des
relations d’ordres flous notamment leurs propriétés fondamentales et aussi ses
caractérisations en termes des a-coupes. Le but le plus important de ce travail est
I’étude d’une classe particuliéres des ordres flous qui sont les treillis flous, nous
avons abordé les différents propriétés de cette classe dans une cadre algébrique et
leurs caractérisations en termes aussi des a-coupes ensuite, nous avons étudié les
treillis flous complet. Finalement, nous avons donné quelques classes particuliéres
des treillis flous tels que les treillis flous distributifs et modulaires.

Ce travail donne une grande possibilité de généraliser quelques résultats classiques
notamment les différents classes des treillis flous.

Comme perspectives, on a laissé la voie ouverte pour envisager d’autres propriétés
et caractéristiques des classes particuliéres d’un ensemble ordonné flou par exemple :
les treillis résiduelles flous.
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Abstract

In this memory, we have studied the properties of fuzzy ordered sets and
discussed in this regard a particular class of fuzzy ordered sets which are
the fuzzy lattices, we have also provided some basic properties and
characterizations of this class.

Among the most important results which we discussed the study of the
properties of fuzzy lattices and its characterizations in terms of the fuzzy
level and the support, we have also examined the complete fuzzy lattices
with their characterizations in term of the support, finally we have studied
the properties of distributive and modular fuzzy lattices.

Key words:

Fuzzy sets, fuzzy orderd sets, fuzzy lattices.

Dans ce mémoire, nous avons étudié les propriétés des ordres flous et
discuté a cet égard une classe particulieres des ensembles ordonnés flous
qui sont les treillis flous, nous avons aussi fourni quelques propriétes et
caracteristigues fondamentales de cette classe.

Parmi les résultats les plus importants qui nous avons discuté I'étude des
propriétés des treillis flous et ses caractérisations en termes de niveau de
flou et du support, nous avons examiné aussi les treillis flous complets
avec leurs caractérisations en terme du support, enfin nous avons abordé
les propriétés des treillis flous distributifs et modulaires.

Mots clés :

Ensembles flous, ensembles ordonnés flous, treillis flous.
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