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Notations générales

C([a, b]) Espace des fonction continue sur 'intervalle [a, b].

AL L’opérateur inverse de I'opérateur A

1 Opérateur d’identité

A* Adjoint de 'opérateur A.

D(A) Le domaine de 'opérateur non-borné A

Gr(A) Le graphe de l'opérateur A

L(E,F) Espace des opérateur linéaires continus de E dans F.
p(A) L’ensemble résolvant de A.

R\(A) La résolvante de A.

og(A) spectre de A.

o,(A)  spectre Ponctuel de A.

o.(A) spectre continu de A.

0.(A) spectre Résiduel de A.

M+ Orthogonal de M.

M L’adhérence de I’ensemble M.
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Introduction

La théorie spectrale, branche essentielle de I’analyse fonctionnelle, s’applique tant en
mathématiques pures et appliquées (équations différentielles ou aux dérivées partielles,
théorie des algebres de Von Neumann...) qu’en physique et en chimie (mécanique quan-
tique, mécanique statistique, spectroscopie...).

Ce mémoire ne décompose en trois chapitre.

Le premier chapitre est une préliminaires contient quelques notions de bases concernant
a l'opérateur non borné sur un espace de Hilbert.

Dans le deuxiéme chapitre, on va s’intéresser aux opérateur différentiels comme & opéra-
teur non bornée dans un cadre fonctionnel hilbertien (espace de sobolev).

Dans la troisieme on va présenter étude spectral d'un opérateur différentiel autoadjoint,
en choisissant ’opérateur différentiel ordinaire du second ordre c’est 'opérateur de Sturm-

Liouville.



Chapitre 1

Généralités sur les opérateurs non

bornés sur un espace de Hilbert

1.1 Opérateurs non-bornés(Extension).

1.1.1 Définition

Un opérateur non-borné sur un espace de Hilbert H est la donnée du couple (D(7'),T)
ou D(T) est un sous- espace vectoriel de H, et T" est un opérateur linéaire définie de D(T)
dans H, alors on dite que T" est non-borné de domaine D(T)).

Si D(A) est dense dans H on dit que A est densément défini.

X =Y =0, 1]).

1.1.1 Exemple

En prenant pour domaine

D(T) =c*([0,1]),

on définit un opérateur de dérivation Ay, = d,/dr «au sens classique» dans ’espace

C°([0,1]),par: ]

= Vuec'(o1)

AM’LL:

1.1.2 Exemple
Soit T" un opérateur et H un espace tel que:

H=L*R) = {f :R — C f mesurable tq : [ |f(z)|’ dx(oo}.
R



1.1. Opérateurs non-bornés(Extension).

Le produit scalaire sur L*(R) est (f,g) = [ f(x)g(z)dx

T : L*R)— L*(R)
f = Tf tq Tf=uaf.
Le domaine D(T) = {f € L*(R) /zf(z) € L*(R)}. Alors f(x) = 1/vV1+ 2% € L*(R)

mais = f(z) ¢ L*(R) car:

[ xf(z)dx est divergente, alors T est un opérateur non-borné.

1.1.1 Noyau. Image. Graphe d’un opérateur non borné

1.1.1.1 Définition
Soit (7', D(T')) un opérateur non-borné sur un espace de Hilbert H

1. On appelle noyau de T est le sous-espace ker(7T)tel que:

ker(T) = N(T) = {z € D(T) : T(z) = 0y}

2. Image de T est le sous-espace Im(7") de Y tel que:

Im(T) = R(T) = T(D(T)) = {Tx : = € D(T)}.

3. Le graphe de T est le sous-espace vectoriel noté par Gr(T) tel que:

Gr(T) = {(z,y),x € D(T),y = T(x)}

etsiT =95= Gr(T) = Gr(S5).

1.1.1.2 Définition(extension)

Si Ty, T, deux opérateurs non-bornés et si D(71) C D(T3) et pour z € D(Th) : Ty(z) =
T5 (z).Donc on dite que T est une extension de T}, on écrit Gr(1y) € Gr(T, ), on écrit
alors T} C Ty .

1.1.1.1 Remarque

On dit qu'un opérateur (7; D(T')) dans H est borné si D(T) = H et T : H — H est
continue.

et T C S= Gr(T) C Gr(5)



1.2. Les opérateurs non-bornés fermés.

1.2 Les opérateurs non-bornés fermés.

1.2.1 Proposition
(T; D(T)) est un opérateur non borné de X dans Y.
On dite que T est fermé si pour toutes les suite (x,,) de D(T') convergente vers x dans

X et la suite des images (T'z,), convergente vers y dans Y, c’est-a-dire

r, — x dans X (fort)

Tz, — ydansY (fort) lorsque n — o0

alors z € D(T) et Tx =y

1.2.1 Exemple

Sur X = C%([0,1]) 'opérateur Ay, défini sur D(Ay) = CH([0,1]) par x — dx,/dt est
fermé.

En effet: soit {,} une suite Ay, convergente i.e.{z,} C C([0,1]), telle que

r, — x dans C°([0,1])
Z—f — g dans C°(]0,1])

De théorémes classiques sur la convergence uniforme il résulte que = est dérivable sur|0, 1]
et que dz,/dt =y sur [0, 1].

De plus la norme de graphe est équivalent & la norme sur C*([0, 1]) définie par:

dx
dt

R P—— \ |
Co([0,1])

1.2.1 Remarque

- Un opérateur T est dit fermé si son graphe est un sous-espace fermé de H & H.
- Un opérateur T est dit fermable s’il admet une extension fermée.

1.2.1 Théoréme(du graphe fermé)

Soient F et F' deux espaces de Banach et T : E — F un opérateur linéaire, alors:

T borné <= T fermé

1.2.2 Remarque



1.2. Les opérateurs non-bornés fermés.

1. On dite que T est fermable si Gr(T') est un graphe d’un opérateur non- borné ferme,

c’est-a-dire Gr(T) = Gr(T).
2. Tout opérateur fermé est fermable mais I'inverse est faux.

1.2.2 Exemple( cas d’un opérateur non borne fermable)
l'opérateur T, de domaine D(T") = D( |0, 1]) est fermable, mais il n’est pas fermé.

La fermeture du graphe

G(Tn) € Cao([0,1]) x Cy([0, 1])

(o1t I'on désigne par C2([0,1]) & {z € c°([0,1]), 2(0) = (1) = 0}

Cool[0,1]) < { € €([0, 1)), 2(0) = 2(1) = (0) = /(1) = 0}.)

définit un opérateur AY, restriction de Agy au domaine D(AY,) = Ci,([0, 1]).

1.2.2 Proposition

Soit T" un opérateur fermé de X dans Y de domaine D(T"). Alors, son noyau N(T') est
fermé

Soit (D(T),T) un opérateur non-borné sur un espace de Hilbert H alors, T est fermé si
et seulement si D(7") muni de ce produit scalaire du graphe (,),. est un espace de Hilbert.

est

Vo,y € D(T), (v, y)p = (z,y) g + (T2, Ty)y

et

2 2
lelly = /Il + |72l

Preuve

1. On a (z,y), est bien un produit scalaire sur D(T), il reste a vérifier que D(T') est

complet pour la norme ||||. Soit (z,), € D(T") de Cauchy, alors

Hxn - mezT = Hxn - xm”?{ + HTxn - Txm”?{ —0



1.2. Les opérateurs non-bornés fermés.

Par conséquent (x,), et T(z,), sont de Cauchy dans H elles sont convergentes re-
spectivement vers = et y, puisque T et fermé on a x € D(T) et y = Tz,d’autre

part

l|lzn — I'H?F = ||, — w”?{ + || Tz, — TwH}%I —0

2. (D(T),(,)r) est espace de Hilbert vérifions que 7" est un opérateur fermé sur H, et

soit (z,)n € D(T) tel que

Ty, —xetTr, —vy
alors (z,), est de Cauchy dans (D(T), ||||;-) elle doit donc converger vers w € D(T) :

2 = wll2 =l — wl% + [T, — Twlly, — 0 pour n — .

D’ou x,, — w et T'x,, — Tw, et par unicité de la limite on trouve r = w et y = Tx =

Tw.D’ou T est fermé.

1.2.3 Exemple

Soit D sous espace vectoriel non fermé dans un espace de Hilbert et I I'opérateur identité
de D dans H: I est borné de D dans H lorsqu’on le muni D de la topologie induite par
celle de H, I n’est pas fermé de D dans D car:

lzl7 = llzllG + 12l = 22l = N2l = v2lz] 4

d’ot:||z||; est équivalente a ||z||,; et Ip ne peut étre complet pour |||, .

1.2.3 Proposition

Si T est fermable, T est le plus petite extension fermée.

Preuve

Puisque T est une extension fermée de T', soit S extension fermée de 1" alors:

TcS= Gr(T) c Gr(S) = Gr(T) c Gr(S) = Gr(S) = Gr(S) dou T C S.

1.2.3 Remarques

1. Si D(T) est fermé et T est continue, alors 1" est fermé.

2. La continuité de T" ne implique pas nécessairement que 7" est fermé. Inversement, T’

fermé ne implique pas nécessairement que 7' est continue.



1.3. Opérateur adjoint et auto adjoint

1.2.4 Proposition
Soient X et Y deux espaces de Banach et T un opérateur de X dans Y ; pour que
lopérateur T soit fermable il faut et il suffit que pour toute suite (x,,) de D(T') qui converge

vers 0 dans X et telle que T'(z,,) converge dans Y vers un vecteur y, on ait y = 0.

1.3 Opérateur adjoint et auto adjoint

1.3.1 Définition
Soit (7, D(T')) un opérateur non borné a domaine dense. On va définir un opérateur

non-borné T* comme suit .On pose
D(T*)={xe€ H:ye D(T):y — (z;Ty) est continue}

il est claire que est un sous-espace vectoriel de H et vérifiant:

<Tzx,y>=<ux,T"y >Vr,e€ D(T),Vy € D(T")

Grace a la densité de D(T') dans H, pour chaque x € D(T*) la forme linéaire y — (z, T'y)
s’étend a un unique élément de H qu’on écrit par le Théoréme de Riesz comme(T™*z, .) ;.

1.3.1 Remarque

Si (D(T),T) est un opérateur non-borné dans un espace de Hilbert H , alors D(T") n’est
pas en générale fermé dans H, par contre il sera supposé dense dans H pour qu’on puisse
définir 'adjoint de T'.

1.3.1 Théoréme

Soit (D(T),T) est un opérateur non-borné dans un espace de Hilbert H de domaine
D(T)

dense dans H alors :

e Alors T* est fermé.

e T est fermable si et seulement si D(7T) est dense.

e Si T est fermable alors T =T ** et (T') = T*.

1
o TN =[IT=[| = 1T~T* .



1.3. Opérateur adjoint et auto adjoint

1.3.1 Propriété de ’adjoint

Soient 717, T5 des opérateurs sur H dont les domaines sont denses et «, 5 € C.
1. Vo, B €k on a (A + BB)" = aA* + fB*;

2. Si le domaine de T7 + T5 est dense, alors T} + Ty C (17 + T3)*;

3. Si le domaine de 7577 est dense, alors TyTy C (1317)%

4. Si'Ty C Ty, alors 17 D T4,

5. Si T, ' existe, alors (17)~! existe et de plus on a (T7) ™! = (T, 1)*;

6. I" =1,

1.3.2 Proposition
Si A est un opérateur fermé a domaine dense dans un espace de Hilbert, alors on a les

relations suivantes entre son noyau

ker A = (Im A*)*, ker A* = (Im A)*, (ker A*)* = (Im A), (ker A)* = (Im A*).

(Les trois premiéres égalités sont en fait vraies pour tout opérateur fermé a domaine
dense dans un espace de Banach).

1.3.2 Définition

Soit (D(T),T) un opérateur non-borné sur un espace de Hilbert H de domaine dense

dans H
1. T est dit hermitien ou bien symétrique si :
Va,y € D(T),(Tx,y) = (x,Ty)
.Cela signifie que T™ est une extension de 7.

2. T est dit auto-adjoint si 7* = T, c’est-a~dire :D(T) = D(T*) et Tx = T*x pour
tout © € D(T'). Ou bien T est auto-adjoint si et seulement si T est symétrique et

D(T*) ¢ D(T).

1.3.2 Remarque



1.3. Opérateur adjoint et auto adjoint

1. Dans le cas des opérateurs linéaires bornés ces deux notions sont identiques.

2. Dans le cas des opérateurs non-bornés tout opérateur auto-adjoint est symétrique par

contre un opérateur symétrique n’est pas forcément auto-adjoint.

3. Si T est un opérateur symétrique alors T *et T™* sont deux extensions fermées de T’

avec:

TCcT™CTr.
4. Si T est un opérateur symétrique fermé alors:

T=T"CT"

5. Si T est un opérateur auto-adjoint alors:

T=T"=T"

6. Si T est auto-adjoint alors 7" est fermé, en réduit alors qu’un opérateur non-borné

symétrique fermé est auto-adjoint si seulement si son adjoint est symétrique.

1.3.3 Proposition

Si T est symétrique et fermé, alors T' auto-adjoint.

Si T* est symétrique fermé alors T = T™* est une extension de T*.

1.3.3 Définition

Soit (D(T);T') un opérateur non-borné sur H, symétrique de domaine D(7") dense dans
H. T est dit essentiellement auto-adjoint si T est auto-adjoint ou bien:

(T)=T
1.3.3 Remarque

1. Tout opérateur auto-adjoint est essentiellement auto-adjoint mais la réciproque est

fausse.
2. Si T est essentiellement auto-adjoint alors : T™ est la petite extension fermée de T

3. Si T est essentiellement auto-adjoint alors : T™ est auto-adjoint.



1.3. Opérateur adjoint et auto adjoint

1.3.1 Lemme

Si T est essentiellement auto-adjoint, 7 a une unique extension auto-adjoint 7

1.3.4 Proposition

Soit T" et S deux opérateurs non-bornés auto-adjoints Si 7' C S alors : T'= S.

Preuve

On a :

TcS=S*"CcT*= ScT,dousS=T.

1.3.2 Théoréme

Soit (D(T'),T) un opérateur non-borné symétrique de domaine D(T") dense dans H.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. T est auto-adjoint.
2. T est fermé et ker(T* + i) = ker(T™* — i) = {0}.
3. Im(T + i) = Im(T — i) = H.

1.3.3 Théoréme
Soit (D(T'),T) un opérateur non-borné symétrique sur un espace de Hilbert H et de

domaine D(T') dense dans H, alors on a l’équivalence de trois propriétés suivantes :

1. T est essentiellement autoadjoint.
2. ker(T™* £1i) = {0}.
3. Im(T" +4) est dense dans H.

Preuve
On applique le théoréme précédent a T , pour cela on obtient les équivalences suivantes:

Sachant que T est aussi symétrique

1. T est auto-adjoint.

2. T est essentiellement auto-adjoint.

3. ker(T" 4 i) = ker(T* & i) = {0}.

10



1.4. Spectre des opérateurs non-bornés.

4. Im(T +i) = H.
ainsi pour montrer ce résultat il suffit d’établir que :

Im(T 4 i) = Im(T + 1)
En effet, pour tout opérateur fermable S, on a

Im(S) = Im(S)

(C’est-a-dire on a d’abord

Im(T 44) C Im(T =+ 1)

Réciproquement, comme T est symétrique T est aussi symétrique.
Et pour tout A € C\R I'image de (T — \I) est fermé dans H.
Car en notant que A = a + (57,3 # 0 et on a:

(T = ADal|* = (T — al)z|” + 52 ||«

finalement on a

Im(T — M) = Im(T — A)

1.4 Spectre des opérateurs non-bornés.

1.4.1 Définition
Soit T' un opérateur non-borné fermé. On dite que A est une valeur réguliére de T si:
T — M\ : D(T) — H est une application linéaire bijective de D(T') sur H, avec un inverse

continue; Autrement dit
p(T) ={\€C: (A —T) ! existe et continue}

On note p(T') I'ensemble résolvant de T. Pour : X € p(T'), Vopérateur Ry(T) = (A[-T)~*
est appelé 'opérateur résolvant ou résolvante de T" en \.
Le spectre de T est 'ensemble o(T) tel que:
11



1.4. Spectre des opérateurs non-bornés.

1.4.1 Proposition
1. Si T n’est pas fermé, T' n’admet aucune valeur réguliers, donc on a toujours o(7") = C

R\(T) est borné de Im(7T" — AI) dans D(T') c’est- a-dire

VC >0 tq: ||Rx(T)ull < C|ul|, Yu € Im(T — \)

Soit (D(T),T) un opérateur non-borné sur H (lequel est un C-Hilbert).
On désigne par o(7T) le complémentaire dans C de ’ensemble résolvant p(T) et o(7T') est

appelé le spectre de 'opérateur 1" on a :
e o(T)=C/p(T)
e C=0(T)Up(T)
e o(T)Np(T)=0

o(T) peut étre décomposé en trois ensembles deux a deux disjoints notés :

o,(T) ,0.(T) ,0,(T) . Ils sont définis comme suivants:

o 0,(T) ={X € C,(T"— AI) n’est pas inverse(n’est pas injective) de D(7T") dans Im(7" —
A}

C’est-a-dire il existe x #£ 0 tel que Tx = A X, alors on dite que A est un valeur propre de
T et x est un vecteur propre associé a \.
L’ensemble des valeurs propres d’'un opérateur 1" est appelé le spectre ponctuel de T'.

Notation: o, est appelé spectre ponctuel de 7.

e 0.(T)={\ € C,(T—\) inversible de D(T") dans Im (7" — AI) et Im(7 — \I) est dense
dans H; R)(T') n’est pas borné }.

Notation: o. est appelé le spectre continu de 7T'.

12



1.4. Spectre des opérateurs non-bornés.

e 0, ={\ € C,(T — \) inversible de D(T") dans Im(7" — AI) et Im(T" — AI) n’est pas
dense dans H}.

C’est-a-dire tout A € o(T) tel que A n’est pas un valeur propre et Im(AI — T') n’est pas
dense dans H.
Notation: o, est appelé le spectre résiduel de 7.
1.4.1 Exemple
H = L*(R) et A l'opérateur de multiplication par la fonction p(z) = x tel que:
Ap(r) = vp()

de domaine

D(A) = {p € L*(R), zp(v) € L*(R)}

Alors D(A) est dense dans L?(R) et A est autoadjoint. Donc:

o 0 (A) =2
¢ 0, (A)=R
¢ 0, (A) =0
o p(A)=C/R

1.4.1 Théoréme

soit A un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert séparable H. Alors le spectre
de A est réel et le spectre résiduel du A est vide.

1.4.1 Corollaire

Si A est un opérateur fermé symétrique et o(A) ne contient pas R, alors A est auto-
adjoint.

1.4.2 Définition( Rayon spectral)

On appelle rayon spectral de A le nombre
r(A) =sup{|A| : A € 0 (A)}.

C’est-a-dire le rayon de la plus petite boule fermée de centre 0 contenant toutes les

valeurs spectrales de A

13



1.4. Spectre des opérateurs non-bornés.

1.4.1 opérateurs compacts

Soient E et F' deus espaces normés, et T' € L(FE, F').on dit que T est compact si et seulement
si I'image de toute suite bornée par 1" posséde une sous suite convergent.

On note par K (H) l'espace des opérateurs compact sur H tout opérateur de rang fini
est compact, c’est-a-dire 1'espace Im(7") est de dimension finie.

1.4.1.1 Proposition

la somme des opérateurs compacts est compact.

Soit H un espace de Hilbert. Si un opérateur 7" de £(H) est compact, il existe une suite

d’opérateurs bornés de rang fini, de limite 7" dans L(H).

1.4.2 Spectre d’un opérateur compact

Soit 7' € L(FE) un opérateur compact.

1. Toute valeur spectrale non nulle de T" est valeur propre de 7" et son sous-espace propre

associé est de dimension finie.

2. Le spectre de T est dénombrable. S’il est infini, on peut ordonner ses éléments non

nuls en une suite (A, )qen telle que :

Vn € N, |)‘n+1’§|/\n’
lim A\, = 0.

n—oo

1.4.2.1 Proposition

Le spectre de ’adjoint d’'un opérateur 1" est donné par :

o(T*) = {\ e a(T)}.

1.4.2.1 Remarque

On remarque que pour un opérateur auto-adjoint, les valeurs propres sont réelles.

14



1.4. Spectre des opérateurs non-bornés.

1.4.3 Spectre d’un opérateur auto-adjoint compact

1. Soit A I'ensemble des valeurs propres de T'. Alors :

2. A est une partie infinie, dénombrable et bornée de R dont le seul point d’accumulation

est 0,

3. les sous-espaces propres correspondant & des valeurs propres non nulles sont de dimen-

sion finie,

4. les sous-espaces propres associés a deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

1.4.3.1 Théoréme

Si H est un espace de Hilbert séparable et T" un opérateur auto-adjoint compact sur H,
alors H admet une base hilbértienne formée de vecteurs propres de 7.

1.4.3.2 Théoréme

Soit A un opérateur hermitien compact sur un espace de Hilbert H de dimension infinie.

1. Le spectre de A est réel. Il est de la forme o(A) = (p,,) U {0} ou (p,,) est ou bien une
suite finie de valeurs propres réelles, ou bien une suite dénombrable de valeurs propres

réelles convergeant vers 0.
2. Pour chaque valeur propre A non nulle, ’espace propre FE\ est de dimension finie.

3. Le réel 0 est éventuellement valeur propre (selon que A est injectif ou non) et I'espace
propre associé( le noyau de A) peut alors étre de dimension finie ou infinie. Si le réel
0 n’est pas valeur propre (i.e n’est pas dans le spectre discret), il est dans la spectre

continu.

4. Les espaces propres F) sont orthogonaux deux & deux et H est la somme direct
hilbértienne des F),
H = ®xeo(m) B

Autrement dit, les espaces propres F) engendrent un sous-espace vectoriel dont ’adhérence

est H.
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1.4. Spectre des opérateurs non-bornés.

1.4.4 Spectre essentiel

1.4.4.1 Définition( Fredholm)

Un opérateur linéaire L est dit de Fredholm si

1. son noyau est de dimension finie,

2. son image est fermée et de codimension finie.

Son indice est alors défini par

indL = dimker L — codim Im L.

Rappelons au passage que si L est fermé a domaine dense, Im L = ker L* . Donc pour
un opérateur de Fredholm, fermé et & domaine dense,codim Im L = dim ker L* .

1.4.4.1 Proposition

Soit L un opérateur de Fredholm, fermé et a domaine dense dans un espace de Hilbert

H. Alors son adjoint L* est aussi un opérateur de Fredholm, on a
H=kerL®ImL* =ker L" ¢ Im L,

et indL = —indL*. De plus, L est bijectif si et seulement si L* est bijectif.
1.4.4.2 Définition( spectre essentiel)

Le spectre essentiel d'un opérateur linéaire fermé est ’ensemble

Tess(A) :={\ € C; (A — A) n'est pas un opérateur de Fredholm drindice 0}.

On voit immédiatement avec cette définition que la réunion du spectre ponctuel et du
spectre essentiel couvre tout le spectre. En effet, ’ensemble des valeurs propres et le spectre
essentiel sont évidemment inclus dans le spectre. Inversement, si n’appartient ni & 'un ni a

Iautre,

0 = dimker(A — A) = codim Im(\ — A),
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1.4. Spectre des opérateurs non-bornés.

et donc (A — A) est une bijection de D(A) sur X, ce qui signifie que appartient a 1’ensemble

résolvant de A. Donc

0(A) = 0,(A) Uoess(A).

Cependant il ne s’agit pas a priori d’une réunion disjointe. FEn effet, I'intersection

Tess(A) No,(A) est composée des valeurs propres A pour lesquelles
1. Soit ker(A — A) n’est pas de dimension finie,
2. Soit Im(\ —A) n’est pas fermé,

3. Soit dimker L # codim Im L.

On peut de plus décomposer

Oess(A)\op(A) ={N € C; Ker(A — A) = {0} et Im(A —A) & X}.

1.4.4.2 Proposition
Soit A auto-adjoint, et A € 0 \ 0.4s. A est alors isolé dans le spectre, et c’est une valeur
propre de multiplicité finie.

1.4.4.1 Remarque
1. 0.(A) = {X € 0ess(A)\op(A); Im(N — A) = X},
2. UT<A) = (0688<A)\U]0(‘4))

1.4.4.3 Définition

Un opérateur linéaire K sur un espace de Banach X est dit compact si 'image par K
de tout ensemble borné X est relativement compact. Dans ce cas, on note K € K(X).

1.4.4.1 Lemme 3

Si A est un opérateur de Fredholm, si K est un opérateur compact, alors A + K est un
opérateur de Fredholm de méme indice.

1.4.4.2 Théoréme

Si A est un opérateur linéaire fermé et a domaine dense dans X, alors pour tout K €

K(X), 0ess(A+ K) = 0.55(A). De plus, on a
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1.5. Les opérateurs différentiels comme opérateurs non-bornés sur L*(R)

1.5 Les opérateurs différentiels comme opérateurs non-

bornés sur L?(R)

On va s’intéresser aux opérateurs différentiels comme & des opérateurs non bornés dans
un cadre fonctionnel essentiellement hilbertien (espaces de Sobolev).. Pour p € N* et

ai,...,a, € C°(R, M,(R)) , avec pour tout z € R, a,(z) € GL,(C),'opérateur différen-

tiel
p
A=A@0,) =) a;(x)d,
§=0
[Aul| . < VP + 1max |aj| 1 [[ull 7
ou
u 2
2 2 j
lullfn = lulZe + > [|0ull,.
j=1
1.5.1 Lemme

Si une suite (uy,), € N d’éléments de H?(R)™ converge vers u dans L?(R)" et si Au,,
converge vers f dans L*(R)", alors u € HP(R)" et Au = f (presque partout).

Le précédent lemme prouver que l'opérateur différentiel A est fermé sur L?(R)", donc
son graphe Gr(A) est fermée dans L*(R)" x L?(R)".

En Popérateur différentiel A = 3°%_ a;(2)07 'utilisation de I'intégration par parties sur

p .
(Au,v)pour u,v € HP(R)"™ rendements A*v = > (—1)702(a;(x)v(z)), pour v € D(A*) =
j=0
HP(R)™.
Cette expression est appelé formel de I’adjoint de A ("formel" parce que nous ne avons

pas de spécifier son domaine).

1.5.1 Transformation de Fourier

L’analyse de Fourier fait 'objet de nombreux ouvrages. En voici quelques éléments utiles

pour la suite.
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1.5. Les opérateurs différentiels comme opérateurs non-bornés sur L*(R)

La transformation de Fourier F est par définition un isomorphisme de L?(R;C) (simple-

ment noté L?(R) dans la suite) tel que, pour tout v € L*(R) N L%(R),

Fu(§) = /u(m)e_mgda:, ¢ eR,

Flu(x) = /u(ﬁ)emgdx, x €R.

A un facteur pres c’est une isométrie, car en vertu du théoréme de Plancherel on a pour
tout u € L*(R),

1
IFulzs = = Nl

1. La transformation de Fourier laisse invariante la classe de Schwartz

S(R) = {u € C=(R); quels que soient j,p € C; supyer(l + |z|)? |07 u(x)| < +oo}

ensemble contenant notamment les gaussiennes

_ _ 2
u: s e M@mm)

pour a € R™ et m € R, de transformées de Fourier

U:€— \/Eeim§e§2/(4a).
a

En outre, pour tout u € S(R),

F(05u) (&) = (i) Fu(§). & € R. (3)

Si u est de classe C* & support compact, sa transformée de Fourier u se prolonge en une

fonction analytique sur C. En effet, si K = supp(u),

w() = /u(m)eig’”dx

1.5.1.1 Théoréme (Paley-wiener)
Si U est une fonction analytique sur C pour laquelle il existe un compact R > 0 tel que

pour tout j € N, il existe C; > 0 avec
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1.5. Les opérateurs différentiels comme opérateurs non-bornés sur L*(R)

Oj RIm¢
NS e

pour tout & € C, alors U | est la transformée de Fourier d’une fonction u de C*° &

support compact inclus dans le segment [— R, R).
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Chapitre 2

Spectre essentiel des opérateurs

différentiels

Revenons maintenant & notre opérateur différentiel A. On suppose désormais que les co-
efficients a; admettent des limites & l'infini. Il va s’avérer que le spectre essentiel de A
est «essentiellement» déterminé par le spectre des opérateurs a coefficients constants aj[
obtenus en passant & la limite dans a;(x) lorsque = tend vers foo. Avant de préciser ce
résultat, voyons

justement le cas des opérateurs a coefficients constants.

2.1 Spectre des opérateurs différentiels a coefficients
constants

2.1.1 Théoréme
Soit A = A(9,) = ?:o a;0) un opérateur différentiel a coefficients constants
matriciels a; € M,(C). Alors le spectre de A sur L*(R) est constitué¢ exclusivement de

spectre essentiel, et plus précisément,

o(A) = {\ € C,3¢ € R, det(\ — A(i€)) = 0}, ot A(p) = Zmaj

est le symbole de A (pour tout p € C, A(pn) € M,(C)).
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2.1. Spectre des opérateurs différentiels a coefficients constants

Démonstration

La recherche du spectre de A revient a ’étude de ’équation

A—Au=f

avec [ € L*(R)" donné. L’outil principal pour cela est la transformation de Fourier. En

effet, pour f et u dans S(R)", I’équation ci-dessus est équivalente a

-~

(A = A(i§))u(€) = f(£),€ € R.

Supposons que la matrice (A — A(i&)) soit inversible quel que soit £ € R. On en déduit
a() = (A - A(i€) ' f(€) € € R

Or si 'on note g(&) = (A — A(i€)), la fonction & — |£]” g(£) est bornée : en effet, g est

continue comme composée de & — A\ — A(i€) et de M € GL,(C) — M, donc bornée sur

tout intervalle fermé [—R, R], et limy— o0 [§]” g(§) = —(i&/ |€])"Pa, . Donc g est de carré

intégrable, et par transformation de Fourier inverse on obtient

u=Fg)*f.

Ce calcul s’étend a toutes les fonctions f € L*(R)", et la formule u = gf montre de plus
que u € HP (R)"puisque & — [£]” g(&) est bornée.
Autrement dit, si (A — A(i€)) est inversible quel que soit € R, 'équation (A — A)u = f

pour f € L(R)™ admet une solution unique v € H?(R)™. Ceci montre que
o(A) c{\ e C,3¢ € R,det(A — A(i£)) = 0}

Inversement, si A € C et £ € R sont tels que det(A — A(i€)) = 0 alors A € 0.55(A). Ceci
n’est pas tout a fait immeédiat. Supposons en effet r € ker(A — A(i€)) ~ {0}. La fonction
U, : z + €®r annule clairement (A — A), mais elle n’est pas dans le domaine de A (elle est
de classe C'*°, mais méme pas de carré intégrable !). C’est pourquoi on ne peut pas dire que
A est une valeur propre de A. Pour montrer qu’elle appartient & o.s(A) on va faire appel
au résultat général suivant :

2.1.1 Lemme
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2.2. Fonction de Green des opérateurs diftérentiels a coefficients constants

Si A est un opérateur linéaire fermé sur un espace de Hilbert H s’il existe une suite
(ur)ken orthonormée d’éléments de D(A) telle que (A — A)uy, tende vers 0, alors A € 0egg(a)-

Démonstration du lemme 2.1.1

D’Apres le théoréme 1.4.4.2; il suffit de montrer que A € o (A + K) quel que soit
lopérateur compact K. On raisonne par ’absurde. Supposons qu’il existe un opérateur
compact K tel que A € p(A + K). Cela signifie que (A + K — \)~! est un opérateur borné,

c’est-a~dire qu’il existe C' > 0 tel que

lull < [I(A+ K = M|

pour tout u € D(A). Puisque (ug) est bornée par hypothése, la suite (Kuy) admet une

sous suite convergente (Kuy/). Par suite,

< CE(up = uny) || + C|(A = Duw || + C|(A = A |,

ol les 3 termes tendent vers 0 lorsque k',m — 4o00. Ainsi la suite (uz) est de Cauchy et
donc converge. Or puisque (u;) est orthonormée, |[ug — iy ||* = |t ||” + ||t || = 2, Qo0

la contradiction.

2.2 Fonction de Green des opérateurs différentiels a
coefficients constants

Notons ¢ la masse de Dirac en 0, c’est-a-dire la mesure de Radon définie par

5,0) = ¢(0)

(0,
+oo
/5(az)da: = 1, 6(z) =0 pour x # 0,

pour toute fonction continue ¢. Attention, dans ce paragraphe, la notation (.,.) désigne un

crochet de dualité et non un produit scalaire. La transformée de Fourier de § au sens des
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2.2. Fonction de Green des opérateurs diftérentiels a coefficients constants

distributions est définie par

(3.0)=16.8) = [ ola)dr oo € £(R)

et s’identifie donc a la fonction constante égale a 1. L’opérateur A étant a coefficients
constants, le théoréme de Malgrange—Ehrenpreiss, affirme que pour tout A € C il existe au
moins une distribution G, solution de (A—A)G, = 6. Mais si de plus n’est pas dans le spectre
de A, alors G, s’identifie avec la fonction de carré intégrable obtenue par transformation de

Fourier inverse de la fonction gy : £ — (A — A(i€))™! : on a en effet par définition

(A= A(i£))gr(§) = 1, £ R,

d’ou précisément (en utilisant la formule (3) reliant transformation de Fourier et dériva-
tion)

(A—A)F(ga) = 0.

La fonction Gy, = F1(g,) est appelée la fonction de Green de l'opérateur (A — A).
Cette fonction a une « singularité » en 0 dépendant de l'ordre de 'opérateur A. Plus
précisément, puisque la fonction & — (1 4 |£]*)?/2gx(€) est bornée, I'inégalité de Cauchy—
Schwarz et intégrabilité de & — 1,/(1 + |¢|*) montrent que G, appartient & H?~'(R), et
s’identifie par conséquent & une fonction de classe CP~2 lorsque p > 2. Dans le cas d'un
opérateur A d’ordre 1, G a une discontinuité en 0, & laquelle le reste de ce paragraphe est
consacre.

Le point de départ pour calculer G est de reformuler I’équation
A=Au=f

en systéme d’équations différentielles du premier ordre :

dU

— = AU + F(x)

ou
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2.2. Fonction de Green des opérateurs diftérentiels a coefficients constants

0 0,0...0
) = AN = 0 ,
0 0 ---01,
—(ap)_lf(ac) ag(A) -+ - Qp1

a; = —(ay) ta; Vi € {1,....,p— 1}, ao(A) = —(a,) *(ap — N).
On est ainsi en quelque sorte ramené au cas p = 1, car la fonction de Green G, de
I'opérateur du premier ordre 0, — A(\) permet de calculer la fonction de Green de (A — A).
2.2.1 Proposition

Soient
p

A=A0,) =) a;0

5=0

un opérateur différentiel a coefficients constants et A ¢ o(A). Alors la matrice A(\)
définie comme ci-dessus est hyperbolique, et la fonction de Green G de (A — A) est donnée
par

G\ = PGy J,

on j : feC"—(0,..,0,—(a,) 'f) €eC” P:UeC” U, €C",
et G(z) = 1{x>0}€xA()‘)Hs()\) — 1{I<0}GIA(A)Hu()\),

les opérateurs II5(\) et 11, (\) désignant respectivement les projecteurs sur le sous-espace
stable et le sous-espace instable de A()). Comme G, , la fonction de Green G, dépend
analytiquement de A, et elle tend exponentiellement vite vers zéro, tout comme ses (p — 1)
premiéres dérivées, lorsque = tend vers +oo.

2.2.1 Exemple

Prenons simplement 1'opérateur A = 92. Le spectre de A est R™, et la fonction de Gre

en de (A — A) pour A ¢ R~ se calcule directement par transformation de Fourier inverse

G\ = Leﬂﬁ\wl’

2\
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2.3. Opérateurs a coefficients variables

o/ A désigne la racine carrée de A de partie réelle strictement positive. En écrivant

(A= A)u = f sous la forme

du _

de

dv

7 = Nu-—
dl’ u f7

les projecteurs spectraux sont donnés par

w0 ) - e ) -3 0

d’ou

L V2 YA (RS W SR, VSRR G
GA(CL')(U) - 213&>06 (U \/X) (_\/X) 2196<06 (U—f- \/X) \/X )
et en particulier

pG,\(x)( 0 ) _ Le*'*“\ﬁf.

=/ 2V
Noter que le cas limite A — 0 donne Go(z) = —|z| /2, ce qui est connu comme la
fonction de Green de 92 (le Laplacien en dimension 1! en effet, 9,Go = —(1,/2)sign et

0.:Go = 0 au sens des distributions). Sur cet exemple, on observe bien la décroissance
exponentielle de la fonction de Green GG tant que est en dehors du spectre de 'opérateur, et
'on constate que cette décroissance est perdue dés que A entre dans le spectre (en 0).

On a donc réglé le cas des opérateurs différentiels & coefficients constants sur R :

1. leur spectre est une réunion de courbes algébriques, définies par A = wy(i€) si les wy

désignent les valeurs propres de A(u) pour u € C;
2. 1l s’agit de spectre essentiel ;

3. En dehors du spectre, leur résolvante s’exprime au moyen d’une fonction de Green

exponentiellement décroissante l'infini.

2.3 Opérateurs a coefficients variables

On revient maintenant & un opérateur

26



2.3. Opérateurs a coefficients variables

A= A@:) =) as(®)d;

dont les coefficients a; admettent des limites finies en f-oo:

xl—l»I:Eoo “j (x) o aj ’

On note
p

A* = Z af@i

j=0

les opérateurs & coefficients constants associés, et A* leurs symboles.
2.3.1 Proposition

SiA€ea(A7)Uod(AT) alors A € 0.55(A).

2.3.1 Théoréme

On suppose les coefficients de A tels que :

lim ajgaj = aﬁaji et lim 8§aj =0,1<k<j<p.

r—F00 r—F00

siA¢o(A7)Uo(AT) alors (A — A) est un opérateur de Fredholm.

On verra plus tard comment calculer I'indice.

2.3.1 Lemme

Si (u,) est une suite bornée dans H? telle que Au,, converge vers 0 dans L? alors (u,,)
admet une sous-suite convergeant dans H? vers u € KerA.

2.3.2 Théoréme 6

Sous les hypothéses du théoréme 2.3.1, si n’appartient au spectre d’aucun des opérateurs

a coefficients gelés
p

AV = Z aj(y)aga ye [_007 +OO} )

§=0

alors (A — A) est un opérateur de Fredholm d’indice zéro.

2.3.1 Remarque

L’hypothése que 'on fait ici sur les opérateurs a coefficients gelés est suffisante mais pas
nécessaire : en fait il suffit qu'il existe des fonctions a; ayant pour limites aij (et de dérivées
tendant vers 0) telles que n’appartienne au spectre d’aucun opérateur Av :i a;(y)d2. Ceci

=0
est cohérent avec la remarque suivante.
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2.3. Opérateurs a coefficients variables

2.3.2 Remarque

L’indice ne dépend que des opérateurs limites A* . En effet, si les coefficients de deux
opérateurs Ag et A; ont les mémes limites en +oo, ils ont aussi mémes limites que AA; —
(1 — 0)Ag quel que soit 8 € [0,1] et donc pour tout A\ ¢ o(A") U o(A™) , Popérateur
(A—0A; — (1 —60)Ap) est de Fredholm. Comme il dépend contintiment de 6, son indice est
indépendant de 6.

Démonstration

I1 s’agit de calculer la différence entre la dimension du noyau de (A— A) et celle du noyau
de (A — A)* . On va ici utiliser l'interprétation de 'équation (A — A)u = 0 sous forme de

systéeme du premier ordre :

au
I (z; MU,
ou A(x;\) = ’
0 0 1
Qo A) oo e e e @ (2)

et () = —(ap(2))aF V) € {1,p — 1}, 0w, A) = —(ay(x))(ao(x) — ).

L’hypotheése signifie que toutes les matrices A(z; A) sont hyperboliques, c’est-a-dire n’ont
pas de valeur propre imaginaire pure. Donc en particulier, les sous-espaces stables et insta-
bles de ces matrices sont de dimension constante. Le théoréme sera donc démontré si 'on
prouve le

2.3.2 Lemme

SiA¢o(AT)Uoa(A7), indice de (A — A) est égal a la différence entre la dimension
du sous-espace instable de A~ (\) et celle du sous-espace instable de AT()\) (ou encore a la
différence des dimensions des sous-espaces stables), les matrices A*(\) étant simplement les
limites de A(x; \) quand x — +oc.

2.3.2 Lemme

Sous les hypotheses du théoréme 2.3.1, 'indice de (A— A) est égal a 'indice de 'opérateur
différentiel d’ordre 1

O —A( ).
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2.3. Opérateurs a coefficients variables

2.3.2 Lemme
Si a € C®°(R; My(C)) a des limites a* en 400 qui sont hyperboliques, et si d,a tend
vers zéro en t00, alors 'opérateur d, — a (qui est de Fredholm d’apres le théoréme 3.1) est

d’indice égal a

dim E,(a”) — dim E,(a*) = dim Es(a™) — dim E,(a").

2.3.3 Théoréme

Si A ¢ o(A), il existe une fonction G satisfaisant

|G(z,y)|| < Ce ¥z, y € R,

avec C, a > 0 localement uniformes en ), telle que pour tout f € L?(R),

+oo
(=470 = [ Gala )y
Cette fonction est donnée par
G)\ = PG)\J;

onJ:feC—(0,..,0,—(ay) tf) € C?" ,P:U € C? Ul €C";et Gy estla
fonction de Green de 9, — A(.; \). De plus, G, dépend de fagon analytique dans C\ o (A),

et les constantes C' et a dans 'estimation sont localement uniformes en \.
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Chapitre 3

Opérateur différentiel du second

ordre

Nous considérons un opérateur différentiel ordinaire A de second ordre sur L?([«, 3]), (—oo <
a < f < 0), de la forme

Au = au + by + cu

Ou a, b, et ¢ sont fonction continues sur [« 8], nous supposons que «(z) > 0 pour tous
les = € [, ], et A un opérateur d’ordre deux a chaque point.

Pour plus de détermination, nous considérons les conditions aux limites Bu = 0 est
systéme homogene d’équations linéaires qui implique les valeurs de v et u & Pextrémité
= o, (et dérivés plus élevés de u peut étre exprimée en termes de u et v, par utilisation
de I’équation différentielle.

Certains types courants de conditions aux limites sont:

u(a)=u(f)=0 conditions de Dirichlet
u (o) =u (B)=0 conditions de Neumann
u(a) =u(B), v (a)=u (B) conditions de peridic

Su (@) 4+ pu' (@) =0, Mu(B) +60u (B) =0 conditions mixtes
Et aussi, nous pouvons imposer deux conditions a 'une des extrémités

u(a)=0,u (a) =0 les conditions initiales

u(B)=0,u (3) =0  conditions finales
Supposons que A est donné par:

Au=au +bu + cu
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3. Opérateur différentiel du second ordre

ou a,b,c € 02([ ,A]) puis; on utilise I'intégration par partie

(v, Au) fv ) (au” +bu' + cu) (z) dx

B
= [ [o(au” +bu') + cvu] (z) dx
B
= [avu’ + b@u]ﬁ — [ [(av)'n' — (b0) w + cou] (z) dx

[0}

B
= [avu’ + bou — (av) } + [ [(a0)"u — (b0) u + cvu] (z) dx

= [a(vu' —Du)+ (b—d Eu} +

R —

[( — (bv) + Ev)u} (x) dz

"

A% = (@) — (bv) +
Cette expression est formel de 1’adjoint de A.
Donc, nous avons
/ / / B
(v, Au) — (A*v,u) = [a(@u —vu)+(b—a )Eu}

«

cette égalité est appelée "formule de Green".
Si nous notons les termes de bord dans "formule de Green"
! ! ! B
S(a, B) = [a(@u —Tu)+(b—a )Eu]

Conditions aux limites données Bu = 0, pour A, nous définissons des conditions aux
limites de I’adjoint (B*v = 0), pour A* par 'exigence que les conditions aux limites S(«, (3)
disparaissent. Ainsi, pour v € C?([a, 3]) on dit que (B*v = 0) si et seulement si S(a, 3) = 0
pour tout u € C*([a, B]), tels que Bu = 0.

Nous disons que le (CL) est auto-adjoint (B = B*) si S(a,5) = 0 pour tout u €
C?%([av, 8]), de telle sorte que Bu = 0 si et seulement si Bv = 0.

Donc, nous disons que A est auto-adjoint si Au = A*u, et B = B*.

3.0.1 Exemple

Supposons que A = D?, puis la formule de Green écrite soit

(v, Au) — <v”,u> = [m' - E,u]ﬁ :

a

Si nous avons

u(a) = u(f) = 0(conditions de Dirichlet),
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3. Opérateur différentiel du second ordre

puis S(a, ) = vu' (B) — v (o) = 0 pour tout v (B) et u () si et seulement si v(a) =

v(B) = 0. puis
B = B*et Au=A"u=1".

Ensuite, 'opérateur A = D? avec les conditions de Dirichlet est autoadjoint.

Si nous avons le (BC) u (a) =0, u' (o) =0 (conditions initiales)

S(a, ) = 0 pour tout u'(3) et u(B) si et seulement si v(3) = 0,et v'(8) = 0 (état final).
Alors conditions définitives sont adjoint des conditions initiales (B # B'), Ainsi, Popérateur
A = D?, avec des conditions initiales ne sont pas auto-adjoint.

3.0.1 Définition

L’opérateur différentiel A est dite formellement auto-adjoint si, pour tout v € C?(I),
Au = A*u.

3.0.1 Théoréme

1. L’opérateur A est formellement auto-adjoint si, et seulement si, les coefficients a et b

., ’
sont reliés par a = b.

2. Tout opérateur A, formellement auto-adjoint (a coefficients réels), s’écrit sous la forme
Au = (pu) + qu
Démonstration
1. On vérifie facilement que pour toute fonction u dans C?([)
Au=au + (2d —bju +(a" —b + c)u.
Il en résulte que A = A* si, seulement si,
20 —b=betc=da —b +c

ce qui est équivalent & la relation b = a'.
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3. Opérateur différentiel du second ordre

Le théoréme qui suit dit précisément que tout opérateur différentiel du second ordre,
linéaire et a coefficients réels, peut étre transformé en un opérateur formellement auto-
adjoint.

3.0.2 Théoréme

Soit A Vopérateur différentiel défini par

Au=au’ +bu + cu.

Alors 'opérateur pA, avec

!
*h—a

(o) =exp( [ =y

Est formellement auto-adjoint(7 est quelconque dans T).
Démonstration
D’Apres le théoréme précédent, 'opérateur pA est formellement auto-adjoint si, et seule-

ment si,
(na)" = pb.

L’expression de p s’en déduit immédiatement.
3.0.2 Exemple

L’opérateur d’Hermite est donné pour x réel par:

1" /
Lu=u —zxu
Le facteur pu est, dans ce cas,
22

w(z) = exp(/om —ydy) = exp(——

5)

et par suite exp (% )L est un opérateur formellement auto-adjoint dans l’espace L?(R).

Pour deux fonctions f et g dans C?(R) et & supports compact

/Rexp( VLf(x dx—/f ) exp(— )Lg( )dx.

Cette égalité traduit le fait que 'opérateur d’Hermite est formellement auto-adjoint dans

L3(R; exp(—x? /2)dx) qui est donc l'espace adapté a 1’étude de cet opérateur.
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3.1. Expression de Sturm-Liouville

3.1 Expression de Sturm-Liouville

Dans cette paragraphe, nous trouvons tous les formellement auto-adjoints des opérateurs
différentiels ordinaires de second ordre (Au =au’ +bu + cu) pour a, b, et ¢ sont des fonc-
tions complexes et u € C? ([a, f]).

La formule de Green donne que

A*u = (au)’ — (bu) +cu=au +(2a —b)u + (a” D+ E) u

Pour I'égalité (Au = A*u), ce qui implique

au +bu +cu=au + (20 —b)u + (6” —b + E) u.
nous devons donc avoir

a=a,b=2ad —bc=a —b +¢

Imb'

Ces relations sont satisfaites si et seulement si un est réel, Reb=a’, et Imc = —5

Pour les opérateurs avec les valeurs des coefficients réels, que ’on note p et ¢ ou
(a:—p, b:—p',etc:q) si
Au=—pu’ —pu + qu.

La résultant de la formule de 'opérateur auto-adjoint, est appelé opérateur de Sturm-

Liouville

Au = — (pu/) +qu, ou A= —D(pD) +q
Nous avons besoin seulement d’imposer des conditions aux limites de auto-adjoint sur
les fonctions dans le domaine d’un opérateur Sturm-Liouville, pour obtenir un opérateur
autoadjoint.

Donc la théorie de Sturm-Liouville étudie le cas particulier des équations différentielles

linéaires scalaires d’ordre deux de la forme:
d dy
— T P(r) =2
dx[ ( )dx

Dans laquelle le parameétre A fait partie comme la fonction y des inconnues. Cette

[+ Q2)y = dw(x)y.

équation est fréequemment posée sur un segment [a, b] et accompagnée de conditions limites

reliant les valeurs y(a), v (a), y(b) et y'(b).
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3.2. Forme de Sturm-Liouville pour une équation homogéne

(CI) désigne des conditions aux limites de 1'une des quatre formes suivantes:

y(a) = y(b) = 0,y(a) = y'(b) = 0,y (a) = y(b) = 0,y (a) = ¢y (b) = 0.

Les solutions A et y du probléme apparaissent alors comme valeur propre et vecteur
propre d’un certain opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert. Le résultat principal
de la théorie est I'existence d’'une base hilbértienne de vecteurs propres associés a des valeurs

propres formant une suite strictement croissante.

3.2 Forme de Sturm-Liouville pour une équation ho-
mogene

Soit une équation différentielle linéaire d’ordre deux, scalaire, homogene

P(z)y" + Q(z)y + R(z)y = 0.

Il est possible de la mettre sous la forme

d [u(flf) d
dx" P(z) dz

dite forme de Sturm-Liouville, avec une fonction p a valeurs strictement positives. En

y(x)] +q(x)y =0

général, il faut pour cela utiliser un facteur intégrant. En l'occurrence, aprés division par

P(x) et multiplication par le facteur

) = expl [ G0, et ale) = HNua)

on obtient le résultat désiré. Cette technique ne peut pas étre généralisée aux équations
vectorielles.
3.1.1 Exemple

Voici pour quelques équations classiques, la forme de Sturm-Liouville correspondante :
1. équation de Bessel

2y ay + (W =Py =0 () + Vo -0 /2) = 0.
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3.3. Opérateur de Sturm-Liouville Régulier

2. équation de Legendre
(1—22)y — 22y +o(w+1)y=0<=[1-22)y] +vw+1)y=0.
3. Dans le cas d’une équation telle que
x3y” — xy, + 2y = 0.

Diviser tout au long de z3:

" 1 !/ 2
— T v =

Multipliant tout au long par un facteur d’intégration de

(o) = exp( [ ~5do) = exp(),

donne

=

1, » exp(3) , 2exp(d)
exp(—)y = —7Y +— 3

y=0

qui peuvent étre facilement mis en forme de Sturm-Liouville depuis

1) _ _exp(;)

donc I’équation différentielle est équivalente a

D exp(

x 22

3.3 Opérateur de Sturm-Liouville Régulier

Un opérateur de Sturm-Liouville est la donne d’un opérateur différentiel linéaire et de second

ordre

I = (p(x) 3 ~ a(e)u

sur un intervalle [a, b] et de conditions aux extrémités de 'intervalle, appelées conditions
au bord (ou a la frontiére).
p(a)u'(a)sinf —u(a)cosd = 0

!

p(b)u (b)siny —u(b)cosy = 0
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3.3. Opérateur de Sturm-Liouville Régulier

La fonction p est dans C' et strictement positive sur [a, b], la fonction ¢ est réelle et
continue sur [a, b].

Le domaine D;, de I'opérateur de Sturm-Liouville est 1’espace des fonction dans C?(|a, b])
vérifiant les conditions a la frontiere. L’opérateur de Sturm-Liouville, associé & I'opérateur

différentiel aux condition & la frontiére, est I’application
L: Dy — C([a,b])

Et on parlera alors de l'opérateur (Dy, L). Le probléme de Sturm-Liouville consiste a
résoudre le systéme
Au—Lu=f
u € Dy,
Ou f est une fonction continue sur [a,b] donnée, A est un parameétre complexe et o u
est la fonction inconnue a chercher.

Soient u et v deux fonctions dans C?([a, b]). On pose
W (u,v) = uv —vu

et
[u,v] = pW (u,v)

%[u, v] = ulv —vLu

de telle sorte que
b
/ (uLv — vLu)dz = [u,v](b) — [v,u](a)

et si u et v sont dans Dy, le second membre de 1’égalité ci-dessus est nul et on obtient

b b
/uLvdmz/ vLudx

Pour cette raison, on dit que 'opérateur est symétrique ou formellement auto-adjoint.
3.3.1 Exemple
Soit (D, L) Topérateur défini par: Lu = u et Dy l’ensemble des fonctions u dans

C?([0, 7]) vérifiant les conditions au bord
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3.3. Opérateur de Sturm-Liouville Régulier

u(m) = au(0) + bu'(0)
u'(r) = cu(0)+ du'(0)

Comment choisir les réels a, b, ¢, et d pour que (Dy, L) est symétrique, c’est-a-dire pour
que 'on ait

(Lu,v) = (u, Lv) , Yu,v € Dy,

En posant W (u,v) = uv/ — vu/, on vérifie que

(Lu,v) — (u, Lv) = W(u,v)(0) — W(u,v)(n)

L’opérateur (D, L) est donc symétrique si, et seulement si, on a W (u, v)(0) = W (u,v)(n),
pour tout u et v dans le domaine Dy. Or, pour de tels élément, W(u,v)(r) = (ad —

be)W (u,v)(0) et la condition précédent est équivalente a: ad — be = 1.

3.3.1 Fonction de Green et Résolvante

3.3.1.1 Théoréme ( Fonction de Green)

On suppose lopérateur (Dy, L) injectif.
1. Soient f une fonction de C([a,b]) et u la fonction définie par
b
ule) = [ Glo) )y

alors, la fonction u appartient & Dy, et vérifie Lu = —f.

2. Soient u une fonction de D et f = —Lu, alors
b
ule) = [ Glo) )y

Si Popérateur (Dy, L) est injectif, et si u; la solution de Lu = 0 qui vérifie u;(a) = sind,
p(a)u;(a) = cosf et uy la solution de Lu = 0 qui vérifie ug(b) = sin~y, p(b)uy(b) = cosy.
Alors
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3.3. Opérateur de Sturm-Liouville Régulier

L (y)us(a), sia<y<a<h

Glz,y) =4 ™)
[u1,uz]

ur(x)us(y), sia <z <y <b.

3.3.1.1 Définition

La fonction G(.,.) s’appelle la fonction (ou le nouveau) de Green de l'opérateur (Dy, L).
Si l'opérateur (Dy, L) est injectif, alors il est inversible est que son inverse est 'opérateur

auto-adjoint compact & noyau donné par

Gf(x) = / G, 9) £ (v)dy

La fonction de Green et caractérisée par les propriétés suivantes qui permettent donc de
la construire.

3.3.1.1 Proposition

Soit G, la fonction y — G(z,y).

1. La fonction G, vérifie les conditions & la frontiére en a et en b, elle est ce classe C?

sur [a, x| et |z, b] et sur chacun de ces intervalles elle satisfait: LG, = 0.
2. En z la dérivée de G, est discontinue et le saut en ce point est

d d
—Go(a+0) = Gz —0) = ——

3.3.1.1 Exemple
Soit (Dy, L) 'opérateur défini par

Dy = {ueC?*[0,1]) : u(0) = u(l) =0}

Lu = u// ,u € Dy,
Pour trouver son inverse, on doit résoudre

o= o
w(0) = wu(l) =

Apreés deux intégrations par parties, on trouve

u(z) = —/Ox (/Otf(y)dy> dt + e + o3
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3.3. Opérateur de Sturm-Liouville Régulier

ou c; et cp sont deux constantes arbitraires. Intervertissant 1’ordre des intégrations, on

obtient
ule) = [ (o= )y + ez + e
0
Ecrivant que u(0) = u(1) = 0, il vient

ey = 0 ct ¢ — / (1— )/ (y)dy

et la solution u s’écrit donc

oo = [0 -
- /01G<x,y>f<y>dy
oit Ton a posé
oo (e

3.3.1.2 Théoréme
On suppose opérateur (Dy, AI — L) injectif

1. Soient f une fonction continue sur [a, b] et u la fonction définie par
b
ulw) = [ Gaeo) iy

Alors, la fonction u appartient & Dy, et vérifie A\u — Lu = f.

2. Soient u une fonction de Dy et f = Au — Lu, alors
b
ulw) = [ Ga(w. ) )y
La famille des opérateur G s’appelle la résolvante de 'opérateur (Dy, L).
Si Ml — L est injectif, et si uy(., \) la solution de A\ — Lu = 0 qui vérifie
uy(a, \) = sinf, p(a)u,(a, \) = cosh,
et us la solution de A\I — Lu = 0 qui vérifie

ua(b, A) = siny, p(b)uy(b, X) = cosy.
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3.3. Opérateur de Sturm-Liouville Régulier

Alors
G (o) = Wul(y,A)UQ(x, A), S? a<y<z<b
mul(:p,/\)ug(y, A),sia<z<y<b
avec [uq(., A), u2(., \)] est une constante non nulle qui ne dépend que de A.
3.3.1.2 Définition
Un nombre complexe A est une valeur propre de (D, L) s'il existe une fonction u dans

Dy, non nulle et vérifiant

AMt—Lu=0

la fonction u est alors appelée une fonction propre de (Dy, L) associée a la valeur propre

3.3.1.3 Théoréme
Les valeurs propres de opérateur (Dy, L) sont réelles.
Les sous-espaces propres correspondant sont de dimension 1 et deux a deux orthogonaux.

Soit (Dy, L) I'opérateur défini par

D; = {ueC*[0,1]) : u(0) = 0,u(1) =0}

Lu = u”,u € Dy

on a, avec les notations utilisées,

shyv/ Az shv/ Az — 1) shyv/A

\/X ,UQ(I,/\) = T, [ULUQ] = \/X

Les valeurs propres de l'opérateur (D, L) sont les complexes A tels que [ug, us] = 0, on

uy(z, A) =

en déduit que les valeurs propres de (D, L) et les fonctions propres (normalisées) associées
sont

A = —nn2, ¢, (2) = V2sin(nzz),n > 1

la fonction de Green G est définie pour A # A, par

Grag) - YA BREE 0 <y <1
AT, Y) =
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3.4. Etude spectrale des opérateur de Sturm-Loiuville

3.4 Etude spectrale des opérateur de Sturm-Loiuville
Si \g n’est pas valeur propre de (Dy, L), le probléme

A— Lu=f
u € Dy,

est équivalent a ’équation intégrale
()\ — )\O)GAOU +u= G,\Of

qui fait intervenir 'opérateur intégral G, de noyau la fonction de Green Gy,(.,.). Nous
allons voir qu'il est possible de choisir Ay de fagon que G, (., .) soit un noyau de type positif.

3.4.1 Théoréme

L’opérateur (Dp, L) est semi-borné supérieurement. C’est-a-dire qu’il existe une con-

stante M telle que, pour tout v dans Dy, on ait
(Lu,u) < M |Ju]|?

Démonstration

Par intégration par parties on obtient

2 2
+ q |u|”)dx

(L) = 'l — | o]

Si les nombres 6 et v sont des multiples de 7,72, le crochet est nul pour toute fonction

u de Dy, donc pour une telle fonction

b 12
uwy =~ [ | +aluP)iz < ful?

avec

Dans les autres cas, on a
b 2
(L) = [ cotgy ~ [u(@)* corgd — [ ]/ + qful)iz

(en convenant de poser, § = kr, |u(a)|’ cot g8 = 0).
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3.4. Etude spectrale des opérateur de Sturm-Loiuville

3.4.1 Lemme

Soit u une fonction dans C?([a, b]). Pour tout € strictement compris entre 0 et(a+b),/2,
.2

u (y)( dy.

max |u(z /|u |dy+26
a<x<b

Terminons la preuve du théoréme 4.1. Posons

A= inf p(x),B = inf q(z),C = sup{|cot g7|, |cot g0}

a<z<b a<z<b
2 b N
de — B | |ul”dx
a

‘ dz + ( ——B / u|® da

Nous avons

!

u

b
(Lu,u) < C'max |ul” — A/

D’aprés le lemme, pour tout € > 0

(Lu,u) < (2Ce —

Or, par hypothése 'opérateur A est strictement positif ; on peut donc choisir € de sorte
que 2Ce soit inférieur ou égal & A et il suffit alors de poser M = 2Ce! — B.

Corollaire

Toute valeur propre de (Dy, L) est inférieure ou égale & M — inf{q(x);a < x < b}.

Posons

m = sup{(Lu,u) : u € Dr, ||ul]| =1}

D’Apres le théoréeme 3.4.1 , m est fini, inférieur ou égal a M et tout valeur propre de
(Dyp, L) est inférieur ou égal & m.

3.4.2 Théoréme

Si A\g)m, la fonction de Green G,,(.,.) est un noyau de type positif.

Démonstration

Soit f une fonction de C([a,b]) et soit u = G, f. On sait que u € Dy, et \gu — Lu = f
d’ou

(Goof f) = (s Aow = Lu) = Ao [|ull” = (Lu,u) > (Ao —m) [[ul* = 0

ce qui est le résultat cherché.

Existe-t-il des nombres complexes A tels que ’équation Au = Lu possede des solutions
vérifiant les conditions aux limites(CL)7 De telles valeurs de A sont les valeurs critiques du

probléme de Sturm-Loiuville.
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3.4. Etude spectrale des opérateur de Sturm-Loiuville

3.4.3 Théoréme

1. Les valeurs propres ou valeur critique de (Dp, L) constituent une suite de réels (\,)

qui tend vers —oo, c’est-a-dire (%) soit convergente.
n

2. Les fonctions propres correspondantes, (¢,,), normalisées constituent une base hilbér-

tienne de L?[a, b].

3. Toute fonction v de Dy, s’écrit

(@) = Y (u,6,) bn(a)

n=1

ol la convergence est absolue et uniforme sur [a, b].

4. Si A n’est pas valeur propre de (Dy, L), le probléme

u€ Dy, Au—Lu=f

admet, pour toute f continue, une solution unique.

5. Si A est une valeur propre et ¢ une fonction propre correspondant a A, le probléme

u€ Dy, \u—Lu=f

admet une solution si, et seulement si, (f, ¢) = 0.
6. Si A n’est pas valeur propre, le noyau de la résolvante GG s’écrit

la convergence étant absolue et uniforme sur [a,b] X [a, b].

3.4.1 Exemple
Soit 'opérateur (D, L) telle que:

Lu= u",u € Dy,
Dy = {u € C?*([0,1]) : u(0) = u(1) = 0}
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3.4. Etude spectrale des opérateur de Sturm-Loiuville

Alors les valeurs propres constituent une suite (A,)
A\, = —n?n?, pour n € N*

de fonction propre associée
¢, (z) = V2sin(nmz)
et le fonction de Green est:

r—1llysio<y<z<l
Gle.y) = ( )y. ST Sy min(e,y)
(y—Darsio<z<y<l1 0.1]

et la solution de 'opérateur différentielle linéaire de Sturm-Loiuville avec conditions aux

bords u(0) = u(1) = 0 est donc la fonction

u(e) = / G, ) f (y)dy

N1
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Conclusion générale

Les opérateur différentiels ne sont pas continues sur L?*(R), mais ils se peuvent fermés ou
fermable ce qui me prennent d’adapter I’étude spectrale sur un opérateur symétrique a un
opérateur de Sturm-Liouville, ce dernier a des valeurs propres forment une suites de nombres
réels qui tend vers —oo. Si A n’est pas un terme de cette suite le probléme & une solution

obtenu de l'opérateur intégral & noyau de Green.
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