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Notations

• N0 = N ∪ {0} .
• Pour α ∈ Nn, |α| = α1 + α2 + ....+ αn

• La dérivée partielle ∂|α|f
∂α1x1.....∂αnxn

est notée ∂αf.

• Pour f ∈ L1(Rn) sa transformée de Fourier est

Ff(ξ) =

∫
Rn

exp(−ix · ξ)f(x)dx

et sa transformée de Fourier inverse est

F−1f(x) = (2π)−n
∫
Rn

exp(ix · ξ)f(ξ)dξ.

• Pour x, ξ ∈ Rn, alors x · ξ =
n∑
i=1

xiξi est le produit scalaire usuel sur Rn.

• f ∗ g(·) =
∫
Rn f(· − y)g(y)dy est la convolution des fonctions f et g.

• Soient A1 et A2 deux espaces, on dit que A1 ↪→ A2 s’il existe c > 0, telle que :

‖f‖A2 ≤ c ‖f‖A1 , (∀f ∈ A1) .

• p′ est l’exposant conjugué de p où 1
p

+ 1
p′ = 1.

• Soit a ∈ R, a+ = max(a, 0).

. Soit k ∈ Zn, τ k : est l’opérateur de translation τ kf(·) = f(· − k).

• Si f : Rn 7→ C, supp f est le support de f, telle que:

supp f = {x ∈ Rn, f (x) 6= 0} .

• E ′ est l’espace dual de E.
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Notations

• Lp : est l’espace des fonctions mesurables f telles que

‖f‖Lp =

(∫
Rn
|f(x)|p dx

) 1
p

<∞.

• `q : est l’espace des suites (ak)k telle que

‖(ak)‖`q =

( ∞∑
k=0

|ak|q
) 1

q

<∞.

. Soient 0 < p ≤ ∞, 0 < q < ∞, alors `q(Lp) est l’espace des suites {fk}k ⊂ S ′ (Rn) telle

que

‖{fk}k‖`q(Lp) =

( ∞∑
k=0

‖fk(x)‖qp

) 1
q

<∞.

• D(Rn) = C∞0 (Rn) est l’espace des fonctions C∞(Rn) à support compact.

• D′(Rn) est le dual de D(Rn).

• S(Rn) est l’espace des fonctions C∞(Rn) à décroissances rapides .

• S ′(Rn) est l’espace des distributions tempérées.

• On définit pour tout x ∈ Rn et N,R > 0

ωR,N (x) = Rn (1 +R |x|)−N .

• B (x, r) ; La boule de centre x et de rayon r, definit par

B (x, r) = {y ∈ Rn : |y − x| < r} .

• ln2 (a) = ln(a)
ln 2

, a > 0.

• La fonction caractérestique χRk est definit par

χRk =

 1 si x ∈ Rk

0 si x /∈ Rk

 .

• Bk := B(0, 2k) , Rk := Bk \Bk−1 et χk = χRk , k ∈ Z.
• C(u) = {x ∈ Rn, u/2 ≤ |x| < u} et Ck := C(2k).

• pN(ϕ) = supx∈Rn(1 + |x|)N
∑
|α|≤N

|∂αϕ(x)| , N = 1, 2, 3, ...
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Introduction

Cet mémoire constitu une introduction à trois espaces fondamentaux de l’analyse fonction-

nelle, d’une part l’espace de Herz, deuxième part, espace de Besov et troisième part l’espace

Herz-type Besov.

L’histoire des espaces de Herz remontent à les années soixantes avec les autheurs Beurling

et Herz.

Les espaces de Besov sont des espaces d’interpolation intermédiaires entre les espaces de

Sobolev, ces espaces doivent leur nom au mathématicien russe Oleg Vladimirovich Besov.

Les espaces de type Herz et de Besov ont attiré nombreux auteurs où quelques résultats

dans espaces de Lebesgue classiques ont été généralisés dans ces espaces de type Herz et de

type Besov. Cet mémoire est organisé en trois chapitres.

Le premier chapitre, on s’intéresse principalement aux définitions, quelques propriétés fon-

damentaux et les notations essentielles des espaces de Herz et de Besov.

Le deuxième chapitre, on rappel quelques définitions et notations essentielles de l’espace

Herz-type Besov avec quelques propriétes de base (injection de Sobolev, la densité...).

Dans le dernier chapitre, on présente la borniture de quelques opérateurs (opérateurs de

Fourier et de Cadéron-Zygmund) sur les espaces de Herz.
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Chapitre 1

Espace de Herz et de Besov

L’objet de ce chapitre est de rappeler quelques définitions et notations essentielles de l’espace

de Herz et de Besov avec quelques propriétes principales.

1.1 Définition des espaces de Herz

Nous commençons par définir de l’espace de Herz homogène et non homogène.

Définition 1.1.1 Soient α ∈ R, 0 < p, q ≤ ∞,
(i) On définit l’espace de Herz homogène par:

K̇α,p
q (Rn) =

{
f ∈ Lqloc(Rn\ {0}) : ‖f‖K̇α,p

q
<∞

}
avec

‖f‖K̇α,p
q (Rn) =

(
+∞∑

k=−∞

2kαp ‖fχk‖
p
q

) 1
p

<∞.

(ii) On définit l’espace de Herz non homogène par:

Kα,p
q (Rn) =

{
f ∈ Lqloc(Rn) : ‖f‖Kα,p

q
<∞

}
avec

‖f‖Kα,p
q (Rn) = ‖f‖Lq(Rn) + ‖f‖K̇α,p

q (Rn) .

avec les modifications habituelles faites lorsque p =∞ et /ou q =∞.
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1.2. Quelques remarques et inclusions

1.2 Quelques remarques et inclusions

Dans cette section, nous présentons quelques remarques et inclusions dans l’espace de Herz.

Remarque 1.2.1 Les espaces K̇α,p
q sont des espaces quasi-Banach et si min(p, q) ≥ 1, alors

K̇α,p
q (Rn) sont des espaces de Banach.

Quand α = 0 et 0 < p ≤ ∞, alors K̇0,p
p (Rn) coincide sur les espaces de Lebesgue Lp(Rn).

La relation entre Herz homogène et non homogène est donnée par :

Kα,p
q (Rn) = K̇α,p

q (Rn) ∩ Lq(Rn), pour tout α ∈ R et 0 < p, q ≤ ∞.

Proposition 1.2.1 ([1]) Soient p, q, α et θ ∈ ]0,∞]. si p ≥ θ, alors

K̇α,θ
q (Rn) ↪→ K̇α,p

q (Rn).

Preuve. L’injection précédente est une consequence simple de l’injection

`θ(Lq) ↪→ `p(Lq).

Proposition 1.2.2 ([1]) Soient α ∈ ]0,∞[, 0 < q0 ≤ q1 <∞, 0 < p <∞. Alors

K̇α+n/q0−n/q1,p
q1

(Rn) ↪→ K̇α,p
q0

(Rn).

Preuve. Soit f ∈ K̇α+n/q0−n/q1,p
q1

‖f‖K̇α,p
q0

=

(
+∞∑

k=−∞

2kαp ‖fχk‖
p
q0

) 1
p

et par inégalité de Hölder dans Lq0(Rn), on a l’estimation suivante

‖f‖K̇α,p
q0

=

(
+∞∑

k=−∞

2kαp ‖fχk‖
p
q0

) 1
p

≤
(

+∞∑
k=−∞

2kαp ‖fχk‖
p
q1
‖χk‖

p
t

) 1
p

avec
1

q0
=

1

q1
+

1

t

≤ c

(
+∞∑

k=−∞

2k(α+n/q0−n/q1)p ‖fχk‖
p
q1

) 1
p

= ‖f‖
K̇
α+n/q0−n/q1,p
q1

.

Le lemme suivant est dû à [2, Lemme 1].
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1.2. Quelques remarques et inclusions

Lemme 1.2.1 ([2]) Soit r, R > 0 et m > n. Alors il existe une constante c = c(r,m, n) > 0

telle que pour toute g ∈ S ′(Rn) de supp Fg ⊂ B(0, R), On a

|g(x)| ≤ c (wR,m ∗ |g|r(x))1/r, x ∈ Rn.

L’inégalité de Plancherel-Polya-Nikolskij classique, dite que ‖f‖q peut estimée par

c Rn(1/p−1/q) ‖f‖p

pour tout 0 < p ≤ q ≤ ∞, R > 0 et tout f ∈ Lp(Rn) ∩ S ′(Rn) de supp Ff ⊂ B(0, R). La

constante c > 0 est independente de R. Cette inégalité joue un rôle important en l’analyse

Harmonique.

Lemme 1.2.2 ([2]) Soient α ∈ R, 0 < p, q ≤ ∞ et R ≥ H > 0. Il éxiste une constante

c > 0 independente de R et H telle que pour tout f ∈ K̇α,p
q ∩S ′(Rn) de supp Ff ⊂ B(0, R),

on a

sup
x∈B(0,1/H)

|f(x)| ≤ c

(
R

H

)n/d
Hn/q+α ‖f‖K̇α,p

q

pour tout 0 < d < min(q, 1/(1/q + α/n)).

Preuve. Par le lemme 1.2.1 on a pour tout d,R > 0, N > n/d et pour tout x ∈
B (0, 1/H)

|f(x)|% ≤ c

(∫
Rn
|f(y)|dwR,dN(x− y)dy

)%/d
≤ c

(∫
B(0,22/H)

(· · ·)dy
)%/d

+ c

(∫
Rn\B(0,22/H)

(· · ·)dy
)%/d

,

où % = min(1, d). On utilise la decomposition suivante∫
B(0,22/H)

(· · ·)dy =

∞∑
j=0

∫
C(22−j/H)

(· · ·)dy,

∫
Rn\B(0,22/H)

(· · ·)dy =
∞∑
j=0

∫
C(2j+3/H)

(· · ·)dy

et l’inégalité ( ∞∑
j=0

|aj|
)σ

≤
∞∑
j=0

|aj|σ , {aj}j ⊂ C, σ ∈ [0, 1] (1.2.1)
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1.2. Quelques remarques et inclusions

on obtient que |f(x)|% peut estimé par

c
∞∑
j=0

(
V 1
j,R,H (x) + V 2

j,R,H(x)
)
, (1.2.2)

où

V 1
j,R,H(x) =

(
wR,dN ∗ |fχC(22−j/H)|d(x)

)%/d
, V 2

j,R,H(x) = V 1
−j−1,R,H(x).

Ici N est choisit par N > max(n/d, n/d− n/q − α).

L’estimation de la premier terme en (1.2.2). Par un changement de variables simple et par

l’inégalité de Hölder ( 1
d

= 1
q

+ 1
d
− 1

q
), donne pour tout d,R > 0 et tout x ∈ B(0, 1/H)

∞∑
j=0

V 1
j,R,H(x) ≤ Rn%/d

∞∑
j=0

∥∥fχC(22−j/H)∥∥%d
≤ Rn%/d

2−[ln2H]∑
k=−∞

∥∥∥fχC̃k∥∥∥%d
≤ c Rn%/d

2−[ln2H]∑
k=−∞

2n%k(1/d−1/q)
∥∥∥fχC̃k∥∥∥%q , (1.2.3)

où C̃k = {x ∈ Rn : 2k−2 < |x| ≤ 2k} et [a] est la partie entière du nombre réel a. On

distingue deux cas comme suit

Si 0 < q ≤ %, alors par l’injection `p/% ↪→ `1, on trouve que la coté droite de (1.2.3) est

bornée par

c Rn%/d

2−[ln2H]∑
k=−∞

2nk(1/d−1/q)p
∥∥∥fχC̃k∥∥∥pq

%/p

≤ c

(
R

H

)n%/d
H(n/q+α)%

( ∞∑
k=−∞

2kαp
∥∥∥fχC̃k∥∥∥pq

)%/p

≤ c

(
R

H

)n%/d
H(n/q+α)% ‖f‖%

K̇α,p
q
, (1.2.4)
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1.2. Quelques remarques et inclusions

où on utilise que 1/d > 1/q + α/ et 2k−3H < 1. Si % < p, alors l’inégalité de Hölder en `%

implique que

∞∑
j=0

V 1
j,R,H(x)

≤ c Rn%/d

2−[ln2H]∑
k=−∞

2k%α
∥∥∥fχC̃k∥∥∥%q 2k%(n/d−n/q−α)

≤ c Rn%/d

( ∞∑
k=−∞

2kαp
∥∥∥fχC̃k∥∥∥pq

)%/p
2−[ln2H]∑

k=−∞

2k%(n/d−n/q−α)p/(p−%)

(p−%)/p

≤ c

(
R

H

)n%/d
H(n/q+α)% ‖f‖%

K̇α,p
q

(1.2.5)

où en utilisant dans la dernière estimation 1/d > 1/q + α/net 2k−3H < 12−[ln2H]∑
k=−∞

(
2kH

)%(n/d−n/q−α)p/(p−%)(p−%)/p

≤ c.

On estime le deuxième terme de (1.2.2). Il est connu que pour tout y ∈ C(23+j/H) et tout

x ∈ B(0, 1/H), on a |x− y| > 2j/H, alors pour tout d > 0, N ∈ N et j ∈ N0

wR,N(x− y) ≤ Rn

(
2jR

H

)−N
≤ 2−jNRn.

Par un changement de variables simple et par l’inégalité de Hölder ( 1
d

= 1
q

+ 1
d
− 1

q
),

∞∑
j=0

V 2
j,R,H(x)

≤ Rn%/d

∞∑
j=0

2−jN%
∥∥fχC(2j+3/H)∥∥%d

≤ c Rn%/dH−N%
∞∑

k=2−[ln2H]

2−kN%
∥∥∥fχC̃k∥∥∥%d

≤ c Rn%/dH−N%
∞∑

k=2−[ln2H]

2k%(n/d−n/q−N)
∥∥∥fχC̃k∥∥∥%q

= c

(
R

H

)n%/d
H(n/q+α)%

∞∑
k=2−[ln2H]

(
2kH

)(n/d−n/q−N−α)%
2k%α

∥∥∥fχC̃k∥∥∥%q .
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1.3. Espaces de Besov

Puisque N > n/d − n/q − α et 2kH > 1, pour tout k ≥ 2 − [ln2H], la coté droite de la

dernière expression est bornée

c

(
R

H

)n%/d
H(n/q+α)%

(
sup

k≥2−[ln2H]
2kα
∥∥∥fχC̃k∥∥∥q

)%

≤ c

(
R

H

)n%/d
H(n/q+α)% ‖f‖%

K̇α,p
q
. (1.2.6)

Finalement, grace à (1.2.4), (1.2.5) et (1.2.6) on a l’estimation demendée.

1.3 Espaces de Besov

Nous allons définir maintenant les espaces de Besov qui jouent un rôle important en analyse

fonctionnelle.

1.3.1 Décomposition de Littlewood-Paley

On va rappeler la définition de la décomposition de Lettlewood-Paley d’une distribution

tempérée

Soit Ψ ∈ S(Rn) telle que 
Ψ(x) = 1 si |x| ≤ 1

et

Ψ(x) = 0 si |x| ≥ 2

On définit ϕ0 et ϕ1 par

Fϕ0(x) = Ψ(x)

et

Fϕ1(x) = Ψ(x)−Ψ(2x)

et

Fϕj(x) = Fϕ1(2−jx) pour j = 2, 3, ....

Alors {Fϕj}j∈N0 est une décomposition de l’unité,
∞∑
j=0

Fϕj(x) = 1, pour tout x ∈ Rn.

9



1.3. Espaces de Besov

A cette partition, on associe une suite d’opérateurs de convolution ∆j : S ′(Rn)→ C∞(Rn),

définis par

∆jf(x) = ϕj ∗ f(x), pour j ≥ 0

Pour toute f ∈ S ′(Rn), la décomposition de Littlewood-Paley de f est alors

f(x) =

∞∑
j=0

ϕj ∗ f

=
∞∑
j=0

∆jf. (1.1)

La série (1.1) converge au sens des distributions tempérées.

Définition 1.3.1 Soient s ∈ R, 1 ≤ p, q ≤ ∞.L’espace de Besov homogène Bs
p,q est l’ensemble

des fonctions f ∈ S ′(Rn) telle que

‖f‖Bsp,q =

( ∞∑
j=0

2sjq ‖∆jf‖qp

) 1
q

< +∞.

Remarque 1.3.1 Bs,q
p est un espace quasi-Banach ( espace de Banach lorsque min(p, q) ≥

1), ce espace est independant du choix de la fonction ϕ (au sens équivalente quasi-norme ).

Proposition 1.3.1 ([5]) .

(i) Soient −∞ < σ < s <∞ et 1 ≤ p, r, t ≤ ∞, alors

Bs
p,r(Rn) ↪→ Bσ

p,t(Rn).

(ii) Soient s ∈ R, 1 ≤ r ≤ t ≤ ∞ et 1 ≤ p ≤ ∞, alors

Bs
p,r(Rn) ↪→ Bs

p,t(Rn).

(iii) Soient 1 ≤ p0 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ et s− n
p

= s0 − n
p0
,avec s, s0 ∈ R alors

Bs0
p0,q

(Rn) ↪→ Bs
p,q(Rn).

(iv) Si 1 ≤ p <∞, alors

B0
p,1

(Rn) ↪→ Lp(Rn) ↪→ B0
p,∞(Rn).
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1.3. Espaces de Besov

Preuve. .

(i) Soit f ∈ Bs
p,r(Rn), on a

‖f‖Bσp,t =

( ∞∑
j=0

2σjt ‖∆jf‖tp

) 1
t

=

( ∞∑
j=0

2(σ−s)jt2sjt ‖∆jf‖tp

) 1
t

,

par l’inégalité de Hölder en `t, on a

‖f‖Bσp,t ≤
( ∞∑
j=0

2(σ−s)jµ

) 1
µ
( ∞∑
j=0

2sjr ‖∆jf‖rp

) 1
r

où
1

t
=

1

r
+

1

µ

≤ c

( ∞∑
j=0

2sjr ‖∆jf‖rp

) 1
r

= c ‖f‖Bsp,r car σ − s < 0.

(ii) C’est une conséquence de l’injection classique suivante

`r ↪→ `t car r < t.

(iii) Nous besoin à l’inégalité suivante

‖∆jf‖p ≤ 2n(1/p0−1/p)j ‖∆jf‖p0 ,

cette inégalité est une application directe de l’inégalité de "Bernestein".

Soit f ∈ Bs0
p0,q

(Rn), on a

‖f‖Bsp,q =

( ∞∑
j=0

2sjq ‖∆jf‖qp

) 1
q

≤
( ∞∑
j=0

2q(s+n/p0−n/p)j ‖∆jf‖qp0

) 1
q

=

( ∞∑
j=0

2qjs0 ‖∆jf‖qp0

) 1
q

= ‖f‖Bs0p0,q(Rn).

(iv) Soit f ∈ B0
p,1

(Rn),

‖f‖p =

∥∥∥∥∥
∞∑
j=0

∆jf

∥∥∥∥∥
p

≤
∞∑
j=0

‖∆jf‖p = ‖f‖B0p,1 ,
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1.3. Espaces de Besov

donc B0
p,1

(Rn) ↪→ Lp(Rn).

Soit f ∈ Lp(Rn),

∆jf(x) = ϕj ∗ f(x), x ∈ Rn

=

∫
Rn
ϕj(y)f(x− y)dy,

Par l’inégalité de Young, on a

‖∆jf‖p ≤ ‖f‖p
∫
Rn

∣∣ϕj(y)
∣∣ dy ≤ c ‖f‖p .

Théorème 1.3.1 ([5]) Soient s ∈ R , 0 < q, p0, p1 ≤ ∞ et ε > 0, alors

S(Rn) ↪→ Bs+ε,p0
q (Rn) ↪→ Bs,p1

q (Rn) ↪→ S ′(Rn).

Preuve. Pour la preuve voir H. Triebel[5] .
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Chapitre 2

Espaces de Herz-type Besov

Dans ce chapitre, nous présentons les espaces de Herz type Besov où nous donnons certaines

propriétés de base dans ces espaces. En particulier, nous présentons les résultats de D.

Drihem dans [2].

2.1 Définition des espaces de Herz-type Besov

Nous allons commencer à donner la définition des espaces de Herz-type Besov et nous

présentons quelques propriétés sur ces espaces.

Définition 2.1.1 Soient α, s ∈ R et 0 < p, q, β ≤ ∞. L’espace de Herz-type Besov K̇α,p
q Bs

β

est l’ensemble des fonctions f ∈ S ′(Rn) telles que

‖f‖K̇α,p
q Bsβ

=

( ∞∑
j=0

2jsβ ‖∆jf‖βK̇α,p
q

) 1
β

<∞,

avec la modification évidente si β =∞.

Remarque 2.1.1 .

(i) Pour s ∈ R, 0 < p ≤ ∞ et 0 < β ≤ ∞, on a

K̇0,p
p Bs

β = Bs
p,β.

13



2.1. Définition des espaces de Herz-type Besov

(ii) Les espaces de Herz-type Besov sont indépendent du choix de la décomposition de l’unité,

c-à-dire si
{
Fϕj

}∞
j=0
,
{
Fψj

}∞
j=0

deux décompositions de l’unité avec α + n
q
> 0, alors

‖f‖ϕ
K̇α,p
q Bsβ

≈ ‖f‖ψ
K̇α,p
q Bsβ

.

(iii) Les espaces de Herz type Besov K̇α,p
q Bs

β sont des espace quasi-Banach et sont Banach

si p, q, β ≥ 1

Les deux lemmes suivantes sont la version-K̇α,p
q de l’inégalité de Plancherel-Polya-Nikolskij.

Lemme 2.1.1 ([2]) Soient α1, α2 ∈ R et 0 < s, p, q, r ≤ ∞. On suppose que α1 + n/s >

0, 0 < q ≤ s ≤ ∞ et α2 ≥ α1. Alors il existe une constante positive c > 0 independente de

R telle que pour tout f ∈ K̇α2,p
q (Rn) ∩ S ′(Rn) de supp Ff ⊂ B(0, R), on a

‖f‖K̇α1,r
s
≤ c Rn/q−n/s+α2−α1 ‖f‖

K̇
α2,θ
q

,

où

θ =

 r si α2 = α1

p si α2 > α1.

Preuve. f ∈ K̇α1,r
s (Rn)on écrit

∞∑
k=−∞

2kα1r ‖fχk‖
r
s =

−[ln2R]∑
k=−∞

(· · ·) +
∞∑

k=1−[ln2R]

(· · ·) = IR + IIR. (2.1.1)

Estimation de IR. Par le lemme 1.2.2 on a pour tout R > 0

IR ≤ sup
x∈B(0,2/R)

|f(x)|r
−[ln2R]∑
k=−∞

2k(α1+n/s)r ≤ c R(n/q−n/s+α2−α1)r ‖f‖rK̇α2,p
q

,

car α1 + n/s > 0 et 2k−1R < 1.

Estimation de IIR. Premièrement on considère le cas q = s =∞. Il est simple de vérifier
que

IIR = R(α2−α1)r
∞∑

k=1−[ln2R]

(
2kR

)(α1−α2)r
2kα2r ‖fχk‖

r
∞

≤ R(α2−α1)r sup
k∈Z

(2kα2 ‖fχk‖∞)r
∞∑

k=1−[ln2R]

(
2kR

)(α1−α2)r
≤ c R(α2−α1)r ‖f‖rK̇α2,p∞

,
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2.1. Définition des espaces de Herz-type Besov

si α2 > α1.

Si α2 = α1 alors il est clair que

IIR =

∞∑
k=1−[ln2R]

2kα2r ‖fχk‖
r
∞ ≤ ‖f‖

r
K̇
α2,r∞

.

Nous considérons le cas où q < ∞. Par le lemme 1.2.1 on a pour tout R > 0, N > n/d et

tout x ∈ Ck

|f(x)| ≤ c

(∫
Rn
|f(y)|q wR,qN(x− y)dy

)1/q
≤ c

(∫
B(0,2k−2)

(· · ·)dy
)1/q

+ c

(∫
C̃k

(· · ·)dy
)1/q

+c

(∫
Rn\B(0,2k+2)

(· · ·)dy
)1/q

= V 1
R,k(x) + V 2

R,k(x) + V 3
R,k(x).

où C̃k :=
{
x ∈ Rn : 2k−2 ≤ |x| ≤ 2k+2

}
. On choisit N de sorte que

N > max (n/s, n/d, n/s− α2 + α1 + n/d, n/d− α2) , (2.1.2)

avec d comme dans le lemme 1.2.2. Il est simple de vérifier que pour tout x ∈ Ck et

y ∈ B(0, 2k−2), alors |x− y| > 2k−2. Cette estimation et le lemme 1.2.2, on trouve pour

tout x ∈ Ck et tout k > − [ln2R]

V 1
R,k(x) ≤ c sup

y∈B(0,2k−2)
|f(y)|

(∫
2k−2<|x−y|<2k+1

wR,qN(x− y)dy

)1/q
≤ c R(n/q−N)

(
2kR

)n/d
2−(α2+N)k ‖f‖K̇α2,p

q
.

Cette estimation et (2.1.2), on trouve
∞∑

k=1−[ln2R]

2kα1r
∥∥V 1

R,kχk
∥∥r
s

≤ c R(n/q−N+n/d)r ‖f‖rK̇α2,p
q

∞∑
k=1−[ln2R]

2k(n/s+n/d+α1−α2−N)r

≤ c R(n/q−n/s+α2−α1)r ‖f‖rK̇α2,p
q

.

Appliquant l’inégalité de Minkowski, on obtient∥∥V 2
R,kχk

∥∥
s
≤ c Rn/q

∥∥∥(1 +R |·|)−N
∥∥∥
s

∥∥∥fχC̃k∥∥∥q ≤ c Rn/q−n/s
∥∥∥fχC̃k∥∥∥q ,

15



2.1. Définition des espaces de Herz-type Besov

où on utilise N > n/s. Donc ∞∑
k=1−[ln2R]

2kα1r
∥∥V 2

R,kχk
∥∥r
s

1/r

≤ c Rn/q−n/s

 ∞∑
k=1−[ln2R]

2k(α1−α2)r2kα2r
∥∥∥fχC̃k∥∥∥rq

1/r

≤ c Rn/q−n/s+α2−α1 sup
k∈Z

(
2kα2

∥∥∥fχC̃k∥∥∥q
) ∞∑

k=1−[ln2R]

(
2kR

)(α1−α2)r1/r

≤ c Rn/q−n/s+α2−α1 ‖f‖K̇α2,p
q

,

si α2 > α1. Le cas α2 = α1 peut être facilement traité. Pour V 3
R,k, l’intégrale

∫
Rn\B(0,2k+2)(· ·

·)dy se décompose en
∞∑
i=0

∫
Ck+i+3

(· · ·)dy.

Alors, on utilise (1.2.1), on trouve pour tout x ∈ Ck

(
V 3
R,k(x)

)% ≤ c
∞∑
i=0

(
wR,qN ∗ |fχCk+i+3|

q(x)
)%/q

,

tel que % = min(1, q). Puisque |x− y| > 3 · 2k+i pour tout x ∈ Ck et tout y ∈ Ck+i+3, la
coté droite de la dernière inégalité est majorée par

c R%(n/q−N)
∞∑
i=0

2−(k+i)%N
∥∥∥fχCk+i+3∥∥∥%

q

= c R%(n/q−N)
∞∑

j=k+3

2−j%N
∥∥∥fχCj∥∥∥%

q

≤ c R%(n/q−N)
∞∑

j=k+3

2j%(n/q−N) sup
x∈B(0,2j)

|f(x)|%

≤ c R%(n/q−N+n/d)
∞∑

j=k+3

2j%(n/d−N−α2) ‖f‖%
K̇
α2,p
q

≤ c R%(n/q−N+n/d)2k%(n/d−N−α2) ‖f‖%
K̇
α2,p
q

,
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2.2. Inclusions

où on utilise le lemme 1.2.2 (car j > k > − [ln2R]) et (2.1.2). On obtient,
∞∑

k=1−[ln2R]

2kα1r
∥∥V 3

R,kχk
∥∥r
s

≤ c R(n/q−N+n/d)r ‖f‖rK̇α2,p
q

∞∑
k=1−[ln2R]

2k(n/s−α2+α1−N+n/d)r

≤ c R(n/q−n/s+α2−α1)r ‖f‖rK̇α2,p
q

∞∑
k=1−[ln2R]

(
2kR

)(n/s−α2+α1−N+n/d)r
≤ c R(n/q−n/s+α2−α1)r ‖f‖rK̇α2,p

q
,

où nous utilisons (2.1.2). La preuve est terminée.

Lemme 2.1.2 ([2]) Soient α1, α2 ∈ R et 0 < s, p, q, r ≤ ∞. On suppose que α1 + n/s >

0, 0 < s ≤ q ≤ ∞ et α2 > α1 + n/s − n/q. Alors il existe une constante positive c

independente de R telle que pour tout f ∈ K̇α2,p
q ∩ S ′(Rn) de supp Ff ⊂ B(0, R), on a

‖f‖K̇α1,r
s
≤ c Rn/q−n/s+α2−α1 ‖f‖K̇α2,p

q
.

Preuve. Pour la preuve voir D. Drihem [2].

2.2 Inclusions

Le théorème suivant donne quelques injections dans les espaces de Herz type Besov.

Théorème 2.2.1 ([2]) Soient s ∈ R, 0 < p, q ≤ ∞ et α > −n
q

(i)Si 0 < β1 ≤ β2 ≤ ∞, alors

K̇α,p
q Bs

β1
↪→ K̇α,p

q Bs
β2
.

(ii) Si 0 < β1, β2 ≤ ∞ et ε > 0, alors

K̇α,p
q Bs+ε

β1
↪→ K̇α,p

q Bs
β2
.

(iii) Si 0 < p1 ≤ p2 ≤ ∞, alors

K̇α,p1
q Bs

β ↪→ K̇α,p2
q Bs

β.

(iv) Si 0 < q1 ≤ q2 ≤ ∞, alors

K̇α,p
q2
Bs
β ↪→ K̇r,p

q1
Bs
β.
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2.2. Inclusions

où r = α− n( 1
q1
− 1

q2
).

Preuve. .

(i) L’injection (i) c’est une consequence de l’injection

`β1 ↪→ `β2 .

(ii) Soit f ∈ K̇α,p
q Bs+ε

β1

‖f‖K̇α,p
q Bsβ2

=
∥∥(2vsϕv ∗ f)v≥0

∥∥
`β2 (K̇α,p

q )

≤ c sup
v≥0

∥∥(2v(s+ε)ϕv ∗ f)∥∥K̇α,p
q

≤ c
∥∥∥(2v(s+ε)ϕv ∗ f)v≥0∥∥∥`β2 (K̇α,p

q )
.

(iii) L’injection (iii) c’est une consequence de l’injection

K̇α,p1
q ↪→ K̇α,p2

q .

(iv) Soit f ∈ K̇α,p
q2
Bs
β. Si en appliquant le théorème 2.1.1, on trouve

‖ϕv ∗ f‖
K̇
α,p
q1

≤ c2
v( n
q1
− n
q2
) ‖ϕv ∗ f‖

K̇
α,p
q2

alors

‖f‖K̇r,p
q1
Bsβ

=
∥∥(2vrϕv ∗ f)v≥0

∥∥
`β(K̇α,p

q1
)

=

∥∥∥∥(2
v(α−n( 1

q1
− 1
q2
))
ϕv ∗ f

)
v≥0

∥∥∥∥
`β(K̇α,p

q1
)

≤
∥∥(2vαϕv ∗ f)v≥0

∥∥
`β(K̇α,p

q1
)

= ‖f‖K̇α,p
q2

Bsβ
.

Théorème 2.2.2 ([2]) Soient s ∈ R, 0 < p, q, β ≤ ∞, et α + n
q
> 0. Alors on a

S(Rn) ↪→ K̇α,p
q Bs

β ↪→ S ′(Rn). (2.2.1)

Preuve. On montre premièrement la coté droite de 2.2.1. Comme

K̇α,p
q Bs

β ↪→ K̇α,p
q Bs

∞

18



2.2. Inclusions

donc pour montrer que

K̇α,p
q Bs

β ↪→ S ′(Rn)

il suffi t de montrer que

K̇α,p
q Bs

∞ ↪→ S ′(Rn).

Soit
{
ϕj
}
j∈N0

une décomposition de l’unité. On pose ωj =
∑i=j+1

i=j−1 ϕi si j = 1, 2, ... (avec

ϕ−1 = 0).

Si f ∈ K̇α,p
q Bs

∞ et ψ ∈ S(Rn), alors f(ψ) denote la valeur de f dans S ′(Rn) pour une

fonction de teste ψ. On obtient

|f(ψ)| ≤
∞∑
j=0

∣∣∆jf(F−1ωj ∗ ψ)
∣∣ =

∞∑
j=0

∥∥∆jf · (F−1ωj ∗ ψ)
∥∥
1

=

∞∑
j=0

∥∥∥∆jf · (F−1ωj ∗ ψ) | K̇0,1
1

∥∥∥ .
Cette somme peut écrire sous la forme

∞∑
j=0

∞∑
k=−∞

∥∥∆jf · F−1ωj ∗ ψ · χk
∥∥
1

≤
∞∑
j=0

∞∑
k=−∞

sup
x∈B(0,2k)

|∆jf(x)|
∥∥F−1ωj ∗ ψ · χk∥∥1 .

On divise la dernière somme en deux parties

∞∑
j=0

−j−1∑
k=−∞

· · ·+
∞∑
j=0

∞∑
k=−j

· · ·.

Le lemme 1.2.2, donne pour tout 0 < d < 1/max (1/q, 1/q + α/n) et tout N > n/d−n/q−α

∞∑
j=0

−j−1∑
k=−∞

sup
x∈B(0,2−j)

|∆jf(x)|
∥∥F−1ωj ∗ ψ · χk∥∥1

≤
∞∑
j=0

−j−1∑
k=−∞

2(n/q+α)j
∥∥∥∆jf | K̇α,p

q

∥∥∥∥∥F−1ωj ∗ ψ · χk∥∥1
≤ c

∥∥∥f | K̇α,p
q Bs

∞

∥∥∥ ∞∑
j=0

−j−1∑
k=−∞

2(α+n/q−s)j
∥∥F−1ωj ∗ ψ · χk∥∥1

≤ c
∥∥∥f | K̇α,p

q Bs
∞

∥∥∥∥∥∥ψ | Bα+n/q−s
1,1

∥∥∥ .
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2.2. Inclusions

En utilisant le lemme 1.2.2, on a pour tout 0 < d < 1/max (1/q, 1/q + α/n)

∞∑
j=0

∞∑
k=−j

sup
x∈B(0,2k)

|∆jf(x)|
∥∥F−1ωj ∗ ψ · χk∥∥1

≤
∞∑
j=0

∞∑
k=−j

2jn/d2(n/d−n/q−α)k
∥∥∥∆jf | K̇α,p

q

∥∥∥∥∥F−1ωj ∗ ψ · χk∥∥1
≤ c

∥∥∥f | K̇α,p
q Bs

∞

∥∥∥ ∞∑
j=0

2(n/d−s)j
∞∑

k=−j

2(n/d−n/q−α)k
∥∥F−1ωj ∗ ψ · χk∥∥1

≤ c
∥∥∥f | K̇α,p

q Bs
∞

∥∥∥∥∥∥ψ | K̇n/d−n/q−α,1
1 B

n/d−s
1

∥∥∥ .
Par conséquent

|f(ψ)|

≤ c
∥∥∥f | K̇α,p

q Bs
∞

∥∥∥max
(∥∥∥ψ | Bα+n/q−s

1,1

∥∥∥ ,∥∥∥ψ | K̇n/d−n/q−α,1
1 B

n/d−s
1

∥∥∥) .
Par notre hypothèse sur d, nous avons S(Rn) ↪→ K̇

n/d−n/q−α,1
1 B

n/d−s
1 . De cette injection et

l’injection suivante S(Rn) ↪→ B
α+n/q−s
1,1 , on obtient

|f(ψ)| ≤ cpN(ψ)
∥∥∥f | K̇α,p

q Bs
∞

∥∥∥ .
Ceci prouve que K̇α,p

q Bs
∞ est injecte dans S ′(Rn).

Remarque 2.2.1 Si 0 < p, q, β < ∞, s ∈ R et α + n
q
> 0, alors S(Rn) est dense dans

K̇α,p
q Bs

β.

Théorème 2.2.3 ([2]) Soient α1, α2, s1, s2 ∈ R, 0 < s, p, q, r, β ≤ ∞, α1 > −n/s et α2 >
−n/q. Supposons que

s1 − n/s− α1 ≤ s2 − n/q − α2. (2.2.2)

Soient 0 < q ≤ s ≤ ∞ et α2 ≥ α1 ou 0 < s ≤ q ≤ ∞ et

α2 + n/q ≥ α1 + n/s. (2.2.3)

Alors

K̇α2,θ
q Bs2

β ↪→ K̇α1,r
s Bs1

β , (2.2.4)

où

θ =

 r si α2 + n/q = α1 + n/s, s ≤ q ou α2 = α1, q ≤ s

p si α2 + n/q > α1 + n/s, s ≤ q ou α2 > α1, q ≤ s.
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2.2. Inclusions

Preuve. Soit f ∈ K̇α2,θ
q Bs2

β . Par le Lemme 2.1.1, on trouve

‖∆jf‖K̇α1,r
s
≤ c 2j(α2+n/q−n/s−α1) ‖∆jf‖K̇α2,θ

q
,

où c > 0 est indépendente de j ∈ N0.
L’estimation demandée est une consequence immédiate de l’estimation precédente.

Théorème 2.2.4 ([2]) Soient α, s1, s2 ∈ R, 0 < s, p, q ≤ ∞, s1 − n/s ≤ s2 − n/q − α et
0 < β ≤ ∞.
Si α ≥ 0, 0 < q ≤ s ≤ ∞ ou α + n/q ≥ n/s et 0 < s ≤ q ≤ ∞, alors

K̇α,θ
q Bs2

β ↪→ Bs1
s,β,

où

θ =

 s si α + n/q = n/s, s ≤ q ou α = 0, q ≤ s

p si α + n/q > n/s, s ≤ q ou α > 0, q ≤ s.
(2.2.5)

Preuve. La preuve de ce théorème est une conséquence de

K̇0,s
s Bs1

β = Bs1
s,β

Corollaire 2.2.1 Soient s1, s2 ∈ R, 0 < s, p, q ≤ ∞, s1 − n/s ≤ s2 − n/q et 0 < β ≤ ∞.
Alors

Bs2
q,β ↪→ K̇0,s

q Bs2
β ↪→ Bs1

s,β, 0 < q ≤ s ≤ ∞.

Preuve. Pour la preuve, il suffi t de remplacer dans le théorème 2.2.4, θ = s et α = 0.

L’injection demendée est une conséquence immédiate du fait que

Bs2
q,β = K̇0,q

q Bs2
β ↪→ K̇0,s

q Bs2
β .
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Chapitre 3

La continuité de certains opérateurs

sur les espaces de Herz

Dans ce chapitre, on va étudier la continuité de certains opérateurs sur les espaces de Herz,

en particulier on va étudier les opérateurs de Fourier et de Calderón-Zygmund.

Il ya des chercheurs traitent ce point par exemple S. Lu et D. Yang [3] et J. Zhou et Y. Cao

[7].

3.1 La continuité de transformée de Fourier sur les

espaces de Herz

L’un des problèmes centraux de l’analyse Harmonique classique est l’étude de la bornitude

de la transformée de Fourier dans un espace fonctionnel donné. Ici et au-dessous, nous

définissons la transformée de Fourier de f ∈ L1 ∩ Lp par

Ff(ξ) =

∫
Rn

exp(−ix · ξ)f(x)dx.

où 1 ≤ p ≤ 2, F est bornée de Lp dans Lp′ . Si les espaces sont de Lebesgue ou de Herz, les
résultats suivants sont prouvés.

Théorème 3.1.1 [8] Soient 1 ≤ p ≤ 2 et 0 ≤ α < 1
p′ , alors

1- (∫
Rn
|Ff |p

′
|x|−nαp

′
dx

)1/p′
≤ c

(∫
Rn
|f |p |x|nαp dx

)1/p
.
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3.2. Décomposition atomique des espaces de Herz

2-

‖Ff‖
K̇−α,p

′
2

≤ c ‖f‖K̇α,p
p

Preuve. Pour la preuve voir [8].

3.2 Décomposition atomique des espaces de Herz

La décomposition atomique joue un rôle fondamental dans l’analyse harmonique, c’est un

outil puissant pour traiter les théorèmes de dualité, les théorèmes d’interpolation et certaines

inégalités fondamentales dans l’analyse harmonique.

La décomposition atomique est l’une des méthodes les plus importantes pour étudier la

bornitude de certains opérateurs sur les espaces de Herz.

Tout d’abord, nous présentons la notation de base de la décomposition atomique.

Définition 3.2.1 Soient 0 < α < ∞, 1 ≤ p < ∞. Une fonction a est dite (α, p)-atome

central, si

(i) suppa ⊂ B(0, r) = {x ∈ Rn : |x| ≤ r}, r > 0.

(ii) ‖a‖p ≤ |B(0, r)|−α/n,
(iii)

∫
Rn x

βa(x)dx = 0, |β| ≤ s.

Maintenant, nous établissons des caractérisations des espaces K̇α,p
q (Rn) en termes de décom-

positions atomiques centrales, ce qui permet d’étudier la borniture de quelques opérateurs

sur ces espaces.

Théorème 3.2.1 ([3]) Soient 0 < α <∞, 1 ≤ q <∞, et 0 < p <∞. Les deux assertions
sont équivalentes

(i) f ∈ K̇α,p
q (Rn) .

(ii) f peut représenter par

f (x) =

+∞∑
k=−∞

λkak (x) , (3.2.1)

où les séries sont convergentes au sens de distributions, λk ≥ 0, chaque ak est un (α, q)-

atome central de support Contenu dans Bk et( +∞∑
k=−∞

|λk|p
) 1
p ≤ c ‖f‖K̇α,p

q (Rn) .
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3.2. Décomposition atomique des espaces de Herz

De plus, les normes ‖f‖K̇α,p
q (Rn) et inf

(∑+∞
k=−∞ |λk|

p
) 1
p
sont équivalentes où le minimum

pris dans toutes les décompositions de f comme dans (3.2.1).

Preuve. Nous prouvons premièrement (i) implique (ii). Pour toute f ∈ K̇α,p
q (Rn), on

écrit

f (x) =
+∞∑

k=−∞

f (x)χk (x)

=

+∞∑
k=−∞

2kα ‖fχk‖q
f (x)χk (x)

2kα ‖fχk‖q
=

+∞∑
k=−∞

λkak (x) ,

où λk = 2kα ‖fχk‖q et ak (x) = f(x)χk(x)
2kα‖fχk‖q

. Il est clair que suppak ⊂ Bk et

‖ak‖q = 2−kα, k ∈ Z.

Ainsi, chacun ak est un (α, q)-atome central avec le support inclu dans Bk et( +∞∑
k=−∞

|λk|p
) 1
p

=
( +∞∑
k=−∞

(
2kα ‖fχk‖q

)p ) 1
p

= ‖f‖K̇α,p
q

<∞.

Nous montrons que (ii) implique (i). Soit f(x) =
∑+∞

k=−∞ λkak (x) une décomposition de

f qui satisfait l’hypothèse (ii) du Théoreme 3.2.1. Pour chaque j ∈ Z, Par l’inégalité de
Minkowski ∥∥fχj∥∥q ≤ ∞∑

k=j

|λk| ‖ak‖q . (3.2.2)

Le cas où 0 < p ≤ 1. Par (3.2.2), il s’ensuit que‖f‖K̇α,p
q (Rn) est borné par

( +∞∑
k=−∞

2kαp
( +∞∑
j=k

|λj| ‖aj‖q
)p) 1

p ≤
( +∞∑
j=−∞

|λj|p
( +∞∑
j=k

2kα ‖aj‖q
)p) 1

p

≤
( +∞∑
j=−∞

|λj|p
( +∞∑
k≤j

2(k−j)α
)p) 1

p

≤
( +∞∑
j=−∞

|λj|p
) 1
p
.
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3.2. Décomposition atomique des espaces de Herz

Le cas où 1 < p <∞. Par l’inégalité de Hölder (1 = 1
p

+ 1
p′ ), on a

∥∥fχj∥∥q ≤ ∞∑
k=j

|λk| ‖ak‖
1
2
q ‖ak‖

1
2
q

≤
( ∞∑
k=j

|λk|p ‖ak‖
p
2
q

) 1
p
( ∞∑
k=j

‖ak‖
p
2
′

q

) 1
p′

≤
( ∞∑
k≥j

|λk|p2−
kαp
2

) 1
p
( ∞∑
k≥j

2−
kαp′
2

) 1
p′

.

‖f‖p
K̇α,p
q

=

+∞∑
j=−∞

2jαp
∥∥fχj∥∥pq

≤
+∞∑
j=−∞

2jαp

( ∞∑
k≥j

|λk|p2−
kαp
2

)( ∞∑
k≥j

2−
kαp′
2

) p
p′

,

mais

∞∑
k≥j

2−
kαp′
2 ≤ c2−

jαp′
2

∞∑
k≥j

2−(k−j)
αp′
2

≤ c2−
jαp′
2 ,

alors,

‖f‖p
K̇α,p
q
≤

+∞∑
j=−∞

2jαp

( ∞∑
k≥j

|λk|p2−(k−j)
αp
2

)

≤
+∞∑

k=−∞

|λk|p
( ∞∑
k≥j

2−(k−j)
αp
2

)

≤
+∞∑

k=−∞

|λk|p < +∞.
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3.3. La continuité des opérateurs de type Caldéron-Zygmand sur les espaces de Herz

3.3 La continuité des opérateurs de type Caldéron-

Zygmand sur les espaces de Herz

Dans cette section, on va étudier la continuité des opérateurs de type Caldéron-Zygmand sur

les espaces de Herz. Rappelons que un opérateur est dit opérateur de Calderón-Zygmund

de noyau K s’il est borné dans L2 et :

Tf(x) =

∫
Rn
K(x− y)f(y)dy.

Soit T un opérateur de Calderón-Zygmund de noyon K(x) ∈ C∞ loin de l’origine, satisfait
1. |K(x)| ≤ c |x|−n, si x 6= 0;

2.
∣∣∣ ∂β∂xβ (K(x− y)−K(x))

∣∣∣ ≤ cβ
|y|

|x|n+|β|+1
si |x| ≥ 2 |y|, où β = (β1, β2, ..., βn) est un multi-

indice.

Théorème 3.3.1 ([3]) Soit 0 < p <∞, 0 < q <∞ et 0 < α < n(1− 1
p
). Chaque opérateur

sous-linéaire T satisfait la condition

|Tf(x)| .
∫
Rn

|f(y)|
|x|n dy, si d(x, supp f) ≥ |x|

2
(3.3.1)

pour toute fonction f intégrable de support compact et T est borné sur Lq(Rn), alors T est

aussi borné sur K̇α,p
q (Rn) et Kα,p

q (Rn) respectivement.

Dans le théorème précédent d(x, supp f) est la distance minimale entre l’élément x et le

supp f.

Preuve. Soit f ∈ K̇α,p
q (Rn). Par le Théoreme 3.2.1, on écrit

f (x) =
+∞∑

k=−∞

λkak (x) ,

où λk ≥ 0 et ak est un (α, q)-atome central de support Contenu dans Bk et

‖f‖K̇α,p
q (Rn) ≈

( +∞∑
k=−∞

|λk|p
) 1
p
.
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On a

‖Tf‖p
K̇α,p
q (Rn) = c

+∞∑
j=−∞

2jαp
∥∥(Tf)χj

∥∥p
q

≤ c

+∞∑
j=−∞

2jαp
( j−2∑
k=−∞

|λk|
∥∥(Tak)χj

∥∥
q

)p
+ c

+∞∑
j=−∞

2jαp
( +∞∑
k=j−1

|λk|
∥∥(Tak)χj

∥∥
q

)p
= c(I1 + I2).

Estimation de I1. En utilisant (3.3.1) on trouve∥∥(Tak)χj
∥∥q
q
≤

∫
Rj

|Tak(y)|q
|x|nq dy

≤
∫
Rj

|x|−nq
(∫

Bk

|ak(y)|q dy
)
dx

≤ c2−nqjc2nkq
∫
Bk

|ak(y)|q dy

≤ c2n(k−j)(q−1) × 2n(k−j) × 2−αkq

≤ c2n(k−j)(q−1) × 2−αkq car k ≤ j

Si 0 < p ≤ 1 et 0 < α < n(1− 1
q
), on a

I1 = c
+∞∑
j=−∞

2jαp
( j−2∑
k=−∞

|λk|
∥∥(Tak)χj

∥∥
q

)p
≤ c

+∞∑
j=−∞

2jαp
j−2∑

k=−∞

|λk|p 2n(j−k)(1−
1
q
)p2−αkp

= c

+∞∑
k=−∞

|λk|p
∑
j≥k+2

2−(j−k)(n−
n
q
−α)p

≤ c
+∞∑

k=−∞

|λk|p ≤ c ‖f‖p
K̇α,p
q (Rn) .

Si 1 < p < +∞ et 0 < α < n(1− 1
q
), d’après le cas précédent, on a

∥∥(Tak)χj
∥∥q
q
≤ c2n(j−k)(q−1) × 2−αkq,

par l’inégalité de Hölder (1 = 1
p

+ 1
p′ ), on trouve
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I1 = c
+∞∑
j=−∞

2jαp
( j−2∑
k=−∞

|λk|
∥∥(Tak)χj

∥∥
q

)p
≤ c

+∞∑
j=−∞

2jαp
( j−2∑
k=−∞

|λk| 2n(j−k)(q−1) × 2−αkq
)p

≤ c
+∞∑
j=−∞

( j−2∑
k=−∞

|λk|p × 2(j−k)(
n
q
−n−α) p

2

)
×
( j−2∑
k=−∞

2(j−k)(
n
q
−n−α) p

′
2

) p
p′

≤ c

+∞∑
j=−∞

( j−2∑
k=−∞

|λk|p 2(j−k)(
n
q
−n−α) p

2

)
= c

+∞∑
k=−∞

|λk|p
( ∑
j≥k+2

2−(j−k)(n−
n
q
−α) p

2

)
≤ c

+∞∑
k=−∞

|λk|p ≤ c ‖f‖p
K̇α,p
q (Rn) .

Estimation de I2. De la manière on distinguait deux cas comme suit:

Si 0 < p ≤ 1, on utilisant la continuité de T sur Lq(Rn), on trouve

I2 = c
+∞∑
j=−∞

2jαp
( +∞∑
k=j−1

|λk|
∥∥(Tak)χj

∥∥
q

)p
≤ c

+∞∑
j=−∞

2jαp
( +∞∑
k=j−1

|λk|p ‖ak‖pq
)

≤ c
+∞∑
j=−∞

2jαp
( +∞∑
k=j−1

|λk|p 2−αkp
)

= c
+∞∑

k=−∞

|λk|p
( ∑
j≤k+1

2(j−k)αp
)

≤ c
+∞∑

k=−∞

|λk|p ≤ c ‖f‖p
K̇α,p
q (Rn) .

28



3.3. La continuité des opérateurs de type Caldéron-Zygmand sur les espaces de Herz

Si 1 < p < ∞, par l’inégalité de Hölder (1 = 1
p

+ 1
p′ ) et la continuité de T sur L

q(Rn), on

trouve

I2 = c

+∞∑
j=−∞

2jαp
( +∞∑
k=j−1

|λk|
∥∥(Tak)χj

∥∥
q

)p
≤ c

+∞∑
j=−∞

2jαp
( +∞∑
k=j−1

|λk|p
∥∥(Tak)χj

∥∥ p2
q

)( +∞∑
k=j−1

∥∥(Tak)χj
∥∥ p′2
q

) p
p′

≤ c
+∞∑
j=−∞

2jαp
( +∞∑
k=j−1

|λk|p ‖ak‖
p
2
q

)( +∞∑
k=j−1

‖Tak‖
p′
2
q

) p
p′

≤ c
+∞∑
j=−∞

2jαp
( +∞∑
k=j−1

|λk|p 2
−αkp
2

)( +∞∑
k=j−1

2−
αkp′
2

) p
p′

≤ c

+∞∑
j=−∞

2
jαp
2

( +∞∑
k=j−1

|λk|p 2−
αkp
2

)
≤ c

+∞∑
k=−∞

|λk|p
( ∑
j≤k+1

2(j−k)
αp
2

)
≤ c

+∞∑
k=−∞

|λk|p ≤ c ‖f‖p
K̇α,p
q (Rn) .

Estimation de I1 et I2, donne

‖Tf‖K̇α,p
q (Rn) ≤ c ‖f‖K̇α,p

q (Rn) ,

ce qui termine la preuve.

Soit T un opérateur sous-linéaire satisfait la condition

|Tf(x)| .
∫
Rn

|f(y)|
|x− y|n dy, x /∈ supp f (3.3.2)

pour des fonctions f intégrables de support compact.

Théorème 3.3.2 ([3]) Soient 1 < q < ∞, 0 < p < ∞ et 0 < α < n(1 − 1
q
). Chaque

opérateur sous-linéaire T satisfait la condition (3.3.2) est un opérateur borné sur Lq(Rn) et

aussi borné sur K̇α,p
q (Rn) et Kα,p

q (Rn) respectivement.

Preuve. La preuve du théorème 3.3.2 est une conséquence du théorème [3].
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Remarque 3.3.1 La condition (3.3.2) est satisfaite par plusieurs opérateurs classiques dans

l’analyse Harmonique, comme l’opérateur de Calderón-Zygmund, l’opérateur maximal de

Carleson et l’opérateur maximal de Hardy-Littlewood. Alors on conclu que les opérateurs de

Calderón-Zygmund sont des opérateurs bornés sur les espaces de Herz.
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Conclusion

La transformée de Fourier et tout opérateur sous-linéaire T satisfait la condition suivante

|Tf(x)| .
∫
Rn

|f(y)|
|x− y|n dy, x /∈ supp f

sont bornés sur les espaces de Herz.

Un exemple sur cette classe d’opérateurs satisfait la condition précedente : l’opérateur de

Calderón-Zygmund, l’opérateur maximal de Carleson et l’opérateur maximal de Hardy-

Littlewood.
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:  Résumé de mémoire  

Dans ce mémoire nous avons étudié les espaces de Herz type Besov, où nous 
avons discuté quelques propriétes de base dans ces espaces (par exemple 
l’étude des injections entre ces espaces). 

A la fin de mémoire nous avons parlé de la continuité de transformée de 
Fourier et la continuité des opérateurs de type Caldéron Zygmand sur 
l’espace de Herz. 

Mots clés : 

Espaces de Herz, Espaces de Besov, Espaces de Herz type Besov, les 
opérateurs de type Caldéron-Zygmand .  

Abstract of thesis : 

In this thesis, we studied Herz-Besov spaces, where we studied some basic 
properties of these spaces (for exemple the continuous embeddings on this 
spaces). 

Finally we studied the boundedness of Fourier and the operator of Calderon 
Zygmand. 

Key words: 

Herz spaces, Besov spaces, Herz type Besov, operator of Calderon 
Zygmand.                                           


