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Notations

e Poura e N" o] =1+ s+ ... + ap
e La dérivée partielle aal;ﬁ% est notée 0* f.

e Pour f € L'(R") sa transformée de Fourier est

F1©) = [ expl-iz-)f(e)ds

et sa transformée de Fourier inverse est

F (@) = 2m) " [ expli- ) (€)d.

n

e Pour z,£ € R, alors z- £ = > x;§; est le produit scalaire usuel sur R™.
i=1
o fxg(:) = Jan f(- —y)g(y)dy est la convolution des fonctions f et g.

e Soient A; et Ay deux espaces, on dit que A; — A, §’il existe ¢ > 0, telle que :

1Flla, < cllflla, - (VF € Ar).

e p' est 'exposant conjugué de p ou % + :z% =1.

e Soit a € R, a; = max(a,0).

. Soit k € Z™, 1y, : est Vopérateur de translation 74 f(-) = f(- — k).
e Si f:R"— C,supp f est le support de f, telle que:

supp f = {z € R", f (x) # 0} .

e F' est I'espace dual de E.



Notations

e [P : est 'espace des fonctions mesurables f telles que

W = ([ i) <o

e (7 : est l'espace des suites (a)y telle que

[ (an) |l = (Z!@k\q) < 0.

. Soient 0 < p < 00, 0 < g < 00, alors ¢9(LP) est 'espace des suites {f}, C S’ (R") telle

que

H{fk}k”zq(Lp - (Zka Hq) < Q.

e D(R™) = C3°(R™) est 'espace des fonctions C*°(R") & support compact.
e D'(R™) est le dual de D(R™).

e S(R™) est 'espace des fonctions C*°(R™) a décroissances rapides .

e S'(R™) est Iespace des distributions tempérées.

e On définit pour tout z € R" et N, R >0
wry (z)=R"(1+R|z))™V
e B(x,r); La boule de centre x et de rayon r, definit par
B(z,r)={yeR": ly—z| <r}.

o Iny (a) = 29 4 > 0.

e La fonction caractérestique xp, est definit par

1six e R,

X =
e 0sixé¢ Ry

L] Bk = B(O, Qk) s Rk = Bk \ Bk,1 et X = XRk y k e Z.
o C(u) ={r e R" u/2 < |z| <u} et Ck = 0(2"“).
o pr(p) = sup,cpn (L4 [2))V Y |0%p( =1,2,3,.

la|<N



Introduction

Cet mémoire constitu une introduction & trois espaces fondamentaux de ’analyse fonction-
nelle, d’une part ’espace de Herz, deuxiéme part, espace de Besov et troisiéme part I’espace
Herz-type Besov.

L’histoire des espaces de Herz remontent & les années soixantes avec les autheurs Beurling
et Herz.

Les espaces de Besov sont des espaces d’interpolation intermédiaires entre les espaces de
Sobolev, ces espaces doivent leur nom au mathématicien russe Oleg Vladimirovich Besov.
Les espaces de type Herz et de Besov ont attiré nombreux auteurs ou quelques résultats
dans espaces de Lebesgue classiques ont été généralisés dans ces espaces de type Herz et de
type Besov. Cet mémoire est organisé en trois chapitres.

Le premier chapitre, on s’intéresse principalement aux définitions, quelques propriétés fon-
damentaux et les notations essentielles des espaces de Herz et de Besov.

Le deuxiéme chapitre, on rappel quelques définitions et notations essentielles de 1’espace
Herz-type Besov avec quelques propriétes de base (injection de Sobolev, la densité...).
Dans le dernier chapitre, on présente la borniture de quelques opérateurs (opérateurs de

Fourier et de Cadéron-Zygmund) sur les espaces de Herz.



Chapitre 1

Espace de Herz et de Besov

L’objet de ce chapitre est de rappeler quelques définitions et notations essentielles de 1’espace

de Herz et de Besov avec quelques propriétes principales.

1.1 Définition des espaces de Herz
Nous commencons par définir de ’espace de Herz homogéne et non homogéne.

Définition 1.1.1 Soient a € R,0 < p,q < o0,
(1) On définit l’espace de Herz homogéne par:

Ker®) = { f € LLR\{0D) : 1 gz < 00}

avec

1
+o00 P
||f||K§"”(R") = ( Z 2keP ”kaHZ) < 0.

k=—o00

(1) On définit l’espace de Herz non homogéne par:

K?(R") = {f € LL(R") ¢ | flzr < o0}
avec
||f||K34’(Rn) = ||f||L¢Z(Rn) + ||f||K§’P(Rn) :

avec les modifications habituelles faites lorsque p = oo et /ou q = 0.



1.2. Quelques remarques et inclusions

1.2 Quelques remarques et inclusions

Dans cette section, nous présentons quelques remarques et inclusions dans I’espace de Herz.

Remarque 1.2.1 Les espaces K ¢ Psont des espaces quasi-Banach et si min(p, q) > 1, alors
K >P(R™) sont des espaces de Banach.
Quand o =0 et 0 < p < 00, alors KS*’(R”) coincide sur les espaces de Lebesgue LP(R™).

La relation entre Herz homogéne et non homogéne est donnée par :
KP(R") = K;’p(R”) N LYR™), pour tout « € R et 0 < p,q < 0.
Proposition 1.2.1 ([1]) Soient p,q,« et 0 € ]0,00]. si p > 0, alors
K& (R™) — K2P(R™).
Preuve. L’injection précédente est une consequence simple de I'injection
O(L9) — (P(LY).
]
Proposition 1.2.2 ([1]) Soient a € 10, 00[, 0 < g0 < 1 < 00,0 < p < 00. Alors
Kgél-ﬂ-n/%—n/ql,p(Rn) s K;)gp(Rn)_

Preuve. Soit f € KC(I)‘I""H/QO—?’L/QMP

1
+o00 P
£l koo = (Z 2’“ap\|ka!|§o>

k=—o00

et par inégalité de Holder dans L% (R™), on a l’estimation suivante

+o00 P
| fllgar = (Z 2’fap||ka||§o>

[

k=—o00

R z 1 1 1
< okap p p aveC — = — + —
< (kz_m ||ka||q1||xkut) o=y

1
P
<

—+00
¢ ( S 2k<a+n/qo"/qﬂpukau;) = £ llggsim-nsoss,

k=—o0

Le lemme suivant est di & [2, Lemme 1].



1.2. Quelques remarques et inclusions

Lemme 1.2.1 ([2]) Soitr, R > 0 et m > n. Alors il existe une constante ¢ = c(r,m,n) > 0

telle que pour toute g € S'(R"™) de supp Fg C B(0,R), On a

l9(x)] < ¢ (wrm * g]" ()", 2z €R™

L’inégalité de Plancherel-Polya-Nikolskij classique, dite que || f]] , beut estimée par
¢ RM/P=Y9 | 7|
p

pour tout 0 < p < ¢ < oo, R > 0 et tout f € LP(R") N S'(R") de supp Ff C B(0,R). La
constante ¢ > 0 est independente de R. Cette inégalité joue un role important en ’analyse

Harmonique.

Lemme 1.2.2 ([2]) Soient o € R,0 < p,q < o0 et R > H > 0. Il éxiste une constante
¢ > 0 independente de R et H telle que pour tout f € Kg"p NS'(R™) desupp Ff C B(0,R),

on a

R n/d
s (ol <e (5) H g

2€B(0,1/H) H

pour tout 0 < d < min(q,1/(1/q + a/n)).

Preuve. Par le lemme 1.2.1 on a pour tout d,R > 0,N > n/d et pour tout =z €
B(0,1/H)

|f ()]

IN

o/d
: ( [ ) vt - y)dy)

o/d o/d
([ o) e ([ )
B(0,22/H) R™\B(0,22/H)

ol o = min(1,d). On utilise la decomposition suivante

VAN

o0

(- )dy = / (- )dy,
/B(O,ZQ/H) Z C(22-9/H)

7=0
/ B (- )dy = Z/ | (- )dy
R\B(0,22/H) ‘o JC(2i+3/H)

et I'inégalité

(Z !%\) < Z la;|”, {a;}; CC, o €[0,1] (1.2.1)



1.2. Quelques remarques et inclusions

on obtient que |f(z)|® peut estimé par

¢ Z (Vigw (@) + Vigu(2)), (1.2.2)
7=0
ou
d
Vi (@) = (wran | Fxoesml (@) Vig(@) =V pu(@).

Ici N est choisit par N > max(n/d,n/d —n/q — «).

L’estimation de la premier terme en (1.2.2). Par un changement de variables simple et par

I'inégalité de Holder ( 2=z —|— s — —) donne pour tout d, R > 0 et tout x € B(0,1/H)
S Viu@ < RS | Fxoml
j=0 J=0
2 [1n2 H] .
< Rng/d Hchk
k=—o00
2—[lng H]
< c Rt N7 gueklifi-i) ‘fx : (1.2.3)
k=—o00

ou Cp = {z € R" : 282 < |z| < 2%} et [a] est la partie entiere du nombre réel a. On
distingue deux cas comme suit
Si 0 < g < p, alors par I'injection ¢,/,, < (1, on trouve que la coté droite de (1.2.3) est

bornée par

2—[Ing H] o/p
c Rng/d Z 2nk(1/d 1/q)p
/p
R ne/d n « - « P ’
< o ()" e (3 2ol
k=—o00
R no/d
< ¢ (ﬁ) H(n/ate)e HfHKap> (1.2.4)



1.2. Quelques remarques et inclusions

ot on utilise que 1/d > 1/q+ a/ et 283H < 1. Si ¢ < p, alors I'inégalité de Holder en ¢,

implique que

Z ‘/JlRH(x )
§=0

< ¢ Rn@/d2[lzn2:H] ghee || fy s || ghetnsd=n/a=o)

< 2 ol

< ¢ RMe/d ( i okar || £y~ p) o 2_[1%H] gke(n/d—n/q—a)p/(p—0) o

a =0 “llg k=—o0

= (E)ng/dﬂ‘”/q*“’gufn@- (1.2.5)
iy H K{‘ZLP

ot en utilisant dans la derniére estimation 1/d > 1/q + a/net 283 H < 1

9 (lng H] (p—0)/p
Z (2’“H) o(n/d—n/q—a)p/(p—0) <e

k=—oc0

On estime le deuxiéme terme de (1.2.2). Il est connu que pour tout y € C (2377 /H) et tout

z € B(0,1/H), on a |z —y| > 2//H, alors pour tout d >0, N € Net j € Ny

F N =N
27 ,
wepn(x—y) < R" <?R) < 97 INRr,

)7

-
Q=

Par un changement de variables simple et par I'inégalité de Holder ( cll = % +

Z ‘/jQRH(x)
j=0

Rre/d Z 279N || fxeits sy Hj

<
=0
no/d ry—N = —EN ¢
< cRMMOHTNE Y ey |
k=2—[Ing H]
no/d ;7—N ko(n/d—n/q—N) s
< cRAgNe N gkeln/in/a Hchkq
k=2—[Ing H]
R no/d oo - o 0
_ I (n/q+a) k rp\(n/d—n/q=N—-a)e skon B
= ¢ (H> H(n/ata)e Z (2 H) gke fXCk q
k=2—[lns H]



1.3. Espaces de Besov

Puisque N > n/d —n/q — a et 2°H > 1, pour tout k > 2 — [Iny H], la coté droite de la

4
q)
no/d
< (2 i HMatede |12, . (1.2.6)
— H qup

derniere expression est bornée

no/d
c (E) H(n/q+a)g< sup 2k

xe
H k>2—[Ing H] C

Finalement, grace a (1.2.4), (1.2.5) et (1.2.6) on a 'estimation demendée. m

1.3 Espaces de Besov

Nous allons définir maintenant les espaces de Besov qui jouent un role important en analyse

fonctionnelle.

1.3.1 Décomposition de Littlewood-Paley

On va rappeler la définition de la décomposition de Lettlewood-Paley d’une distribution
tempérée
Soit ¥ € S(R") telle que
U(z)=1si |z| <1
et
U(x)=0si |z]| >2
On définit ¢, et ¢, par
Fepolz) = U(x)
et
Foi(z) = ¥(z)— ¥(22)
et

Fo(x) = Fe(2772) pour j=23, ...

Alors {F ¢, }jen, est une décomposition de l'unité,

Z}ij(x) =1, pour tout z € R".
=0



1.3. Espaces de Besov

A cette partition, on associe une suite d’opérateurs de convolution A; : S'(R") — C>®(R"),

définis par

Ajf(x) =@, * f(x), pourj >0

Pour toute f € S'(R"), la décomposition de Littlewood-Paley de f est alors

M

flz) = @j*f

0

J

Il
.Mg

Il
=)

A f. (1.1)

J

La série (1.1) converge au sens des distributions tempérées.

Définition 1.3.1 Soients € R,1 < p,q < oo.L espace de Besov homogéne B, , est l’ensemble
des fonctions f € §'(R™) telle que

1
00 q
= (zzm IIAijZ> < +oo.

J=0

/]

Remarque 1.3.1 B, est un espace quasi-Banach ( espace de Banach lorsque min(p, q) >

1), ce espace est independant du choix de la fonction ¢ (au sens équivalente quasi-norme ).

Proposition 1.3.1 ([5]) .

(i) Soient —oco <o < s < oo et 1 <p,rt < oo, alors
B;, (R") — BS,(R").
(ii) Soient s e R;)1 <r <t<oo etl<p< oo, alors
By, (R") — By, (R").
i11) Soient 1 <pg < p<o0,1 <g< o0 et s— 2 =s9— 2 avec s,59 € R alors
(iii) Soient 1 < py <p<o0,1<q< t - - R al
By (B) < B, (R").

(iv) Sil<p< oo, alors

B) (R") — LP(R") — B) (R").

Pps1

10



1.3. Espaces de Besov

Preuve. .

(i) Soit f € B, .(R"), on a

1

||fHBg’t = <220ﬁ ||A]f|’;>
§=0

_ (zzwswsﬁ HAijL> |
=0

par I'inégalité de Holder en /¢, on a
25T |Af|T 1—==-+=
(?o: || Jf||,,) o=t

1f 5, < <Zz<o_sw>
| gt
< c (228” ||Ajf||;> = c||/]

Jj=0

1

=

| =
—_
—_

ps car o —s < 0.
p,’l‘

(ii) C’est une conséquence de l'injection classique suivante
0" — (" car r < t.
(iii) Nous besoin a I'inégalité suivante

1A £1l,, < 270/P= 2T || A 7|

po’
cette inégalité est une application directe de 'inégalité de "Bernestein".

Soit f € B% (R™), on a

Ppo,q

Q=

If1

s = (22 IIAijZ>
j=0

1
< Z2q(s+n/p0*n/1’)j ||Ajf”go>
j=0
= (Y 2w ||Ajf||go> = [/l 50, &),
j=0
(iv) Soit f € BY (R™),
Il = 1D oAf
j=0

p

IA

> O IAfL, = 1fllso,
=0 ’

11



1.3. Espaces de Besov

donc B) (R") — LP(R").
Soit f € LP(R™),

Aif(w) = ¢y fla), 2R
— [ i

Par I'inégalité de Young, on a

18581, < 15, [ el d < Il
Théoréme 1.3.1 ([5]) Soient s € R, 0 < q, po, p1 < o0 ete >0, alors

S(R") — Bite™(R") — B:'(R") — S'(R™).

Preuve. Pour la preuve voir H. Triebel[5] . =

12



Chapitre 2

Espaces de Herz-type Besov

Dans ce chapitre, nous présentons les espaces de Herz type Besov ol nous donnons certaines

propriétés de base dans ces espaces. En particulier, nous présentons les résultats de D.

Drihem dans [2].

2.1 Définition des espaces de Herz-type Besov

Nous allons commencer & donner la définition des espaces de Herz-type Besov et nous

présentons quelques propriétés sur ces espaces.

Définition 2.1.1 Soient a,s € R et 0 < p,q,8 < oo. L'espace de Herz-type Besov K;"P B

est l’ensemble des fonctions f € S'(R™) telles que

-

B

o0
HfHngPBg = (Z 2950 HAJfo‘(;lm) < 00,
=0

avec la modification évidente si f = oo.

Remarque 2.1.1 .

(i) Pour s e R,0<p<ooet0<f <00, ona

~0,p RS __ RS
Kp Bﬁ_ B

13



2.1. Définition des espaces de Herz-type Besov

(11) Les espaces de Herz-type Besov sont indépendent du choix de la décomposition de l'unité,

c-a-dire si {]—"goj };’;0, {fwj };’;0 deux décompositions de l’'unité avec o + % > 0, alors

Hf”cpasz ||waO‘PB.[5

(111) Les espaces de Herz type Besov K ¢ P B sont des espace quasi-Banach et sont Banach

sip,q,3>1

Les deux lemmes suivantes sont la version- & ¢ Pde l'inégalité de Plancherel-Polya-Nikolskij.

Lemme 2.1.1 ([2]) Soient ay,as € R et 0 < s,p,q,7 < co. On suppose que o +n/s >
0,0 < g<s<ooetay>ar. Alors il eriste une constante positive ¢ > 0 independente de

R telle que pour tout f € KqO‘Q’p(R”) NS'(R™) de supp Ff C B(0,R), on a
||f||K;¥1,r <c RMa—n/staz—a1 Hf”i(;)‘?"’ ’

ot
r 8t Qg = Qg

0 =
P St Qg > Q.

Preuve. f € K" (R")on écrit

—[In2 R] 0o
Z gkarr 1 xell” = Z () + Z (--) = I+ I (2.1.1)
k=—00 k=—o00 k=1—[ln2 R]

Estimation de Ii. Par le lemme 1.2.2 on a pour tout R > 0

—[In2 R]
]R < sup |f(l')|r Z 2k(a1+n/s)r <ec Rn/q n/s+as—ai) ||f| QQP’
z€B(0,2/R) b o0

car a; +n/s > 0et 2R < 1.

Estimation de //z. Premiérement on considére le cas ¢ = s = oo. 1l est simple de vérifier

que
g = RO 37 (2R) 0k g
k=1—[lny R]
< R(OQ*OZl)T‘ Sup(2ka2 HfXIcHoo)T Z (2kR) a1—o2)r
kez k=1—|Iny R]

IN

¢ RO | sz

14



2.1. Définition des espaces de Herz-type Besov

sl g > .

Si ap = «p alors il est clair que

Hp= Y 2°"||fxllie < I 1o
k=1—[Inz R]

Nous considérons le cas oil ¢ < oo. Par le lemme 1.2.1 on a pour tout R > 0, N > n/d et

tout = € C},

|/ ()]

IN

([ o et o)

) (/Bm,zkz)(' ' ')dy) " +c </5k( . ~)dy> /e
B (/R"\B(o,gm)(' ' ')dy) v

= V}%,k(w) + Vz%,k(l") + Vg,k(ﬂf)-

IA

ott Cy = {:c eR™: 22 < 7| < 2k+2}. On choisit N de sorte que
N >max (n/s,n/d,n/s —as + a1 +n/d,n/d— as), (2.1.2)

avec d comme dans le lemme 1.2.2. Il est simple de vérifier que pour tout z € C} et
y € B(0,2%7%), alors |v —y| > 2872, Cette estimation et le lemme 1.2.2, on trouve pour
tout © € Cj, et tout k > — [Iny R|
. 1/q
Vida) < ¢ sw Il ( [ )
y€B(0,2k—2) 2k =2 <|p—y|<2k+1

< ¢ R(n/q—N) (2kR)”/d 2—(a2+N)k: ||f||[(§2’p )

Cette estimation et (2.1.2), on trouve

> 2Vl
k=1—[Iny R]
< ¢ R(n/q—N+n/d)r ”f”rf{gQ‘p Z 2k(n/s+n/d+a1—a2—N)r
k=1—[In R]
< ¢ RN | f
Appliquant I'inégalité de Minkowski, on obtient
n -N n/q—n/s
Vi, s e R0+ RN | fxal| < e B[] -

15



2.1. Définition des espaces de Herz-type Besov

ot on utilise N > n/s. Donc

1/r
> 2 Vil
k=1—[In R]
1/r
n/q—n/s k(a1—a2)rokasr _ "
< ¢ Rv1 Z ok(a1—az)rokaz fXCk )
k=1—[ln2 R]
1/r
< CRn/q*n/s+a2*a1 sup <2ka2 fXék ) Z (2kR)(a1—a2)r
hez 9/ \ k=1_[ns R]

< ¢ Rn/Q—n/s-Hm—cu HfHKa?’p’
q

si ag > . Le cas ap = o peut étre facilement traité. Pour ng I'intégrale fRn\B(wkH)(. .

-)dy se décompose en

Z/CWH(. -)dy.

1=0

Alors, on utilise (1.2.1), on trouve pour tout x € Cj,

> o/q
(V@) < ¢ 3 (wraw * e l7@)

=0

tel que o = min(1,q). Puisque |z —y| > 3 - 2¥" pour tout = € C}, et tout y € Chyiys, la

coté droite de la derniere inégalité est majorée par

8

e

¢ RQ(”/‘I_N) Z 2_(k+i)gN fock+i+3
=0

q

— ¢ Ro(/a—N) Z ijgNHfXCj q
j=k+3
< ¢ Re/a=N) Z 2io(n/a=N)  gup 1f(2)|
]:k+3 IGB(0,2j)
< CRQ(n/q—N+n/d) Z 2jg(n/d—N—a2) ||f‘|§'<a2,p
j=k+3 !
< ¢ RQ(n/quJrn/d)2kg(n/difa2) Hf“g(

a2,pP
q
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2.2. Inclusions

ou on utilise le lemme 1.2.2 (car j > k > — [Iny R]) et (2.1.2). On obtient,

> Vil
k=1—[lng R]
< ¢ R(n/qu%»n/d)r ||f‘|;€32’p Z 2k(n/sfa2+a17N+n/d)r
k=1—[lny R]
< ¢ R(n/q—n/s+az—a1)r HfHTK;’?T' Z (QkR) (n/s—az+ar—N+n/d)r
k=1—[In R

< ¢ R(/a—n/s+az—ai)r ||fH;(;12P ’
ou nous utilisons (2.1.2). La preuve est terminée. m

Lemme 2.1.2 ([2]) Soient o, a0 € R et 0 < s,p,q,r < 00. On suppose que oy +n/s >
0,0 < s < qg<o0etay>a+n/s—mn/q Alors il existe une constante positive ¢

independente de R telle que pour tout f € Kq““’ NS'(R") de supp Ff € B(0,R), on a
||f||K;11,T < ¢ RM/an/stoa—a ”fHK;’”

Preuve. Pour la preuve voir D. Drihem [2]. =

2.2 Inclusions

Le théoreme suivant donne quelques injections dans les espaces de Herz type Besov.

Théoréme 2.2.1 ([2]) Soient s € R,0 <p,q < oo eta> "
(1)Si0 < B; < By < 00, alors
K{PB; — KPBj, .
(17) Si 0 < By, 085 <00 et e >0, alors
KByt — KgPBj,.
(13i) S1 0 < p; < py < 00, alors
KM B — Ko7 B,
(iv) 10 < q1 < go < 00, alors

rQ,p RS 7D DS
Ky," By — K" By
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2.2. Inclusions

oﬁT:a—n(qil—q%).

Preuve. .

(i) L’injection (i) c’est une consequence de l'injection
Eﬁl [SEEN €62'
(ii) Soit f € K¢ B5*
HfHkg»pB;Z = H(zvs% * f)vzongsz(f{;,p)
< v(s+e) ]
< esup [, x ) e

< ¢ (2v(s+6)<’0v*f)vzo

2K

(iii) L’injection (iii) ¢’est une consequence de l'injection
Pt oy (P2
q q :

iv) Soit f € K®PB5. Si en appliquant le théoréme 2.1.1, on trouve
92 7B

v(t—t)
H()O’U*fHKgl,p S 02 a %2 H(p'l)*fHKéxQ,p
alors
Hf”KgipBE - H(zmdgov * f)”ZOHZﬂ(K;l’p)
S G
vZO0lles (g

S H(zvagpv * f)vEO”gﬂ(Kng)

= Hf”['(gngg :
[ |

Théoréme 2.2.2 ([2]) Soient s € R,0 < p,q,8 < 00, et a+ % > 0. Alors on a
S(R") — K*Bj — S'(R™). (2.2.1)
Preuve. On montre premiérement la coté droite de 2.2.1. Comme

KoPBS < KOV BS,

q
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2.2. Inclusions

donc pour montrer que

KPBj — S'(R")

q
il suffit de montrer que
KPBi, — S'(RM).

Soit {goj}jeNO une décomposition de l'unité. On pose w; = Zz ;Jﬁ p; sij =1,2,... (avec

p_ =0).
Si f e KgapBgo et v € S(R"), alors f(¢)) denote la valeur de f dans S'(R™) pour une
fonction de teste 1. On obtient

@) < S JAFF  w x) = YA f - (Fwyx9)|),

j=0 7=0

= YA e R
=0

Cette somme peut écrire sous la forme

NE
\Mg

A f - Fwyx - x|l

0 k=—o0

.
|

<

[M]8
I|D18

sup A f ()| |7 wj e x -

ke oo TE€B(0,2F)

.
Il
o

On divise la derniére somme en deux parties

oo —j—1 00 0o
Y Yy
j=0 k=—o0 j=0 k=—j

Le lemme 1.2.2, donne pour tout 0 < d < 1/max (1/¢,1/q + a/n) et tout N > n/d—n/q—«

o —j—1
22 s IAS@IIF e xall,
=0 k=—o0 z€B(0,277
co —j—1
< )2y [
7=0 k=—c
oo —j-—1
< HflKasz Z Z 2a+n/q 8)j Hf- w]*w XkHl
7=0 k=—o00
< c|rikprB el B
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2.2. Inclusions

En utilisant le lemme 1.2.2, on a pour tout 0 < d < 1/max (1/¢,1/q + a/n)

>y sup B f @7 e+ v,

J 0 k_—] IGB

Z Z 2jn/d2 n/d—n/q—c) HA f | Ka,p

J=0 k=—j

IN

IF 7 wi

< c|rikprBy

S pla=s)i §7 gldn/a=edk | £l gy ||
J=0 k=—j

n/d—n/q—a,l Hn/d—s
< 1 By

7p S
q B

Par conséquent

If(@/))l

, n/d—n/q—a,1l pn/d—s
< ¢ "B 1 By

max <Hw | Ba+n/q s

).

Par notre hypothése sur d, nous avons S(R") < K/4™"/47*1 g/~ " De cette injection et

a+n/q s

'injection suivante S(R") — B; , on obtient

)] < epy () || | K57 BL,

Ceci prouve que K, P B3, est injecte dans S'(R").
Remarque 2.2.1 5i 0 < p,q,3 < o0,s € R et « +% > 0, alors S(R™) est dense dans
Koo B3,

Théoréme 2.2.3 ([2]) Soient ay, s, 81,52 € R0 < s,p,q,r,0 < 00,1 > —n/s et ag >
—n/q. Supposons que

s1—n/s—a; < sg—nfq— as. (2.2.2)

Sotent 0 < g<s<ooetay>a; oul<s<qg<oo et
as+nj/q>a;+n/s. (2.2.3)

Alors
KBy — K& By, (2.2.4)

ou

rosi as+n/g=o1+n/s,s<qouay=a;,q<S

0 =
p st as+n/qg>ay;+n/s,s<qouay>a,q<s.
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2.2. Inclusions

Preuve. Soit f € K;Q’HBEQ. Par le Lemme 2.1.1, on trouve
||Ajf||['(?1,r < ¢ 9ilaztn/g—n/s—a) ||Ajf||[‘(;;2*9 :

ol ¢ > 0 est indépendente de j € N.

L’estimation demandée est une consequence immédiate de 1’estimation precédente. m

Théoréme 2.2.4 ([2]) Soient a,s1,52 € R,0 < s,p,q < 00,81 —n/s < s —n/qg— « et
0<pB<oo.

Sia>0,0<g<s<o0oua+n/qg>n/setd<s<q< oo, alors

KB < B,

ou
s st a+nf/g=n/s,s<qoua=0,qg<s

0= (2.2.5)
p si a+n/g>n/s,s<qoua>0q<s.

Preuve. La preuve de ce théoréeme est une conséquence de

K{*By = Bl

Corollaire 2.2.1 Soient s1,52 € R,0 < s,p,q < 00,81 —n/s < so—n/q et 0 < f < 0.
Alors

By — KS’SBEZ — B, 0<g¢<s< oo

Preuve. Pour la preuve, il suffit de remplacer dans le théoréme 2.2.4, = s et a = 0.

L’injection demendée est une conséquence immédiate du fait que

s2 __ 170, ps2 0,5 S2
Bq,ﬁ_Kq BB c_>Kq BB'
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Chapitre 3

La continuité de certains opérateurs

sur les espaces de Herz

Dans ce chapitre, on va étudier la continuité de certains opérateurs sur les espaces de Herz,

en particulier on va étudier les opérateurs de Fourier et de Calderén-Zygmund.

Il ya des chercheurs traitent ce point par exemple S. Lu et D. Yang [3] et J. Zhou et Y. Cao
[7].

3.1 La continuité de transformée de Fourier sur les
espaces de Herz

L’un des problémes centraux de I'analyse Harmonique classique est I’étude de la bornitude
de la transformée de Fourier dans un espace fonctionnel donné. Ici et au-dessous, nous

définissons la transformée de Fourier de f € L' N L par
F1©) = [ exp(in- @

ou1l<p<2, F est bornée de L” dans L”. Si les espaces sont de Lebesgue ou de Herz, les

résultats suivants sont prouvés.

Théoréme 3.1.1 [8] Soient 1 <p<2et0<a< z%’ alors
1-
, ) 1/p’ 1/p
([ st an) " <[ ipiaras)
Rn Rn
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3.2. Décomposition atomique des espaces de Herz

1FFll e < €l o

Preuve. Pour la preuve voir [8]. m

3.2 Décomposition atomique des espaces de Herz

La décomposition atomique joue un role fondamental dans ’analyse harmonique, c’est un
outil puissant pour traiter les théorémes de dualité, les théorémes d’interpolation et certaines
inégalités fondamentales dans I’analyse harmonique.

La décomposition atomique est I'une des méthodes les plus importantes pour étudier la
bornitude de certains opérateurs sur les espaces de Herz.

Tout d’abord, nous présentons la notation de base de la décomposition atomique.

Définition 3.2.1 Soient 0 < o < 00, 1 < p < o0. Une fonction a est dite («,p)-atome
central, si

(i) suppa C B(0,7) = {z € R" : |z| <7}, 7 > 0.

(ii) lall, < [B(O, r)| =/,

(iii) [4n ¥Pa(x)dz =0, |B] <s.

Maintenant, nous établissons des caractérisations des espaces K. o7 (R™) en termes de décom-

positions atomiques centrales, ce qui permet d’étudier la borniture de quelques opérateurs

sSur ces espaces.

Théoréme 3.2.1 ([3]) Soient 0 < o < 00, 1 < ¢ < 00, et 0 < p < 0. Les deur assertions

sont équivalentes
(i) f € KgP (RY).

(i1) f peut représenter par
Fla)= )" a(x), (3.2.1)

ot les séries sont convergentes au sens de distributions, A\, > 0, chaque ay, est un (a,q)-

atome central de support Contenu dans By et

400 1
p
(D InP)” < ellfligogn -
k=—o00
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3.2. Décomposition atomique des espaces de Herz

1
De plus, les normes || f| gorga) €t inf( B |/\k|P> " sont équivalentes ou le minimum

pris dans toutes les décompositions de f comme dans (3.2.1).

Preuve. Nous prouvons premiérement (i) implique (ii). Pour toute f € Kg,p (R™), on
écrit

fla) = > f@)x(o)

k=—0o0
+o0
= Z 2ka ||f k”q 2koz ”f Z Akak

k=—o0

ol )\ = 2k 1 fxell, et ax (z) = M%ﬂc) Il est clair que suppay C By et
_ o—ka
lacll, =27, & € 2.

Ainsi, chacun a; est un (a, g)-atome central avec le support inclu dans By, et

(3 wr)' = (3 @ r))’

= |fllggr < oo.

Nous montrons que (ii) implique (i). Soit f(z) = S"7°° _Aay (z) une décomposition de
f qui satisfait 'hypothése (ii) du Théoreme 3.2.1. Pour chaque j € Z, Par l'inégalité de
Minkowski

1511, < D Pl llaxl, - (3.2.2)
k=]
Le cas ou 0 < p < 1. Par (3.2.2), il s’ensuit que||f||Kg,p(Rn) est borné par

1

(ﬁff@@fmmmmfy g(}jmmjjwmm));

f=—oo =k j=—o0
< (Zmr(Eem))
Jj=—00 k<j
< < Jf |/\j|p>;-
j=—o0
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3.2. Décomposition atomique des espaces de Herz

Le cas ol 1 < p < oco. Par I'inégalité de Holder (1 = % + z%)’ on a
- 1 1
||fXqu < Z|)‘k|||ak||q2 a2
k=
1 1
P

[ee) . Y
> llax2
k=j

o0
D
< (zwuakn;)
k=
1

> kap % s kcxpl v
< (Swrw) (X
k>j k>j

+o00
I War = D 27 L3117
j=—o00
+o0o 00 . 0o ) 5
< 2 <Z|Ak|p2—3p> (Zz-”&”) |
J=mee k2j k>
mais
i2kaf < CQ*MZQ (k=) 2"
k>j k>j
S c ,ja2p'7
alors,
+o0 o )
£ er < 2]”( | >\k|P2(kj)az>
e j;oo ;
< Z Ael? <Z2 (k=) )
k=—00 k>3
+o0
< Z | AelP < 4-00.
k=—o0
[ ]
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3.3. La continuité des opérateurs de type Caldéron-Zygmand sur les espaces de Herz

3.3 La continuité des opérateurs de type Caldéron-
Zygmand sur les espaces de Herz

Dans cette section, on va étudier la continuité des opérateurs de type Caldéron-Zygmand sur
les espaces de Herz. Rappelons que un opérateur est dit opérateur de Calderén-Zygmund

de noyau K s'il est borné dans L? et :

Tf(x)= | K(x—y)f(y)dy.

RTL
Soit T" un opérateur de Calderén-Zygmund de noyon K (x) € C* loin de l'origine, satisfait
1. |K(2)] <clz|™", stz #£0;
2, 38% (K(z—y) - K(x))‘ < Cﬁmnl% si |z| = 2|y|, ot B = (By, By, ..., B,) est un multi-

indice.

Théoréme 3.3.1 ([3]) Soit0 <p<oo,0<g<ooetld<a<n(l-— %) Chaque opérateur

sous-linéaire T satisfait la condition

/()]

|

dy, sid(z,supp f) > % (3.3.1)

5@l s |

n

pour toute fonction f intégrable de support compact et T est borné sur LY(R™), alors T est

aussi borné sur K ~P(R™) et KPP(R™) respectivement.

Dans le théoréme précédent d(z,supp f) est la distance minimale entre I’élément x et le

supp f.
Preuve. Soit f € K, ~P(R™). Par le Théoreme 3.2.1, on écrit

ol Ay > 0 et ay, est un («, ¢)-atome central de support Contenu dans By, et

+oo 1
I lligon ~ (D ul?)”

k=—o00
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3.3. La continuité des opérateurs de type Caldéron-Zygmand sur les espaces de Herz

On a

+00
HTfHKap Rn) = C Z 2jap H(Tf)XJHz

jj;ooo A Jj—2 » “+o00 ‘ —+o00 »
< eSSl @a, ) e X 2 (3 lllTan ), )
j=—o00 k=—00 j=—00 k=j—1
= C([1+[2).

Estimation de /;. En utilisant (3.3.1) on trouve
[Tar(y)|*
< [ Tt
H J ||q R, ’$|nq

/Rj o™ (/Bk |ak(y)!qdy) dz

< ey gk / lax(y)|7 dy
By,

c2(k=5)(g=1) o ’2n(k*j) w 9—kq

IN

IA

< k=D s 9=kd cap o < g

SiO<p§1etO<a<n(1—$),ona

b= e S e $ e, )

j=—00 k=—o00

+o0 j—2
c Z 9jap Z P on(i—k)(1=3)po—akp

<
j=—00 k=—oc0
+oo

- ¢ Z |/\k|p Z 9~ (i=k)(n—7—a)p
k=—o00 j>k+2

< Z Ml < el F e -
k=—00

Sil<p<+oetld<a<n(l- %), d’apres le cas précédent, on a
H(Tak>XjHZ < 2MU=Ra=1) o g-aky

par 'inégalité de Holder (1 = = + pi) on trouve

1
p

27



3.3. La continuité des opérateurs de type Caldéron-Zygmand sur les espaces de Herz

]_700

“+oo

IN

]_—OO

“+oo

IA

“+oo

IN

k=—o00

<

k=—o00

czw(
ey (.
o3 oty o (5 puraeen)’

j=—00 k=—00

j—2

<.

Q

-2

p
| Ak | H(Tak:)Xqu>

—0o0

-2

3 gttt xom)’

e (X0 ottt

j=—00 k=—oc0

+o0
c Z |)\k|p( Z 2_(j—k)(n—%_a)

j>k+2

Z |>\k|p < C||f||K‘XP R”)

[MiS]
N———

Estimation de /5. De la maniére on distinguait deux cas comme suit:

Si 0 < p <1, on utilisant la continuité de T" sur L4(R"), on trouve

Iy

IN

IN

IN

ey (3 e, )

j=—00 k=j—1

+oo

e 2 ( > AP flaxl? )
j=—o00 k=j—1

Z 2304)( Z |/\ ‘P2 akp)
j=—00 k=j—1

+oo
> |/\k|P< 3 2(j—k)ap)
k=—0c0 j<k+1

+oo

Z |Ak‘|p < c”f”[(ap Rn *

k=—o00
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3.3. La continuité des opérateurs de type Caldéron-Zygmand sur les espaces de Herz

Si 1 < p < oo, par I'inégalité de Holder (1 = % + [%) et la continuité de 7" sur LI(R"), on
trouve
T P
L, = ¢ Z 2Jap< ],\k\ H(Tak)Xqu)
Jj=—00 k=j—1
—+00 ‘ o LI
< ey 2 Z Ml | T ) ( Z |y )"
j=—00 k=j—1 k=j—1
—+00 ‘ , L/
< o> ( 5 Al el ) ( > ITaxll )’
j=—o0 k=j—1 k=j—1
+o00 +o0 P
< oS am( 35 ppat)( 5 o’
j*—oo k=j—1 k=j—1
< Z 2% Z 2%
j=—00 k=j—1
+oo
< e Il (D 20
k——o0 j<k+1
< c Z Ael” < el 1o gy -
k=—0o0

Estimation de I; et I, donne

1T flliegrgny < € 1Nl igercgeny

ce qui termine la preuve. m

Soit T un opérateur sous-linéaire satisfait la condition

il s [ O o s s (3:32)

X

pour des fonctions f intégrables de support compact.

Théoréme 3.3.2 ([3]) Soient 1 < ¢ < 00, 0 < p <00 et 0 < a < n(l — 7). Chagque
opérateur sous-linéaire T satisfait la condition (3.3.2) est un opérateur borné sur L1(R™) et

aussi borné sur K ~P(R™) et KWP(R™) respectivement.

Preuve. La preuve du théoréme 3.3.2 est une conséquence du théoréme [3]. =
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3.3. La continuité des opérateurs de type Caldéron-Zygmand sur les espaces de Herz

Remarque 3.3.1 La condition (3.3.2) est satisfaite par plusieurs opérateurs classiques dans
l’analyse Harmonique, comme ['opérateur de Calderon-Zygmund, [’opérateur maximal de
Carleson et opérateur maximal de Hardy-Littlewood. Alors on conclu que les opérateurs de

Calderon-Zygmund sont des opérateurs bornés sur les espaces de Herz.
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Conclusion

La transformée de Fourier et tout opérateur sous-linéaire 7' satisfait la condition suivante

o Too gl dy, x & supp f

sont bornés sur les espaces de Herz.

Un exemple sur cette classe d’opérateurs satisfait la condition précedente : I'opérateur de
Calderén-Zygmund, l'opérateur maximal de Carleson et l'opérateur maximal de Hardy-

Littlewood.
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Résume de mémoire :

Dans ce mémoire nous avons étudié les espaces de Herz type Besov, ou nous
avons discuté quelques propriétes de base dans ces espaces (par exemple
I’étude des injections entre ces espaces).

A la fin de mémoire nous avons parlé de la continuité de transformeée de
Fourier et la continuité des opérateurs de type Caldéron Zygmand sur
I’espace de Herz.

Mots clés :

Espaces de Herz, Espaces de Besov, Espaces de Herz type Besov, les
opérateurs de type Caldéron-Zygmand .

Abstract of thesis:

In this thesis, we studied Herz-Besov spaces, where we studied some basic
properties of these spaces (for exemple the continuous embeddings on this
spaces).

Finally we studied the boundedness of Fourier and the operator of Calderon
Zygmand.

Key words:

Herz spaces, Besov spaces, Herz type Besov, operator of Calderon
Zygmand.




