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0.1 Introduction

Il est bien connu qu’un opérateur linéaire u : X → Y est faiblement compact si, et

seulement si, il se factorise par un espace réflexif, i.e., ∃ un espace de Banach réflexif

G et deux opérateurs linéaires w : X → G, v : G → Y tels que u = v ◦ w. Ce célèbre

résultat reste vrai dans le cas des opérateurs multilinéaires. Si G un espace de Hilbert,

on obtient une classe d’opérateurs faiblement compacts intéressante et mérite une étude

approfondie.

Les travaux de ce présent mémoire se situent dans le cadre des opérateurs multili-

néaires et polynômes homogènes de degré m faiblement compacts. On s’intéressera à une

classe particulière des opérateurs multilinéaires faiblement compacts. Les opérateurs de

cette calsse se caractérisent par leurs factorisations autour d’un espace de Hilbert.

Ce mémoir se divise en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on définit les espaces de Banach réflexif. On consacrera le reste

de ce chapitre à étudier les opérteurs linéaires et multilnéaires faiblement compacts en

donnant les principaux résultats de ces opérateurs.

Dans le deuxième chapitre, on traite une classe des opérateurs multilinéaires qui se fac-

torisent par un espace de Hilbert. Cette classe coïncide avec la classe des opérateurs

multilinéaires 2-factorable intoduite par Martin Cerna Maguina dans [BMCM05]. On

met l’accent sur certaines propriétés importantes relatifs à cette classe et on donnera des

théorèmes de caractérisation similaires au cas linéaire.

Dans le troisième chapitre et en premier lieu, on donnera un survol sur les polynômes

homogènes de degrém. Cette classe de polynômes s’identifier avec la classe des opérateurs

multilinéaires symétriques. On fera une étude similaire à celui de deuxième chapitre en

transmettant les définitions et résultats de ce chapitre au cas des polynômes homogènes

de degré m.
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Chapitre 1

Résultats préliminaires sur les

opérateurs faiblement compacts et

espaces réflexifs

1.1 Introduction

Dans ce chapitre et en premier lieu on donne la définition des espaces de Banach

réflexifs ainsi que certaines propriétés relatives à ces espaces. Ensuite, on exposera des

résultats classiques concernant les opérateurs linéaires et multilinéaires bornés. On fera

aussi une étude détaillée sur les opérateurs linéaires et multilinéaires faiblement compacts.

1.2 Espaces de Banach reflexifs

Tous les espaces vectoriels sont toujours supposés des espaces vectoriels sur K où K

représente le corps de nombre réel R ou bien celle de nombre complexe C.

Définition 1.1

Espace de Banach. Un espace vectoriel normé X est dit de Banach, si tout suite de
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Cauchy de X est convergente dans X. Un espace de Banach est alors un espace vectoriel

normé complet pour la distance déduite de la norme.

Espace de Hilbert. Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet pour la

distance issue du produit scalaire.

Opérateurs linéaires bornées. Soient X, Y deux espaces normés et u : X → Y une

application. Elle est linéaire si

1) ∀x, y ∈ X;∀λ, µ ∈ K : u (λx+ µy) = λu (x) + µu (y) .

On note L (E,F ) l’ensemble des applications linéaires, on le muni de deux opérations

algébriques suivantes

1) ∀x ∈ X : (u1 + u2) (x) = u1 (x) + u2 (x) .

2) ∀x ∈ X, ∀λ ∈ K : (λu) (x) = λu (x) .

Soit u ∈ L (X, Y ) . L’application linéaire u est continue (bornée) s’il existe C > 0 tel que

∀x ∈ E : ‖u (x)‖ ≤ C ‖x‖ .

On note B (X, Y ) l’espace des applications linéaires continues (bornées).

On définit l’application ‖.‖ de B (X, Y ) dans R+ en posant

‖u‖ = sup
x 6=0

‖u (x)‖
‖x‖ = sup

‖x‖≤1

‖u (x)‖

On a aussi

∀x ∈ X : ‖u (x)‖ ≤ ‖u‖ ‖x‖ .

La quantité ‖u‖ définit une norme sur B (X;Y ). Si Y est un espace de Banach alors

B (X;Y ) est aussi un espace de Banach.
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Dual topologique. Soit X un espace vectoriel normé. On appelle dual topologique, et

on note X∗, l’espace de Banach des formes linéaires continues sur X, i.e.,

X∗ = B (X,K)

telle que la norme (norme des opérateurs) est la suivante

‖x∗‖ = sup
‖x‖≤1

|x∗ (x)|

= sup
‖x‖=1

|x∗ (x)| .

Exemple 1.2. Soit 1 ≤ p < +∞. On définit l’espace `p par

`p =

{
(xn)n∈N ⊂ R :

∑
n∈N

|xn|p <∞
}
.

qui est un espace de Banach pour la norme suivante

∥∥(xn)n∈N
∥∥
p

= (
∑
n∈N

|xn|p)
1
p

Si p =∞, on définit `∞ par

`∞ =

{
(xn)n∈N ⊂ R : sup

n∈N
|xn| <∞

}
.

avec ∥∥(xn)n∈N
∥∥
∞ = sup

n∈N
|xn| .

On a

(`p)
∗ = `p∗

avec p∗ est le conjugué de p, i.e., 1
p

+ 1
p∗ = 1.

Remarque 1.3. (L’espace `2). L’espace `2 est un espace de Hilbert dont le produit
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scalaire est

〈x, y〉 =
∑
n∈N

xnyn.

Théorème 1.4. (Représentation de Riesz). Soient H un espace de Hilbert et u une

forme linéaire sur H. Alors, il existe un élément unique a ∈ H tel que

∀x ∈ H : u (x) = 〈a, x〉 .

Définition d’un espace de Banach réflexif. Soit X un espace de Banach. Le bidual

de X , noté X∗∗, est l’espace dual de X∗. Pour tout x ∈ X on note

KX(x) : X∗ → K

la forme linéaire sur X∗ définie par

∀x∗ ∈ X∗ : 〈KX (x) , x∗〉 = x∗(x)

Pour tout x∗ ∈ X∗, on a

|〈KX (x) , x∗〉| = |x∗(x)| ≤ ‖x∗‖ ‖x‖

ce qui montre que KX(x) est bien dans X∗∗.

Remarque 1.5. L’application KX : X → X∗∗ est isométrique. Elle s’appelle l’isométrie

canonique.

Definition 1.6. (Espace réflexif ). Un espace de Banach X est dit réflexif si l’application

KX : X → X∗∗
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est bijective. Autrement dit, X s’identifie isométriquement à X∗∗ via son isométrie cano-

nique.

Exemple 1.7. Pour tout 1 < p <∞, l’espace Lp est réflexif. Il en est de même pour les

petit `p avec 1 < p <∞. Par contre, les espaces L1, L∞, c0, `1, `∞ ne sont pas réflexifs.

Proposition 1.8. Tout espace de dimension fini est réflexif.

Proposition 1.9. La représentation de Riesz nous permet de montrer que tout espace

de Hilbert est réflexif.

1.3 Opérateurs linéaires faiblement compacts

Définition 1.10. Soient X et Y deux espaces de Banach. Un opérateur u ∈ B (X;Y )

est faiblement compact si le sous ensemble u(BX) est relativement faiblement compact

(i.e., u (BX) est faiblement compact) dans Y. L’espace de tous les opérateurs linéaires

faiblement compacts de X dans Y sera noté W(X;Y ), qui est un Banach pour norme

des opérateurs.

Soit u : X → Y un opérateur linéaire. On définit l’adjoint de u par u∗ : Y ∗ → X∗ tel que

u∗ (y∗) : X → R, x 7→ u∗ (y∗) (x) = y∗ (u (x)) .

On note que si u est borné alors son opérateur adjoint est borné et ‖u‖ = ‖u∗‖ .

Théorème 1.11. (Grantmacher). Soit u ∈ B (X;Y ) Les deux propriétés suivantes sont

équivalentes.

a) L’opérateur u est dans W(X;Y ).

b) L’opérateur adjoint u∗ est dans W(Y ∗;X∗).
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1.4 Factorisation des opérateurs linéaires faiblement

compacts

Définition 1.12.On dit qu’un opérateur u ∈ B(X;Y ) se factorise par un espace de

Banach G s’il existe un opérateur v ∈ B(X;G) et w ∈ B(G;Y ) tels que u = wv, i.e.,

X
u→ Y

v ↘ ↑ w

G

Proposition 1.13. Soit X un espace de Banach. Les trois propriétés suivantes sont

équivalentes.

(1) L’opérateur identité idX : X → X est faiblement compact

(2) L’espace X est réflexif.

(3) Pour tout espace de Banach Y et tout opérateur borné u : X → Y , alors u est

faiblement compact.

Remarque 1.11. Dans (3) , on peut mettre X dans l’arrivée et on obtient le même

résultat.

Théorème 1.12. Un opérateur linéaire borné u : X → Y est faiblement compact si, et

seulement s’il se factorise par un espace réflexif, i.e., s’il existe un espace réflexif G et

deux opérateurs bornés

v : X → G et w : G→ Y

tels que u = wv.
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1.5 Applications multilinéaires bornées

Définition 1.13.Soient X1, ..., Xm, Y des espaces de Banach. L’opérateur T : X1 ×

... × Xm → Y est dit multilinéaire ou m-linéaire s’il est linéaire par rapport à chaque

composante. Il est borné (continu) s’il existe une constante C > 0 telle que pour tout

(x1, ..., xm) ∈ X1 × ...×Xm, on a

‖T (x1, ..., xm)‖ ≤ C ‖x1‖ ... ‖xm‖ . (1.1)

On note L (X1, ..., Xm;Y ) l’espace des opérateurs m-linéaires bornée qui est Banach dont

sa norme est la plus petite constante vérifiant (1.1). Elle peut s’exprimer par

‖T‖ = sup
‖xj‖≤1;1≤j≤m

‖T (x1, ..., xm)‖ .

Opérateur adjoint. A chaque opérateur multilinéaire T : X1× ...×Xm → Y on associe

l’opérateur adjoint suivant

T ∗ : Y ∗ → L(X1, ..., Xm)

qui est définie par

y∗ → T ∗ (y∗) : X1 × ...×Xm → K,

où T ∗ (y∗) (x1, ..., xm) = y∗ (T (x1, ..., xm)).

Produit tensoriel projectif. Soient X1, ..., Xm des espaces de Banach. On note X1 ⊗

...⊗Xm le produit tensoriel algébrique de X1, ..., Xm. On définit la norme projective par

‖v‖π = inf

{
n∑
i=1

m∏
j=1

∥∥xij∥∥
}
,
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où l’infimum porte sur toutes les représentations possibles de v de la forme

v =

n∑
i=1

xi1 ⊗ ...⊗ xim.

On note X1⊗̂π...⊗̂πXm le produit tensoriel projectif des espaces X1, ..., Xm i.e. ; le com-

plété de X1 ⊗ ... ⊗ Xm pour cette norme. Si X1 = ... = Xm = X on écrit simplement

⊗̂mπ X.

Opérateur linéairisé. A chaque opérateur multilinéaire T : X1 × ... × Xm → Y on

peut lui associer un opérateur linéaire, appelé linéarisation de T , T̃ : X1⊗̂π...⊗̂πXm → Y

défini par

T̃ (
n∑
i=1

x1
i ⊗ ...⊗ xmi ) =

n∑
i=1

T
(
x1
i , ..., x

m
i

)
.

Il est bien défini, car il ne dépend pas de repésentation choisie (voir [Rya01]). De plus, T̃

est unique et
∥∥∥T̃∥∥∥ = ‖T‖.

Factorisation canonique d’un opérateurs multilinéaire. Tout opérateur m-linéaire

admet la factorisation suivante

T = T̃ ◦ i, (1.2)

avec
i : X1 × ...×Xm → X1⊗̂π...⊗̂πXm

(x1, ..., xm) 7−→ i (x1, ..., xm) = x1 ⊗ ...⊗ xm

c’est à dire le diagramme suivant commute

X1 × ...×Xm
T→ Y

↓ i ↗ T̃

X1⊗̂π...⊗̂πXm

On a aussi

L (X1, ..., Xm;Y ) = B
(
X1⊗̂π...⊗̂πXm;Y

)
,
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car l’application

Φ : L (X1, ..., Xm;Y ) → B
(
X1⊗̂π...⊗̂πXm;Y

)
T → Φ (T ) = T̃

est une isométrie surjective.

Cas particulier. Le dual deX1⊗̂π...⊗̂πXm s’identifie à l’espace des formes multilinéaires

bornées (
X1⊗̂π...⊗̂πXm

)∗
= L (X1, ..., Xm) .

1.6 Opérateurs m-linéaires faiblement compacts

Définition 1.14.Soient X1, ..., Xm, Y des espaces de Banach et T ∈ L (X1, ..., Xm;Y ).

L’opérateur T est faiblememt compact si T (BX1 × ...×BXm) est relativement faiblement

compact dans Y (i.e., T (BX1 × ...×BXm) est faiblement compact dans Y ).

Notation. On notera W(X1, ..., Xm;Y ) l’espace de tous les opérateurs multilinéaires

faiblement compacts, c’est un espace de Banach avec la norme des opérateurs.

Proposition 1.15. (Propriété idéal). Soit T ∈ W(X1, ..., Xm;Y ). Soient u ∈ B(Y ;Z) et

vj ∈ B(Gj;Xj) (1 ≤ j ≤ m). Alors,

(1) L’opérateur u ◦ T ∈ W(X1, ..., Xm;Z)

(2) L’opérateur T (v1, ..., vm) est un élément de W(G1, ..., Gm;Y ).

Théorème 1.16. (Grantmacher m-linéaire). Soient T : X1 × ...× → Y un opérateur

multilinéaire et T ∗ : Y ∗ → L(X1, ..., Xm) son opérateur adjoint. Alors, T est faiblement

compact si, et seulement si, T ∗ est faiblement compact.

Lemme 1.17. Soit T ∈ L(X1, ..., Xm;Y ) et T̃ ∈ B
(
X1⊗̂π...⊗̂πXm;Y

)
son linéairisatin.

Alors, les deux propriété suivante sont équivalentes.
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(1) L’opérateur T est dans W(X1, ..., Xm;Y ).

(2) L’opérateur T̃ ∈ W
(
X1⊗̂π...⊗̂πXm;Y

)
.

Grâce à ce Lemme, on peut démontrer facilement l’énoncé suivant.

Théorème 1.18. Un opérateur multilinéaire est faiblement compact si, et seulement s’il

existe un un espace de Banach G, un opérateur linéaire u ∈ W(G;Y ) et un opérateur

multilinéaire A ∈ L(X1, ..., Xm;G) tels que

T = u ◦ A.

Enfin, nous avons besoin de résultat suivant qui assure que les opérateurs multilinéaires

faiblement compacts se caractérisent par la factorisation autour d’un espace réflexif. Nous

allons étudier dans le chapitre suivant les opérateurs qui admettent une factorisation

autour d’un espace de Hilbert.

Théorème 1.19 [BPR07]. Soit T ∈ L(X1, ..., Xm;Y ). Les deux propriétés suivantes sont

équivalentes.

(1) L’opérateur T est dans W(X1, ..., Xm;Y ).

(2) L’opérateur T se factorise par un espace réflexif, i.e. il existe un espace de Banach G

réflexif et u ∈ B(G;Y ) et opérateur multilinéaire A ∈ L(X1, ..., Xm;G) tels que T = u◦A.

En d’autres termes le diagramme suivant commute

X1 × ...×Xm
T→ Y

A↘ ↑ u

G
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Chapitre 2

Opérateurs m-linéaires qui se

factorisent par un espace de Hilbert

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudiera un cas particulier des opérateurs multilinéaires faible-

ment compacts, ce sont les opérateurs multilinéaires qui se factorisent par un espace de

Hilbert. On verra que cette classe d’opérateurs possède certaines propriétés importantes

et qu’elle coïncide avec la classe des opérateurs multilinéaires 2-factorables introduite par

Martin Cerna Maguina dans [BMCM05] comme généralisation naturelle du cas linéaire

étudie par Diestel dans [DJT95] .

2.2 La classe des opérateurs multilinéaires Lfact

Commençons par la définition des opérateurs linéaires qui se factorisent par un Hil-

bert.

Définition 2.1. SoientX, Y deux espaces de Banach. L’opérateur u : X → Y se factorise

par d’un espace de Hilbert s’il existe un espace de Hilbert H, v ∈ B (H;Y ) et w ∈
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B (X;H) tels que le diagramme suivant commute

X
u→ Y

w ↘ ↑ v

H

On note Bfact (X;Y ) l’espace de tous les opérateurs linéaires qui se factorisent par un

Hilbert. C’est un espace de Banach avec la norme suivante

‖u‖fact = inf ‖v‖ ‖w‖ ,

où l’infimum porte sur toutes les factorisations possibles du digramme précédent.

Proposition 2.2. Soient X0, X, Y, Y0 des espaces de Banach. Soient q ∈ B (X0, X) un

opérateur quotient et j ∈ B (Y, Y0) un plongement isométrique. Les deux propriétés sont

équivalentes.

(1) L’opérateur u : X → Y est dans Bfact (X;Y )

(2) L’opérateur j ◦ u ◦ q : X0 → Y0 est dans l’espace Bfact (X0;Y0).

Dans ce cas, on a

‖u‖fact = ‖j ◦ u ◦ q‖fact .

Preuve.(1) ⇒ (2) : Supposons que u se factorise par espace de Hilbert, c’est à dire il

existe deux opérateurs bornés w, v tels que

u = v ◦ w : X
w→ H

v→ Y,

Alors,

X0
q→ X

u→ Y
j→ Y0

w ↘ ↑ v

H

14



i.e.,

X0
q→ X

w→ H
v→ Y

j→ Y0

ce qui donne la foctorisation souhaitée.

(2)⇒ (1) : Commençons par la factorisation de j ◦ u ◦ q autour d’un espace de Hilbert

X0
b→ H

a→ Y0.

i.e., j ◦ u ◦ q = a ◦ b. Considérons le sous espace fermé suivant

H0 := Ker (a)⊥ ∩ {h ∈ H : a (h) ∈ j (Y )} .

Soit a0 : H0 → Y un opérateur tel que j ◦ a0 est la restriction de a sur H0, c’est à dire

j ◦ a0 (h) = a (h) ,∀h ∈ H0.

On note que a0 est injective avec

‖a0‖ ≤ ‖a‖ .

Soit p la projection orthogonale de H sur H0. Posons b1 := p ◦ b. Alors, ‖b0‖ ≤ ‖b‖ et

u ◦ q admet la factorisation suivante

uq : X0
b1→ H0

a0→ Y.

L’injectivité de a0 implique l’existence de b0 ∈ B (X,H0) tel que b0 ◦ q = b1; puisque q

est un opérateur quotient, nous avons ‖b0‖ = ‖b1‖ . Alors,

X0
q→ X

u→ Y
j→ Y0

b↘ ↗ a

H
p→ H0
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Maintenant, comme u : X
b0→ H0

a0→ Y, nous concluons que

u ∈ Bfact (X;Y ) ,

et

‖u‖fact ≤ ‖a0‖ ‖b0‖ ≤ ‖a‖ ‖b‖

ce qui achève la preuve. �

Le théorème suivant montre la relation entre l’inégalité de Grothendieck et les opéra-

teurs linéaires qui se factorisent autour d’un espace de Hilbert. Le théorème est dû à

[DJT95, Théorème 7.5] .

Théorème 2.3. Soient X, Y des espaces de Banach. Les deux propriétés suivantes sont

équivalentes

(a) L’opérateur u est dans Bfact (X;Y ) .

(b) Il existe une constante C ≥ 0 telle que∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aij 〈y∗i , u (xj)〉
∣∣∣∣∣ ≤ C sup

{∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣ : (si) , (tj) ∈ B`n∞

}
,

pour tout n ∈ N, (aij)ni,j=1 une matrice de scalaire, x1, ..., xm ∈ BX , y
∗
j ∈ BY ∗ (1 ≤ j ≤ n).

Pour la démonstration nous avons besoin du Lemme suivant.

Lemme 2.4. (L’inégalité de Grothendieck). Il existe une constante universelle KG pour

laquelle, pour tout espace de Hilbert H et n ∈ N, toute n × n matrice des scalaires

(aij)1≤i,j≤n et tous x1, ..., xn, y1, ..., yn ∈ BH , nous avons

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aij 〈xi, yj〉
∣∣∣∣∣ ≤ KG max

{∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣ : (si) , (tj) ∈ B`n∞

}
.
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Preuve de Théorème 2.3 : (a)⇒ (b) : Supposons qu’il existe un espace de Hilbert H

et deux opérateurs v, w tels que

u = v ◦ w : X → H → Y.

Soit n ∈ N et prenons une matrice de scalaire (aij)1≤i,j≤n . Soient x1, ..., xn ∈ BX et

y∗1, ..., y
∗
n ∈ BY ∗. En utilisant l’inégalité de Grothendieck∣∣∣∣∣

n∑
i,j=1

aij 〈y∗i , u (xj)〉
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aij 〈y∗i , v ◦ w (xj)〉
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aij 〈v∗ (y∗i ) , w (xj)〉
∣∣∣∣∣

≤ KG sup
1≤i≤n

‖v∗ (y∗i )‖ sup
1≤j≤n

‖w (xj)‖ sup

{∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣ : (si) , (tj) ∈ B`n∞

}

≤ KG ‖v∗‖ ‖w‖ sup

{∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣ : (si) , (tj) ∈ B`n∞

}

Alors nous avons (b) et C = KG ‖v∗‖ ‖w‖ .

(b)⇒ (a) : Comme tout espace de Banach est un espace quotient de lJ1 , par la Proposition

2.2 on va montrer la propriété lorsque X = lJ1 . Notre stratégie est de voir que l’opérateur

u : lJ1 → Y,

est 1-sommant. Corollaire 2.16 dans [DJT95] va terminer la démonstration. On fixe

x1, ..., xn ∈ lJ1 avec ‖xi‖
faible
1 = 1. Nous allons montrer que

n∑
i=1

‖u (xi)‖ ≤ C.
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Soit ε > 0, il existe N ∈ N et y1, ..., yn ∈ lN1 tels que

n∑
i=1

‖xi − yi‖ ≤ ε (‖u‖+ 1)−1 .

On peut donc supposer queN ≥ n, et à travers le dispositif de réglage xn+1 = ... = xN = 0

et yn+1 = ... = yN = 0, on peut aussi supposer que N = n. En écrivant pour tout

1 ≤ i ≤ n

yi =

n∑
j=1

aijej.

Alors, pour tout s, t ∈ Bln∞ , notre hypothèse sur x1, ..., xn donne l’estimation suivante∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣ =
n∑
i=1

|〈yi, t〉|

≤
n∑
i=1

|〈xi, t〉|+
n∑
i=1

|〈xi − yi, t〉| ≤ 1 + ε.

Mais, maintenant nous pouvons choisir y∗1, ..., y
∗
n ∈ BY ∗ ce qui donne

n∑
i=1

‖u (yi)‖ =
n∑
i=1

〈y∗i , u (yi)〉 =
n∑

i,j=1

aij 〈y∗i , u (ej)〉 ,

par la condition (b) on arrive à

n∑
j=1

‖u (xj)‖ ≤
n∑
j=1

‖u (yj)‖+ ε

≤ (1 + ε)C + ε. �

Nous somme maintenant sur le point de définir l’espace des opérateurs multilinéaire qui

se factorisent par un espace de Hilbert.

Définition 2.5. Soient X1, ..., Xm, Y des espaces de Banach. L’opérateur T : X1 ×

... × Xm → Y se factorise par un espace de Hilbert s’il existe un espace de Hilbert H,
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u ∈ B (H;Y ) et A ∈ L (X1, ..., Xm;H) tels que le diagramme suivant commute

X1 × ...×Xm
T→ Y

A↘ ↑ u

H

(2.1)

On note Lfact (X1, ..., Xm;Y ) l’espace de tous les opérateurs multilinéaires qui se facto-

risent par un Hilbert. C’est un espace de Banach avec la norme suivante

‖T‖fact = inf ‖u‖ ‖A‖ ,

où l’infimum porte sur toutes les factorisations possibles comme dans le diagramme pré-

cédent.

Proposition 2.6.

(1) Soit T ∈ Lfact (Z1, ..., Zm;G), u ∈ B (G;Y ) et vj ∈ B (Xj;Zj), alors

u ◦ T (v1, ..., vm) ∈ Lfact (X1, ..., Xm;Y ) .

(2) Soit T ∈ L (X1, ..., Xm;G), u ∈ Bfact (G;Y ), alors

u ◦ T ∈ Lfact (X1, ..., Xm;Y ) .

(3) Pour tout espace de Hilbert H, on a

Lfact (X1, ..., Xm;H) = L (X1, ..., Xm;H)
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Preuve. (1) : La démonstration se déduit de diagramme suivant

X1 ×...× Xm
u◦T (v1,...,vm)→ Y

v1 ↓ vm ↓ u ↑

Z1 ×...× Zm
T→ G

A↘ ↑ w

H

En d’autre termes,

u ◦ w ◦ A (v1, ..., vm) = q ◦B.

(2) Soit u ∈ Bfact (G;Y ), alors il existe un espace de Hilbert H tel que : u = w ◦ v avec

v ∈ B (G;H) et w ∈ B (H;Y ), alors

u ◦ T = u ◦ w ◦ v ◦ T.

(3) Dans la factorisation (2.1) on prend u = idH et A = T. �

Théorème 2.7. Soit T ∈ L (X1, ..., Xm;G). Les deux propriétés suivantes sont équiva-

lentes

(1) L’opéarteur T est dans Lfact (X1, ..., Xm;Y ) .

(2) L’opérateur linéarisé T̃ ∈ Bfact
(
X1⊗̂π...⊗̂πXm;Y

)
(3) Il existe u ∈ Bfact (G;Y ) et A ∈ L (X1, ..., Xm;G) tels que T = u ◦ A.

Preuve. (1)⇒ (2) : Soit T ∈ Lfact (X1, ..., Xm;Y ). Alors, il existe un espace de Hilbert

H et u ∈ B (H;Y ) et A ∈ L (X1, ..., Xm;H) tesl que

T = u ◦ A.

Nous avons

T̃ = u ◦ Ã,
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avec

Ã : X1⊗̂π...⊗̂πXm → H,

i.e., T̃ ∈ Bfact
(
X1⊗̂π...⊗̂πXm;Y

)
.

(2)⇒ (3) : Par la factorisation (1.2), on a

T = T̃ ◦ im,

comme T̃ est factorisable par un espace de Hilbert et im est un opérateur multilinéaire,

on trouve la factorisation souhaitée.

(2)⇒ (3) : Immédiate d’après la Proposition 2.6. �

Théorème 2.8. Soit T ∈ L (X1, ..., Xm;G). Les propriétés suivantes sont équivalentes

(1) L’opéarteur T est dans Lfact (X1, ..., Xm;Y ) .

(2) L’opérateur adjoint T ∗ ∈ Bfact (Y ∗;L (X1, ..., Xm)) .

(3) L’opérateur T ∗∗ ∈ Bfact (L (X1, ..., Xm)∗ ;Y ∗∗) .

(4) L’opéarteur KY ◦ T est dans Lfact (X1, ..., Xm;Y ∗∗) .

Preuve. (1)⇒ (2) : Soit T ∈ Lfact (X1, ..., Xm;Y ) , c’est à dire T = u◦A où u ∈ B (H;Y )

et A ∈ L (X1, ..., Xm;H) . Alors,

T ∗ = A∗ ◦ u∗ : Y ∗
u∗→ H

A∗→ L (X1, ..., Xm) .

(2) ⇒ (3) : Supposons que T ∗ ∈ Bfact (Y ∗;L (X1, ..., Xm)) . Par dualité on trouve facile-

ment la factorisation souhaitée.

(3)⇒ (4) : Supposons que T ∗∗ ∈ Bfact (L (X1, ..., Xm)∗ ;Y ∗∗), i.e., T ∗∗ se factorise comme

suit
L (X1, ..., Xm)∗

T ∗∗→ Y ∗∗

A↘ ↑ u

H
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On définit l’application suivante

K : X1 × ...×Xm → L (X1, ..., Xm)∗

(x1, ..., xn) 7→ K(x1,...,xn)

où

K(x1,...,xn) (Φ) = Φ (x1, ..., xn) .

Cette application est un multilinéaire de norme 1. Il est facile aussi de voir que

KY ◦ T = T ∗∗ ◦K

En effet, soit (x1, ..., xm) ∈ X1 × ...×Xm, d’une part,

KY ◦ T (x1, ..., xm) (y∗) = y∗ (T (x1, ..., xm))

D’autre part,

(T ∗∗ ◦K) (x1, ..., xm) (y∗) = K (x1, ..., xm)T ∗ (y∗)

= K(x1,...,xm) (T ∗ (y∗))

= T ∗ (y∗) (x1, ..., xm)

= y∗ (T (x1, ..., xm))

Finalement, nous avons la factorisation suivante

KY ◦ T = T ∗∗ ◦K : X1 × ...×Xm
K→ L (X1, ..., Xm)∗

A→ H
u→ Y ∗∗.

Ce qui montre que KY ◦ T est dans Lfact (X1, ..., Xm;Y ∗∗) .

(4)⇒ (1) : supposons que KY ◦ T est dans Lfact (X1, ..., Xm;Y ∗∗) . Alors,

KY ◦ T = u ◦ A,
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où u ∈ B (H;Y ∗∗) et A ∈ L (X1, ..., Xm;H) . Comme (KY )∗ ◦KY = idY , on obtient

T = (KY )∗ ◦ u ◦ A,

ce qui donne le résultat. �

2.3 Caractérisation des opérateurs m-linéaires facto-

risables par un Hilbert

Tout d’abord, on introduit la classe des opérateurs multilinéaires p-factorables intro-

duite par Martin Cerna Maguina dans [BMCM05].

Définition 2.9. Soient X1, ..., Xm, Y des espaces de Banach. L’opérateur T : X1 × ...×

Xm → Y est dit p-factorable s’il existe un espace Lp (µ), u ∈ B (Lp (µ) ;Y ∗∗) et A ∈

L (X1, ..., Xm;Lp (µ)) tels que le diagramme suivant commute

X1 × ...×Xm
T→ Y

KY
↪→ Y ∗∗

A↘ ↗ u

Lp (µ)

(2.2)

C’est à dire

KY ◦ T = u ◦ A.

On note Γp (X1, ..., Xm;Y ) l’espace de tous les opérateurs multilinéaires p-factorable.

C’est un espace de Banach avec la norme suivante

‖T‖ = inf ‖u‖ ‖A‖ ,

où l’infimum porte sur toutes les factorisations possibles du diagramme (2.2).

Théorème 2.10. Soient X1, ..., Xm, Y des espaces de Banach. Les deux propriétés sui-
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vantes sont équivalentes

(a) L’opérateur T est dans Lfact (X1, ..., Xm;Y ) .

(b) L’opérateur T est dans Γ2 (X1, ..., Xm;Y ) .

Preuve.(a)⇒ (b) : Si T ∈ Lfact (X1, ..., Xm;Y ), alors

T = u ◦ A,

donc

KY ◦ T = (KY ◦ u) ◦ A.

comme H = lI2 avec I est un ensemble convenable, on trouve ce qu’on veut.

(b) ⇒ (a) : Supposons que T est 2-factorable. C’est à dire KY ◦ T = u ◦ A. Il suffi t

d’après le Théorème 2.7 de montrer que l’opérateur linéairisé T̃ : X1⊗̂π...⊗̂πXm → Y est

factorisable par un espace de Hilbert. On pose

H0 = Im
(
Ã
)⊥
∩ {h ∈ L2 (µ) : u (h) ∈ KY (Y )} ,

où Ã est l’opérateur linéarisé de A. Alors, H0 est bien un sous espace fermé non vide de

L2 (µ), ce qu’il montre qu’il existe une projection P : L2 (µ) → H0 telle que ‖P‖ = 1.

Soit u0 : L2 (µ)→ Y définie par

∀h ∈ L2 (µ) : KY ◦ u0 (h) = u ◦ P (h) .

1) Montrons tout d’abord que u0 est un opérateur linéaire bien définie. En effet, soit

h ∈ L2 (µ)

KY ◦ u0 (h) = u (P (h)) ,
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alors, il existe y ∈ Y tel que u (P (h)) = KY (y), donc

KY ◦ u0 (h) = KY (y) ,

par l’injectivité de KY , on trouve que u0 (h) = y ∈ Y. Soient maitenant h1, h2 ∈ L2 (µ)

et λ, µ ∈ K, alors

KY ◦ u0 (λh1 + µh2) = u (P (λh1 + µh2))

= λu (P (h1)) + µu (P (h2))

= λKY ◦ u0 (h1) + µKY ◦ u0 (h2)

= KY (λu0 (h1) + µu0 (h2)) ,

par l’injectivité de KY on trouve

u0 (λh1 + µh2) = λu0 (h1) + µu0 (h2)

2) Pour tout v de X1⊗̂π...⊗̂πXm, on a Ã (v) ∈ H0. En effet, on a

Ã (v) ∈ Im
(
Ã
)

u
(
Ã (v)

)
=

n∑
i=1

u (A (xi1, ..., x
i
m)) =

n∑
i=1

KY T (xi1, ..., x
i
m)

= KY

(
n∑
i=1

T (xi1, ..., x
i
m)

)
= KY (y) ∈ KY (Y ) .

3) Finalement, nous avons

KY ◦ u0 ◦ Ã = KY ◦ T̃ ,
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i.e., le diagramme suivant commute

X1⊗̂π...⊗̂πXm
T̃→ Y

KY
↪→ Y ∗∗

Ã↘ ↑ u0

H0

en effet, soit v ∈ X1⊗̂π...⊗̂πXm, alors

KY ◦ u0

(
Ã (v)

)
= u

(
P ◦ Ã (v)

)
= u

(
Ã (v)

)
=

n∑
i=1

u
(
A
(
xi1, ..., x

i
m

))
=

n∑
i=1

KY

(
T
(
xi1, ..., x

i
m

))
= KY T̃ (v) .

Par l’injectivité de KY , on obtient

u0 ◦ Ã = T̃ ,

ce qui termine la démonstration. �

Les deux théorèmes suivants sont dû à Martin Cerna Maguina [BMCM05], dans sa Thèse

de Doctorat il a généralisé la caractérisation linéaire des opérateurs admettant une fac-

torisation autour d’un espace de Hilbert. Pour beaucoup de détaille sur le cas linéaire

voir [DJT95] .

Théorème 2.11. Soient X1, ..., Xm, Y des espaces de Banach. Les deux propriétés sui-
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vantes sont équivalentes

(a) L’opérateur T est dans Lfact (X1, ..., Xm;Y ) .

(b) Il existe une constante C ≥ 0 telle que∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aij
〈
Ψ∗i , y

∗
jT
〉∣∣∣∣∣ ≤ C sup

{∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣ : (si) , (tj) ∈ B`n∞

}
,

pour tout n ∈ N, (aij)
n
i,j=1 une matrice de scalaire, Ψ∗i ∈ L (X1, ..., Xm)∗ (1 ≤ i ≤ n) ,

y∗j ∈ Y ∗ (1 ≤ j ≤ n) .

Preuve.(a)⇒ (b) : Supposons que T est dans Lfact (X1, ..., Xm;Y ) . Alors,

T ∗ ∈ Lfact (Y ∗;L (X1, ..., Xm)) ,

d’après le Théorème 2.3 pour les opérateurs linéaires, nous avons∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aij
〈
Ψ∗i , T

∗ (y∗j )〉
∣∣∣∣∣ ≤ KG ‖T ∗‖fact sup

{∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣ : (si) , (tj) ∈ B`n∞

}

pour tout y∗1, ..., y
∗
n ∈ BY ∗ et Ψ∗1, ...,Ψ

∗
n ∈ BL(X1,...,Xm)∗ . Comme T ∗

(
y∗j
)

= y∗j ◦ T et

‖T‖fact = ‖T ∗‖fact on obtient∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aij
〈
Ψ∗i , y

∗
jT
〉∣∣∣∣∣ ≤ KG ‖T‖fact sup

{∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣ : (si) , (tj) ∈ B`n∞

}

(b)⇒ (a) : Cette inégalité montre que T ∗ est dans Lfact (Y ∗;L (X1, ..., Xm)) , alors d’après

le Théorème 2.8, on trouve le résultat. �

On termine ce chapitre par le résutat suivant qui est une conséquence de théorème pré-

cédent et de Théorème 7.8 dans [DJT95] .

Théorème 2.12. Soient X1, ..., Xm, Y des espaces de Banach. Les deux propriétés sui-
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vantes sont équivalentes

(a) L’opérateur T est dans Lfact (X1, ..., Xm;Y ) .

(b) Il existe une constante C ≥ 0 telle que

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aij
〈
Ψ∗i , y

∗
jT
〉∣∣∣∣∣ ≤ C |‖a‖|

(
n∑
j=1

∥∥Ψ∗j
∥∥2

) 1
2
(

n∑
i=1

‖y∗i ‖
2

) 1
2

,

pour tout n ∈ N, et

|‖a‖| = sup

{∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣ : (si) , (tj) ∈ B`n∞

}
,

Ψ∗j ∈ L (X1, ..., Xm)∗ (1 ≤ j ≤ n) , y∗i ∈ Y ∗ (1 ≤ i ≤ n) .
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Chapitre 3

Polynômes homogènes qui se

factorisent par un espace de Hilbert

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie les polynômes homogènes de degré m qui admettent une

factorisation autour d’un espace de Hilbert. On va faire une étude presque similaire à

celui des opérateurs multilinéaires.

3.2 Polynôme homogène de degré m

Avant de donner la définition d’un polynôme homgène de degré m, nous avons besoin

de définir les opérateurs multilinéaires symétriques. Prenons deux espaces de Banach

X, Y, un opérateur multilinéaire T : X × ...×X︸ ︷︷ ︸
m

→ Y est dit symétrique si il est invariant

par rapport à toutes permutations de ses composantes, i.e.,

T
(
xσ(1), ..., xσ(m)

)
= T (x1, ..., xm)
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pour toute permutation σ. On note LS (mX;Y ) l’espace de Banach de tous les opérateurs

multilinéaires symétriques.

Définition d’un polynôme homogène de degré m. Fixons m ∈ N∗. Soient X, Y

deux espaces de Banach. L’application P : X → Y est un polynôme homogène de degré

m s’il existe un opérateur multilinéaire symétrique TP ∈ LS (mX;Y ) tel que

P (x) = TP (x, m..., x) .

On note P (mX;Y ) , l’espace des polynômes homogènes de degré m de X dans Y. On le

muni de norme suivante

‖P‖ = sup {‖P (x)‖ / ‖x‖ ≤ 1}

Si Y = K, on écrit simplement P (mX) . On note que LS (mX;Y ) s’identifier à P (mX) .

Formule de polarisation [Muj86 ; Theorem 1.10]. Pour tout opérateur multinéaire sy-

métrique T ∈ L (mX;Y ) nous avons

TP
(
x1, ..., xm

)
=

1

m!2m

∑
εi=±1
1≤i≤m

ε1...εmP (
m∑
j=1

εjx
j), (3.1)

où TP est le multilinéaire symétrique associe à P.De plus, P est borné sur la boule unité de

X ssi TP est borné. Les deux normes vérifient l’inégalité suivante (cf. [Muj86 ; Theorem2.2])

‖P‖ ≤ ‖TP‖ ≤
mm

m!
‖P‖ .

Opérateur linéarisé. Soit P ∈ P (mX;Y ) , on définie sa linéarisation P̃ : ⊗̂mπ,sX → Y

par

P̃ (
n∑
i=1

xi ⊗ (m)... ⊗ xi) =
n∑
i=1

P (xi)
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où ⊗̂mπ,sX est le complété pour la norme projective de l’espace

⊗mπ,sX =

{
u =

n∑
i=1

xi ⊗ (m)... ⊗ xi, (xi)1≤i≤n ∈ X
}
.

Opérateur adjoint. Soit P ∈ P (mX;Y ) , on définie son opérateur adjoint P ∗ : Y ∗ →

P (mX) par

P ∗(y∗) (x) = y∗ (P (x)) .

Factorisation canonique. On introduit les plongements naturels deX dansX × ...×X︸ ︷︷ ︸
m

et ⊗̂mπ X, notés ∆m et δm respectivement. Ils sont définis par

∆m : X → X × ...×X

x → (x, ..., x)
,
δm : X → ⊗̂mπ X

x → x⊗ ...⊗ x

On note que δm est un polynôme de degré m dont son multilinéaire symétrique associer

est donné par

im : X × ...×X → X⊗̂π...⊗̂πX

défini par

im
(
x1, ..., xm

)
= x1 ⊗ ...⊗ xm.

Nous avons le diagramme suivant

X

δm ↓
P

↘

⊗̂mπ,sX →̃
P

Y

i.e.,

P = P̃ ◦ δm
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3.3 Polynômes homogènes faiblements compacts

Définition 3.1. Soient X, Y deux espaces de Banach et P ∈ P (mX;Y ). Le polynôme

P est faiblememt compact si P (BX) est relativement faiblement compact dans Y, i.e.,(
P (BX) est faiblement compact dans Y

)
.

On notera PW(mX;Y ) l’espace de tous les polynômes de degré m faiblement compacts,

c’est un espace de Banach avec la norme de polynômes.

On donne les résultats suivants sans démonstration, pour plus de détaille veuillez consul-

ter [ ASaa10, Bot05, BPR07, GG95] .

Proposition 3.2. Soit P ∈ P (mX;Y ) . Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) Le polynôme P est faiblement compact.

(2) L’opérateurs adjoint P ∗ est faiblement compact.

(3) P ∗∗ (P (mX)∗) ⊂ Y.

Lemme 3.3. Soit P ∈ P (mX;Y ) et P̃ son linéarisation. Les deux propriétés suivantes

sont équivalentes.

(1) Le polynôme P est faiblement compact.

(2) L’opérateur linéarisé P̃ : ⊗̂mπ,sX → Y est faiblement compact.

Théorème 3.4. Un polynôme homogène de degré m est faiblement compact si, et seule-

ment s’il se factorise par un espace réflexif, i.e. il existe un espace de Banach G réflexif

et u ∈ B(G;Y ) et un polynôme Q ∈ P(mX;G) tels que P = u ◦Q.

Théorème 3.5. Soit X un espace de Banach. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) L’espace X est réflexif.

(2) Pour tout espace de Banach Y il existe un espace de Banach G, un opérateur linéaire
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u ∈ B(X;G) et Q ∈ P(mG;Y ) tels que

P = Q ◦ u. (3.2)

Remarque 3.6.

(1) Si Y est reflexif, la factorisation (3.2) n’est vraie.

(2) Si P : X → Y est faiblement compact, P n’est pas nécessairement vérifie la factori-

sation (3.2).

3.4 Factorisation des polynômes homogènes par un

espace de Hilbert

Soit P ∈ P (mX;Y ). On dit que P est factorisable par un espace de Hilbert s’il

existe un espace de Hilbert H, un opérateur linéaire u ∈ B(H;Y ) et un polynôme Q ∈

P(mX;H) tels que

P = u ◦Q

En d’autre termes, le diagramme suivant commute

X
P→ Y

↘ Q ↑ u

H

On note Pfact(mX;Y ) l’espace des polynômes homogène de degré m qui se factorisent

par un espace de Hilbert. On muni cette classe de norme suivante

‖P‖fact = inf
P=u◦Q

‖u‖W ‖Q‖ . (3.3)

où l’infimum porte sur toutes les factorisations possibles du diagramme (3.3).
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Proposition 3.7. Soit P ∈ P (mX;Y ) et TP son multilinéaire symétrique. Les deux

propriétés suivantes sont équivalentes

(1) Le polynôme P est dans Pfact(mX;Y )

(2) L’opérateur multilinéaire TP est dans Lfact(X, ..., X;Y ).

Preuve. (1) ⇒ (2) : Soit P ∈ Pfact(mX;Y ), alors il existe un espace de Hilbert H, un

opérateur linéaire u ∈ B(H;Y ) et un polynôme Q ∈ P(X;H) tels que

P = u ◦Q,

D’après (3.1), l’opérateur u est faiblement compact. Nous avons

TP
(
x1, ..., xm

)
=

1

m!2m

∑
εi=±1
1≤i≤m

ε1...εmP (
m∑
j=1

εjx
j)

=
1

m!2m

∑
εi=±1
1≤i≤m

ε1...εmu(Q(
m∑
j=1

εjx
j))

= u(
1

m!2m

∑
εi=±1
1≤i≤m

ε1...εmQ(
m∑
j=1

εjx
j))

= u ◦ TQ
(
x1, ..., xm

)
.

Ce qu’il montre que TP est factorisable par un espace de HilbertH, i.e., TP ∈ Lfact(X, ..., X;Y ).

(2) ⇒ (1) : Supposons que TP ∈ Lfact(X, ..., X;Y ). Il existe alors un espace de Hilbert

H, u ∈ B(H;Y ) et A ∈ L(X, ..., X;G) tels que

TP = u ◦ A.

On va montrer que

P = u ◦Q,
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où Q (x) = AS (x, ..., x) avec AS est le multilinéaire symétrisé de A définie par

AS (x1, ..., xm) =
1

m!

∑
σ∈Σm

A
(
xσ(1), ..., xσ(m)

)
En effet,

P (x) = u (Q (x))

= u (AS (x; ..., x))

= u

(
1

m!

∑
σ∈Σm

A ◦ σ (x; ..., x)

)
= u (A (x, ..., x)) = TP (x, ..., x) .

Finalement, P ∈ Pfact(mX;Y ). �

Théorème 3.8. Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) Le polynôme P est dans Pfact (X;Y ) .

(2) L’opérateur adjoint P ∗ est dans Bfact (Y ∗;P (mX)) .

(3) L’opérateur biadjoint P ∗∗ est dans Bfact (P (mX)∗ ;Y ∗∗) .

(4) L’opérateur KY ◦ P est dans Bfact (X;Y ∗∗) .

Preuve. (1)⇒ (2) : Soit P ∈ Pfact (X;Y ) , alors

KY ◦ P = u ◦Q,

ce qui implique

Q∗ ◦ u∗ = P ∗ ◦ (KY )∗ ,

comme (KY )∗ ◦KY ∗ = idY ∗, on obtient

P ∗ = Q∗ ◦ u∗ ◦KY ∗ ,
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finalement on a

KX∗ ◦ P ∗ = (KX∗ ◦Q∗) ◦ (u∗ ◦KY ∗) = a ◦ b

où

a = KX∗ ◦Q∗ ∈ B (H;X∗∗∗) et b = u∗ ◦KY ∗ ∈ B (Y ∗;H)

(2)⇒ (3) : Immédiate d’après le cas linéaire.

(3)⇒ (4) : Supposons que P ∗∗ ∈ Bfact (P (mX)∗ ;Y ∗∗), i.e., P ∗∗ se factorise comme suit

P (mX)∗
P ∗∗→ Y ∗∗

v ↘ ↑ w

H

On définit l’application suivante

L : X → P (mX)∗

x 7→ Lx

où

Lx (Q) = Q (x) .

Cette application est bien un polynôme homogène de dégre m. Son multilinéaire symé-

trique correspondant est donné par

TL = z∗ ◦K : X × ...×X K→ LS (mX)∗
z∗→ P (mX)∗ ,

où z est l’isomorphisme entre P (mX) et LS (mX). Il est facile aussi de voir que

KY ◦ P = P ∗∗ ◦ L
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En effet, soit x ∈ X, d’une part,

KY ◦ P (x) (y∗) = y∗ (P (x))

D’autre part,

(P ∗∗ ◦ L) (x) (y∗) = L (x)P ∗ (y∗)

= Kx (P ∗ (y∗))

= P ∗ (y∗) (x)

= y∗ (P (x))

Nous avons donc la factorisation suivante

KY ◦ P = P ∗∗ ◦ L : X
L→ P (mX)∗

v→ H
w→ Y ∗∗.

i.e.,

X
P→ Y

KY→ Y ∗∗

L↘ w ↑

P (mX)∗
v→ H

Ce qui montre que KY ◦ P est dans Pfact (mX;Y ∗∗) .

(4)⇒ (1) : supposons que KY ◦ P est dans Pfact (mX;Y ∗∗) . Alors,

KY ◦ P = u ◦Q,

où u ∈ B (H;Y ∗∗) et Q ∈ P (mX;H) . Comme (KY )∗ ◦KY = idY , on obtient

P = (KY )∗ ◦ u ◦Q,

ce qui donne le résultat. �
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3.5 Relation avec les polynômes homogène 2-factorable

Soient X, Y deux espaces de Banach. Le polynôme P : X → Y est dit p-factorable s’il

existe un espace Lp (µ), u ∈ B (Lp (µ) ;Y ∗∗) et Q ∈ P (X;Lp (µ)) tels que le diagramme

suivant commute
X

P→ Y ↪→ Y ∗∗

Q↘ ↗ u

Lp (µ)

On note ΓPp (mX;Y ) l’espace de tous les polynômes homgène de degré m p-factorable.

C’est un espace de Banach avec la norme suivante

‖P‖ = inf ‖u‖ ‖Q‖ ,

où l’infimum porte sur toutes les factorisations possibles du diagramme précédent.

Théorème 3.9. Soient X, Y deux espaces de Banach. Les deux propriétés suivantes sont

équivalentes

(a) Le polynôme P est dans ΓPp (mX;Y ) .

(b) Le polynôme TP est dans Γp (X × ...×X;Y ) .

Preuve. (a) ⇒ (b) : supposons que P ∈ ΓPp (mX;Y ), c’est dire P = u ◦ Q. Comme

dans la démonstration de Proposition 3.7, on peut monter que TP = u ◦ TQ où TQ est le

multilinéaire associe au polynôme Q

TQ : X × ...×X → Lp (µ)

Alors,

TP : X × ...×X TQ→ Lp (µ)
u→ Y ∗∗.
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(b)⇒ (a) : Supposons que TP est dans Γp (X × ...×X;Y ) , c’est à dire

X × ...×X TP→ Y ↪→ Y ∗∗

A↘ ↗ u

Lp (µ)

Nous avons

P (x) = TP (x, ..., x) = u ◦ A (x, ..., x)

= u ◦QA (x)

où QA est le polynôme correspondant à Q. �

Comme conséquence du Théorème 3.9, Théorème 2.10 et Proposition 3.7.

Théorème 3.10. Soient X, Y deux espaces de Banach. Les deux propriétés suivantes

sont équivalentes

(a) Le polynôme P est dans ΓP2 (mX;Y ) .

(b) Le polynôme P est dans Pfact (mX;Y ) .

Le Théorème suivant est une conséquence immédiate de Théorème 3.8 et Théorème 2.3.

Corollaire 3.11. Soient X, Y deux espaces de Banach. Les trois propriétés suivantes

sont équivalentes

(a) L’opérateur P est dans Pfact (mX;Y ) .

(b) Il existe une constante C ≥ 0 telle que∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aij
〈
ϕ∗i , P

∗y∗j
〉∣∣∣∣∣ ≤ C sup

{∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣ : (si) , (tj) ∈ B`n∞

}
,
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(c) Il existe une constante C ≥ 0 telle que

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aij
〈
ϕ∗i , P

∗y∗j
〉∣∣∣∣∣ ≤ C |‖a‖|

(
n∑
j=1

∥∥ϕ∗j∥∥2

) 1
2
(

n∑
i=1

‖y∗i ‖
2

) 1
2

,

pour tout n ∈ N , et

|‖a‖| = sup

{∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣ : (si) , (tj) ∈ B`n∞

}
,

pour tout n ∈ N, (aij)
n
i,j=1 une matrice de scalaire, ϕ

∗
i ∈ P (mX)∗ , y∗j ∈ Y ∗ (1 ≤ i, j ≤ n) .
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