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Introduction

La théorie des sous-ensembles flous est une théorie mathématique du domaine de
Palgebre abstraite. Elle a été développée par Lotfi Zadeh en 1965.

Le concept de nombres flous et d’opérations arithmétiques floues a été introduit
par Zadeh[12] et Dubois et Prade[4]. Depuis lors, plusieurs auteurs ont étudié les
propriétés et les applications proposées des nombres flous[10].

L’une des principales applications de I'arithmétique des nombres flous est le trai-
tement de systémes linéaires flous et de systémes linéaires complétement flous[1][2],
et plusieurs problémes dans divers domaines tels que I’économie, I'ingénierie et la
physique se résument a la résolution d’un systeme linéaire d’équations.

Les nombres flous sont utilisés dans les statistiques, la programmation informa-
tique, l'ingénierie (en particulier les communications) et la science expérimentale. Le
concept prend en compte le fait que tous les phénoménes dans 'univers physique
ont un degré d’incertitude inhérente. En général, les opérations arithmétiques sur les
nombres flous peuvent étre approchées soit par 1'utilisation directe de la fonction d’ap-
partenance (par le principe d’extension de Zadeh), soit par 'utilisation équivalente
de la représentation a-coupe.

Le but de ce mémoire est d’étudier les nombres flous et leurs arithmétiques.

Le mémoire est subdivisé en deux chapitres :

Dans le premier chapitre nous allons étudier les concepts fondamentaux de la
théorie des sous-ensembles flous, les propriétés fondamentales des ensembles flous et
les regles de calculs algébriques, les a-coupes, produit cartésien et projection, et aussi
I’extension principale d’un sous-ensemble flou.

Dans le deuxiéme chapitre nous allons étudier les nombres flous, leur concept
fondamental, puis le fonctionnement des nombres flous. De plus, nous introduirons

un type particulier de nombre flou, et aussi I'intervalle et le nombre flou de type L-R.



Chapitre 1

Généralités sur les sous ensembles

flous

Les sous-ensembles flous (en bref EFs) constituent une généralisation de notion
d’ensemble classique et ont été introduits par Lotfi Zadeh en 1965[11] .

Dans ce chapitre, nous donnons un apercu sur la théorie des sous-ensembles flous
en présentant ses concepts de base ainsi que les opérations les plus couramment

utilisées.

1.1 Généralités sur les ensembles classiques

Avant d’entamer la définition de sous-ensemble flou on procéde a définir I’ensemble

classique.

Définition 1.1 [7](Ensemble classique) Un ensemble classique A de lensemble de
référence X est défni par une fonction caractéristique y 4 qui prend la valeur 0 pour
les éléments de X n’appartenant pas & A et la valeur 1 pour ceux qui appartiennent

aA

XA:X_>{071}
lsize A

Xr ——
Osiz ¢ A

Exemple 1.1 Soient X = R I’ensemble de référence et A I’ensemble des nombres



compris entre 4 et 10 est caractérisé par la fonction caractéristique suivante

XA:R_){O71}
(2) lsize A
Xalr) =
A Osiz ¢ A

1.1.1 Opérations algébriques sur les ensembles
Soit A, B deux ensemble de référentiel X. Pour plus de détail voir[6].

e L’inclusion on dit qu'un ensemble A est inclus dans ’ensemble B, ou encore

que A est un sous-ensemble ou une partie de B si
Vee X, (re A) = (z € B).

On écrit alors A C B.
Si les relations suivantes sont satisfaites entre les deux ensembles A et B, A C B
et A # B, alors B a des éléments qui n’appartiennent pas a A. Dans ce cas, A est

appelé un sous-ensemble propre de B, et cette relation est désignée par : A C B.

o L’égalité d’ensembles soit deux ensembles A et B qui contiennent les mémes

éléments sont dits égaux, et on écrit A = B

A=B& ACBet BCA.

Dans le cas contraire on dit qu’ils sont distincts et on note A # B.

e L’intersection  lintersection des ensembles A et B se compose des éléments

communs aux deux ensembles A et B.
ANB={z|x€ Aetx € B}.

L’intersection peut étre généralisée entre les ensembles dans une famille d’en-
sembles

miEIAi :{ZL‘ | IGAZ‘,VZ' EI},



ou {4;|i € I'}test une famille d’ensembles.

e L’union L’union des ensembles A et B est ’ensemble des éléments qui appar-

tiennent & A ou a B

AUB={zx|xz€ Aouz € B}.

L’union pourrait étre définie entre plusieurs ensembles. Par exemple, la réunion

des ensembles de la famille suivante peuvent étre définis comme suit.

UierA; = {x | = pour certains i € I},

ot la famille d’ensembles est {A; | i € I}.

e La différence La différence de B et A noté B — A ou B \ A est constituée des

éléments qui sont en B, mais pas dans A. C’est -a- dire :
B-—A={zx|xeB,x¢A}.

e Le complément Soit A un sous-ensemble de I’ensemble référentiel X. Alors le
complément de A, noté A, est 'ensemble des éléments qui appartiennent & X

mais qui n’appartiennent pas a A. De fagon plus concise nous écrivons
A=X -A={re X telquex ¢ A}.

Exemple 1.2 Soit un référentiel X = {1,2,3,...,10}. et soient A, B deux sous-

ensembles de X donnée par

A=1{2,3,4,5,6,7}, B={4,6,8},
Alors on obtient

ANB={4,6},
AUB=1{2,3,4,5,6,7,8},
Ac=1{1,8,9,10},
Bc=1{1,2,3,5,7,9,10},
B—A={8}.



Propriétés des opérations sur les ensembles classiques

Involution (A=A
o AUB=BUA
Commutativité
ANB=BnNA
e AU(BUC)=(AUB)U
Associativité
AN(BNC)=(ANnB)N
S Au(BnNnC)=(AuB)n (AUC)
Distributivité
AN(BUC)=(ANnB)U(ANCQC)
AUA=A
Idempotence
ANA=A
) AUANB)=A
Absorption
AN(BUC)=A
AUX =X
Absorption avec @ et X
ANg =g
AUg=A
Identité
ANX=A

(AUB)® = A°N B¢
(AN B)¢ = A°U B°
AU(A°NB)=AUB
AN(A°UB)=ANB

Loi de De Morgan

Absorption de complément

Loi de non contradiction ANA =g

Tiers exclu AUA =X

1.2 Sous-ensembles flous

Le concept de sous-ensemble flou constitue un assouplissement de celui de sous-
ensemble d’un ensemble donné. Il n’existe pas d’ensembe flou au sens propre, tous
les ensembles considérés étant classiques et bien définis. On utilise toutefois souvent
le terme d’ensemble flou au lieu de sous-ensemble flou, par abus de langage, confor-
mément a la traduction du terme original de "fuzzy set", que 'on oppose au «crisp

)
set» désignant un sous-ensemble non flou. Pour un langage mathématique acceptable,

nous utilisons indifféremment le terme sous-ensemble flou et ensemble flou.



Définition 1.2 [11)Soit X un ensemble de référence(classique), un sous-ensemble
flou A de X est défini par une fonction d’appartenance que associe a chaque élément

x de X, le degré p4(x), compris entre 0 et 1, avec lequel x appartient & A

Remarque 1.1 [7|Dans le cas particulier ou p, ne prend que des valeurs égales a
0 ou 1, le sous-ensemble flou A est un sous-ensemble classique de X . Un sous-ensemble

classique est donc un cas pariculier d'un sous-ensemble flou.

Notation 1.1 [7]Soit X l’ensemble de référence.

1. Un sous-ensemble flou A = {(x, uy(z)),z € X} de X, noté par A = > p(x)/x
z€A
si X est dénombrable et par A = [ p,(z)/z, si X et non dénombrable.

2. L’ensemble de tous les sous-ensembles flous de X noté par F(X).

Exemples 1.3 Soit 'univers X des dges de 10 & 70 ans, on écrit X = {10, 20, 30, 40, 50, 60,70} .

On peut définir les notions de "jeune" et de "vieux" respectivement par les en-
sembles flous A et B suivants

A={<10,1>,<20,0.8>,<30,0.6 > <40,0.2 >,<50,0.1 > <60,0>,<70,0>},

B ={<10,0,>,<20,0.1,>,< 30,0.3 >< 40,0.5 >, < 50,0.7 >, < 60,0.9 >, < 70,1 >}.

1.2.1 Opérations sur les sous-ensembles flous

Le concept de sous-ensemble flou de ’ensemble X étant une généralisation de la
notion de sous-ensemble classique de X, ces opérations sont choisies de fagon a étre
équivalentes aux opérations classiques de la théorie des ensembles lorsque les fonctions
d’appartenance ne prennent que les valeurs 0 ou 1.

Etant donné deux sous-ensembles flous A et B de X. Pour plus de détail voir[7]

e L’égalité on dit que les deux sous-ensembles flous A et B sont égaux si leurs

fonctions d’appartenance prennent la méme valeur pour tout élément de X.

A = B si et seulement si py(z) = pg(x) Vo € X.



L’inclusion on dit que A est inclus dans B et on note A C B, si leurs fonctions

d’appartenance sont telles que

A C B si et seulement si py(z) < pg(x).

L’intersection 'intesection de deux sous-ensembles flous A et B de X est le

sous-ensemble flou C', que I'on note A N B, tel que

Vo € X, po(x) = pianp(r) = min{p,(2), up(x)},

"min"désignant 'opérateur de minimisation.

L’union !’'union de deux sous-ensembles flous A et B de X est le sous-ensemble

flou D, que 'on note AU B, tel que

Ve e X ,MD($) = MAUB(‘I) = Inax {MA(x>’MB<x)}7

"max"désignant 'opérateur de maximisation.

Le complément le complément A° d’un sous-ensemble flou A de X est défini

comme le sous ensemble flou de X de fonction d’appartenance

Vo € X, puye(@) =1 — py(a).

L’addition A + B

A+ B = {(z,pal) + pp(r) = pa(e) - pp() [z e X}

La multiplication A - B

A-B = {{z, pa(x) - pp(2)) | v € X}.

La différence la différence de deux ensembles flous A et B dans X, est I’ensemble

flou A — B = AN B¢ dont la fonction d’appartenance est

pra—p(x) = min{p,(z), 1 = pp(2)} .

7



Remarque 1.2 [7]Contrairement aux ensembles classiques, il vérifie généralement
ANA#£ et AUA # X, c'est-a-dire qu’il ne vérifie pas les propriétés classiques de
la non-contradiction et du tiers exclu. Les autres propriétés de la théorie des ensembles

classiques sont cependant satisfaites.

Exemple 1.4 Soit X = {x,y, 2z} un ensemble, et soient A, B deux sous-ensembles

flous de X donnée par

A={<z,03><y,1.0> <206 >},
B={<z,01><y,07><210>},
Alors on obtient

A ={<2,07> <y,0> <204 >},

B¢ ={<z,09 > <y,03><20>},
AUB={<z,03>,<y,1.0>,< 2,10 >},
ANB={<z,01><94,07> <206 >},
A+ B={<z,037T><y,1.0 > < 210 >}
A-B={<z,003><9y,07><206>},
A-—B={<2,03><9,03><20>}.

1.2.2 Caractéristiques d’un sous ensemble flou

Les caracteristiques d’un sous ensemble flou A de X les plus utiles pour le décrire
sont celle qui montre & quel point il différe d’un sous-ensemble classique de X. Pour

plus de détail voir[7]

Définition 1.3 Le noyau de A, noté noy(A), est ensemble des éléments de X pour

lesquels la fonction d’appartenance de A vaut 1
noy(A) ={z € X | pa(z) =1}.

Définition 1.4 Le support de A, noté supp(A), est la partie de X sur laquelle la

fonction d’appartenance de A n’est pas nulle

supp(A) = {x € X | pa(x) # 0}



Définition 1.5 La hauteur, notée h(A), d'un sous-ensemble flou A de X est la plus

grande valeur prise par sa fonction d’appartenance

h(A) = sup pz(x).

zeX

Définition 1.6 Le sous-ensemble flou A de X est normalisé si sa hauteur h(A) est

égale a 1.

Définition 1.7 La cardinalité du sous-ensemble A de X est définie par

Al =D paa).

reX
Exemples 1.5
1) Soit X ={A, B, E, F,G, I} un ensemble fini.

Soit le sous ensemble flou A donnée par

A={< A 06> <B,07><F04><F03><G08><1,05>}.Alors
h(A)=0.8, Supp(A) = X, Noy(A) = ¢, |A] = 3.3

et B={<A 0><B,0><E1><F08><G0><I,1>}.Alors B
est un sous-ensemble flou normalisé,car h (B) =1, Supp (B) = {E,F,I}, Noy (B) =
{E,I}, |B| =28.

2) Soit X = [0, 35] (I’ensemble des ages) tel que o € [0, 1], et soit A sous-ensemble
de X des ages jeunes défini par
1 si 2 € [20, 30]
palz) =4 0 si x>3betx<15

a st x €1]15,20] et z €]30,35]
le noyau de A est noy(A) = [20,30], et le support de A est supp(A) = |15, 35], et

la hauteur de A est h(A) = 1.



Voir la figure 1.1.

4 Jeune

L J

15 20 30 35 X

Fig. 1.1 Sous-ensembles flous "jeune"

1.3 Les a-coupes d’un sous-ensemble flou

Etant donné le sous-ensemble flou A de I’ensemble de référence X, on choisit un
seuil v entre 0 et 1. On construit le sous-ensemble ordinaire A, de X associé¢ a A
pour ce seuil, en sélectionnant tous les éléments de X qui appartiennent a A avec un

degré au moins égal a a.

Définition 1.8 [7]Pour un seuil donné a de [0, 1], on définit la a-coupe du sous-
ensemble flou A de X (ou sous-ensemble de niveau « associé & A) comme le sous-

ensemble
Ay ={z € X | pslw) = a}.

Dont la fonction caractéristique x4 est telle que

Xa. (z) =1 si et seulement si p,(x) > .

@

Définition 1.9 [7]Pour tout niveau « de [0,1], on définit la a-coupe stricte de A

comme le sous-ensemble

A ={r € X | py(z) > a}.

10



Exemple 1.6 Soit A un ensemble flou donnée par

A={<z,03><y,1.0> <206 >},
Aps={r € X [ py(z) 206 } ={y,z},
Apr={z € X [ pa(z) 2 0.7} = {y},
A8 = {2 € X | 1y () > 06} = {y}

Proposition 1.1 [7]Soient A, B deuz sous-ensembles flous alors

1. Si A C B alors A, C B,,
2. (AN B), = Ay N Ba,
3. (AUB), = A, U B,.

Théoréme 1.1 [7](Théoréme de décomposition) Tout sous-ensemble flou A de len-

semble de référence X est défini a partir de ses a-coupes par

o "sup” indique la borne supérieure des valeures possibles et x 5 est la fonction

caractéristique de A,.

Preuve. [7|Soit © € X, supposons p,(x) = 8 (8 € [0,1],x € A. Donc py(z) =
B XA/,(*T> et pa(x) < sup (a-xyu,(@)).

a€l0,1]
Réciproquement, soit x € X pour tout niveau 3 on a

XAz (z)

0 si p,(x) <B,
XAg (z) =1

si g (2) = B.

Donc,

Bexa, (@) =8 st p,(x) =8,

B Xay (1) =0 sy () < B
Donc dans les deux cas, 8- x4, () < pa(x). Do, sup o~ xy, () < puy(2).
a€l0,1]

Par conséquent, pour tout z € X, puy(x) = sup (a- x4 (). =
a€l0,1]

11



Exemple 1.7 Soit X ’ensemble des pays

X = {Allemagne, Belgique, Espagne, France, G — Bretagne, [talie} .

On prendre le sous-ensemble flou associé a la propriété "méridional"

M={<A0><B0><FE1><F08><G0><I1>},

et construire sa 1—coupe, M; = {E, I} identique a sa 0.9—coup, ainsi que sa
0.8—coupe Mys = {E, F, I}, qui est identique a toutes les a-coupes, pour 0 < o < 0.8
et sa 0-coupe My = X.

On peut alors écrire les différents v -coupes de M comme

My ={<A0><B0><E1><F0><G0><I,1>},

Mys={<A0><B0><E1><F1><G0><I1>},

={<Al1><B1><E1><F1><G1><I,1>}.
On retrouve alors

tiyr (A) =max (1 x0,..0.1 x0,0x1)=0,

v (B) =max (1 x0,. 01><OO><1) 0,

v (F)=max(1x1,..,0x1)=1,
M(F):max(lx()09><008><1 L0,1x1,0x1)=08,
w (G) =max(1x0,..0,1x0,0x1) =0,

py (I) =max (1 x1,...,0x 1) =1,

ce qui fourni bien I'ensemble M.

1.4 Produit cartésien de sous-ensembles flous

La description de tout systéme, fait généralement intervenir plusieurs univers de
référence. Lorsqu’on considére plusieurs ensembles de référence simultanément, on
construit un univers globale dont les diverses composontes sont les ensembles de réfé-
rence initiaux. Les caractérisations représentées par des sous-ensembles flous que 'on
définit sur cet univers global sont construites a partir des classes floues des ensembles

de référence initiaux.

Définition 1.10 [7]Soient les sous-ensembles flous Aj, As, ..., A, réspéctivement dé-

finis sur X, Xy, .., X,., on définit leur produit cartésien A = A; x Ay X ... X A, comme

12



un sous-ensemble flou de X de fonction d’appartenance

Vo = (21, ...,2,) € X, g () = min (py, (21), ...y g, () -

Exemple 1.8 Soient X; = {x,y, 2}, Xo = {«, 5} et soient A, B deux sous-ensembles

flous réspéctivement définis sur X;, Xo donnée par

A={<z,07><y,05> <2z10>},
B={<a,07><£,04>},

Alors on obtient
< (z,0),0.7> < (2,0),04 > < (y,a),0.5 >,

< (y,0),04 > < (2,a),0.7 > < (2,6),0.4 >

Ax B =

1.5 Sous-ensembles flous convexes

Les sous-ensembles flous les plus répandus sont ceux qui ont une fonction d’appar-
tenance <réguliere>. Lorsqu’on demande & un interlocuteur de tracer la courbe qu’il
juge la plus adéquate pour définir la fonction d’appartenance d’un sous- ensemble
flou représentant une valeur approximative ou une caractérisation vague, il dessine
généralement un triangle ou un trapéze selon le cas. Lorsque X est I’ensemble des
nombres réels R, les sous-ensembles flous possédant une telle allure sont dits convexes

[Zadeh 65].

Définition 1.11 [7]Un sous-ensemble flou A de 'ensemble X des nombre réels est
convexe si, pour tout couple d’élément a et b de X, et pour tout nombre A de [0, 1],

la fonction d’appartenance de A vérifie

a(ha + (1= A)b) > min(p(a), p(b).

Exemple 1.9 Soit le sous-ensemble flou A de R tel que

0 siz <10
(1+(x—10)"2)"tsiz>10
Alors, A est un sous-ensemble flou convexes de R.

pa(z) =

13



Propriété 1.1 [7]Un sous-ensemble flou A de R est convexe si toutes ses a-coupes
A, sont convezes, c’est-a-dire si, pour tout couple d’éléments a et b de A, et pour

tout nombre X de [0,1] , x = Aa+ (1 — \)b appartient aussi @ A,.

Théoréme 1.2 [11]Si A et B sont deux sous-ensembles flous convezes de R, leur

intersection et convexe.

Preuve. [11]Soit C'= AN B, alors

pe(ha+ (1= A)b) = min(uy(Aa + (1 — \)b), pg(ha+ (1 — \b)).

Maintenant, puisque A et B sont convexes

pa(Aa+ (1= A)b)

pp(Aa+ (1 —=A)b) = min(ug(a), up(b)),

V
5.
B=8
=
=
&
=
b
=

et donc

pe(Aa+ (1 = A)b) = min(min(p,(a), pr4(b), min(pp(a), pp(0)),

ou équivalent

pe(Aa+ (1 = A)b) > min(min(p,(a), (@), min(py (b), pp(0)),

et ainsi

pe(Aa+ (1= A)b) = min(pe(a), pe(b)).

1.6 Normes et conormes triangulaires

Les opérations d’intersection, d’union et de complémentation de sous-ensembles
flous habituellement employées peuvent étre remplacées par d’autres opérations construites

a l’aide d’opérateurs différents du minimum, du maximum et de la complémentation.
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Ces opérateurs ont été introduits dans le domaine des espaces métriques aléatoires et

on fait appel & eux lorsque les opérations habituelles ne s’avérent pas satisfaisantes.

Définition 1.12 [7]Une norme triangulaire (t-norme) est une fonction 7" : [0, 1] x
[0,1] — [0, 1] vérifiant

1. Va,y € [0,1], T(x,y) = T(y,x) (Commutativité ),

2. Va,y,2 € [0,1],T(z,T(y, 2)) = T(T(x,y), z) (Associativité ),

3. Vx,y,z,t € [0,1],T(z,y) <T(z,t) siz <z et y <t (Monotonie),

4. Yx € [0,1], T(x,1) = = (Elément neutre 1).

Cas particulier L’opérateur 7' = min est une norme triangulaire.

Tout t-norme peut servir a définir I'intersection de sous-ensemble flous, on définit
une opération Ny qui, étant donné deux sous-ensembles flous A et B de X, leur fait
corresponder un troisiéme sous-ensemble flou C' = ANy B de fonction d’appartenance
défnie par

Vo € X, e (x) = T(pq(2), pp(a)).

Définition 1.13 [7]Une conorme triangulaire (t-conorme) est une fonction S : [0, 1] x

[0,1] — [0, 1] qui vérifiant

x,S(y,z) = S(S(x,y),2), Yz,y,z € [0, 1] (Associativité),
. S(z,y) < S(2t), stz < zety <t Vrvy, zte[0,1] (Monotonie),
. 0

) =z, Yz € [0,1] (Elément neutre 0).

Cas particulier L’opérateur S = max est une norme triangulaire.

Tout t-conorme peut servir & définir 'union de sous-ensemble flous, on définit
une opération Ug qui, étant donné deux sous-ensembles flous A et B de X, leur fait
corresponder un troisiéme sous-ensemble flou D = AUg B de fonction d’appartenance
défnie par

Vo e X, pp(r) = S(palz), pp(x)).
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Différentes normes et conormes triangulaires

t-norme t-conorme nom
min (z,y) max (z,y) Zadeh
max (z +y — 1,0) min (z + y, 1) Lukasiewicz
Ty z+y—zy—(1—7)zy Hamacher
Y+(1=7)(z+y—=y) 1-(1-7)zy (7 > 0)
xy r4+y—ay Probabiliste
Yager
max (1—((1—x)p—|—(1—y)p)%,0> min ((xp—i-yp)%,l) J
(p>0)
W eber
max ((r+y— 1+ Azy) /(1 4+ X),0) min (r +y + A\zy, 1)
(A>—1)
rsiy=1 rsiy=0
ysio=1 ysiz=0 Drastique
0 sinon 1 sinon

1.7 Principe d’extension de Zadeh

Le principe d’extension est un des plus importants de la théorie des ensemble
flous parce qu’il permet d’exploiter nos connaissances classiques dans le cas de don-
nées floues. On suppose qu’on dispose d’un application f d’un premier ensemble de
référence X vers un second ensemble de référence Y. A tout élément = de X, I'ap-
plication f fait correspondre un élément y de Y. Soit A un sous-ensemble flou de X
auquel x appartient fortement, on se propose de lui associer un sous-ensemble B de

Y auquel y appartient fortement. On définit ainsi I'image d’un sous-ensemble flou par

une application.

Définition 1.14 [7] Etant donné un sous-ensemble flou A de X et une application f

de X vers Y, le principe d’extension permet de définir un sous-ensemble flou B de Y

associé a A par 'intermédiaire de f

Yy eY, up(y) = 0
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st fH({y}) =
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Cas particuliers considérons le cas ott X est lui-méme le produit cartésien de
plusieurs ensemble de référence Xi, X, ..., X,. Le produit d’extension et la défini-
tion du produit cartésien de sous-ensembles flous permettent d’associer, a leurs sous-
ensembles flous respectifs A;, A,, ..., A,, un sous-ensemble flou B de Y défini par la

fonction d’appartenance suivante

SUD (y— (21, .. ) X fy— ()} TN, (1), s pae (22)) st fH({y}) # @

Vy €Y, uply) =
veEY sl =) S ({y)) = @

Exemples 1.10

1) Considérons 'ensemble X des couleurs de cheveux et ’ensemble Y des types hu-
mains {nordique, méridional, autre}. On suppose que 1'on sache associer un ou
plusieurs types humains & chaque couleur de cheveux, par I'application multi-

voque f définie sur X et prenant ses valeurs dans Y, telle que

f(brun) = méridional, f(auburn) = autre, f(roux) = f(blond) = nordique,
f(blanc) = {nordique, méridional, autre}.

Une caractérisation floue de la couleur des cheveux telle que Ay, ”plutot brun
mais un peu auburn”, réprésentée par le sous-ensemble flou suivant de X

Ay ={< 0.9, brun >, < 0.2, auburn >, < 0,rour >, < 0,blond >, < 0, blanc >},

conduit a une caractérisation floue B du type humain,de fonction d’appartenance
sur Y

pp(nordique) = max(py, (roux), piy, (blond), iy, (blanc)) = 0,

pg(méridional) = max(puy, (brun), py, (blanc)) = 0.9,

pp(autre) = max(py, (auburn), piy, (blanc)) = 0.2.
2) Soit f: R x R — R une fonction qui satisfait f(z) = x1 + xs.

Considérer les ensembles flous finis de R

A ={<3,04><4,05><51><6,05><702>},

Ay ={<6,02><7,05><81><9,05><10,0.2>}.

Alors, le degré d’appartenance de y = 10 dans B donnée par

p5(10) = SUP 41y r0p min(pg, (1), 14, ()

= max{min(uAl (3), Ha, (7)), min(ﬂAl (4), Ha, (6)}
= max{0.4,0.2} = 0.4.
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Chapitre 2
Généralités sur les nombres flous

Ce chapitre décrit les nombres flous. Tout d’abord, nous allons regarder dans I'in-
tervalle, le concept fondamental du nombre flou, puis le fonctionnement des nombres
flous. De plus, nous introduirons un type particulier de nombre flou, tel que le nombre
flou triangulaire et le nombre flou trapézoidal, et aussi I'intervalle et le nombre flou

de type L-R.

2.1 Concept de nombre flou

Les nombres flous généralisent les nombres réels classiques, et en général les
nombres flous soit des sous ensembles flous des réels qui a quelques propriétés ad-

ditionnels.

2.1.1 Quantités et intervalles flous

Avant d’entamer la définition de nombre flou on proceéde a définir I'intervalle et

la gqantité floue.

Définition 2.1 [7](Quantité flou)Une quantité floue est un sous-ensemble flou nor-

malisé () de R. Une valeur modale de @ est un élément m de R tel que pg(m) = 1.

Si m est une valeur modale de (), tout nombre réel que appartient tout a fait a

() en est une valeur modale et, lorsque la quantité floue est associée a une propriété
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de la form Prop(Q) = "environ u ”ou ”approximativement entre v et w”, les valeurs

modales sont respectivement u et les nombres de l'intervalle [v, w].

Définition 2.2 [7]Un intervalle flou I est une quantité floue convexe.

Il correspond & un intervalle de I’ensemble des réels dont les limites sont imprécises.
Si sa fonction d’appartenance p; est semi-continue supérieurement (c’est-a-dire que,
pour tout niveau ¢, 'ensemble des = de X tels que p;(x) > € est fermé), ses a-coupes

sont des intervalles fermés de R pour tout a € |0, 1]. Voir la figure 2.1

2.1.2 Quelques définitions des nombres flous

Définition 2.3 [8]Un ensemble flou A défini sur ensemble des nombres réels R est
dit un nombre flou, si sa fonction d’appartenance p ;5 : R — [0, 1] a les caractéristiques

suivantes

1. pj est convexe, c’est-a-dire, p;(Aa + (1 — A)b) > min(p;(a), z(b)), A € [0,1],
Ya, b € R.

2. pj est normal, c’est-a-dire, qu’il existe un = € R tel que puz(x) = 1.

3. A est supérieur semi-continu.

4. Supp(A) est borné dans R.

Définition 2.4 [7]Un nombres flou A est un intervalle flou de fonction d’apparte-
nance semi-continue supérieurement et de support borné, admettant une unique va-

leur modale m.

Remarque 2.1 [7]Un nombre flou A correspond a une valeur réelle m connue im-
précisément. Dans le cas ou elle est connue précisément, on a affaire & un singleton
{m} de R et tout nombre réel est une cas particulier de nombre flou, de fonction

d’appartenance j ;(m) = 1 pour x = m et p;(m) = 0 pour tout = # m.

Exemple 2.1 Un nombre flou (environ m) et l'intervalle flou (approximativement
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entre a et b) donné par la figure 2.1

Fig. 2.1 Nombre flou (environ m)

Définition 2.5 [3]Un sous-ensemble flou A appelé un nombre flou lorsque I’ensemble
universel sur lequel p; est défini ’ensemble de tout les nombers réels R et satisfait

les conditions suivantes

1. tout les a — coupes de A ne sont pas vide pour 0 < a < 1,
2. tout les o — coupes de A sont des intervalles fermés de R,
3. Supp A= {z € R: pz(z) > 0} est borne.

Représentons les a-coupes du nombre flou A par

~T
4] = fag.as].
Nous observons que tout nombre réel r est un nombre flou dont la fonction d’ap-

partenance est la fonction caractéristique

lsiz=mr,

xrle) = 0siz#r.

L’ensemble de tout les nombres flous sera noté F'(R).

Définition 2.6 [13]Un nombre flou est appelé positif (négatif) si sa fonction d’ap-
partenance est tel que p;(z) = 0,V < 0(Vx > 0).

20



Exemples 2.2

1) Les ensemble flous suivants sont des nombres flous

approximativement 5 = {< 3,0.2 >, < 4,0.6 >, < 5,1 >, < 6,0.7 >,(7,0.1 >},
10={<8,03>,<9,0.7><10,1 >, < 11,0.7 >, < 12,0.3 >}.

2) L’ensemble flou pz: R — [0,1]
(

0 st <0

B 3 si0<x<1
Halw) = 2-zPsil<z<?2
\O St x> 2

est un nombre flou. Voir la figure 2.2

Afx)
=]
o

|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Fig. 2.2 Exemple d’un nombre flou et leur a—coupe
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2.2 Types de nombres flous

Dans ce section, nous allons présentér quelque types de définitions pour les nombres

flous.

2.2.1 Nombre flou triangulaire

Parmi les différentes formes de nombre flou, le nombre flou triangulaire est le plus

populaire.

Définition 2.7 [3]Un nombre flou A est dit triangulaire si sa fonction d’appartenance

est donné par

0 St T <a

sta<zr<u
z=b gy <ax<b

0 st z>b

pi(r) =

ou a,u,b sont des nombres donnés. La fonction d’appartenance du nombre flou
triangulaire a une représentation graphique d’un triangle avec [a, b] étant la base de
la triangle et le point (u, 1) comme seul sommet. Par conséquent, le nombre réel a, u
et b définit le nombre flou triangulaire A que sera noté (a, u, b). Les a—coupes du

nombre flou triangulaire ont la forme simplifiée suivante

a7, @3] = [(u — a)a + a, (u = b)a + b],

pour tout a € [0, 1].

Notez qu'un nombre flou triangulaire n’est pas nécessairement symétrique, puisque
b — u peut étre différent de u — a, cependant, p 5(u) = 1. On peut dire qu'un nombre
flou A est un modele mathématique raisonnable pour Iexpression linguistique "near

u". Pour I'expression "

autour de toi "nous attendons de la symétrie. Imposer une
symétrie entraine une simplification de la définition d’un nombre flou triangulaire. En
effet, soyons une relation symétriques avec a et b, c’est-a-dire u —a = b—u = §. Dans
ce cas,

1—@siu—5§$§u+(5
pi(r) = ,
0 sinon
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Exemples 2.3

1) Dans le cas du nombre flou triangulaire A = (—5; —1;1), la valeur de la fonction

d’appartenance sera,
( .
0 si T < =5

%si —5h<zr< -1

2 osi —l<a <1

palz) =

{ 0 si z>1
Voir la figure 2.3

2) L’expression vers quatre heures peut étre modélisée mathématiquement par le
nombre flou triangulaire symétrique A, dont la fonction d’appartenance est don-

1- Bt g 3.8 < <42

née par pj(z) =
0 sinon

Les a—coupes d’un ensemble flou triangulaire sont les intervalles [a{, ag], ou a$f =
0.2a + 3.8 et ay = —0.2a +4.2.
Voir la figure 2.4.

Fig. 2.3 a = 0.5 coupe de nombre flou triangulaire
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-,

Y

3.8 - 4.2

Fig. 2.4 Reprsentations du nombre flou

"environ 4"

2.2.2 Nombre flou trapézoidal

Une autre forme de nombre flou est un nombre flou trapézoidal. Cette forme est
issue du fait qu'il y a plusieurs points dont le degré d’appartenance est maximum (o

~1).

Définition 2.8 [3]Un nombre flou A est dit trapézoidal si sa fonction d’apartenance

a la forme d’un trapéze elle donné par

(

’;;_“ sta<z<b
—a
1 st b<zx<e¢
‘é‘—xsi c<zx<d
—C

0 sinon

\

ou a, b, ¢, d sont des nombres donnés.

Les a—coupes d’'un ensemble flou trapézoidal sont les intervalles

lad,as] =[(b—a)a+a,(c—d)a+d],

pour tout « € [0, 1].
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Exemple 2.4 L’ensemble flou des adolescents peut étre représenté par le nombre

flou trapézoidal avec la fonction d’appartenance
(2 Gll<z<14
1 st 14 < ax <17

pi(w) =
il Dr 6 17 < 2 < 20

0 sinon
\
Les a—coupes d'un ensemble flou trapézoidal sont les intervalles [3ac + 11, =3« + 20] ,

avec a € [0, 1].

Voir la figure 2.5.

Y

11 14 17 20

Fig. 2.5 Nombre flou trapzoidal

2.2.3 Nombre flou en forme de cloche

Un nombre flou en forme de cloche est souvent utilisé dans des applications pra-

tiques.

Définition 2.9 [3]Un nombre flou a la forme d’un cloche si la fonction d’appar-
tenance est lisse et symétrique par rapport & un nombre réel donné. La fonction

d’appartenance suivante a ces propriétés pour fixe u,a et § (voir la figure 2.6)

exp(—(£4)?) siu—0 <z <u+9o

pi(r) = _
0 sinon
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Les a—coupes de nombres flous en forme de cloche sont les intervalles

o a [u - Hln(a%),u + 11/ln(ai2) sia>a=e@)?
ay, as] =

[u—0,u+ d] sio<a=e (@)

=]
u\\\
/~

Y

U—0 i u+0

Fig. 2.6 Nombre flou de forme cloche

2.2.4 Nombre flou pentagonal

Définition 2.10 [9]Un nombre flou pentagonal A= (a1, as, as, aq, as) doit satisfaire
aux conditions suivantes

1. pz(z) est une fonction continue dans l'intervalle [0, 1].

2. pz(x) est strictement croissante et continue sur [ay, as] et [az, as].

3. pz(x) est strictement décroissante et continue sur [ag, a4 et [aq, as].

Définition 2.11 [9]Un nombre flou pentagonal linéaire avec asymétrie s’écrit Ay ag

= (a1, as, as, a4, as;r, s) dont la fonction d’appartenance est écrite comme

p
T—aq

az—aq

1+(1—r)ﬁsia2§x§a3

sia; <z <ay

(2) 1 Siz =as
KA r) =
LAsS 1—-(1—s)“=siag<z<ay
as—as
a5—T :
S b—a: siag <z < as
0 six > as

\
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Voir la figure 2.7.

0 a; a, a; @4 das X

Fig. 2.7 Nombre flou pentagonal asymtrique

Remarque 2.2 [9]

1. Sir = s, le nombre flou pentagonal asymétrique devient un nombre flou penta-

gonal de symétrie.

2. Pour 'asymétrie, le nombre flou pentagonal peut étre r < s ou r > s.

2.3 Opérations arithmétiques des nombres flous

Présenter les opérations arithmétiques pour les nombres flous, ¢’est-a-dire les opé-

rations qui nous permettent de "calculer" avec des ensembles flous.

2.3.1 Opérations arithmétiques d’intervalles

Les opérations arithmétiques impliquant des nombres flous sont étroitement liées
a 'intervalle opérations arithmétiques. Laissez-nous énumérer certaines de ces opéra-
tions pour les intervalles fermés sur R.

Soit A un nombre, A et B deux intervalles fermés sur la ligne reélle donnée par

A = [al,ag] et B = [bl,bg].

Définition 2.12 [3](Opération d’intervalle)Les opérations aritmétiques entre les in-

tervalles peut étre défini comme
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a) La somme entre A et B est 'intervalle

A—f-B:[(ll—f-bl,ag—l—bg}.

b) La différence entre A et B est I'intervalle

A—B:[al—bg,ag—bl].

c) La multiplication de A par un scalaire A est l'intervalle

[Aai, Aas] si A >0,
[Aag, Aaq] si A < 0.

A=

d) La multiplication de A et B est l'intervalle

A - B = [min P, max P],

ou P = {Cllbl, Clez, (Igbl, azbg} .

e) Le quotient de A et B, si 0 ¢ B, est l'intervalle

A/B = [a1>a2]/[b1ab2]
= [min(al/bhCL1/b27Cbg/bhag/bg),maX(al/bl,Cbl/bg,GQ/bl,CLQ/bg)].

Exemple 2.5 Soit A = 2 un nombre, A et B deux intervalles fermés donnée par

A=[2,5 et B=][13],

la somme entre A et B est A+ B =[2,5]+[1,3] = [3,8],

la différence entre A et B est A— B = [2,5] —[1,3] = [-1,4],

la multiplication de A par un scalaire A est AA = 2A = [4,10],

et aussi A; = [—1,1] et By = [—2,0.5],

la multiplication de A; et By est A; - By = [—1,1] - [-2,0.5] = [-2,2],
le quotient de Ay et By est A;/B; = [—1,1] /[-2,0.5] = [-2,2].
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2.3.2 Opérations des a-coupes intervalles

Les a-coupes des nombres flous sont toujours fermées et bornée des intervalles.

Définition 2.13 [3]Les a—coupes de 'ensemble flou A ® B sont donnés par
[A® B]" = [A" ® [B]",

pour tout « € [0,1], ot ® est une opération arithmétique {+, —, x, /}.

Proposition 2.1 [3|Soient A et B des nombres flous avec de a—coupe donnés res-
pectivement par [A} = [a$,ag] et [B} = [6?,133} Alors les propriétés suivantes

sont

a) La somme de A et B est le nombre flou A + B dont les a—coupes sont

[[HBT = [ArJr [B]a: [&?+6?,d§+53] .

[A—Brz [A}a— [B]a: [a?—ég,ag—éﬂ .

c) La multiplication de A par un scalaire \ est le nombre flou M dont les a—coupes

sont
qa e (NGS, Aag] si A >0,
[ ] _A[ } [Aa;,m; si A < 0.

d) La multiplication de A par B est le nombre flou A - B dont les a—coupes sont
[121 : B]a = [fl]a [ér = [min P, max P?|,
oi P* = {&%z}g, aobg, aghe, agi)g} .
e) La division de A par B, si 0 ¢ Supp B, est le nombre flou dont les a—coupes sont
[A/B] = [A]"/|B] =lat.as)/ B85 ]
— [min(ag /55, asts, aghe, agby), max(as /B, agbg, ashs, ashs) |
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Exemple 2.6 Supposons que nous avons deux nombres flous définis par des fonctions

d’appartenance triangulaire

pa(e) =pa(2,3,4) et pp(x) = pp(4,5,7),

que sont présentés dans la figure 2.8. On calculer I'addition, la soustraction, la
multiplication, et la division de A et B en utilisant leurs a-coupes.

Basé sur des équations de lignes droites incluant des cotés de triangles nous obte-
nons des intervalles décrivant les a-coupes de A et B (pour tout a € [0, 1])

[A}a — 42, —a+4] et [B]a —[a+4,—2a+7].

Alors on obtient

[fl + B} o [A} g [B]a = [2a + 6, —3a + 11], ou les limites sont des fonctions
décrivant les lieux du début et de la fin de l'intervalle décrivant une a-coupe de la
somme. Parce que les fonctions sont linéaires, remplacant a avec 0 et 1 fournit des
paramétres de la fonction d’appartenance triangulaire de la somme

ti5(7) = pi,5(6,8,11), que sont présentés dans figure 2.78c.

D’une maniére similaire, en utilisant (b) les résultats de la soustraction sont ob-

tenus 'intervalle

[[l — B] " [A] " [B} " [3ae — 5, —2q/], et la fonction d’appartenance

i p(x) =pi 5 (—5,—2,0),que sont présentés dans figure 2.8d.

En utilisant (d), le minimum et le maximum sont recherchés parmi les fonctions :
a? + 6a + 8, 2a® + 3o + 14, —a? + 16.et 2a® — 15a + 28. A partir de I'analyse des
valeurs de ces fonctions pour o dans l'intervalle [0, 1] 'intervalle suivant est obtenu

[A - B]a - [Ar [B]a = [a® + 6a +8,20% — 15a + 28],

Les limites de I'intervalle ci-dessus ne sont pas des fonctions linéaires, remplacant
ainsi a avec 0 et 1 fournit uniquement les valeurs de x, pour les quelles la fonction
d’appartenance prend des valeurs 0 et 1, c’est-a-dire p;5(8) = 0, pz5(15) =1
et p;.5(28) = 0. Pour déterminer le fonction d’appartenance de la multiplication
wi.5(x), les équations suivantes devraient étre résolue (par rapport a «) :

a? +6a+8 =z, 20% — 15a + 28 = 7.

Les solutions sont les suivantes : a; 5 = (—3 £ +/1 + x) pour la premiére équation,

et a1o = (15 £ /14 8x)/4 pour la seconde. Dans le cas de la premiére équation,
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la fonction (—3 + v/1+ ) est choisi comme fonction d’appartenance car il fournit
des valeurs dans U'intervalle [0, 1] pour z € [8,15]. Considérant la deuxiéme équation,
pour z € [15, 28] les valeurs dans l'intervalle [0, 1] sont fournies par la fonction (15 —
V1 + 8z)/4, Finalement le produit est décrit par la fonction d’appartenance suivante
(34 VIta  ,si8<a <15

piple) = (15 — \I/TSI‘)/ZL, si 15 < x < 28 , que sont présentés dans figure

k0 sizx<8ouzxz>28

2.8e.
[4;1]“ _y A]“ — [l + 8, —da + 16], j15(2) = 115(8, 12, 16),

le résultat de la division est calculé de maniére similaire en appliquant (e), cepen-

dant, n’est pas nécessaire de sélectionner des solutions d’équations puisque chacune
d’entre elles a une seule solution.

Enfin, nous obtenons la fonction d’appartenance suivante

[A/B} = [A]a/ [B]a =[a+2,—a+4]/[a+4,—2a+T7],

Te—2 _: 2
seri Sl 7 <z<0.6

MA/B((E) = 4(;;1:”)7 si 0.6 <z <1 ,que sont présentés dans figure 2.8f.

0 sim<%oux>1
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Fig.2.8 Opration arithmtique sur un nombre flou utlisant

a—coupe

2.3.3 Opérations algébriques des nombres flous

Les opérations arithmétiques pour les nombres flous peuvent étre défini a partir
du principe d’extension pour les ensembles flous de maniére analogue. En fait, ils sont
des cas particuliers du principe d’extension ot les fonctions qui doivent étre étendu
sont des opérations traditionnelles pour les nombres réels.

Nous avons besoin de quelques définitions supplémentaires : soit F'(R) ’ensemble
des réel nombres flous et X = X; x X,. Nous pouvons défini les propriété suivantes

des opérations binaires.

Définition 2.14 [13]Une opération binaire * dans R est appelée croissante(décroissante)

si pour xy > yp et T > yo. Alors z1 kX9 > Yy *x Yo (21 % T2 < Y1 * Y2)
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Exemple 2.7

f(z,y) = = + y est une opération croissante,

f(z,y) = = -y est une opération croissante sur R,

f(z,y) = —(z + y) est une opération décroissante.

Si les opérations algébriques normales +, —, -, /, sont étendues aux opérations sur

les nombres flous, elles doivent étre notée par ¢, S, ®, @.

Théoréme 2.1 [5]5i A et B sont des nombres flous dont les fonctions d’appartenance
sont continues et surjectif de R a [0,1], et x est une opération binaire continue crois-
sant (décroissant), alors A® B est un nombre flou dont la fonction d’appartenance

est continue et surjectif de R a [0,1].

Preuve. Voir[5]. m
Définition 2.15 [13]Si A, B € F(R) avec u;(z) et pug(y) fonction d’appartenance

continue, alors par application du principe d’extension pour 'opération binaire * :

R ®R — R, la fonction d’appartenance du nombre flou A ® B est donnée par

fiss(x) = sup min{pz(z), nz(y)}, vz € R.

Zz=x*y

Remarque 2.3 [13]

1. Pour toute opération commutative *, I'opération étendu ® est également comu-

tatif,

2. Pour toute opération associative x, I'opération étendu ® est également associa-

tive.

Définition 2.16 [13]Pour les opérations unaires f : X — Y, X = X, lextension

principe réduit pour tout A € F(R) a

tray(z) = sup pg(z), Vz €R
zef~1(2)

Exemple 2.8

1. Pour f(z) = —, le contraire d'un nombre flou A est donné par —A = {(v,u_;(v))|z € X},
ou pi_z(x) = pi(—=).
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2. Si f(z) = 1, alors 'inverse d’un nombre flou A est donné par A~! = {(:U, /Lgl(:v))]x € X} :
ot 71 (x) = piz (1),
3. Pour A € R\ {0} et f(z) = A -z, puis la multiplication scalaire d’'un nombre

flou est donné par M = {(z, p,z(x) | 2 € X}, ott py5(2) = pz(\- ).

Dans ce qui suit, nous appliquerons le principe d’extension aux opérations binaires.

La somme de deux nombres flous

Définition 2.17 [13]Puisque l’addition est une opération croissante selon le Théo-
réme 2-1, on obtient pour I’addition étendue & de nombres flous que f (fl, B) = A®B,
A, B € F(R) est un nombre flou, c’est-a-dire A® B € F(R). L’application du principe
d’extension donne

Mies (2) = s min(p (), 1z(y))-

Propriété 2.1 [15]
1. o(A® B) = (0A) @ (©B),
2. @ est commutatif,
3. @ est associatif,
4. 0 € R C F(R) est I'élément neutre pour ®, si A® 0= A, VA € F(R),
5. pour @ il n’existe pas d’élément inverse, c’est VA € F(R)\R : A®(0A) #0 € R.

Le produit de deux nombres flous

Définition 2.18 [13]Le produit est une opération croissante sur R et opération
décroissante sur R™. D’o1, selon le Théoréme 2.1, le produit de nombres flous positifs
ou des nombres flous négatifs donne un nombre flou positif. Soit A un nombre flou
positif et B un nombre flou négatif. Alors ©A est aussi négatif et A© B = S(0AG B)

donnent un nombre flou négatif. L’application du principe d’extension donne

tip (2) = sup min(uz(z), ps(y)).

Z=xy
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Propriété 2.2 [15]

1. (cA)®oB=6(Ao B)

2. ® est commutatif,

3. © est associatif,

4. A®1 = A,1 € R C F(R) est 'élément neutre pour @, cest A® 1 = A,
VA € F(R),

5. pour ® n’est pas d’élément inverse, VA € F(R)\R: A® A~' # 1.

Théoréme 2.2 [5]Soit A est un nombre flou positif ou négatif et B et C' sont tous

deux nombres flous positifs ou négatifs, alors

Preuve. [5]Les fonctions d’appartenance de chaque partie sont, par définition et par

une réduction évidente,

HioBec)(?) = :81(111 , min (g5 (2), 15(Y), e (t)) e (1)
H(ioB)s(doc) (2) = s min(p (), pgY), pi(w), pe(t)) ... (2)

Soit f(z,y,t,u) = xy+tu. Lorsque A, B et C sont positifs, f croissantes, et quand
ils sont tous négatifs, décroissants. Dans les deux cas, en utilisant le Théoréme2.1,
la limite supérieure du membre de droite (2) est atteinte pour pj(z) = pgly) =
pi(u) = pa(t) soit dans 'augmentation soit dans la diminution parties des fonctions
d’appartenance. Par conséquent, x = u et les cotés droits de (1) et (2) sont égaux.

Lorsque A et la paire (B, C ) ont des signes opposés, nous appliquons la méme méthode

Exemple 2.9 Soient A, B et C des nombres flous donné par
A={<4,1>,<505>},B={<2,1>,<3,05>},C={<31><4,08>}.
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Alors on obtient

Be(C={<51><6,08><705>},

A®(BaC) = {< 20,1 >,< 24,0.8 >, < 25,0.5 >, < 28,0.5 >, < 30,0.5 >, < 35,0.5 >},
A®B={<81><12,05>,<10,0.5>,<15,0.5 >},

A@C’z{< 12,1 >,<16,0.8 >, < 15,0.5 >, < 20,0.5 >},

(AOB)®(AC) = {< 20,1 >, < 24,0.8 >,< 25,0.5 >, < 28,0.5 >, < 30,0.5 >, < 35,0.5 >},
donc A® (BoC)=(AoB)® (Ae ).

La différence des nombres flous

Définition 2.19 [13]La différence n’est pas une opération croissante (respectivement
décroissante). Par conséquent le Théoréme 2.1 n’est pas imédiatement applicable.
L’opération A © B peut, cependant, toujours étre écrit comme AcoB=A® (@B).

L’application du principe d’extension donne

Hios (2) = Zilir_)ymin(m(x),ug(y))
= Ziggymin(ug(x),ug(—y»
= s min(p5(2), p_5(y)),

ainsi, A © B est un nombre flou chaque fois que A et B des nombres flous.

La division des nombres flous

Définition 2.20 [13]La division n’est également ni une opération croissante ni une
opération décroissante. Si A et B sont des nombres flous strictement positifs, tout
fois (c’est, pz(z) = 0 et puz(x) = 0, Vo < 0). L’application du principe d’extension

donne

Hios (2) = s:ul/) min(pz(z), nz(y))
= Zsugmin(MA(I),MB(;j))
_ Ziligymin(ug(m)aﬂéﬂ(y))a
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B~lest un nombre flou positif. Donc le Théoréme 2.1 peut maintenant étre appli-
qué. La méme chose est vraie si A et B sont tous les deux nombres flous strictement

négatifs.

Exemple 2.10 Nous calculons I’addition, la soustraction, la multiplication et la di-

vision des nombres flous suivants

A={<-2,05><-1,1.0>,<0,05>},
B=1{<4,08><510><6,08>}.

7

On peut remarquer que le premier nombre représente une valeur ” environ —1

Y

et le en second lieu ” environ 5 7, car les degrés d’appartenance pour —1 et 5 sont

égaux a 1. Les calculs utiles sont présentés dans le tableau suivants

vy | pal) | pply) [z+y |ly—x|ay |y/o
21405 |08 |2 6 —8 | -2
—2|5/05 |10 |3 7 —10 | —2.5
—2/6/05 |08 |4 8 —12 | -3
~1l4]10 |08 |3 5 —4 | —4
~1|5]10 |10 |4 6 —5 | -5
~1/6/10 |08 |5 7 —6 | —6
0 (405 |08 |4 4 0 |-

0 [5/05 |10 |5 5 0o |-

0 [6[05 |08 |6 6 0o |-

les valeurs de la fonction d’appartenance de la somme sont calculés comme suit

Sup, - [min(0.5,0.8)] ,sup,, ,_3 [min(0.5,1.0), min(1.0, 0.8)]

Sup, -4 [min(0.5,0.8), min(1.0, 1.0), min(0.5,0.8)] ,

sup, ,—5 [min(1.0,0.8), min(0.5,1.0)] , sup,, ,—¢ [min(0.5,0.8)] ,

finalement nous obtenons

Pies(?) ={<2,0.5>,<3,08>,<4,1.0>,<5,08>,<6,05>}.

Valeurs de la fonction d’appartenance de la soustraction, de la multiplication et
de la division sont calculées de maniére similaire, les résultats finaux sont donnés
ci-dessous

ticp(?) ={<4,05>,<508><6,1.0>,<7,08>,<8,05>},
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< —=12,0.5 >,< —10,0.5 >, < —=8,0.5 >, < —6,0.8 >, < —5,1.0 >,
Piop(2) = )
< —4,0.8 >,<0,0.5 >
Lios(2) ={< —=6,08 > < —510,>,< —4,08>,< -3,05>,< -25,05>,< 2,05 >}.
On peut noter que les résultats obtenus représentent des valeurs : "environ 4" (pour

la somme), ”environ 6” (soustraction), ”environ—5" (multiplication et division).

2.4 Nombres flous de type L-R

Les définitions des opérations floues que nous venons de définir peuvent étre rela-
tivement difficiles & mettre en oeuver. On s’intéresse a des familles de formes particu-
liéres de fonctions d’appartenances des quantités floues, que conduisent a des calculs

simples pour ces opérations.

Définition 2.21 [7]Soient trois parameétres réels (m,a,b), a et b étant strictement
positifs, et deux fonctions, notées L et R, définies sur I’ensemble des réels positifs,
a valeurs dans [0, 1], semi-continues supérieurement, telles que L(0) = R(0) = 1,
L(1) = 0 ou L(x) > 0 Vz avec lim, .o L(x) = 0, R(1) = 0 ou R(z) > 0 pour
tout z avec limg oo R(z) = 0. Un nomber flou A est de type L — R si sa fonction

d’appartenance p ; est définie par

Notation 2.1 [7/0n note A = (m,a,b)pr un nomber flou de type L — R. m est sa
valeur modale avec pi5(m) =1, a est la largeur de son support a gauche de m, encore
appelé étalement gauche, b celle de son support a droite de m, encore appelé étalement
droit, sur l'aze des réels. L (pour left) et R (pour right) sont les deux fonctions qui

déterminent sa fonction d’appartenance respectivement o gauche et a droite de m.

Exemples 2.11

1) On peut, par exemple, utiliser les fonctions suivantes pour définir L et R

g(r) = max(0,1 — 2?),
g(r) = max(0,1 — )2,
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g9(x) = exp(—x),
g(r) = max(0,1 — z),que donne une fonction d’appartenance linéaire par mor-

ceaux(nombre flou de forme triangulaire).

2) Soient L(z) = ﬁ et R(z) = 1+§|x|

a=2,b=3 m=25,

Propriété 2.3 [7 Etant donné deuz nombres flous du meéme type L—R, A = (m,a,b)

et B = (n,c,d)pg, les opérations floues donnent les nombers flous suivant

(—=m,b,a)rr, de type R — L,

:Bz :Lz

oA =

®B=(m+n,a+c,b+d)Lg, de type L — R,
©B=(m—-n,a+d,b+c)LgsiL=R,detype L — L,

e A®Bn ‘est, par contre, généralement pas du type L — R, mais on peut en donner

une valeur approchée de type L — R lorsque A et B ont un support inclus dans

R, que a et b sont petits devant m, c et d petits devant n

AOB= (mn, mc + na,md + nd) g

Exemples 2.12

1) Soient L(z) = R(x) = 2

a2
A=(1,0.5,0.8)1r et B =(2,0.6,0.2).5
A b B = (37 117 ]-)LRa
&B = (—2,0.2,0.6) .z,

AcB=(-1,07,1.4)1x.

2) Soit Prop(A) =7 environ 200 ”et Prop(B) =7 environ 807, A = (200, 10, 10) g
et B = (80, 4, 4)pr avec L(z) = R(z) = max(0,1 — z) donnant des nombers

flous de forme triangulaire, alors

Aa B (280, 14, 14) .z avec Prop(A @ B) =" environ 280 7,
A© B = (120, 14, 14) .z avec Prop(A© B) =" environ 120 7,
Ao B= (16000, 1600, 1600)r avec Prop(fl ® B) =" environ 16000 ”.

39



Théoréme 2.3 [13)Soit A et B deux nombres flous, alors
(m,a,b)pr © (n,c,d)pr = (mn, mc+ na, md + nd) g,
pour A, B positif, on a aussi
(m,a,b)Lr © (n,c,d)pr = (mn,na — md,nb — mc) g,
pour B positif, A négatif, et
(m,a,b)Lr © (n,c,d)Lr = (mn, —nb — md, na — mc) g,

pour A, B négatif.

Exemple 2.13 Soient A = (2,0.2,0.1) 5 et B = (3,0.1,0.3) g étre des nombres

flous de type L — R avec des fonctions de référence

1si —1<2<1
0 sinon

On sintéressés ici de prsenté la forme L — R de A ® B, avec

1s5019< <21
0 sinon

donc que A est positif.

1s129<z<31
0 sinon
d’otl B est positif.
Suivant le Théoréme 2.3 pour le cas ou A et B sont positifs, on obtient

A®B=(2-3,2-0143-02,2-03+3-0.1)15 = (6,0.8,0.9) 5.
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2.5 Intervalles flous de type L-R

Les formes simples de nombers flous peuvent également étre utilisées pour définir
des intervalles flous particuliers, auxquels les opérations arithmétiques élémentaires

sont étendues.

Définition 2.22 [7]Soient quater paramétres réels (m,m’,a,b), a et b étant stricte-
ment positifs, et deux fonctions, notées L et R, définies sur I’ensemble des réels positifs,
a valeurs dans [0, 1], semi-continues supérieurement, telles que Vz L(0) = R(0) = 1,
L(1) =0ou L(z) > 0, avec lim,_oL(xz) = 0, R(1) = 0 ou R(z) > 0 pour tout = avec
limg_ooR(x) = 0. Un intervalle flou I est de type L — R si sa fonction d’appartenance

1y est définie par

L((m—x)/a) si x <m
pp(x) =< 1 sim<x<m
R((z —m)/b) si x >m/

Notation 2.2 [70n note I = (m,m’,a,b)pr un intervalle flou de typs L — R et,

. . . ’ . .
dans le cas particulier correspondant a m = m , I est identique au nombre flou

A = (m,a,b)p de type L — R.
Exemple 2.14 On peut utiliser les exemples de fonctions L et R indiqués pour les
nombres flous de type L — R. En particulier, I'intervalle flou a un fonction d’appar-
tenance de forme trapézoidale si L(x) = R(z) = max(0,1 — x). Les intervalles flous

généralisent les intervalles classiques de R, par exemple

. . . , R . 1
e Sim et a sont infinis, Prop(I) =7 au plus égal a environ m 7.
. ! . . . 2. \ :
e Sim et b sont infinis,Prop(/) =" au moins égal a environ m ”.
: N . . . !
e Si tout les parameétres sont finis, Prop(I) =" environ compris entre m et m”.

e Sim =m', I est identique au nombre flou A = (m,a,b) r de type L — R.

Propriété 2.4 [7 Etant donné deux intervalles flous du méme type L — R, I =
(m,m’,a,b)pr et J = (n,n',c,d)pg, les opérations floues ont pour résultat les in-

tervalles flous suivants
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!/

o [ =(—m,—m,b,a)gL,

e I J=(m+nm +n a+cb+drg,

e JoJ=(m—-n",m —n,a+d,b+c)pgrsi L =R,

e | ® J n’est généralement pas du type L — R, mais on peut en donner la valeur

approchée suivante, lorsque I et J ont un support inclus dans R*, que a et b

sont petits devant m, c et d petits devant n :

I®J=(mn,m'n',mc+na, md+nb)Lg.

Remarque 2.4 [7|Ces opération étendent les opérations sur les intervalles ordinaires
de R. Par exemple, si deux valeurs réelles z et y sont telles que m < z < m’ et

n<y< n', alors

—mlgxg—m,
m+n§x+y§m/+n/,
m—n’ﬁx—ygm'—n,

ce que correspond aux ensembles de valeurs modales (noyaux) de —I, I & J, [ & J.

Exemple 2.15 Soit Prop(I) =" environ compris entre 200 et 250 ” et Prop(J) ="
environ compris entre 80 et 100 7, I = (200, 250,10,10).5 et J = (80,100,4,4)1r
avec L(z) = R(x) = max(0,1 — z) donnant des intervalles flous trapézoidaux. Alors,
I'® J=(280,350,14,14) g avec Prop(I & J) = ”environ compris entre 280 et 350",
I'eJ=(100,170,14,14) .z avec Prop(I © J) =" environ compris entre 100 et 170
7 I ® J = (16000,25000,1600,1600) .z avec Prop(I ® J) =7 environ compris entre
16000 et 25000 .
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Conclusion

Dans ce travail, on a vu plusieures approches de la notion de nombre flou, tel
que le nombre flou triangulaire et le nombre flou de type L-R, Nous nous présentons
quelques propriétés de base pour chaque approche avec des exemples d’illustrations.

Ensuite, nous avons essayé de donner des opérations arithmétiques sur les nombres
flous.

Comme perspectives, on a laisser la voie ouverte pour envisager & développer et

renforcer le nombre d’aspects théoriques des nombres flous & I’avenir
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