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Résumé

ans ce mémoire, nous avons proposé deux méthodes de collocation de Legendre et de Tche-
bychev pour résoudre I'équation de diffusion fractionnaire conformable avec conditions aux
limites de Dirichlet . En utilisant les séries polynomiales de Legendre et Tchebychev décalées et leurs
propriétés d’orthogonalités, le probleme est réduit au systeme linéaire d’équations différentielles ordi-
naires d’ordre un qui peut étre résolu par la méthode d’Euler. Les exemples numériques montrent que les
deux méthodes sont fiables et efficaces pour construire la solution numérique de I’équation de diffusion

fractionnaire.

Mots-Clés : Calcul fractionnaire conformable, Méthode de collocation de Legendre, Méthode de
collocation de Tchebychev, Méthode d’Euler.

n this memoir, we have proposed two collocation methods of Legendre and Chebyshev to solve the
conformable fractional diffusion equation with Dirichlet boundary conditions. By using the shifted
Legendre and Chebyshev polynomial series and their orthogonality properties, the problem is redu-
ced to the linear system of ordinary differential equations of one order which can be solved by Euler’s
method. The numerical examples show that both methods are reliable and efficient in constructing the

numerical solution of the fractional diffusion equation.

Keywords : Conformable fractional calculus, Legendre collocation method, Chebyshev collocation
method, Euler method.
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Introduction générale

ans les deux dernieres décennies, le calcul fraction-

naire suscite l'intérét croissant de nombreux cher-

cheurs puisqu’il s’agit d’un outil important pour mo-
déliser divers phénomenes en sciences et en ingénierie. L'utilisa-
tion de dérivées fractionnaires conduit a un plus grand degré de
liberté, ce qui rend les modeles mathématiques comprenant des
dérivées fractionnaires plus réalistes que ceux comprenant des dé-
rivées d’ordre entier. Par conséquent, il a de nombreuses applica-
tions dans de nombreux domaines scientifiques tels que le traite-
ment d'images, le génie sismique et biomédical, la viscoélasticité,
la finance, I'hydrologie, le traitement du signal, la biologie et sys-
teme de controle.

Cependant, il est beaucoup plus ditficile d’obtenir une solu-



tion exacte ou analytique des équations de diffusion fractionnaire
(EDEF). En conséquence, pour les solutions de nombreux EDEF, les
techniques numériques telles que la méthode de décomposition
adomienne [7], la méthode d’itération variationnelle [4], la mé-
thode de collocation de Taylor [5,17], la méthode d’analyse d"ho-
motopie [6, 18, 16], la méthode de collecte [8, 9], méthode des
ondelettes de Gegenbauer [19] et une méthode de collocation de
Tchebychev avec méthode de Newmark [15] sont utilisées.

Dans ce mémoire, nous avons considéré le probleme de diffu-

sion fractionnaire suivant :

D§a>u (z,t) = DWWy (2, ) + f (1), (1)
u(x,O):gp(a:), (2)
u(oat):g(t)auu?t):h(t)v (3)

oul<a<l,1l<pf<2xe|0,1,tel0,T], f(x,t)estle terme
source, o (z) est la condition initiale, g (¢) et h (t) sont les condi-
tions aux limites de Dirichlet. DIEO‘) et DY désignes les dérivées
fractionnaires conformables d’ordre « et 3 par rapport ¢ et = res-

pectivement. Pour o« = 1 et § = 2, le probleme (I)-(3) a été étudié

7



par de nombreux chercheurs, voir [20, 3].

L’objectif de ce mémoire est de construire la solution approchée
du probleme (I)-(3) en utilisant les méthodes de collocation de Le-
gendre et de Tchebychev. Les propriétés de I’orthogonalité des po-
lyndmes de Legendre et de Tchebychev décalés nous permet avoir
un systeme d’équations différentielles linéaires d’ordre un. Par la
méthode d’Euler, nous avons résoudre ce systéme.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniere sui-
vante : dans le premier chapitre, nous rappelons certaines notions
préliminaires fondamentales et les outils nécessaires dans ce mé-
moire concernant le calcul fractionnaire conformable, polyndmes
de Legendre et de Tchebychev.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons appliqué la méthode de
collocation de Legendre avec un schéma d’Euler pour résoudre
numériquement le probleme (I)-(3).

Dans le dernier chapitre, nous avons résoudre le probleme (1))-
par la méthode de collocation de Tchébychev de quatrieme es-
pece avec un schéma numérique d’Euler.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques pers-



pectives.



meeesessesssm—— CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

ans ce chapitre, nous rappelons certaines notions prélimi-
naires fondamentales et les outils nécessaires dans ce mé-
moire concernant le calcul fractionnaire conformable, polyndmes

de Legendre et de Tchebychev.
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1.1. DERIVEE FRACTIONNAIRE CONFORMABLE 11

1.1 Deérivée fractionnaire conformable

Définition 1.1 ([10]). Soit la fonction f : [0,400|[ — R le dérivée
conformable de la fonction f d’orde « est définie par :

D () (a) = i L) 2T

h—0 h

Théoreme 1.1 ([1]). Soit la fonction f : [0, +oco| — R La dérivée frac-
tionnaire conformable d’ordre o de la fonction f existe ssi la fonction f «
différentiable alors :

, Ve > 0;a€]0,1] (1.1)

D*(f)(x) =2 f'(x) (1.2)

Théoreme 1.2 ([10]). si la fonction f : [0,400] — R est a -
différentiable au point xq et 0 < oo < 1 alors la fonction f est continue au
point x
comme :

f(zo+ hay™®) — f(m9) X h
h

f (w0 +hai™) — f(xo) =

alors :

_ oy L (.CU() + h:lz(l)_o‘) — fxg)
/(oo ha ™) = f ) = fny 7 <

On pose : k = hay™®

lim f (20 + k) = f (20) = £ () x 0

©2021, M. BENAMRA Méthodes de collocation spectrale pour EDF



1.1. DERIVEE FRACTIONNAIRE CONFORMABLE 12

lim f (xg+ k) = f (z0)
h—0
donc f est continue a x.

Théoreme 1.3 ([10]). soit « € 0,1 et f, g o —différentiable au point

x > 0alors :

1.
D (af +bg) = aD® (f) +bD" (g) ,Ya,b e R (1.3)

2.
D (a¥) = pa?~ Vp e R (1.4)

3.
DO f = 0, pour f (z) = cte (1.5)

4,
D*(f x g) = fDa(g) + 9D (f) (1.6)

5.

Do (g) _ D (g);;gD“ ) 20 1.7)

6. en plus si f est différentiable alors :
D (f) (x) =z f (x) (1.8)

— si f, g sont a différentiable alors f, g sont différentiable et on a :

©2021, M. BENAMRA Méthodes de collocation spectrale pour EDF



1.1. DERIVEE FRACTIONNAIRE CONFORMABLE 13

- D (f)(z) =2 f' ()
- D*(g) () =2'""¢ (2)
Démonstration.

On commence par (1) :

puisque f, g sont différentiable alors af + bg est aussi différen-
tiable.

d’apres la définition ,af + bg est v différentiable :

D (af +bg) (x) = z' =" (af + bg)' (x)
_ le_af/ 4+ bﬂl’l_ag/
=aD"(f)+bD" (g)

- (L.6)

DY (f x g)(x) =z~ (f x g)' (x)
=2 (fg' + gf) (z)
=1'""fg (x) + 2" g f ()
= fD"(g) (z) +gD" (f) (z)

©2021, M. BENAMRA Méthodes de collocation spectrale pour EDF



1.1. DERIVEE FRACTIONNAIRE CONFORMABLE 14

(ol

- (??)

1.1.1 Dérivée fractionnaire conformable des fonctions usuelles

[[101]
1. D% (xP) = paP™©

(
2. D* (k) =0, pour k = cste
3. D° (exp (é )) = eXp( 0‘)
4. D* (

5. D* (cos T ) = —sin éxo‘

sin Lz ) — cos Lx®
(@] (@8]

— si on pose o = 1 dans ces dérivées ,nous obtenus les dérivées

ordinaires.

©2021, M. BENAMRA Méthodes de collocation spectrale pour EDF



1.2. INTEGRAL FRACTIONNAIRE 15

1.1.2 Dérivée fractionnaire conformable a gauche ( a droite)

Définition 1.2 ([1]). la dérivée fractionnaire conformable a gauche
(adroite) de f tel que f : [a,+o00] = R (f:]—00,b] = R),
Va € |0, 1]

flath@—a)) = f@

D (f) () = lim ; x>a (L9
b f(rrn-2") = f @)
D] (f)(x) = —lim ,x<b (1.10)

h—0 h

et on a aussi si f différentiable alors :

Di(f) (@) = (@ —a) " f' (@), (Dh(f) (@) == (b—2)""f ()

1.2 lintégral fractionnaire

Définition 1.3 ([10]). L'intégral de la fonction f est

@

xl_af

I8 (f) () da (1.11)

a

I, est la primitive de D".

Théoréme 1.4.

©2021, M. BENAMRA Méthodes de collocation spectrale pour EDF



1.3. FONCTION GAMMA 16

pour t > a ou f est continue .

Démonstration.

D (I3 f (6) (1) = =I5 (f ()

Exemple 1.1. On a: f (t) = sint
D2 (sint) = Vtcost

Alors :

t
If/z (ﬁcost) :/ cos xdx
0

=sint

1.3 Fonction Gamma

Définition 1.4 ([12]). La fonction Gamma est tout simplement la

généralisation de la notion de factoriel a tous les nombres réels.

©2021, M. BENAMRA Méthodes de collocation spectrale pour EDF



1.4. POLYNOME DE LEGENDRE 17

Elle est définie par une intégale impropre.

+00
['a) = / exp 't dt (1.12)
0

Propriétés1.1. 1.1 (z+1) =zl (z)

2.1 (1) =1.
3.T(0) = oc.
4.5in €N

(2n)'v/n

4nn)

I'n+1)=nle T (n—k%) =
1.4 polynome de Legendre

Définition 1.5 ([2]). le polyndme de Legendre est défini sur |—1, 1]

et donné par la relation suivante :

L() (Z) =1
\{ L1(2) == (1.13)
| Li+1(2) = 2tlzin(z) — 5 Lic (2) , i=1.23...

©2021, M. BENAMRA Méthodes de collocation spectrale pour EDF



1.4. POLYNOME DE LEGENDRE 18

Si le polyndme de Legendre est défini sur |0, 1] alors on prend Z =
20— 1

(@) =1,
§ Lj () =2x — 1, (1.14)
(L (o) = BB gy — LIy (), i=1.23...

Le polynome Legendre L} (x) est donné par

s NS ik [(i+k+1) i
L@'—;( ) D —k+1) (T (k+1) (1)

L’approximation de la fonction continue f difinie sur [0, 1| par le

polyndme de Legendre est :

N

g(x) =) aLf(x)

1=0

avec le coefficient ¢; :
1
¢ (r) = (2i+1)/ g(x)L; (x)dx,i=123...
0

1.4.1 Formule de Rodrigues

Définition 1.6 ([14]). le polyndme de Legendre défini par la for-

mule de Rodrigues

(> —1)" (1.16)

©2021, M. BENAMRA Méthodes de collocation spectrale pour EDF



1.4. POLYNOME DE LEGENDRE 19

Avec Py(z)=1,P (z)=zetPy(z)=1 (32> —1) Ona:

(2= 1)" = (k) (9" (=1

k=0
Avec:
n n!
(k) = (n— kK]

Donc :

9 n - n! ks o\n—k

(=" —1)" = = mm Y (%)

k=0
Avec la dérivée n-ieme :

0, Sin>2n— 2k

2 n_
drx (=" =1)" = (2n—2k)!
(n—2k)!

2" Sin < 2n —2k

n< 2n—2k= n<2k= k<

|3

n

—Sinpaire k =0.1.2......5

— Sinimpaire k = 0.1.2........ v

o k=012 [g}

©2021, M. BENAMRA Méthodes de collocation spectrale pour EDF



1.5. POLYNOME DE TCHEBYCHEV DE LA QUATRIEME ESPECE Wy (X) 20

d" n_d" g (‘Ukm (x2>n_k
S _%; (n — k)k!
_ - (—=1)"n! d” 2n—2k
_Z(n—k)!k!d"x (=)

N (D @2k,
|

- (n — k)k! (n —2k)

Donc:

R

- 2'ldrg

3 CUten—am
2" (n — k)k! (n — 2k)!

P, () (> —1)"

k=0
1.4.2 L’orthogonalité

Proposition 1.1. Les polyndmes de Legendre sont orthogonaux dans
'intervalle [0, 1] sion a :
L Sii=j

1 B
/ Ly () L (z) = 2 (1.17)
0 0,5i i#j

1.5 Polyndme de Tchebychev de la quatriéme espece W, (x)

Définition 1.7 ([11]). Les polyndmes de Tchebychev de la qua-

trieme espece W, (z) sont des polynomes en x de degrés n définis

©2021, M. BENAMRA Méthodes de collocation spectrale pour EDF



1.5. POLYNOME DE TCHEBYCHEV DE LA QUATRIEME ESPECE Wy (X) 21

a 'aide de la relation suivante :

B sin (n+ %) 0
W) = =5 mye

Pour tout x dans|—1, 1],alors ¢ appartient a [0, 7|, voici quelques

avecr = cosb. (1.18)

polyndémes W, (z)

Wy(x)=1, Wi(x)=2z+1, ...

Proposition 1.2. Les polynomes de Ichebychev de la quatrieme espece

W, (x) sont orthogonaux dans l'intervalle [—1, 1] par rapport la fonction

poids
1l —2x
w(a;')— 1+
1.e.
/1W()W() L= = 7
n \L m \L L = T Omn
-1 1+ﬂf

Démonstration. Soient m,n € N telsque m #%n Ona:

/11Wn(sc)Wm(sc)\dezfllg_x)%(l_x)

Posons = cos @ on obtient :

_ (zsm2 (%) 6)§ = V/2sin (%) 0= (1-ux)

©2021, M. BENAMRA Méthodes de collocation spectrale pour EDF
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DO| =
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1.5. POLYNOME DE TCHEBYCHEV DE LA QUATRIEME ESPECE Wy (X) 22

Donc

/11 W, (2) Wi (2) (1 — 2)2 (1+2) 2 do = — /11 (%) W, (cos @) V/2si

1 1
:2/ sin (n+—)ﬁsin (m—l——) Od
0 2 2
= [ leostn =m0 = costm+n+ 1
0

=0, pour m # n.

Pour m=n ona:

/_EWS(x)(l—x)%(lJr:c)Tldx——/_1 (dar:l%) W2 (2) (1 — 2) da

1

= / W2 (cos ) (1 — cos 0) db
0

T ot 2 1
:/ Sm.(Qn—li_Q)e(l—cose)dQ
0 sin (5) 0

g 1
2 / sin’ (n + —) 0do
0 2

:/ 1 —cos(2n+1)60do
0

1d9 — cos (2n + 1) 6do

©2021, M. BENAMRA Méthodes de collocation spectrale pour EDF



1.5. POLYNOME DE TCHEBYCHEV DE LA QUATRIEME ESPECE Wy (X) 23

Dou:

(1+ x)_% dx = Tomn

DO —

/1Wn () W, () (1 — x)
[]

Proposition 1.3. Les polyndmes de Ichebychev de la quatrieme espéce

W, () vérifiant la relation de récurrence d’ordre deux suivante :

Wy (z) =2aW,_1 (x) = W, o(x), Vn>2
Wy(x)=1,Wi(z)=2x+1

(1.19)

Démonstration. soit x € [—1,1] posons 6 = arccosz ainsi § € [0, 7]

pour toutn € Nona:

1 1 1
Sin (n+§)9+sin (n—2—|—§>9—200898m (n—1+§>9

On divise par sin (3) 6 on obtient :

: _ 1 : _ 1
N sin (Zn (12)—; 2) 0 _ 2(30898111 (;zm (11)—; 2) 0

2 2

sin (n + %) 0
sin (l) 0

2

D’ou le résultat i.e.

W, (x) =2a2W,_1 (x) — W, o (x),Vn > 2
W()(CE) = 1,W1(ZC) =2r+1

[]

Remarque 1.1. D’apres (1.19) les polyndmes de Tchebychev de

©2021, M. BENAMRA Méthodes de collocation spectrale pour EDF



1.5. POLYNOME DE TCHEBYCHEV DE LA QUATRIEME ESPECE Wy (X) 24

quatrieme espece sont des polyndmes de degré n en «

Proposition 1.4. Les polyndmes De Tchebychev de quatrieme espece

sont les solutions de I'équation différentielle suivante :

(1-2%)y"(z) = 2+ 1)y (@) +n(n+ 1y (z) =0

Proposition 1.5. Les zéros de W, (x) sont de la forme :

k

- k=120 n
33—|—§

T = T} = COS

Démonstration. De la définition (1.18)) les zéros pour x dans [—1, 1]
de W, (z) doivent correspondre a les zéros pour ¢ dans [0, 7| de

sin (n -+ %) 0,1.e.

1
<n+§>9:k7r,k:1.2 ....... n

Donc les zéros de W, (z)sont :

cos kT

——, k=12.n
n+§

Yk =

[]

Proposition 1.6. Le coefficient dominant des polynomes W, (x) est 2",
Vn > 2

©2021, M. BENAMRA Méthodes de collocation spectrale pour EDF



1.5. POLYNOME DE TCHEBYCHEV DE LA QUATRIEME ESPECE Wy (X) 25

Démonstration. Soit le polyndme W), (z) telque
W, (2) = anx™ + ap1z™ 4+

Supposons que a,, # 0 de la relation (1.19)

Par identification on trouve

ap = 20,1

1.e.

a, = 2a,_ 1 = 2" ta; = 2"ay

Puise que W (z) = 1, alors :

a, =2",¥n > 2

©2021, M. BENAMRA Méthodes de collocation spectrale pour EDF



CHAPITRE 2

METHODE DE COLLOCATION DE LEGENDRE

@ ans ce chapitre, nous avons proposé une méthode de colloca-
tion de Legendre pour résoudre 1’équation de diffusion frac-
tionnaire conformable avec conditions aux limites de Dirichlet . En
utilisant les séries polynomiales de Legendre décalées et leur pro-
priété d’orthogonalité ainsi que 1’évaluation de la dérivée confor-
mable, le probléeme est réduit au systeme linéaire d’équations dif-
térentielles ordinaires d’ordre un qui peut étre résolu par la mé-
thode d’Euler. Les exemples numériques montrent que la méthode

est fiable et efficace.

26



2.1. POSITION DU PROBLEME 27

2.1 Position du probléme

On considére 1'équation de diffusion fractionnaires définie dans

un domaine [0, 77 :
Dga)u(:c,t) = DWWy (z,t)+ f(z,t), 0<z<1, 0<t<T. (2.1)
Avec condition initiale :
u(z,0)=g(x),0<x <1
Et condition au limite :
u(0,t) =) ,u(l,t)=¢(t).0<t<T

Ou D§a> et D\"'sont les dérivées fractionnaire conformable d’ordre
0<a<letl<f<2f(x,t)etg(x)e(t)ety (t)sontdes fonctions

données.

2.2  FEvaluation du dérivée fractionnaire conformable en utili-

sant polynome de Legendre

Théoréeme 2.1. Soit g, (v) est I'approximation de fonction par le poly-
nome de Legendre

m

gm (T) = Z c; L () (2.2)

1=0

©2021, M. BENAMRA Méthodes de collocation spectrale pour EDF



2.2. EVALUATION DU DERIVEE FRACTIONNAIRE CONFORMABLE EN UTILISANT POLYNOME
DE LEGENDRE 28

Donc on obtient :

D (g (x)) = Z ci./\/'.(z):ck_a, avec n < a<n+1

et

F(i+k+1)

(n) _ i
N = (—1) kF<i_k+1)F(l~c+1)F(l€—n)

(2.3)

Démonstration. Par la linéarité de dérivée conformable et 1'équa-

tion (2.1) on obtient :
Dgm (v) =Y DLi(x), a>0 (2.4)
i=0

on utilisant (1.2) et (1.3) on obtient
DL (x)=0,i=0.1...[a]—1, neNn<a<n+1 (2.5)
Ona:
Dogh=—" b peN n<a<n+l

De l'équation (1.15) :
i ) D(i+k+1)

DOLY (x) = —1)"*
i@= ), (=) Tli—k+ DI (k+ )L (k—n)

k=n-+1

" (2.6)
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Par la combinaison des équations (2.4) (2.5) et (2.6) on obtient :

(e+k+1) Y
Z ZC@ z—k+1)F(k+1)F(k—n)xk

1=n+1 k=n+1

(2.7)

Et on peut écrire :

Dagm Z Z Cz k a

1=n+1 k=n+1

Exemple 2.1. Considere g () =zetm=1,a=05etn =0

D™g(z) = Va

On utilise la théoréme 2.1 et on obtient :

D(O.5)g (ZU) _ ClN?71$O'5

cp=1/2 et/\/ﬂl =
donc :

D*g (x) = V&

Exemple 2.2. Consideére g (z) = 2°etm=2,a=15etn =1

D(1.5)g (5L’> _ Ex()ﬁ _ 2\/5
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On utilise la théoréme 2.1 et on obtient :

D () = caNy 2"

o =1/6 et Nyy=12
donc :

D"g () = 2/

2.2.1 Analyse de convergence

Avant de preuve la théoreme de convergence on utilise trois

lemmes :

Lemme 2.1. Ona:

v

Lt (z)| < \/8], R Vz €]0.1]etj € N* (2.8)

Démonstration. Le premier intégral de la place de L; (x) avec © €

|—1.1], voir [13], est donnée par :

Li(z)= ! /OW [z +(2° — 1)1/2 COS ((9)]7. df (2.9)

v

on pose z = 2z — 1 dans (2.9) on obtient :

Li(x)=— 7T_233—1—|— 4o* — 4a 1/2008(9)jd9
J, ot i) e

:_/ _2x—1+2i(a:—x2)1/2005(9)]jd¢9
o L
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pourx € |[0.1[ona:

‘2:1: —1+2i(x —352)1/2(303 (9)‘ = \/(2:1: —1)* 4+ 4 (x — 22) cos? ()

= \/1—4(x—x2)sin2(9)

(2.11)

de (2.10) et (2.11)) on obtient

1 T i/2 9 /2
Lt (z)] < —/ [1—4(z—2%)sin®(0)]""db < —/ [1— 4 (z — 27) sin® (¢

T Jo m™Jo
pour 0 < § < 7/2 ;sin(f) > 26/7. Donc :

2y 2
N 1662 (.SU — .:c2) (‘ﬂ%)
1—4(z—2%)sin’(f) < 1-— 5 < exp
T

Nous utilisons 1 — y < exp™ pour y > 0 .on peut écrire :

9 /2 <—_8j927$;_x2) ) 9 +00 <_ 8j6° (:2_332) >
‘L; (x)} < —/ exp df < —/ exp do
0 T Jo

v

apres on pose s = 2 (2n (z — x2))1/ ? on obtient :

™

2 /2 /*OO 2 T
L:(x)| < — exp ° ds = \/ _
i@ (2] (x — a2))'* Jo 8j (x — a?)

Lemme 2.2. Si ¢ € L*(0,1), alors :

1
lim /2 + 1/ ¢ (x) L] (x)dx =0 (2.12)
0

12— 400
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Démonstration. La somme m-ieme noté par :

S, (2) = Z ¢;L¥ () (2.13)
Et
/0 lg (z) —Sm(a:)]zd:z::/o gZ(a:)dx—Q/O g(x)Sm(:z:)da:Jr/O S? (x)dax
(2.14)

de (2.14) et (1.17) on obtient :
1 m 1 m 2
/ g (x) Sy, (x)dr = ZCZ/ g(x) L (x)dx = Z G (2.15)
0 . 0 —

=> /O (L} (2)] da (2.16)
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Dernier inégalité est pour m ,on passe a la limite on a :

400 62 1
> S/ g° () dw
2t+1 0

1=0

L'intégral de droite est nécessairement bornée ,puisque g est sup-
posé carré intégrable dans [0, 1] .donc, la série de gauche est une
série convergente , et donc il s’ensuit que

2

lim —i = (2.17)
i—+oo 20 + 1
On utilisons le coefficient ¢; et (2.18) , on obtient (2.12) ]

Lemme 2.3. Le polynome de Legendre satisfait I'identité

S Qi+ 1) L () L () =

y— oy e @) L5 @) = L, (9) L (@)

(2.18)

Démonstration. On commence par multiplie la relation (1.14) par
LY (y)ona:

(20+1) Qe —1) Lj (y) Lj (v) = (i + 1) Lj (y) Ly (@) +0L7 (y) Ly (@)
Sion change les roles entre x et y dans cette expression ,on obtient :
2(2i+ 1) (y — @) Lj (y) Lj (x) = (i + DL () L] (@) = L7 (y) Ly (2)] — i |1

Enfin, on additionner les deux cotes de cette identité alors que ¢ va
de 1 a m, on trouve (2.18) []

Remarque 2.1. On note que l'intégration au [0, 1] de la formule
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2.18) aux leads

m 1 ] |
a0z [ Liway =" [ L W0~ L ) Lo

a partir duquel et (1.17) ,nous en déduisons

) / Los WL = L) B @)y, 5 o)

Théoréme 2.2. Si la fonction g € C'(0,1) , alors la série de Legendre
définie par g (v) = Y., % ¢;L¥ () converge a la point fixe vers g () sur
0, 1]

Démonstration. Soit x € [0, 1], on considere la somme partielle

= zm; ¢;Lj () = Zm; [(2%' +1) /0 1 9(y) L7 (y) dy] Ly (z)

Inter-changer 1'ordre de sommation et d’intégration et on utilise
(2.12)) , On obtient :

S (0 / Em;2w y) L (x)
m—l—l/ 9 W) L1 () Ly (@) — Loy () Linia (2)]

2 Yy—x

Y

Sinous ajoutons et soustrayons la fonction g (z),On a:

) [ s W) = L 0 s )

Sm({l:):Tg(:U) y— 1 Yy
W I )24, )~ L () L ()
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Nous introduisons la fonction :

(yg i() siy#a
)

p(y) =

/

x §1 Y =1

La fonction ¢ est continue dans [0, 1] et utilise (2.19) pour obtient :

m+ 1 m+ 1

1 1

S0 (@) = 9a) + "L, ) [ ) L Wy ==L o) [ ol
(2.20)

On pose b, = v2m fo o (y (y) dy .la somme partielle en

(2.20)) devient sous la forme :

(m+ )L (), (m+1) L5, (@)
n2m+3 2v2m + 1

Sm (.CC) — 4 (ZL’) — bm

On utilise , pour voir que dans 0 < x < 1

) 1/2
(m+1) T _ s
2m? +3m 32 (x — x?) 32 (x — x?)

(m+1)[L7, (z)]
2v/2m + 3

Et
(m >1Lmﬂ< | _[m+1 o« V7 [ =
2v/2m 2m +1 32 (x — x?) 32 (x — 2?)
Ensuite (”;Dg)nlﬁéw et (m;l/)QL mji( *) sont bornes puisque m — +o00. On

utilise (2.12) pour voir que

lim b, = lim b, =0
m——+00 m——+o0
Donc , on obtient S, () =100 g () ]
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2.3 Méthode collocation de Legendre

[[15]] Dans cette section, nous appliquons la méthode de col-

location de Legendre pour résoudre numériquement le probleme

(2.1).
Nous appliquons la théoreme 2.1 et (2.2) , on obtient

zm:tl—%; (t) L ch N0 4 flat)  (2.21)
1=0

1=2 k=2
Soit (z,), p=1,2,........ m Les racines de L (z)
Do) L () = Y Y e (ONG T+ ) (222)
i=0 i=2 k=2

(2.23)

So (zp) = 51 (zp) =0

Si(xp) = 2 GNP =23 ... m

aussi mettre les conditions aux limite dans (2.2) ,on obtient

Z ¢ (t) (—=1) =0, Z ¢ (t) =0 (2.24)
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On introduit les vecteurs X (t) et F' (¢) définis par

X ()= (co(t),e1(t), ... cm @)

F(t) - (f(l’ht),f(il?g,t),...,f(l‘m,t),@(t),¢(t>)T

on remplace (2.2) dans la condition initiale :

u(@,0)=g(@) =Y AL (@)
S e(0) =Y AL (x)
1=0 1=0
Ci (O> — 5@

Soit les matrices A, B données par

[Li(ao) Li(@y) ... Ly (o))
Ly (xy) Li(xy) ... Ly, (21)
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[ So(xo) Si(zo) ... Sw(mo))
S()(Il) Sl (:L’l) Sm(xl)

SX(0)=(cot),e1 (), em)T, (2.25)

XT(0) = (e (1) .4 (1) oo (8))

2.3.1 Meéthode d’Euler

Pour un entier positif N , 7 = % on définie T' = t,,.1 — t, avec
n =0.1.2.....N on introduisons ¢; (t,1) = X"
X" = X (ty1) = (co (1), e (8) ..o em (D)
Frl = F(ty) = (f(nt), flant), o f (@ t), o @), ¢ 1)

donc on a le systeme suivant :

A(tpi1) X' (tps1) = B (tps1) X (tns1) + F (tp41)

et
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Xm—i—l _ Xn+1—Xn
T
donc :
+1
An—i—l (Xn n) o Bn—i—an—H _ Fn+1
T
(An—i-l . TBn+1) Xn—H _ An+1Xn + TFn—H
on obtient :
X+ — [An+1 . 7_Bn+1} -1 [An+1Xn 4 TF”H} (2.26)

avec: X' =(0,0,0...,0)

Algorithm 1 (Methode D’Euler)

1: Initial calculations :

1. Soit les matrices A1, B"*1.

2. Initialisation X°, X°.

3. 7=T/N

4. le systeme A (t,41) X (tn41) — B (tns1) X (ths1) = F (tns1)-
2: pour chaque pas:

1. on calcule le temps t,+1 = (n + 1) x tau:

2. Ona X (tyy) = X=Xl glors ;

n+1 n
TAn—I—lX X _ TBn+1Xn+1 _ TFn—H
T

3. Donc on trouve :

Xn+1 — [An—i-l _ TBn—i—l]*l [An—l—an + TFnJrl}
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Exemple 2.3.
(f (x,t) = 2t° (a (5,; _ x2) n t%ﬂ_ﬁ)
qu(z,0)=g(x)=0
w(0,8) =) =0,u(l,t) =1 (t) =0

La solution exacte est donnée par u (x,t) = t**z (1 — x) Nous ap-

pliquons la méthode collocation de Legendrere pour m=3

3

ug (r) = Z c; L ()

i=0
En utilisant le systeme linéaire (2.26) , nous calculons la solution

approchée us (x). Avec un programme sur Matlab, la solution ap-

prochée et la solution exacte sont données
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FIGURE 2.1 — comparaison entre solution approche et exacte avecm =3, 5 = 2

Exemple 2.4.

ff (,t) =20tz (1 —2) — * ((a+ ?) 2P — 2+ a) (1 + a) 22T 7)

u(z,0)=g(x)=0

©2021, M. BENAMRA Méthodes de collocation spectrale pour EDF



2.3. METHODE COLLOCATION DE LEGENDRE 42

La solution exacte est donnée par u (z,t) = t**z'** (1 — z) ,Nous

appliquons la méthode collocation de Legendre pour m = 3

3

ug(x) =Y oL (x)

1=0

En utilisant le systeme linéaire (2.26)) , nous calculons la solution

approchée u; (x). Avec un programme sur Matlab, la solution ap-

prochée et la solution exacte sont données avec o = 1

(@ f=17 (d) s =2

FIGURE 2.2 — comparaison entre solution approche et exacte avec m = 3 ,a = 1
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Exemple 2.5.

2

Flat) = (1 o)t (o= 20) + 700 (o (1-+.0) 2
(2)

g 0
\u<07t> = (1)

0,u(l,t)=1(t)=0

La solution exacte est donnée par u (z,t) = ¢t'** (z — 2!™) Nous

appliquons la méthode collocation de Legendrere pour m=3

3

ug (v) = > _ el (x)

i=0
En utilisant le systeme linéaire (2.26) , nous calculons la solution

approchée us (). Avec un programme sur Matlab, la solution ap-

prochée et la solution exacte sont données
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0.04

0.035

0.03

0.025

0.02

u(xt)

0.015

0.01

0.005

0.2

0.18

016

014

0.06

0.04

0.02

u(xt)

u(xt)

0.15

da=1

FIGURE 2.3 — comparaison entre solution approche et exacte avecm = 3,5 =1+ «
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CHAPITRE 3

METHODE DE COLLOCATION DE
TCHEBYCHEV

@ ans ce chapitre, nous avons présenté la méthode de collo-
cation de Tchebychev de quatrieme espece pour résoudre
’équation de diffusion fractionnaire conformable avec conditions
aux limites de Dirichlet . En utilisant la définition et I’évaluation
de la dérivée conformable avec la série polynomiale de Tcheby-
chev de quatrieme espéce décalée , le probleme est réduit au sys-
teme linéaire d’équations différentielles ordinaires d’ordre un qui
peut étre résolu par la méthode d’Euler. Trois exemples numé-
riques utilisés pour montrer que cette méthode est fiable et effi-

cace.

45
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3.1 Polyndmes de Tchebychev décalés W' (z)

[[15]] Pour un point de vue pratique, l'intervalle [0, 1] est plus

important que l'intervalle |—1, 1]. En utilisant la transformation

s=2r—1ou x==(s+1) avec s € [—1,1] et z € [0,]1]

!
2
on obtient les polyndmes de Tchebychev décalés de la qautreieme

espece W (z) sont définis par

Wi(x)=Wn(s) =W, 2z —1)

(4

Les polyndmes de Tchebychev décalés de la quatrieme espece

W7 (x) de degré n vérifiant la relation de récurrence suivante :

]

Wy () =1,
Wile) =2Qe = 1)Wi, (2) = Wi, (2), n=2,3...

\

La forme explicite de W} (x) de degré n est donnée par :

. N ['2n—Fk+1) _
W* _ 2 : 1 k22n 2k n—k *
o () k::()( ) F(k+1)F(2n—2k+1)x n el

Une fonction g (), qui est carrée intégrable dans|0, 2], peut étre

exprimée en termes de polyndmes de Tchebychev décalés de la
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quatrieme espece comme suit :

+00

g(x) =Yl (@),

1=0

ou

v i

2 [l 1 —
cl-:—/ g (x) xm* (x) dex.
0

Pour des raisons pratiques, nous prenons seulement les premiers

(m + 1)-termes deWW;" (x)qui est donnée :

gm (z) =) W/ (x).
i=0
3.2 Evaluation du dérivée fractionnaire conformable en utili-
sant polyndome de Tchebychev

Théoreme 3.1. Soit g, (x) est 'approximation de fonction par le poly-

nome de Tchebychev

Gm (@) = i ()W () (3.1)
i=0
Donc on obtient :
m  1—n—1
D (g (x)) = Z ci./\/;(jj):z:Z o avee n<a<n+1
i=n+1 k=0
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et /\/2(7,? donnée par

[2—k+1)C(G@i—k+1)
Fk+)T'(20—2k+1)T (i —k—n)

N<Z) _ (_1)k o2i—2k

1

(3.2)

Démonstration. Par la linéarité de dérivée conformable et 1'équa-

tion (2.1)) on obtient :
Digm (x) =Y D "W (z), a>0 (3.3)
i=0
on utilisant (1.2) et (1.3) on obtient

DiWr(x)=0,i=0.1...]a]—1, neNn<a<n+1 (3.4)

Ona:

. N
Dol F = >xl_k_0‘,n€N,n<cu§n+1

[2—k+1)l'GEi—k+1)

D%WW@=:Z;<—U%ﬁ4ﬂwk+1ﬂw%—2k+1ﬂwr—k—nﬁ

I—k—«

(3.5)
Par la combinaison des équations (2.4) (2.5) et (2.6) on obtient :

) o | D2i—k+1)T@GE—k+1)
Dwm@%—Z: @“4fr%+¢ﬂw%—2h+nr@—k—nﬁ

(3.6)

I—k—«

©2021, M. BENAMRA Méthodes de collocation spectrale pour EDF



3.2. EVALUATION DU DERIVEE FRACTIONNAIRE CONFORMABLE EN UTILISANT POLYNOME
DE TCHEBYCHEV 49

Et on peut écrire :

m
Dign(e)= Y S el

Exemple 3.1. Consideére g (z) = 2°etm =2 ,a=18etn =1
D(1.8)g (l’) _ D;O.éé) (2517) _ 2D(0.8) (x) _ 21,0.2

T i

On utilise la théoréme 2.1 et on obtient :

DIty (5) = xV} e

¢y = 1/16 et Ny, = 32
donc :

D(1.8)g ([L’) _ 23;0.2

3.2.1 Analyse des erreurs

L’objectif de cette section est d’étudier 1'erreur de troncature et

l’analyse de convergence.

Théoréme 3.2. (Théoreme de convergence uniforme). Soit g € L* (0,1)
une fonction deux fois différentiable avec la deuxieme dérivée est bornée

sur|0, 1]c’est a dire

AM > 0,Vx € [0,1] : |¢" (z)| < M.
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Sig(x) =, ;W (x) alors la suite des sommes partielles (g,,) avec
(

gm (x) = > b;W (z) converge uniforme vers g (x) sur [0, 1].

Démonstration. En utilisant le changement de variable 2z — 1 =

cos (#) dans refreee ,on obtient :

cr—glfg(y+?ﬂm>$nK}+%)4SmWﬁmﬁ

Avec l'intégration par partie deux fois, on obtient :
2 [T 1 0
q_/gf(+aﬁm)@wma
™ Jo 2

sin(i—=1)0 _sin(i+1)0) 1 (sinif sin(i+2)6"
i—1 i+ 1 i1\ i i+2

() ol [

D’autre part, on a :

9(@) g @ < 3 el Wi @l< Y el Y 5

1=m-+1 1=m-+1 1=m-+1

ou

1

@my:wmm[f(

[/

ci| =

Alors,> " % est une série de Riemann convergente, donc le reste
de cette série est converge vers zéro. Par conséquent, la suite des

sommes partielles g, (x) converge uniformément vers g (z) sur
0, 1. O
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3.3 Meéthode collocation de Tchebychev

[[15]] Dans cette section, nous appliquons la méthode de collo-

cation de Tchebychev pour résoudre numériquement le probleme

(2.1).
Nous appliquons la théoreme 2.1 et (2.2) , on obtient

ﬁéﬂﬂé@ }:}:q YN 20 4 f (2, ) (3.7)
1=0

1=2 k=0

Soit (z,), p=1,2,........ m Les racines de W} (x) donnée par :

(1+cos(pr/m)), p=1,2,...,m— 1.

l

aONY P 4 f (2, 1) (3.8)

1,k p

Z t g () WY (@) = Z

m
1=0 1=2 k=0

(Z e (1) W <xp>) - [(Z Ni?wé“)] x (Z <t>> = [ (2

i=0
(3.9)

alors :

©2021, M. BENAMRA Méthodes de collocation spectrale pour EDF



3.3. METHODE COLLOCATION DE TCHEBYCHEV 52

aussi mettre les conditions aux limite dans (3.3)) ,on obtient

Em: Ci =0, Em: 204+ 1)¢; (t) =0 (3.10)
1=0 i=0

On introduit les vecteurs X (t) et F' (¢) définis par

X ()= (co(t),er(t),...,com (@)

F(t) = (f (x1,8), f (22,8) -, f (mmrt) 0 (1) 00 (8)"

on remplace (3.3) dans la condition initiale :

w(e,0)=g(x) = BW; (@)
1=0

D al0)=) W (2)

1=0 1=0

Ci (0) = B
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Soit les matrices A, B données par

(W (wo) Wi (z1) ... W (xo) )

5 .
So ($m> Sl (ZCm) Sm (CBm)
1 1 (—1)"

\ 1 3 2m +1 )

§X(0)=(co(t),cr(t),...,cm ()",
X7 (0) = (ch(£), ¢} (B),....ch (1)

Nous utilisons méthode (Mthode D' Euler) que on a utilisé dans le

chapitre 2 pour résoudre le systéme et on obtient :

Xn+1 _ [AnJrl . TBn+1] -1 [An—HXn + TFn—H]
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avec: X" =(0,0,0...,0)

Exemple 3.2.
ff (x,t) = 2t° (a (35 _ 952) n taan_ﬁ)
qu(z,0)=g(x)=0
w(0,8) =@ () =0,u(l,t) = (t) =0

La solution exacte est donnée par u (x,t) = t**z (1 — x) Nous ap-

pliquons la méthode collocation de Tchebychev pour m = 3

3

us () = 3 W7 ()

i=0
En utilisant le systeme linéaire (2.26) , nous calculons la solution
approchée us (x). Avec un programme sur Matlab, la solution ap-

prochée et la solution exacte sont données avec 8 = 2
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FIGURE 3.1 — comparaison entre solution approche et exacte pour m =3, § = 2

Exemple 3.3.

ff (,t) =20tz (1 — 2) — * ((a+ ?) 2P — 2+ a) (1 + a) 22T 7)

qu(z,0)=g(x)=0

Lu(0,8) =@ (t) =0,u(l,t) =4 ()=0

La solution exacte est donnée par u (z,t) = t**z'** (1 — z) Nous
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appliquons la méthode collocation de Legendre pour m = 3

3

ug (z) = > _ W/ (x)

1=0

En utilisant le systeme linéaire (2.26) , nous calculons la solution

approchée u3 (x). Avec un programme sur Matlab , la solution ap-

prochée et la solution exacte sont données avec m = 3, o = 1

016 016
014 014
oazr ozr

01r 017

u(x,t)
u(x,t)

0081 00871

0.06 0.06
0.04 F 0.04 F

ooz2yp 002y

016

014

oazr

0.06[

ooz2yp

FIGURE 3.2 — comparaison entre solution approche et exacte avec oo = 1
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Exemple 3.4.

2

Flat) = (1 o)t (o= 20) + 700 (o (1-+.0) 2
(2)

g 0
\u<07t> = (1)

0,u(l,t)=1(t)=0

La solution exacte est donnée par u (z,t) = ¢t'** (z — 2!™) Nous

appliquons la méthode collocation de Legendrere pour m=3

3

ug(z) = > _ W ()

i=0
En utilisant le systeme linéaire (2.26) , nous calculons la solution

approchée us (). Avec un programme sur Matlab, la solution ap-

prochée et la solution exacte sont données avec 8 =1+ «
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0.04 015

0.035

0.03

0.025

0.02

u(xt)
u(xt)

0.015

0.01

0.005

0.2

0.18

016

014

012

u(xt)
u(xt)

01

0.08

0.06

0.04

0.02

FIGURE 3.3 — comparaison entre solution approche et exacte avecm =3, =1+«
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons proposé deux méthodes de collo-
cation de Legendre et de Tchebychev pour résoudre 1'équation de
diffusion fractionnaire conformable avec conditions aux limites de

Dirichlet. Ce travail se déroule en deux étapes :

v Méthode de collocation de Legendre : En utilisant la série po-

lynomiale de Legendre décalée et leur propriété d’orthogona-
lité, le probleme est réduit au systéme linéaire d’équations dif-
férentielles ordinaires d’ordre un qui peut étre résolu par la
méthode d’Euler.

v Méthode de collocation de Tchebychev : En utilisant la série

polynomiale de Tchebychev décalée et leur propriété d’ortho-
gonalité, le probleme est réduit au systeme linéaire d’équa-
tions différentielles ordinaires d’ordre un qui peut étre résolu

par la méthode d’Euler.

Dans les deux cas, nous avons présenté trois exemples pour mon-
trer la fiabilité et |'efficacité de ces méthodes. Comme perspectives,

nous avons prévu le sujet de recherche suivant :

= Méthodes de collocation spectrale pour une équation d’onde
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fractionnaire suivante :
D (z,t) =k (2) DPu(z,t) + f(z,8), 0<a<1,0<t<T, a,B€]l
avec la condition initiale
u(z,0) =g (x), u(z,0) =9 (z), 0 <z <1,
et condition aux limites de Dirichlet,
u(0,t)=g(t), u(l,t)=h(t), 0<t<T.

ou conditions aux limites de Neumann,

wp (0,8) = g (t), up (L) =h(t), 0<t<T
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ans ce mémoire, nous avons proposé deux méthodes de collocation de Legendre et de Tche-
bychev pour résoudre I'équation de diffusion fractionnaire conformable avec conditions aux
litmites de Dirichlet . En utilisant les séries polynomiales de Legendre et Tchebychev décalées et leurs
propriétés d’orthogonalités, le probleme est réduit au systeme linéaire d’équations différentielles ordi-
naires d’ordre un qui peut étre résolu par la méthode d’Euler. Les exemples numériques montrent que les
deux méthodes sont fiables et efficaces pour construire la solution numérique de I’équation de diffusion

fractionnaire.

Mots-Clés : Calcul fractionnaire conformable, Méthode de collocation de Legendre, Méthode de
collocation de Tchebychev, Méthode d’Euler.

n this memoir, we have proposed two collocation methods of Legendre and Chebyshev to solve the
conformable fractional diffusion equation with Dirichlet boundary conditions. By using the shifted
Legendre and Chebyshev polynomial series and their orthogonality properties, the problem is redu-
ced to the linear system of ordinary differential equations of one order which can be solved by Euler’s
method. The numerical examples show that both methods are reliable and efficient in constructing the

numerical solution of the fractional diffusion equation.

Keywords : Conformable fractional calculus, Legendre collocation method, Chebyshev collocation
method, Euler method.
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