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Notations

e Tous les espaces dans cette theése sont définis sur R".
e N={1,2,...}, et Ny =NU{0}.

9ol
M est notée 0°f ou f(@).

n

e Pour A C R", |A] est la mesure de Lebesgue de A.
e Soit a € R, nous désignerons a, := max(0,a).

e La dérivée partielle

e Pour tout t € R, [t] désigne la partie entiere de t.

e Si X et Y deux espaces de quasi-Banach, X < Y est I'injection continue, (c’est-a-
dire, 3¢ > 0 : ||z|ly < c|lz|lx, Vz e X).

o (' est 'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur R™.

e Pour 0 < p < oo, nous notons par || - ||, la quasi-norme de L,, et p’ est I'exposant
conjugué de p, c’est-a-dire

pi=p/lp—1) si 1<p<oo et p =00 si 0<p<l1.

o L!°¢ est lespace des fonctions localement intégrable sur R™.

e D est l'espace des fonctions C'™ & support compact, D’ est le dual topologique de D.
e S est l'espace des fonctions C'™ & décroissance rapide sur R" (espace de Schwartz),
muni de la norme

Cm(f) :

sup sup (1 + |z))™f“(z)], Vm € Ny.

ja|<m z€R™

e &' est l'espace des distributions tempérées (le dual topologique de S).

e &’ est l'espace des distributions & support compact (le dual topologique de C*).

e Si f est une fonction (ou une distribution) sur R”, on définit les translatées et les
dilatées de f par les formules

raf = f(—a),  hafi= /N,

pour tous a € R™ et A # 0.

e Nous notons Az,q = B;’ 4 O inq I’espace de Besov homogene ou 'espace de Lizorkin-
Triebel homogene.

e Nous notons aussi A; = B, ou F} l'espace de Besov et de Lizorkin-Triebel non



homogenes.

e B et F désignent les espaces de Besov ou Lizorkin-Triebel, respectivement.

e Soit 0 < ¢ < o0o. Si E est un espace de quasi-Banach, on désigne par ¢,(Z; E)
I'ensemble des suites (a;);ez, & valeurs dans E telles que

1/q
lasseallzer = (S laslly) " < oo
JEL
C’est un espace de quasi-Banach pour la quasi-norme ci-dessus. Pour £ =R ou E = C,
on note £,(Z).
e Pour m € N, on désigne par P,, I’ensemble des polynomes de degré inférieur stricte-
ment a m telle que Py = {c}, Py = {0} et P, 'ensemble de tous les polynomes.
e On désigne par Sy, := {f € S : (z®, f) = Jgu 2°f(x)dz = F@(0) = 0; V|a| < m},
c’est-a-dire, 'orthogonal de P,, dans S.
e On notora que Sy :=S et que Soo :={f €S (P, f) =0, VP € Py}
e S/ est I'espace des distributions tempérées modulo les polynoémes de degré inférieur
strictement a m (est son dual topologique de S,,). Il est muni de la topologie *-faible.
e Pour tout f € &', on désigne par [f]p la classe d’équivalence de f modulo Py.
o S =A{lflp: [flp ={f+P, VP € Px}}, est appelée encore 'espace des distri-
butions tempérées modulo P, c’est-a-dire, I'espace quotient de §’'/Py ; De plus, on
a
§S=§cSc..cS§,c..cS8..

e S est un isomorphisme de §'/P..
e Si f € Ly, sa transformée de Fourier est

F©) = [ e = f(a)da,
et sa transformée de Fourier inverse est
flw) = F ' f(z) = (2m) " f(—a).

e Les opérateurs de différence : pour toute fonction f, on pose A, f := f(-+ h) — f,
Abf = Aupf, AT = AR(ATRF) (Vh € R™, Vm € N). On vérifie aisément la
formule suivante (voir [28, chap. 15]) :

apr =3 (7 )umiste - en,
=0

® C cp,..., désigneront des constantes strictements positives et propres qui changeront
leurs valeurs d’une ligne a une autre.



Introduction

L’objectif de cette these est d’étudier quelques caractérisations des espaces "fonction-

S
p,q’

Lizorkin-Triebel. La notion des réalisations introduite par G. Bourdaud en 1988, nous

nels" homogenes définis modulo les polynomes A ol A}"”;’q est I'espace de Besov ou de
permet de modéliser ces espaces par des espaces fonctionnels.

Aujourd’hui nous avons plusieurs utilisations de cette notion 'les réalisations", dans
Navier-Stokes, dans les opérateurs pseudo-différentiels, dans la multiplications ponc-
tuelles, dans les ondelettes,... etc, voir par exemple [3], [14], [30], [46], [50] et [51].
Dans cette these nous intéressons aux espaces réalisés de Besov et de Lizorkin-Triebel,
noté A;q, par I’étude de certains propriétés, en particuliers :

e la convolution,

e estimations de type de Gagliardo-Nirenberg,

e caractérisation par des fonctions données.

(’est pourquoi nous avons trois axes dans ce manuscrit.

Les principaux résultats de cette these sont liés aux trois problémes suivants :

Pour la convolution, nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoréme 0.1. Soient 0 < p,q < oo, r := min(l, p), t := min(l,p,q) et p =
—s+ (n/p — n)y. Soient ay,as, by, by des réels tels que 0 < a3 < by, 0 < ay < by et
ai/by < by/ay. Soient (u;)jez et (vj)jez des suites dans S', telles que

e U; et U; sont portées par les couronnes a12? < || < 0127 et a2’ <[] < b2V,
respectivement.

o A= (2"uy)jezlleyr,) < oo et B = [[(2"v))jezller,) < o0

On définit la suite (eg)kez par :

g 1= Zuj * Vi, Vk € 7.

jez
Alors la série Y ez € converge dans S, et
. 1/q
(Z 2 ﬂqugkug) < cAB,
kEZ

ot la constante positive ¢ ne dépend que de n, s, p,q, ai,as,by et by, avecc =1 sip > 1.



Ce qui donne l'inégalité en fonction suivante :

Corollaire 0.2. La série 3¢y, @jé’ x (QQ; f converge dans S’ vers un élément noté par
O® f, qui vérifie
10® fll, < cllfl.an, 1]

pour toute f € A‘;’;,q et toute 0 € Aﬁw, ot la constante ¢ > 0 est indépendante de f
et 0 (avecc=1sip>1), etw=¢ sip>louqg<p<1l,etl/w=1/p—1/q si

p < min(1, q).

is
AP»Q

Nous rappelons les assertions sur la convolution dans [8, chap. 4] et [38, chap. 8]. Nous

remarquons que plusieurs résultats liés a la convolution peuvent étre trouvées dans
[17].

Pour les estimations du type de Gagliardo-Nirenberg, nous rappelons les travaux de
Triebel [45] et de Wadade [47], [48] et autres comme dans [26], [27].
Nous allons montrer principalement le résultat suivant :

Proposition 0.3. Soient 0 < p,q < oo et m > 0 (avec p < oo dans le cas F). Soient
a,b des réels tels que 0 < a < b. Soit (f;);>0 une suite dans S’ telle que E est portée par
la couronne a2’ < |&] < b27, et (2P f) ;50 dans E, 4. Alors la série Y~ f; converge
dans S’ et il existe une constante ¢ > 0 telle que l'inégalité

Yo f

Jj=0

< c(m+ nfo) T 2R £ e,

v

est satisfaite, pour tout v € [p, 00| (avec v < 0o dans le cas F'). La constante ¢, peuvent
étre choisis telle que ¢ := max(l,p"/p) sip<vetc:=1sip=n.

Nous étenderons aux espaces réalisés A7 , car il est important de rappeler que si f est

un polyndéme non constante alors

/]

s, =0, alors que I f|l. =00 pour tout wu €]0, 0.

Notons que plusieurs résultats dans ce sens se trouvent dans [15].

Dans une derniere axe, nous donnons des fonctions non triviales dans A;q. Il s’agit de :
fr(@) = |zl w(z/lz]), et g (x) = fr(x)o(2),

ol T € R, w est une fonction de classe C* sur la sphere unité S*~! et ¢ € D.

Nous allons démontrer le résultat suivant :



Théoréme 0.4. Soient 0 < p,q < oo, 7 € R et w est une fonction de classe C* sur
S™1 telle que w n'est pas une fonction constante si T € 2Ny. Alors [f.]p € B;:;?/p,
[frlp ¢ B;:;”/p siq<ooet|flp¢ F;jon/p si p < 00. De plus,

o siT>—n (avecT ¢ Ny sin=1), alors f, € é;fog/ﬁ,

e siq < oo alors [, & E;fg”/p, et sip < oo alors f. & F;;g"/p.

On trouve aussi plusieurs applications et exemples dans ce sens.
Plan. Cette these est organisée en cinq chapitres :

Dans le premier chapitre la définition de la décomposition de Littlewood-Paley d’une
distribution tempérée modulo les polyndémes, les définitions des espaces de Besov et de
Lizorkin-Triebel homogenes et non homogenes, quelques propriétés et résultats qu’on
utilisera par la suite.

Dans le deuxiéme chapitre, on généralise les théoréemes du [8, chap. 4] et [38, chap. 8] au

cas des espaces Aj  avec 0 < p,q < 1. On observe aussi le cas des espaces homogenes
Ve . :\-{S

réalises Aj .

Dans le troisieme chapitre, on commence par quelques généralisations sur les inégalités

du type de Gagliardo-Nirenberg dans les espaces &, , pour 0 < p, ¢ < oo definis par des
suites dans (,(Z; L,) et L,(R"™; (,(Z)).

Dans le chapitre quatre, nous allons donner quelques fonctions non triviales dans A; |
en utilisant des semi-normes continues, voir [34].

Dans le cinquiéme chapitre, nous donnons brievement un résultat sur la réalisation des
espaces I3, (ce chapitre a été écrit comme une annexe dans une premiere version).
Les résultats principaux de ce travail :

— La Section 2.3, sera publié dans le journal "Publications de I'Institut Mathématique".

— Une partie du troisieme chapitre (en particulier le Corollaire 3.13 et la Section 3.3.2),
sera publiée dans le journal "Mathematical Reports".

— Le quatrieme chapitre peut former une publication en collaboration avec le directeur
de la these.

— Le cinquiéme chapitre, sera publié dans le journal "Ufa Mathematical Journal".



Chapitre 1
Préliminaires

Ce premier chapitre a pour but de présenter un certain nombres d’outils nécessaires
pour le reste de la these, comme la décomposition de Littlewood-Paley, des définitions
des espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel homogenes et non homogenes, et quelques
inégalités classiques.

1.1 Décomposition de Littlewood-Paley

On fixe dans toute la these une Cut-off fonction : p est une fonction positive de classe
C* sur R", radiale (c’est-a-dire, p(§) = p(|¢]), avec p € D), et 0 < p < 1 telle que

Q=1 si <1 et pO)=0 si &>

Nous considérons la fonction v € S, donnée par (&) = p(&) — p(2€) telle que son
support est porté par la couronne {£ € R" : 1/2 < [£]| < 3/2}, ce qui nous permet
d’obtenir les deux partitions de I'unité suivantes : la partition de 'unité homogene

S =1, (¥R {o0}),

jEz
la partition de I'unité non homogene

p27F) + Y 4(277¢) =1, (Vk€ZVEERT).
j>k+1

La construction de p ne pose aucune difficulté, voir par exemple les livres Bergh et
Lofstrom [2], Peetre [38] et Triebel [42], [43]. Pour cette partition de l'unité; on associe
une suite d’opérateurs de convolutions (Q););ez, (S;);ez, définis par

j .

Qif =@ (D] et Sif=p27(Nf, Vi€
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On définit également les opérateurs (@j)jzo par Qp := S, et Qj = @j pour j > 1.
Les opérateurs (); et S; ont des valeurs dans 'espace des fonctions analytiques de
type exponentiel, voir le théoréeme de Paley-Wiener [41, thm. 29.2, p. 311] ou [42,
rem. 2.3.1/2, p. 45]. Il est clair que l'opérateur S; est défini sur S’ et I'opérateur @), est
défini sur S, puisque Q; f(z) = 0 si et seulement si f est un polyndéme. Nous servons
des conventions suivantes :

e Si f €8, on note que [flp € S...

e Si f €S, on définit alors Q; f := @, f1 pour toute f; € S’ telle que [fi]p = f. En
effet, si f € S., pour chaque fi, f» telle que [fi]p = [fo]p = f alors f; — fo € P, on
aQifi=Q;f:=0Q,f.

Lemme 1.1. Soient 0 < p < oo et N € Ny. Alors il existe des constantes c1,c9 > 0 et
un nombre entier m € Ny tels que pour tout ¢ € D(R™\ {0}) et tout » € D, (on pose
By = @(279()) et By = $(279()), on a

(1) lle; * fll, < 1279 (f), pour tout f € S et tout j € Ny,

(ii) |loj * fllp + 105 * fllp < 227V Cn(f), pour tout f € S et tout j € Z\ N.

Preuve. Voir [33, prop. 2.5]. O

Corollaire 1.2. Soient 0 < p < oo et N € Ny. Alors il existe des constantes c1,co >0
et un nombre entier m € Ny tels que

(1) 1Q;fllp < 1 279N (f), pour tout f € S et tout j € Ny.

(i) Qi llp + 1511y < 2 2% Gu(f), pour tout f € Sw et tout j € Z\N.

Preuve. Une conséquence du Lemme 1.1 en posant ¢ = v et ¢ = p. 0

La convergence faible de la décomposition de Littlewood-Paley d’une fonction est don-
née par la proposition suivante, (voir aussi Remarque 3.9 dans le Chapitre 3 ci-dessous) :

Proposition 1.3. (i) Pour tout f € Sy (resp. S..), on a

f:Zij7

JET
converge dans Sy, (resp. S..).
(ii) Pour tout f € S (resp. §'), et tout k € Z, on a

f:Skf‘i‘ZQjﬁ

j>k

converge dans S (resp. §').

Preuve. La preuve est une conséquence du Lemme 1.1. 0]
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Remarque 1.4. Par l'inégalité de Young, nous montrons facilement que les opérateurs
(Q;if)jez et (S;f)jen appartient a L(L,), pour tout 1 < p < oo.

1.2 Quelques inégalités classiques

Nous allons rappeler quelques inégalités connues :

Lemme 1.5. Pour 0 < d <1, et pour toute suite réelle a terme positif (a;);ez € L4(Z),
telle que on a

(Zaj)d < Za?.

JEZ JET

Lemme 1.6. Soit 0 < p < q < oo. Alors il existe une constante ¢ > 0, telle que
l’inégalité

1lly < BP0 £, (1.2.1)

est satisfaite, pour tout R > 0 et tout f € L, telle que supp f C {¢ € R" : |¢| < R}.
La constante ¢ = pp/"™™ ot py = [p/2] + 1.

Preuve. Voir [35, thm. 4]. O

Remarque 1.7. L’inégalité (1.2.1) est connue sous le nom de Bernstein. Soit o € N,
on peut géneraliser le Lemme 1.6 avec la méme condition

17l < eRMParil p,,
voir [42, rem. 1, p. 18].

Lemme 1.8. Soit 0 < p < 1. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que l’inégalité

1F * glly < R £, llgll

est satisfaite, pour tout R > 0 et tout f,g € L,, avec supp f et supp g sont portées par
la boule {£ € R™ : |£] < R}. Sip=1, alors c =1, c’est l'inégalité de Young.

Preuve. Voir [42, rem. 2, p. 28]. O
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1.3 Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

Les définitions de base de A;q et A)  sont données par 'intermédiaire de la décompo-
sition de Littlewood-Paley, voir [2, p. 139], [24], ou [42, p.45, p. 238].

Dans ce paragraphe s,p et ¢ sont de la maniere suivante : s € R, 0 < p,q < oo et
p < oo dans le cas F', sauf indication contraire.

1.3.1 Le cas homogene

Définition 1.9. (i) L’espace de Besov homogéne B2 est Uensemble des f € S’ telle

p.q
que
. 1/q
17155, = (X 271Qu 1) < ox.
JEL
(ii) L’espace de Triebel-Lizorkin homogéne Flf’q est l'ensemble des f € S. telle que
- 1/q
£y, = | ( Z21Quf17) | < oo
JEL P

S
p.q

dessus. Les espaces A;q sont indépendants du choix de la fonction v qui sert a définir

Remarque 1.10. Les espaces A5 sont des quasi-Banach pour les quasi-normes ci-
la décomposition de Littlewood-Paley (c’est-a-dire, si on remplace v par une autre
fonction avec les mémes propriétés on a le méme espace). Soit P € Py, alors on a
HfHA;q = ||f + PHAZq. Voir par exemple [8, thm. 2.1, p. 25] dans le cas B, ou [42,
rem. 5.1.3/2].

Proposition 1.11. Pour tout s € R, 0 < p,q < 00 (avec p < 0o dans le cas F') on a
Soo = A2 Sl

Preuve. Les démonstrations dans le cas non homogene s’étendent facilement au cas
homogene ; voir [38, thms. 2, 3, pp. 61-62] ou [42, thm. 2.3.3, p. 48|. O

Les espaces de Besov homogenes ont des propriétés analogues aux espaces de Lizorkin-
Triebel homogenes. Voici quelques unes :

Proposition 1.12. (i) B;p = sz,p.
(ii) 9 q1 < q2, alors A5 — A .
(iii) B® '

; S S
p,min(p,g) Fp,q = Bp,maX(p,q)'
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(iv) Soient s1 > s9, 0 < p; <pa <00 et 0 < q,7r < 00. Si s —n/py = sy —n/ps alors

581 252 s52—n/p2  Ips1 252 151 152
Bplyq = Bpmq = BOqu ) Fpl,q = sz/pl et Fpl,q = Fp2ﬂ"'

Preuve. Voir [24, thm. 2.1]. O

Proposition 1.13. 570 < p,q < 0o alors Sy, est un sous-espace dense dans A;jq.

Preuve. Voir par exemple [10, prop. 3.11] ou [24, (1.6)]. O

Proposition 1.14. (i) Il existe deux constantes positives ¢ et ¢y telle que

cil £l

dg, SAPFO) g, < callf]

is ,
AP#I

pour toute f € A;q et tout A > 0.
(ii) Soit m € N. La fonction f de S.. appartient a A;q si et seulement si les dérivées

partielles f\@) e A;fqm pour tout |a| = m. De plus, l'expression suivante

S

laf=m

Apg™
est une quasi-seminorme dans A;q.

Preuve. Pour la preuve (ii) voir [8, prop. 2.1.1, p. 27] dans le cas B, pour (iii) voir
[12, prop. 5], [13, prop. 8]. O

Nous rappelons des estimations de type de Nikol’skij, et nous référons aux [12, prop.
4], [32, prop. 3.4] et [33, props. 2.15, 2.17].

Proposition 1.15. Soient a,b des réels telles que 0 < a < b. Soit (u;);ez une suite
dans S’ telle que
e U; est portée par la couronne a2? < |&| < b27,

s 1/q s
o Ai= (i Plully) " < o0 (A= | (Syen 217
(i) Alors la série 3z u; converge dans Sl et on a

>

jez, A4

1/q

< o0 dans le cas F)
p

< cA,

ot la constante ¢ dépend uniquement de n, s, p,q,a etb.
(ii) Sis > (n/p—n)y (resp. s > (n/min(p, q)—n), dans le cas F'), la méme conclusion
est valable pour a = 0.



Chapitre 1. Préliminaires 11

1.3.2 Le cas non homogeéne

Pour définir les espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel non homogenes, il suffit de rem-
placer la décomposition de Littlewood-Paley homogene par sa version non homogene
(voir la Section 1.1).

Définition 1.16. (i) L’espace de Besov non homogene By est l'ensemble des f € S’
telle que

e 1/q
17155, = (S 21Qufl) < oo

J=0

(ii) L’espace de Triebel-Lizorkin non homogéne F;, est ensemble des [ € S’ telle que

. 1/q
5, = | (2 1Q:67)
j=0

Remarque 1.17. Les espaces Aj; , sont des espaces quasi-Banach pour les quasi-

1.f1

< OQ.
p

normes, qui ne dépendent pas de la fonction p, voir par exemple [21, rem. 2.0, p.
51] ou [42, prop. 1, p. 46].

Maintenant, nous rappelons quelques inclusions entre les espaces de Besov et de Lizorkin-

Triebel non homogenes. Pour plus détails sur la caractérisation de A |

[2, sect. 6.2, p. 139], [39, chap. 2], [42, sect. 2.3.2, p. 46], [43, chap. 2].

voir par exemple

Proposition 1.18. (i) Si0 < ¢ < ¢ < 0 et e > 0, alors

s+e S S /
S A=A, A, =S

(i) B;,min(p,q) = Fpg = B;,maX(p,q)'
(iii) Soient 0 < p1 <p <py <00 et 0 < q,q2 < 00. Pour 0 < ¢4 < p < gqo <00 et

s1—n/p1 =5 —n/p = 53— n/ps, alors

S1 S 52
BPMIl - FIMI = BP2J12'

1.3.3 Relation entre A; et A;

Pour passer du cas homogene au cas non homogene, ou inversement, nous disposons la
relation suivante :

Proposition 1.19. Si s > (n/p —n)y, alors f € A;
flp € A;’q. De plus,

o St et seulement si f € Ly et

£ 1l + 11117

est une quasi-norme équivalente dans A; .

is
AP»‘Z
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Preuve. Voir 2, thm. 6.3.2, p. 148] pour p,q > 1, ou [43, thm. 2.3.3, p. 98]. O

Proposition 1.20. Si s > 0, alors pour tout f € As on a [flp € Az,q.

Preuve. C’est une conséquence de la Proposition précédente. O

1.4 Réalisations

Par définition les espaces A;q s’injectent dans S’_, cependant il existe une plus petit
entier v € Ny tel que A5  — . Nous allons faire de facon a I'apparaitre.

1.4.1 Distributions nulles a ’infini

On introduit la définition suivante :

Définition 1.21. On dit qu’une distribution tempérée f € S tend vers 0 a linfini si
haf tend vers 0 dans 8’ quand X\ tend vers 0, ¢’est-da-dire

lim (f(A7'(-),¢) =0, VpeS.

A—0

L’ensemble de telles distributions est noté C~'0.

Lemme 1.22. Si f € Cy est un polynéme, alors f = 0. C’est-a-dire, Coy N Poo = {0}.
Preuve. Voir [5, p. 46]. O

Voici quelques exemples de distributions dans Cy :

Exemple 1. (i) Soit 1 <p < oo. Si f € L,, alors f € C.
(i) St f € Lo ou f € Cy, alors 0;f € Cy (j=1,...,n).
(iii) Voir aussi les ezemples et les contre-ezemples dans larticle [15].

1.4.2 Réalisations (Généralités)

Définition 1.23. Soit k € NgU{oc}. Soit E est un sous-espace vectoriel de S._, muni

(o ops

d’une structure d’espace de quasi-Banach telle que E — S._ . On appelle réalisation
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de E dans S, une application linéaire continue o : E — §;, telle que [o(f)]p = f
(Vf € E) dans S, . L’ensemble d’image o(E) s’appelle I’espace réalisé de E.

Remarque 1.24. Nous rappolons que 'application ¢ est une bijection de E dans
o(E).

Nous avons quelques propriétés nécessaires a rappeler qui concernent l'invariance par
translations et par dilatations (c’est-a-dire, ||7.f|lg = |[flle ou ||haflle = X7 [l &,
Vi€ EreRaceR" et A>0):

Proposition 1.25. Soit 0y : E — S’ une réalisation. Pour toute (La)aj<n une famille
finie de fonctions linéaires continues sur E, la formule suivante définit une réalisation

de I/ dans 8’ :
o(f) (@) == oo(f)(x)+ > Lalf)z®

la] <N

Inversement, toute réalisation de E est donnée de cette maniére.

Preuve. Voir [8, thm. 1.4, p. 20], [9, prop. 1] ou [33, prop. 3.2|. O

Proposition 1.26. Soit E isométriguement invariant par translations. Soit o¢ : £ —
S;, une réalisation, commutant aux translations. Soit (Lq)jaj=r une famille finie de
fonctions linéaires continues sur E telle que

LooT, = L,.
Alors la formule

o(f)(x) = oo(f)(x) + > La(f)2® (modulo Py)

laf=k

définit une réalisation de E modulo Py, qui commute auz translations. Inversement,
toute réalisation de E modulo Py, commutant aux translations, est donnée de cette
maniere.

Preuve. Voir [8, thm. 1.5, p. 21] ou [9, prop. 2]. O

Proposition 1.27. (i) Sir ¢ Ny, alors E admet au plus une réalisation qui commute
auz dilatations.

(ii) Supposons que r € Ny et 0o : E — S’ une réalisation, commutant auzx dilatations.
Soit (La)|aj=r une famille de fonctions linéaires continues sur E telle que

Loohy=X"L,, ¥YX>O0.
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Alors la formule

o(f)(@) = oo(f)(@) + > Lal(f)2*

la|=r
définit une réalisation de E, qui commute aux dilatations. Inversement, toute réali-
sation de E, commutant aux dilatations, est donnée de cette maniere.

Preuve. Voir [8, thm. 1.6, p. 21], [9, prop. 4] ou [33, prop. 3.1]. O

1.4.3 Les espaces réalisés

Comme nous l'avons précisé au début de ce paragraphe, nous allons présenter un
nombre entier v € Ny tel que A;q — &S. Le nombre entier v = v(s,p,q,n) (avec
fixé v dans toute cette these) sera défini par

{ ([s—n/p|+ 1)y sis—n/p¢Nyouqg>1danslecas B (p> 1 dans le cas F),
V=

s—mn/p sis—n/peNyet ¢g<1danslecas B (p <1 dans le cas F).
(1.4.2)

Proposition 1.28. Soit f € A;q. Alors la série de Littlewood-Paley 37 Q; f converge
dans S!, vers un élément noté o(f). De plus, o(f) est l'unique représentant de f dans
S! qui vérifie : [o(f)]p = f, o(f) commute avec les translations et les dilatations dans
certains cas, et 0% (f) € Cy pour |a| = v.

Preuve. Voir [10, prop. 4.6] ou [33, thm. 1.2]. O

On peut aussi trouver la convergence dans S’. Pour cela, il faut ajouter un polynéme
a la série de Littlewood-Paley.

Proposition 1.29. Pour tout f € Af,’q on a la série o(f) converge dans S,

(0(f)]p=f dans S, et 0%c(f) € Cy si |a]=v.

La série o(f) est défini comme suit :
(H-1) Dans le cas s <n/p, ous=n/p et 0 <q <1 dansle cas B (0 <p <1 dans le
cas F),

o(f) =2 Qif (1.4.3)

JEZ.
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(H-2) Dans le cas s —n/p € RY\ Ny, ou s —n/p € N et 0 < ¢ <1 dans le cas B
(0 < p <1 dansle cas F),

o(f) = (Qif — X (i) (0)2"/al). (1.4.4)

JEZL || <v

(H-3) Dans le cas s —n/p € Ny et ¢ > 1 dans le cas B (p > 1 dans le cas F),

o(f) =2 Qif + 3 (Qif = 3 Q)@ (0)a/al). (1.4.5)

3>0 <0 o <v

Preuve. Pour plus de détails et la preuve voir [10, sect. 4] ou [33, thms. 4.1, 4.5]. O

Nous commengons maintenant par la définition des espaces réalisés A; , voir [5], [10],

ou [33]. D’apres la Définition 1.23, on pose ﬁ;q = U(A;q) et on a la définition suivante :

Définition 1.30. L’espace réalisé zzlf)’q est défini comme suit :

(H-1) Dans le cas s <n/p, ou s =n/p et 0 < q<1 dans le cas B (0 <p <1 dans le
cas F), (iciv=0),

A ={feS: [flpc i, et feCo}

(H-2) Dans le cas s —n/p € Rt \ Ny, ou s —n/p € N et 0 < ¢ <1 dans le cas B
(0 <p<1danslecas F), (icionav=I[s—n/p|+1 ouv =s—n/p, respectivement,
avec v > 1),

Z;q = {feS:[flre A3 f est de classe C*71,

p,q’

fP0)=0pour |B|<v—1 et f@¢ Cy pour la| = v}.

(H-3) Dans le cas s —n/p € Ny et ¢ > 1 dans le cas B (p > 1 dans le cas F), (ici on
av=I[s—n/pl+1>1),

flz,q = {feS:[flpe A;q, f est da classe C*™ 1,
FO0) =3(Q;1)P(0) pour |B] <v—1et f € Cp pour |af = v},
5>0
muni de la méme quasi-seminorme de A;q, c’est-a-dire
Iz, = el

Proposition 1.31. Dans les cas (H-1)-(H-3) on a

A =0(4,)
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Preuve. Par définition on a O'(A;q) C IZ;q. Pour linclusion inverse, soit maintenant
fe A alors [flp € A5 et f— o([f]p) € Peo. Par le Lemme 1.22 (c’est-a-dire,

C’gﬂpiq’: {0}) et puisquep’ga(f—a([f]p)) e Cy pour tout |a| = v, alors f —o([f]p) =
PeP,,
—dans le cas (H-1), v =0et f = o([f]p);

— dans le cas (H-2) et (H-3), on pose

P(a) = > asa’,

18]<v

alors par 'identification nous avons

Blas = (1 = 9o([f1p))(0) =0,

ce qui donne f = o([f]p). Nous concluons que f et o([f]p) coincide dans S/, et que

I'inclusion U(A;q) D ;1;761 est satisfaite. O

Exemple 2. Soient 0 < p < oo et 7 € R telle que —n < 7 ¢ 2Ny (avec T ¢ Ny si
n =1). Alors la fonction f définie par

flz):=|z|", VzxeR"

appartient a E;fgg/p. En effet, si T € 2Ny, alors [ est une polynéme donc [flp € B;}‘;g/p
est évitante (c’est-a-dire, ||[f]p|lgr4ne = 0, Vf € Px). On suppose maintenant que
p,00

7 & 2Ny, la fonction f n'est pas un polynome, localement intégrable (f € LY¢). Pour
tout A >0, on a

~

Foe =27 [ e af () = A TE),

dans 8', et [ est une fonction radiale, c’est-da-dire, nous pouvons trouver une fonction

~

g définie sur RT telle que f(&) = g(|¢]) ; comme T ¢ 2Ny, alors il existe une constante

co# 0 (cp = f(%) = g(’é’) = g(1)) telle que pour A = |€|7 (£ #0), on a
(&) = colg| "

Soit la fonction ) définie par o = fF1v, puisque B(€) = FENE) = colél(€) €
C*> et ™ (0) = 0,Ym € N, donc on a 1) € Sy. Alors

o~

Q;F(€) = 1(276) J(€) = 279 |277¢| " T(279¢) = 27y (279¢),

sur R"\ {0}, c’est-d-dire, Q; f(z) = 277(nt72in F=1yy(21¢). Par conséquent, nous avons
[’égalité
1Q; fll, = 277+ /PF 1|,

ce qui donne [f]p € B;;g/P.
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Maintenant, on démontre que f € Cy. Soit p € S et v:= ([s —n/p] +1)4 = [7] + 1.
e Pour —n < 7 < 0, on trouve immédiatement

[{FCA) @ =271l 00 (YA>0),

ce qui donne f € Cy (otiv =0).

e Pour 7 > 0, puisque si (‘3;f e Cy alors f() e Cy, V|a| = v. Il suffit donc étudier le

cas T < 1, c'est-d-dire, v = 1. On a |z|" = (22 + ...+ 22)7/?, et

O x|” =2(7/2)z;(af + ...+ 22D = |72
Alors pour tout A > 0, on trouve

(D1 FC/N) )| = A7

|T—2

<7'xj|ac ,gp>‘ " 0,

ce qui donne 0]1|ZE|T € Cy. Dans le cas T ¢ Ny garantit que =1 <7 —v sin = 1.

Finalement, on déduit que f appartient a B;fgg/p.



Chapitre 2

Convolution dans les espaces
homogenes 4

Dans ce chapitre nous donnons quelques généralisations sur la convolution liées aux J.

Peetre dans les espaces A g €t A; ¢ OU 8, p et ¢ qui sont de la maniere suivante : s € R,

0<pg<oxetp<oo dans le cas F', sauf indication contraire. Ensuite, on utilise la
notation suivante :

{ r:=min(l, p), u:=—s+ (n/p—n)y, et w(p,q) = w telle que

w=¢gsip>loug<p<lyetl/w=1/p—1/¢sip<min(l, q),

ouq :=q/(qg—1)sig>1etq :=00si0<qg<1. Onsedonne en outre une fonction
7y € D(R™\{0}) telle que 77 = 7- Les opérateurs ); sont alors définis de la méme fagon

que les Q;, c’est-a-dire, Q]f = (279 () f.

2.1 Généralisations de certains théoremes de Peetre

On désigne par &, , les espaces des suites (a;);ez qui vérifient :

lasseslly, = (S lasll) ™ < oo ot £ = £o(2: L,(®)),

JEZ

) |aj|q)1/

JEZ

< oo, ou &, = L,(R";4,(Z)),

p

la)sezlls,. m H

avec la modification usuelle si p = oo ou ¢ = 00
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Remarque 2.1. Soient 0 < u,v < o0, on a
Cu(Lp) = Lp(ly) = £o(Lyp),
pour tout u et v tels que
0 <u<min{p,q} et max{p,q} <v < 0.

Proposition 2.2. Soient ay,as, by, by des réels tels que 0 < a; < by et 0 < ay < by.
Soient (uj)jez et (v;)jez des suites dans S', telles que

e U, et v; sont portées par les couronnes ;29 < |€] < 0127 et ap2? < |€] < by2d,
respectivement.

o A:=(2"u))jezlle,, < oo et B:=|[(2"v))jezlle, ., < oo

Alors la série 3 ez u; * v; converge dans S,, (pour la définition de v voir (1.4.2)), et

Zuj*vj

JEZ.

< cAB,
p

ot la constante positive ¢ ne dépend que de n, s, p,q, ai,as,by et by, avecc=1sip > 1.

Preuve. Voir [17]. O

Théoréme 2.3. Soient t := min(1,p, q). Soient ay, as, by, by des réels tels que 0 < a; <
b1, 0 < ag < by et ay/by < bi/ay. Soient (uj);ez et (vj)jez des suites dans S', telles que
e U, et v; sont portées par les couronnes ;29 < |€] < 0127 et ax2! < |£] < by27,
respectivement.

o A= |(2uy)jenlle,r,) < 00 et B = [[(27"v;)jezller,) < o0

On définit la suite (ex)rez par :

ep =Y uj*vj_g, VkE€EL. (2.1.1)

JEZ

Alors la série Y ez €x converge dans S', et

1/q
(Z z—kwngkng) < ¢AB, (2.1.2)

kEZ

ot la constante positive ¢ ne dépend que de n, s, p,q, a1, as,by et by, avecc=1sip > 1.

Preuve. Pour la preuve de ce résultat nous allons la diviser en deux étapes.

Etape 1. Convergence dans S'. Tout d’abord on a u;j * vj_ = 0 pour tout j,k € Z sauf
si Gl/bg < 2_k < bl/ag.
Soient my, my € 7Z tels que a1 /by = 272, by /ay = 27 . Nous pouvons écrire

=Y Ui *Vj_g, My <k < mo. (2.1.3)
jez
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Par conséquent, pour toute ¢ € S nous avons

D lemal < X lellllelly,

keZ mi<k<mg

oup :=p/(p—1)sip>1letp :=00si0<p<1. Parla Proposition 2.2, il existe une
constante ¢ > 0 telle que
lerll, < c2¥AB. (2.1.4)

Alors de 'estimation (2.1.4), on obtient

> lews )l <cABllglly > 2%
kEZ mi<k<mg

< 1 AB|g,y < .

Etape 2. Preuve de (2.1.2). On distingue deux cas.
e Le cas p > 1 ici p = —s. En appliquant 1'inégalité de Young, on obtient

1/q q\ /1
ksq q ks
Yo2%erlly) < {20 (D0 2% My * vyl
kez keZ N jeZ
A . g\ /4
< (S (S 2oy 2410r-u1)')
keZ

JEZ
q 1/‘1
< (Z (Zz@—l)suuk_lup 2’SHU_ZH1) ) : (2.1.5)
keZ el

— Si ¢ > 1, alors par 'inégalité de Minkowski, I’expression (2.1.5) est majorée par

Z2ls||v l||1<22(k—l)sqnuk lHq)l/q
- —vlip

leZ keZ

1/q
< (S 2 luls) (S 2hls) < 45

leZ keZ

— 510 < g <1, alors en utilisant le Lemme 1.5, 'expression (2.1.5) est majorée par

1/q
(3 2% ey 2ol

kEZ IeZ
1/q 1/q 1/q 1/q
< (S 2oalt) (S 2 aly) < (S ul) (3 2 )
leZ kEZ leZ keZ

< AB.
o Lecas0<p<1icipu=—s+n/p—n.Dapres (2.1.3) il est clair que

suppv; x C{E € R™: €] < 2™} pour my < k < my.
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Donc le Lemme 1.8 permet d’obtenir
a5 vl < € max(by, by 272)" P 2027 | o |-

Par le Lemme 1.5, on obtient immédiatement

k Vg . ‘ q/p\ 1/
(T2 lecly) ™ < e 2 20l

keZ kezZ JEZ
a/p\ /4
< <Z(ZQ(J )(n/p—n)p 21<:sp||u]||p||vJ ka) >
kEZ * jEZ
<

, - a/p\ /1
o[ (2l 2obriom, )™
keZ

jET

a/p\ /4
< c( > (22(l+k)sp|yul+k\|§ Ql(s+n/pn)p||v,y|§) ) . (2.1.6)
keZ “ el

Maintenant, nous séparons cette estimation en ce qui concerne ¢ dans deux cas :

—Si p < ¢ (ici ¢ €]0, ¢]), alors par 'inégalité de Minkowski le terme droite dans (2.1.6)
est majoré par

z L p/a\ 1/
o[ S22 ualy)™) < can

IEZ keZ

—Si g < p, par le Lemme 1.5 avec d := ¢/p le terme droite dans (2.1.6) est majoré par

1/q
C( Z Z 2l(n/P*nfs)‘1HUng 2(l+k)quul+ng>

keZ leZ

1/q
< C(ZQluquHgZQ(l-&-k:)ququHg) < cAB.

leZ keZ

Par conséquent, on a le résultat souhaité. 0

Théoréme 2.4. Soient t := min(1,q) et § > n/min(p, q). Soient ay, as, by, by des réels
tels que 0 < a; < by, 0 < ag < by et ay/by < by/ay. Soient (u;)jecz et (vj);ez des suites
dans §', telles que

e U, et v; sont portées par les couronnes ;29 < |€] < 0127 et ap2! < |§] < by2d,
respectivement.

o A= [[(@u)ealliyey < 00 et B = 2791+ 2] [JPug)senllumy < oo

On définit la suite (Ek)kez comme dans (2.1.1). Alors la série Y ez € converge dans

S, et

1/q
(Z 2ksq|<€k|q)

|| keZ

< cAB, (2.1.7)

p
ot la constante positive ¢ ne dépend que de n,s,p,q,ay,as,by, by et 3.
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Pour la preuve, on introduit la fonction maximale de Peetre :

ujﬁ(x) = sup (1 + |27y]) P|u;(x — y)| (VzeR",j €Z,5>0).
yeRn

Proposition 2.5. [l eziste ¢1,co > 0, tels que si f > n/min(p, q) et (u;)jez une suite
dans 8" donnée comme dans le Théoréme 2.4, alors

el (2705 el ey < 11(27u5)seallnyey) < c2ll(22%u) ezl -

Preuve. Voir [42, p. 30]. O

Preuve du Théoréme 2.4. Nous allons démontrer ce théoréme en deux étapes en
utilisant la Proposition 2.5.

Etape 1. Convergence dans S'. Par 'Etape 1 /preuve du Théoreme 2.3, nous avons

Dl < X lelplielly, VeesS.

keZ m1<k<mg

Pour 5 > n/min(p, q), il suffit d’observer que

: ui(- —y)
s vy-slly < || [ o @)1+ 2yl 2y

(1+2[y|)?

<l [ o)1+ 2 lg)) dy,

p

par l'inégalité élémentaire

(1+2y))? < cmax(27%7 2%9) (1 + 277 *|y|)?, VB >0,Vj, k<€ Z, (2.1.8)
ou ¢ indépendent de j et k. Donc ce qui donne (avec 8 > n/min(p,q)) :
Jug vyl < 0275 max(2747, 29) 2 s ) [ 270y ()| (1 + 2y Py

< ¢ maX(Q—ks’, 2—ks”) Sup 2(l+k)s|u23rﬁk(.)|

l+keZ
< ep max(27%, 2752 ) el ny e 127 (14 2] - )Pzl ow ()

sup 27"(|(1 + 2'[y]) v 4
p lEZ

ous :=s+pc€Rets”:=s—p R Alors par les inclusions (;(L1) — lo(L1) et
L,(¢;) = L,({~), on trouve que série Y.<z |(€k, ¢)| est majorée par cAB.

Etape 2. Preuve de (2.1.7). Nous distinguons deux cas.
e Le cas ¢ > 1. En utilisant I'inégalité de Minkowski (deux fois) et I'inégalité (2.1.8)
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(ot (14 2F|y])? < c(1+ 2Yy|)P et my < k < msy), on obtient

<22’“qlsqu) <k€Z</ > 25 ui (- = y)vyaly )|dy) )Uq

keZ JEZ
) 4 q\ /4
< [ (S (2602 l)')
R™ \kez \jez
s I 3 B S R s er q>1/qdy
R™ ez : ke (1 + 20F[y[)s

1/q
<e [ 2 um)l+ 2 (X 2 o) Cay

R™ ez keZ

msq|,,*,8|q 1a —ls l B
el Yo 2mul|t) Y27+ 2 ) ulh

meZL leZ

On passe a présent au calcul de la quasi-norme L,,. Par 'inclusion ¢;(L,) < ¢1(L;), on
obtient

1/q
s 2a) ] <
p

H keZ

H meZ
< cAB.

e Le cas 0 < ¢ < 1. Par le Lemme 1.5 avec d := ¢ et Pinégalité (1 + 2/+F|y[)? <
c(1+2'y|)? pour m; < k < my, on a

. 1/q L 1/q
(Zz sqygkyq) < (ZQ “3 |y wm)

kEZ kEZ JEZ
g\ /4
= (ZZ (/ 28y (- y)vj—k(y)ldy) )
kEZ jEZ
1/q
ks| Wrs(c —y) I+k), \8 1
< ([ 2]t s (o 244 ) )|y )
<%:zé re | (1 4 2HR]y[)P
(I+k)sq|. =B [ \1q s Y 7\ /e
<ol T X 2 i) [ 271+ 2yl uily) iy
I€Z ke R
1/q
< o X 2 a0 20+ 2 )l
meZ €7

. 1/ : . e
Alors nous calculons la quasi-norme L,, de (Zkez 2ksq |5k|q) * alors I'estimation désirée
est obtenue. Ce qui termine la démonstration. 0
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2.2 Remarques sur des cas particuliers

Dans ce paragraphe nous donnons quelques généralisations des théoremes de [8, chap. 4]
ou [38, chap. 8] au cas 0 < p,¢ < 1. Nous commengons par le corollaire suivant :

Corollaire 2.6. La série 3¢y, Qje * Q) f converge dans S’ vers un élément noté par
0® f, qui vérifie
10® fllp < cllO]] s, [1.f]

pour toute f € A3 et toute 6 € A¥

p?q T"JJ ’

(avec c =1 sip>1).

is
APJI

ot la constante ¢ > 0 est indépendante de f et 6

Preuve. Une conséquence immédiate de la Proposition 2.2. Il suffit de poser u; := @, f

et vj == @jH. 0

Théoréme 2.7. La série 3¢y, @jGA * @, f converge dans S;, vers un élément noté par
O\ ® f ou 0y = A""0(\"L(+)). De plus :
(i) il existe une constante ¢ > 0 (avec ¢ =1 si p > 1) telle que l'inégalité

N16a @ fllp < el £y, (VA >0) (229)

est satisfaite, pour toute f € A]SJ,q et toute 6 € A¥

T,w’

(ii) on pose t := min(1, p, q) et X := 27%. Alors il existe une constante ¢ > 0 (avec
c=1sip>1)indépende de k telle que l'inégalité

1/q
(2t ® 1) < clOlag, 11,

kEZ

est satisfaite, pour toute f € B;q et toute 0 € Bﬁft.

Preuve. La convergence de ;¢ QJH,\ * (), f dans S, est comme dans la preuve de la
Proposition 2.2, et nous omettons les détails. Sa limite sera notée par 6, ® f.

Etape 1. Preuve de (i). En utilisant la Proposition 1.14 /(i), on obtient (2.2.9).

Etape 2. Preuve de (ii). La preuve de cette étape se trouve dans Particle [17]. O

Soit M, f la fonction maximale de Littlewood-Hardy telle que

1/t
Mf(@)i= (sup B[ [ (pw)ldy) L (Vf € LY, Vo e RY, Ve > 0),
r>0 B(z,r)

ou B(x,r) est la boule ouverte de centre x et de rayon 7.
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Lemme 2.8. Soit 0 <t < 1. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que l’inégalité
_ n/t—n 1/t
F 7w f@)] < Rl g (M f11(2)) (2.2.10)

est satisfaite, pour tout R > 0 et toute p € D et f € C* avec p et f sont portées par
la boule {& € R™ : || < R}. La constante ¢ ne dépend pas de o, f, R et x.

Preuve. Voir [29] ou [25, prop. 3.13] ou [52, prop. 6.1, p. 150]. L’inégalité (2.2.10) est
connue sous le nom de Marschall. O

Lemme 2.9. Soient 0 < p <00, 0 < ¢ < o0 et 0 <t <min{p,q}. Alors il existe une
constante ¢ > 0 telle que l'inégalité

1/q 1/q
(Z(Mtfj)q> <c (Zlfj|q)
JEZ P JEZ p
1
est satisfaite, pour toute suite de fonctions (f;);ez telle que (ZjeZ \fj\q) /i < 00
p
Preuve. Voir [19] ou [49, thm. 2.2]. O

Théoreme 2.10. Soient 0, € Bﬁr oua € R 0<r<oocetl=1,.. N, telle que 6, ne
s’annulent pas simultanément sur 1/2 < |&| < 3/2. Alors il existe une constante ¢ > 0
telle que l’inégalité

N

~ 1/q
i < 03 (2 D) (2.2.11)

(=1 “keZ

/1

—

est satisfaite, pour toute f € S, avec 5&2_;@ = 9}(2_’“())

Pour la preuve de ce théoreme, on utilise le lemme suivant (voir [8, coro. 1.3.1, p. 9]) :

Lemme 2.11. Soit E ['une des algébres, E = F(L1), ou E = C™, pour tout m €
No U {o0}. Soient f et gi,...,gn des éléments de E. On suppose que supp f C K
(K C R"™ compact) et qu’en chacun de ses points l'une au moins des fonctions g, ne
s’annule pas, pour tout £ = 1,...,N. Alors il existe des éléments vy, ...,vn de E, avec
supp v, C K, telle que

N
F=> v
(=1
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Preuve du Théoréme 2.10. Soit f € S. . Prise dans compte le support de 9}, telle

0= Qube.

kEZ

que

En effet, si 0, € Bf‘T alors Q0, € L, pour tout k € Z, ¢’est-a-dire, 59} € FL, telle que
v =77 et ¥(€)0,(§) # 0 dans la couronne 1/2 < |¢| < 3/2. D’apres le Lemme 2.11, il
existe une suite (vy); dans FLy, telle que

Z’U@ 9@ ), V¢ € R™.

Il est clair que

o~

R N
YR (&) = S we@FOF2TF)B(277) F(€).
=1
Donc nous pouvons écrire
N ~ ~
Qkf = Z 9[7271€ * f * Qk(an(fil’Ug)(yc))
=1

On distingue deux cas :
e Le cas p > 1. Dans ce cas il suffit d’appliquer 'inégalité de Young, on obtient

1/q
(ZT“"(;H%MM + Q27 (F o) (24) H))

keZ

< (Z 2k5qez_:1 Hém_k * fHZ H@k(an(}"_lm)(Qk.))Hj)l/q

keZ
al ksql| g TN A (okn/ - k 1
<a Y (2 fs S]] @@ F @ )[!)
(=1 “kezZ
ou la constante ¢; ne dépendent pas de 6, et f, et on a
| Qe (F o) (28))]|, < el F M eelly < oo,

alors nous déduisons I'estimation (2.2.11).
e Le cas 0 < p < 1. En utilisant le Lemme 1.5 et l'inégalité de Marschall (2.2.10), on
obtient

n/t

(éz’“q(wﬂ )| G2 (F 100 (@) [y | (M By 5 1 <>)1“Hj)q/p) "

ou la constante ¢ est indépendante de k, et on a

|Guten (Fun) 20

o =TT O)

e = 270 1 Fg | e,
1,t 1,t
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et encore par I'inégalité maximale de Hardy-Littlewood (voir le Lemme 2.9) en choi-
sissant p/t > 1, il est facile d’obtenir les estimations suivantes

| 012msx 71O)™| < M1 11, < e Brae = £V, = €xBrae = 7

Par conséquent, nous prouvons que

N _ q/p
5 < CQ(Z 203 [l o 1) )
/=1 ’

kEZ

1/q

1.f]

N ~ 1/q

<oy (X 2Tl s < F13)
=1 “keZ bt

ou la constante ¢35 dépend seulement de N, donc nous déduisons 'estimation (2.2.11).

Ce qui termine la preuve du Théoréme 2.10. 0

Remarque 2.12. Le Théoréme 2.10 donne une extension au cas p et ¢ < 1.

Remarque 2.13. (i) Dans le Théoréme 2.10, on peut remplacer la couronne 1/2 <
€] < 3/2 par la couronne a < || < b avec 0 < 2a < b (voir [8, thm. 4.2/2, p. 53]).

(ii) Le Théoréeme 2.10 est vrai si l'on remplace [’espace Blar par lespace C™ (car,
ve € C™ implique yvy € C™, ou y € C™ woir aussi le Lemme 2.11).

Exemple 3. Soit g € S, et m € Z. Alors pour tout £ € R™ la fonction ¢ définie par
2(&) = 1€"g(&)

appartient a Bl_,f, ou 0 <r < oo.

En effet, soit g € S, on définit Q;p = 2I"F 14(27) x ¢ et ¢ € S telle que (€)==

€mr(), alors | o
Qip(§) =278 @(&) = 2Mp(277€)g(&).

Ce qui implique que Qo = 2™, x g avec ;(-) = 20™p(29(+)). Alors en utilisant

l"inégalité de Young, on obtient l’égalité

D27 Qplly = 32 oy gy =N+

JEZ JEL
ouly =3 0., et Iy =350 ...
D’abord, pour l’estimation de Iy, par remarqué que g € S, alors il existe M € Ny
telle que ||v; * glli < c127M¢r(g) pour chaque j < O (voir le Lemme 1.1), alors nous
pouvons choisir un nombre entier N1 qui satisfait Ny > s — m, telle que

I < C(CM(Q))T 3 2ilmms N o0,
3<0
Maintenant, pour l’estimation de Iy. En raisonnant comme dans [’estimation de I
alors ||v; % gl < 1279™2(y(g) pour tout j € Ny et tout M € Ny (voir aussi le Lemme
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1.1), alors nous pouvons choisir un nombre entier No qui satisfait Ny > m — s, telle
que

I < C(CM(Q))T S ilmmsm N o

Jj=0

Ce qui donne que @ appartient a Bfﬁ

2.3 Des inégalités de convolution dans les espaces

As
Ap q

Dans ce paragraphe on prolonge les résultats de la Section 2.2 aux espaces homogenes
réalisés Aj , ausens ot 0 ® f=0x* f ou ”@® " est définit dans le Corollaire 2.6.

Lemme 2.14. Soit k € NoU {oo}. Si f € S, (resp. Si) et 0 € Sy, (resp. E'), alors
O« feS (resp. S).

Preuve. Supposons que f € §;, et § € Si. Alors on a
0% f,0) = (f,0% ), VpeD,
avec 0(x) := 0(—x). Il est clair que l'on a 0 % v €Sy, car
Flrp)=2m)"(F0)-¢ et (FO@0)=0, Va|<*k.

et D est dense dans S.
Supposons maintenant f € Sy et § € £'. 1l suffit d’observer que F(0 % f) = 6.f

et le fait que f@(0) = 0 si |a|] < k et 6 est une fonction de la classe C™ avec
0B ()] < cpm(1+]€])™ pour tout m € Ny et tout 8 € N, voir [22, thm. 1.7.5, p. 20].
Ce qui termine la démonstration. O

Théoréme 2.15. 1] existe une constante ¢ > 0 (avec c =1 sip > 1) telle que l'inégalité

16+ fllp < clllblll iz, 1Lf]2|

est satisfaite, pour toute f € lef,’q et toute 0 telles que [f]p € A,’fw et eSS oubel.

A, (2.3.12)

Preuve. La démonstration de ce résultat peut étre trouvée dans [17]. Voici les grands
lignes de cette démonstration :

e On démontre que 6« f =0 ® f dans S,,.

e On introduit la suite de fonctions (gx)ren, définie par :

g =0x f—0x(S_rf), Vk € Np.
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On démontre (2.3.12) pour cette suite et on applique le lemme de Fatou. 0]

Remarque 2.16. La condition sur f garantit un "bon' représentant. En effet, si nous

S
p,q’

contradiction. Par exemple, supposons que (2.3.12) soit valide dans ce cas. Soit f un

remplagons ’hypothese f € /le‘iq par [f]p € A5 il est possible de tomber sur une

polynéme non nul sur R”; alors ||[f]p|

0:= > &%,

|k|<m

4is = 0. Nous prenons
p,q

Nous avons [f]p € Bg{ﬁ*”*m avec 0 < p < oo (voir ci-dessous), alors
e si 0 < p <1, on choisit s :=m et ¢ < p, on trouve
1161l - NFLl 5, = O,
e si 1 < p < oo, on choisit s :==m+n —n/p, on trouve
11612 v N e = 0.

cependant

0= IO,

|k|<m

il est donc impossible de satisfaire (2.3.12) puisque son c6té gauche est oo.

0= kj<m §®). Alors [0]p € Bg’{}g*”*m. En effet, un calcul facile donne :

Q,0(z) = Z cz2j(k+”)(f*17)(k)(2jx).

[k|<m

Ensuite, on passe a la norme L, de cette fonction, il vient

1Qifll, < D2 2 N(F W@ ()

[k|<m
=c Y, ikt g=in/p||(F~14)®)|
|k|<m
=c Y 21 (k+1/V') < oy Qi(mAn—n/p)
|k|<m

ce qui donne
279 DQ; flp < e

et on passe au supjez - - -, on trouve || f|| sn/p—n-—m < 00.
P,o0

Remarque 2.17. Si § € S, alors le Théoréme 2.15 est valable pour [f]p € A;q
seulement. En effet, d’apres le Lemme 2.14 ona 0 f € &', et si [f1]p = [f2]p = f alors

fi—fo=PeP, et PxO=0.

(Rappelons que F(z* % 0) = c06() = 0 car 09 (0) = 0 pour tout a, 3 € N).
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Théoréme 2.18. Soit 0, telle que 0 == O(\(-)).
(i) Il existe une constante ¢ > 0 (avec ¢ =1 sip > 1) telle que l'inégalité

A0 fllp < clllBlpll iz IIf]P]

As. (VA >0)

est satisfaite, pour toute f € A% et toute 0 telles que 0)p € Afw et e Soub el

p,q
(ii) On pose t := min(1, p, q) et X := 27%. Il existe une constante ¢ > 0 (avec ¢ =1 si

p > 1) indépende de k telle que l'inégalité

5 S
Bpq

1/q
(20 £l2) < cllelelag, I1F1p]

kEZ

est satisfaite, pour toute f € B®_ et toute 0 telles que [0]p € Bﬁft etdeSoubel.

p.q

Preuve. Voir [17]. O

Remarque 2.19. On considere la fonction 0, définie comme 6 := A""0(A7!(-)), pour
tout A > 0. Alors le Corollaire 2.6, donne une généralisation de [38, thm. 1, p. 156].

Pour les parametres w > r, nous avons Bl — Al , en particulier By7 < Ay, si

rw?

p > 1, ce qui couvre le résultat donné dans la référence précédente.

2.4 Extensions et applications

On s’intéresse a une extension aux espaces de Sobolev homogenes Wg” telle que
Wy={fes,: f@el, lo|=m}, (VaeNj, ¥meN),
et 1 < p < oo. L'espace WI;" est muni de la semi-norme

”fHWI;n = Z Hf(a)Hp'

laj=m

2.4.1 Convolution avec ’espace de Besov a poids

On définit 'espace de Besov homogene a poids B;:g, (voir [37]).

Définition 2.20. Soit a > 0. L’espace de Besov homogene a poids B;’g est [’ensemble
des f € S telle que

/]

. q\ /4
(1+2]\-|>anpr) < .

e — J5q
g = (22

JET
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Proposition 2.21. (i) B3 = B3,
() By By, sia<ar

(iii) By¢ < Byve sis—mn/p=s—n/p1 et p <pr.

Preuve. La preuve est la méme comme dans I'espace By ,, nous nous référons a Ja-

werth [24]. O

Théoréme 2.22. Soient a > n/min(p, q) et t := min(1,q).

(i) Soient f € F]iq et 0 € Bl_fa Alors la série Y ez, Q051 x Q,f converge dans S,
vers un élément noté 0y-1 ® [ pour tout k € Z. De plus, il existe une constante ¢ > 0
indépende de k telle que pour toute f et toute 6, on a

X 1/q
(S 20,1 117)

< 6] -+
keZ ’

p

|fHF;q

(ii) Soit f € ﬁ";q. Soit 0 telles que [0]p € Bi" et 0 € S ou 0 € E'. Alors I'inégalité

1/q
H (20,0 17) | < llOlplsepe U1z,
keZ p ’
est satisfaite. La constante ¢ > 0 ne dépend pas de k, f et 6.
Preuve. Voir [17]. O

Les résultats énoncés ci-dessous se trouvent aussi dans l'article [17] dans le cas B.

Théoréme 2.23. Soient 1 < p < oo et m € Ny. Alors il existe une constante ¢ > 0
telle que l’inégalité
16+ Fllr < cllBllLio 1l

est satisfaite, pour toute f € W;” et toute 0 telles que [0]p € A%l et eSoubel.

Nous notons que sous les hypotheses de ce théoréme, 6 % f est bien défini, voir encore
le Lemme 2.14, ou [22, thm. 1.7.6, p. 21] et [41, thm. 30.2, p. 317]. D’autre part, la
preuve est basée sur la proposition suivante :

Proposition 2.24. Soient m € Ny et 1 < p < 0o (avec p < oo dans le cas F'). Alors
on a linclusion WI’)” — Agfoo.

Preuve. D’abord, par l'inégalité de Young on a

1Qifllp < cllfllp, Vf € Ly,
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et pour tout j € Z, on obtient L, — Ag,oo- Maintenant, par la Proposition 1.14/(iii)
on a

Wl = 3 1@l <e 3 159l = el

laj=m laj=m

ot f(@) e A?

oo €€ qui donne I'inclusion souhaitée. O

Preuve du Théoréme 2.23. En utilisant la Proposition 2.24 la preuve est la méme
comme dans [17]. O

Remarque 2.25. Similaire au Théoréeme 2.23, on a

10 fllyyze < clllO)pllig (i, k=12,

pour toute f € W;” et toute 0 telles que [0]p € A’f,l etdeSoubel.

2.4.2 Applications

Voici cinq exemples d’application du Corollaire 2.6 et du Théoreme 2.15. Pour les
exemples 2,3 et 5 les détailles se trouvent dans l'article [17].

1. On considere 0,4(x) := 0(x) = |z|? avec —n < d ¢ 2N,. Alors on a [0]p € Bgﬁo”/’“; ici
r €]0,00]. En effet, puisque (£) = col&| ™% et si on définit 1) € S, par

B(€) = colé] (8,

alors ||Q0||, = 27F@+/)|]1p]|,., pour plus détails voir I'exemple 2.

Maintenant, en utilisant I'opérateur ® comme défini ci-dessus, alors pour tout s < 0,
d:=—-s—n¢2Nget —si0<qg<p<1, —oup>1let0<qg<1, (ici r :=min(l,p)),
alors il existe une constante ¢ := ¢(n, s, p,q) > 0 telle que

10-s—n ® f”p <c| fl

5., (VIEB).

On note que nous ne pouvons pas remplacer 6 ® f par la convolution usuelle 6 x f;
pour voir cela, il suffit de tester par exemple la fonction constante f(x) := 1 pour tout
r e R".

2. On considére une fonction 6 telle que 6(¢) := (e — 1)™. 1l est clair que 'on a

0(x) = Jio @) (—1)™75_,
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ou d_j;, est la distribution de Dirac au point z = —jh, alors on a

15 (D)

En conséquence, par le Théoréme 2.15, pour tout ¢ €0, 1] et tout p > g et m € N, il
existe une constante ¢ := ¢(m,p, q) > 0 telle que

1A7fl, < cllflpllsg,  (0f € BY,).

Cette estimation est fausse avec I'hypothese [f]p € BS’Q seulement. FEn effet, soit
fo(z) := 27", alors ||[f0]7>||32q = 0, tandis que A} fo(x) = m!h}* pour tout z,h € R",
ce qui implique [|[A} fol|, = 00

3. Soit ¢ est une fonction de classe C*° dans R telle que o(t) = 1 pour ¢t < e2 et
o(t) =0 pour t > e 2 Pour a > —n et 8 > 0, on a la fonction

Oa,5(w) = |2|"(—log|a])Pe(lz]), = €R™

Alors 6, 5 € &', et pour tout s < 0, a := —s—n # 0, (p,q) €]0,00]* (p # oo dans le cas
F), r := min(1, p), w est définit comme dans le début de ce chapitre et fw > 1 (avec
pr > 1 dans le cas F') pour o # 0, on trouve une constante ¢; > 0 telle que

10-n—s,5 % fllp < alllflpll 4,

et pour 0 < p<oo,a=0et (+ 1w >1 (avec (5 + 1)r > 1 dans le cas F'), il existe
une constante ¢y > 0 telle que

1605 % fllp < call[flpllizn  (VF € A2,

4. En cas particulier p = ¢ = oo : Soit a € R"\{0}, telle que 0 := §, — J et par exemple
f(z) == 2%+ 1, alors [0]p € Ay} pour tout s < 1 et [f]p € BOOOO car ||[f]p]

(Vf € A3,),

%m:o

(rappelons que Bgo,oo = (), alors on a
[flr®@[0lp =0, et (f*6)(z)=—2az+a’,
donc ce qui donne f x 0 ¢ Lo,

5. Soit X la fonction caractéristique du cube unité [—1,1]" dans R™. Il est clair que

n
H 153_ 15] £J
Alorspour—n<s<0et0<q§oo,ous:—net0<q§1,ona

1 fll, < elllflplls,  (9F € By,
ou c¢ est une constante qui ne dépend que de n, s, p, q.

Remarque 2.26. Les exemples ci-dessus peuvent étre adaptés selon les Théoremes
2.18, 2.22.



Chapitre 3

Estimations de type de
Gagliardo-Nirenberg

Dans ce chapitre, nous étudions certaines inégalités de type de Gagliardo-Nirenberg
dans les espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel homogenes. Nous nous penchons sur
la caractérisation des espaces réalisés par des estimations de ce type. Nous notons que
les résultats de ce chapitre sont des généralisations de celles de 'article [15].

3.1 Génératisations

Nous allons utiliser la notation &, , définie dans le début de Section 2.1. On commence
par l'inégalité suivante :

Lemme 3.1. Soit 5 > 0. Alors on a l'inégalité suivante
B
Soite 2
— Blog?2

320

Preuve. Par la formule de Taylor, il vient
1
20 =1+ Blog2 + §B2(log2)2 +...>1+(log2.

Alors 5 5
S = b _ 2 < 2 .
1—2# 20 —1 7 flog2

320
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Proposition 3.2. Soient 0 < p,q < oo et m > 0 (avec p < oo dans le cas F). Soient
a,b des réels tel que 0 < a < b. Soit (f;);>0 une suite dans S’ telle que }; est portée par
la couronne a2? < || < b2, et (2MHVPf) 5o dans &, ,. Alors la série >i>0 fj converge
dans S’ et il existe une constante ¢ > 0 telle que ['inégalité

i

3>0

< ¢ m+n/v)1/q 12m+n/vl|(2m+n/pf )]>0||€ (3.1.1)

v

est satisfaite, pour tout v € [p, 00| (avec v < 0o dans le cas F'). La constante ¢, peuvent
étre choisis telle que ¢ := max(1,p™"?) sip <v etc:=1 sip=wv, voir (1.2.1).
Remarque 3.3. Dans la Proposition 3.2, la consante c est independente de v ; en effet,
on a ¢ := p, n/p=1/%) avec po = [p/2] — 1 € N telle que py > p/2, voir par exemple (35,
thm. 4], alors

0<c<p/p<max(1,p”/p), si p<w,

et cependant on a ¢ := 1 si p = v, voir encore le Lemme 1.6.

Preuve de la Proposition 3.2. Nous ferons la preuve dans deux étapes.

Etape 1. Dans le cas B.
1.1. Convergence dans S'. Soient ¢ € S et n € D(R"\{0}) une fonction positive et
radiale telle que n = 1 sur a < |¢| < b. On définit n; := n(277D), pour tout j € Ny,
cest-a-dire, 7;g := n(277(+))g, alors on a f; = n;(f;). Donc, en utilisant la propriétés
de 1, nous pouvons écrire (f;, ¢) = (f;,n;¢), et on démontre que la série

> S me)| < oo

=0
Pour la démonstration, on distingue deux cas :
e Le cas 1 < p < oo. En utilisant I'inégalité de Holder (avec 1/p + 1/p’ = 1) et par le
Lemme 1.1, on peut choisir un nombre entier Ny qui satisfait Ny > —(m +n/p). Alors
pour quelque M € Ny, et pour ¢ > 1, on obtient

S < - Imsellyllfilly < erar(p) Do (@D || fi]|) 279 Rarmn/p)

>0 >0 j>0

. N e
< eCule (221 mn/p)a| f|4 ) (ZQ—J(m+N1+n/p)q) ! 7 (1 + 1_ 1)

>0 Jj=>0 q ¢
< e (D127 £) 0|y (r,)-

Pour 0 < ¢ < 1, en utilisant I'inclusion ¢,(L,) — ¢« (L,), ¢’est-a-dire,

1500 < 3 Il il < 6@ 1) ol a3 27,

J=20 j=0 J=0

et donc on trouve Y-;5q [(fj, ©)| < oo.
e [Le cas 0 < p < 1. Dans ce cas en utilisant le Lemme 1.6 et aussi le Lemme 1.1
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(c’est-a-dire, Vj, No € Ny on a [|n;j¢lle < 2792 (p)), avec le choix d’un nombre
entier Ny qui satisfait No > —(m + n), pour quelque M € Ny, on obtient
Sl <Dl < e D 2P nyell,

J=0 J=0 J=0

< ey 20 fll el

Jj=0

< eoCur() Z(ga’(ern/p) 1£511,) 9—j(n+No+m)
Jj=0

Nous allons maintenant utiliser aussi U'inclusion ¢,(L,) < ¢ (L;) (¥p > 0 ), on trouve

Z [(fi, o) < esCu(p) SQE 9d(m+n/p) I £l Z 9—j(n+Nz+m)
JZ

j>0 Jj=0
< ()P £) 20 lleg(Ly)

et donc on a >0 [(fj, ¢)| < 0o.

1.2. Preuve de (3.1.1). Posons f = >~ f;. Nous séparons les cas selon ¢ et v.
e Lecas¢g>1et v>1. Parle Lemme 1.6 et I'inégalité de Holder, on obtient

Il = | o il < DMl < e 22022 £
>0 v 350 720
< ey Y (2P| f|,) 27O )
>0
. 1/q . N Ve
< e A g) (2 ) (g = g/ tg - 1)
§>0 Jj=>0
) N L/d .
< CI(Z 2](m+n/v)q> 127 2) £3) 50l eg 2y
70

avec ¢ independente de v, voir la Remarque 3.3. Maintenant, il suffit alors d’appliquer
le Lemme 3.1, ce qui donne

9(m+n/v)q 1/q i)
7l = Cl((m+n/v)q'10g 2) I f5)iz0llegry)
(m A+ 0 /)T o it
(¢’ log 2)1/¢ o H(QJ( i /p)fJ‘)jonéq(L,,)

< ¢ (m A n o) a2 D) )y ).

elecasgq>1et 0 <wv < 1. En utilisant le Lemme 1.5, le Lemme 1.6 et I'inclusion
(,(Ng) = ¢,(Ng) car p < v, on obtient

s < (k)"

j=0 v Jj=0

1/p (n/p—n/v) 1/p
<(Slsle) " < e y)

j=0 j=0

£l =
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1
< C<Z Qitmtn/olp | f.|12 2—j(m+n/v)p) &

J20

, p
<o S ) Y@ ) ol

J20

Aussi, en appliquant le Lemme 3.1, on obtient immédiatement ’estimation souhaité :

£l < 1 (m+nfo)~/P2m /o) (200m5/P) £y oo r,)
< e (m 4 o) ram (200 £y oo (2, (3.1.2)

puisque —1/p < —1 < 1/¢ — 1 et nous avons U'inclusion ¢,(L,) < (L), et le terme
droite dans (3.1.2) est majoré par

¢ (m—+n o) amteminl) (0emanie) £ ol r)-

e Lecas 0 < g <1etwv>1. De maniere analogue au cas précedente, d’apres le Lemme
1.5 et le Lemme 1.6, on trouve

1/q 1/q
i< (S15) ) = (S sle)
j=0 v J=0
. 1/q
< o o2 o)
320
, , 1/q
< c( Z 23(m+n/p)q”fj quo 23(m+n/v)q>

320

< c(m+n /o) /T2 (IO £ 50l 1),
puisque on a l’estimation suivante

Jomn/a _ (g=i(min/o))a(1=1/)g—j(mn/e) (avec 27907/ < 1 i > 0)

< k(m+n/v ) a(1=1/q)

IN

/\

k>0
< ( m 4+ TL/U 12m+n/v
< ey (m+ n/v)q(l/qfl) ga(m+n/v)

1-1
)Q( /0 (avec 9~ (min/v) < 1)
elecas 0 <g<letO<wv<l1. Rappelons que p <wvetm e Ny, ce qui implique

—p tlog(m +n/v) <0< (1/qg—1)log(m +n/v) (avec m +njv > 1).

En raisonnant comme dans la preuve dans le cas précédent (¢ > 1,0 < v < 1), et par



Chapitre 3. Estimations de type de Gagliardo-Nirenberg 38

I'inclusion £,(Ng) < ¢,(Np), on obtient 'estimation

i < (Sisl) < (Sise)”

j>0 Jj=0
. , 1/p
(@ gy 2w )
>0
Ca (m +n /o)~ E2IER| (IO ) 1| 1)

¢ (m +n o) a2/ (IR £ oo (n,)- (3.1.3)

IN

<
<

Etape 2. Dans le cas F.

2.1. Convergence dans S’. En utilisant les mémes arguments utilisés dans la démons-
tration dans le cas de B/I'Etape 1 avec I'application de l'inclusion L,(£,) < loo(L,).
e Pour le cas 1 < p < co. Comme dans la preuve de UEtape 1 (lecas 1 <p < o0),ona

ST o)) < (@2 EY ol i,y D 27 itmtn/e)

>0 Jj=0
< el (@) (272 £ 50 Lo

avec N1 +m +n/p > 0, alors on trouve Y- ;50 [(fj, ¢)| < oo.
e Pour le cas 0 < p < 1. Aussi par le méme argument de I'Etape 1 (le cas 0 < p < 1),
nous avons

Z\ fis e M < (e >H(2j(m+n/p)fj)j20”£oo(Lp) Z 9—j(n+Na+m)

>0 Jj=0
< (@) [P £ s 0l Loty

avec No +m +n > 0, donc on trouve Y- ;5 [(f;, ©)| < oo.

2.2. Preuve de (3.1.1). Posons encore f = .~ f;. On utilisera I'inclusion L, (¢,) —
l(L,), et on discutera suivant les cas de ¢ et v.
elecasg>1et 0 <v <1 Voir (3.1.2).
elecas0<g<let0<wv<1. Voir (3.1.3).
e Lecas 0 < ¢ < oo et v > 1. D’aprés I'Etape 1/1.2 (avec ¢ = 00), ce qui donne
1Fllo < e (m+nfo)t/oemt 2t @) £ ool

p)’

nous avons alors,
£ = A1
1/00—1 gm+n/v j(m+n/p) 1=1/q 1
< (e fm+ nfo) ot 2 @O ey ) (Sl

7>0
e S W iy T
< e (m A n vyt (2j(m+"/p)fj)j20H1 UqH (f ;>0H2/ZLU),
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rappelons que 2" Dy < 1, et on déduit I'estimation souhaitée par I'inégalité sui-
vante

1(fi)izollezoy < el @) f)isollewzny < call Q7P £) 5ol Lo

en effet, on a

IUizollee = 2o ille < 1@ f5) ollewray Do 275,

7>0 j>0

et pour la deuxiéme estimation, il suffit d’utiliser I'inégalité (1.2.1). Ce qui termine la
preuve de la proposition. O

Théoréme 3.4. Soient 0 < p < o0, 0 < qg< o0 etm>0. On poser :=min(l,p) dans
le cas B et r := 1 dans le cas F. Soient a,b € R tel que 0 < a < b. Soit (f;)jez une
suite dans S' telles que

e f; est portée par la couronne a2’ < |¢| < b2,

o A= @ ezl < o0 et B = |20 L) gl < oo

Alors la série 3 ez f; converge dans S, et il eriste une constante ¢ > 0 telle que
l’inégalité

< ¢ (m + nfu)M/aigmen/e gp/vimp/n glop/v=mp/n (3.1.4)

v

> i

JEZ

est satisfaite, pour tout v € [p, ool.

Preuve. Etape 1. Convergence dans S'_. Soit 6 une fonction C* telle que 6 € D(R™\{0})
et  =1sia <[] <b. On pose §; := 27"0(2/(-)), alors par hypothese on a 0;  f; = f;.
Pour tout ¢ € S, et par la propriétés de 6, on a

D F =3 [fi b= o) < XN (0% 9l

JEZ JEZ JEZ
<> W illoollfs = el + D15 - (65 % @)l
J<0 j=0
= [1 +127
ou Iy := >;..., et Iy := > ,5¢.... Pour simplification de la preuve, il suffit de

démontrer le cas (L), puisque on a &,, — l(Ly) et £, 4 — loo(Ly), car d’apres la
Remarque 2.1 nous avons

l.(Ly), (L) = loo(Ly) ot Ly, £y — L,

et
L,(4.), L,(¢,) — l(Ly,) oU max(p,r), max(p,q) < o0o.
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Estimation I,. En appliquant le Lemme 1.6 et le Lemme 1.1, et on choisit un nombre
entier Ny qui satisfait Ny > —n/v, alors pour quelque M € Ny, on obtient

L < ey 2P| Fil1,l105 % ol < ealar(p) Do 2702 || £, 2/ =)

J<0 j<0
im /’U m, /n (mdn, 1— /Ufm /’I'L . /ot
< eaCar(e) 3 (2™ 1 5l)" o (2| g ,) T @i k)
j<0
jm /v+mp/n (m—+n 1—p/v—mp/n . /o
< CQCM(QO)H(QJ fj)jEZHZoo(Lp)p H(QJ( + /p)fj)jEZHgO:()Lp) P Z2J(N1+ /v)

<0
< ngM(SO)Ap/v-l-mp/nBl—p/v—mp/n.
Estimation I,. e Le cas p > 1. Par le Lemme 1.1 et Pinégalité de Holder (1/p+1/p’ = 1),

et on choisit un nombre entier Ny qui satisfait Ny > n/v — n/p, alors pour quelque
M € Ny, on obtient

L <Y 1 5lll05 el < eiCar) 27711 f5l,

J=0 J=0

] p/v+mp/n j(m+n 1-p/v—mp/n __ . —n/v
< aule) X (271f;l) (2P| £511,) o3 Nzt /pn/0)
j=0

< CZCM(SO)Ap/ermp/nBl—p/v—mp/n‘

e Lecas 0 < p < 1. Par le Lemme 1.6 et le Lemme 1.1, et on choisit un nombre entier
N3 qui satisfait N3 > n/v — n, alors pour quelque M € Ny, on obtient

I < ey Y20 £ (0,5 ), < 1 D 27010, 5 ol oo || £

j=0 J=0

< C2CM(SO)AP/v-i-mp/nBl—P/v—mp/n Z 2—j(N3+n—n/v).
J20

Etape 2. Preuve de (3.1.4). Posons f = 3,50 fj. On rappelle que le parametre r est
défini par r := min(1l, p) dans le cas B et r := 1 dans le cas F. Alors d’apres la
Proposition 3.2, on trouve

£l < ex (m+nfo)t/amt 2menle)| (D) 5,
< ey (m+nfo) 2 (| FlL 4+ 12 £) el )
< ¢ (m A+ /o)1 2 (|27 £ jealle, . A+ 1P £ el ), (3-15)

puisque par le Lemme 1.5 et I'inégalité de Minkowski, on a

1l = | S22y < [(Sms6n" | < dem el

>0 >0 p

<]

Maintenant, pour tout A > 0, on remplace f par f(A(-)) on note que f(A(:)) =
Y50 fi(A(+)) dans (3.1.5), et choisissons N € Z de sorte que 2% < X < 2V*! on
trouve

AT Fllo < e (mn o)1t 2 (e AP A 4 A B,
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et rappolons que

Hf()\<))H€p,q = )\_n/pr”Sp,q'
Ce qui implique

1Fllo < ¢ (m +njo)t/amtgmin/v (e ymin/vmn/v gy xmin/o B,
donc en prenant
A= AVBIN = |20 ) el BN f)senllgl
avec B # 0 (c’est-a-dire, f; # 0). En effet, supposons que
>\m+n/vB _ Ap/v—f—mp/nBl—p/v—mp/n’
ce qui donne
A = AWw/vtmp/n)(v/(vm+n)) p(—p/v—mp/n)(v/(vm+n))
— AP/mB—p/n

Alors, on obtient 'estimation (3.1.4), ce qui termine la preuve du théoréme. O

Théoréme 3.5. Soit 0 < p,q < o0 avec ¢ < 1 dans le cas B et p <1 dans le cas F.
Soient a,b des réels tel que 0 < a < b et soit (f;)jcz une suite dans S’ telles que
e f; est portée par la couronne a2? < [€] < b2,

o A= |(fj)iezllL.e) < o0 et B = |27 f;)jezlle,, , < 0. Alors la série ey f;
converge dans S._, et il existe une constante ¢ > 0 telle que l'inégalité
IS 5| < cvttaarivguiogroule (3.1.6)
jez "

est satisfaite, pour tout (2P f}),cz dans E,,, tout u,v €]0,00[ tel que v > max(p, u)
et 41 € [pv OO[

Preuve. Nous ferons la démonstration dans deux étapes.

FEtape 1. Convergence dans S. . D’apres le Théoreme 3.4, nous obtenons immédiatement
> jez fj converge vers un élément noté f dans S..

Etape 2. Preuve de (3.1.6). Posons f = > jez [j, et rappelons que

£l = X /5

JEZ

= ||(f))jezll Luter)-

u

2.1. Par le Lemme 1.6, on obtient

u/v 1—u/v
171 = |2 6" 4
jez jEZ
1—u/v
< A (S 1)
JEZ
) 1—u/v
< alfl (2 ila)

JET
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et encore par les Lemmes 1.6 et 1.5, avec 0 < p < p; < o0, on trouve
A R 1—u/v
171 < call gl (S 2mimamam=tie) g, )
JEZ

<l (S 2mgg

JET

)1/q(1—U/v)

Pour le cas de F', on utilise I'inégalité suivante

(o)

JEZ

D lfillee <c

JEZL

)
p

car : pour 0 <p<1,ona

1(f)jezllenra) < all(f)iezlleia) < c2ll(27P f5)iezll L),

donc, on trouve 'estimation souhaitée, c¢’est-a-dire,
| £llo < c AYvBYu/v, (3.1.7)

2.2. Soient p; > p et v > p. Par l'inégalité (3.1.7), on a f € L,. Alors par 'application
de la Proposition 3.2 avec m = 0 et v = p, on trouve

1flle < cot a2/ (277 f3)iso e,
< o2 (||l + 127 ) ezl )

ou la constante ¢ dépend de n et ¢ seulement ; donc en utilisant encore l'inégalité (3.1.7),
on obtient
Ifllo < erv' Va2 (e AP B 4+ (|20 £ e e, ).

On change maintenant la fonction f par f(A(-)) pour tout A > 0, ol on note que
JA()) = Xjs0 fi(A(-)) dans la derniére inégalité, et choisissons N € Z de sorte que
2N < X < 2N*1 on trouve

)\—n/v”f”v S C?}1—1/11271/11 (Cl/\—n/U}\(—n/pﬂ(l—u/U)Au/UBl—u/v + )‘_n/vH(2jn/vfj)j€Z||5v,q)
< col~Vagn/v (cz)\_"/”A“/”Bl_“/“ + 03H(2j"/vfj)jeZH€v,q)

ce qui donne
Ifllo < cw! 71020/ (g AW BT A (270 f) e, )

Alors, nous prenons A — 0, et on obtient I'inégalité désirée. O
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3.2 Remarques sur les inégalités de type de Gagliardo-

Nirenberg

On commence par le résultat suivant :

Proposition 3.6. Soient 0 < p,q < 0o et m > 0 (avec p < oo dans le cas F'). Alors
il existe une constante ¢ > 0 telle que ['inégalité

1£llo < ¢ (m+nfo) Va2 £ (3.2.8)

est satisfaite, pour tout v € [p,o0] (avec v < oo dans le cas F) et toute f € AP,
ot la constante ¢ := max(1, pV/P) sip <v et c:=1 sip = .

Preuve. Une conséquence de la Proposition 3.2 avec f; := Q;f. U

Remarque 3.7. L’estimation (3.2.8) est une prolongement de I'inégalité donnée dans
[18, p. 90] ou [45, 4.2.3] dans les cas 0 < ¢ < 1, m > 1 et le cas F. En effet, dans le cas
m =0,si p>1ouu>1alors la constante dans I'inégalité (3.2.8), peut étre limitée
par co'~1/4.

Théoréme 3.8. Soit 0 < g < 1. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

11l < el FI I g

pour tout u €]0, oo[, tout v € [u, 00|, et toute f € L, N BY, .

Preuve. Soit f € L, N B’ , alors on a

00,q?
. u/v - 1—u/v
Il = ||[2_Qif| | DQif (3.2.9)
J=0 Jj=0 v
y _ 1—u/v
< AN (19510
j=0
u/v 1—u/v
< A 1A
Donc par l'inclusion BY, , < BY, |, on trouve le résultat. O

Remarque 3.9. Dans la preuve du Théoreme 3.8 on obtient la convergence de la série
230 Q]f dans L,, ce qui justifie I'écriture (3.2.9), voir par exemple [32].

Dans la suite de ce travail nous confondrons f (avec f € &' ou f € S.) et son série de
Littlewood-Paley, voir & nouveau [32, preuve de la prop. 2.23].
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Corollaire 3.10. Soient 0 < ¢ <1 et 0 < p < 00 (avec p < oo dans le cas F'). Alors
il existe une constante ¢ > 0 telle que

w/v 1—u/v
11l < ell P11

pour tout u €]0, 00[, tout v € [u,00] et toute f € L, N AP,

Preuve. En utilisant le Théoreme 3.8 (avec ¢ = 1 et 'inclusion A%p — B, ,) et la
Proposition 1.19, on obtient

u/v 1—u/v

1l < AN A 1
u/v 1 u/v

<allfv HfH /

n/p

u/v

1—
<l f1 (Ul + MNP ls) s VF € App.
Alors en remplagant f par f(A(+)), pour tout A > 0, on trouve

—n/v —n/u)(u/v u/vy—n I—u/v
A f Lo < N I (R 4 el g)

Ce qui implique

10 < el 7y Il ag) ™

donc il reste que, on prend A\ — oo dans la derniere inégalité, on obtient le résultat. [

Corollaire 3.11. Soit 0 < p,q < 0o (avec p < oo dans le cas F'). Alors il existe une
constante ¢ > 0 telle que

— n/v w/v 1—u/v
1 £lle < cot=Ya2r | £l (£l ot

n/p 9

pour tout u €]0, 00[, tout v € [u, 00| et toute f € L, N AP,

Preuve. Etape 1. Dans le cas B. D’apreés la Proposition 3.6 (avec m = 0 et v = p),
nous avons

Il < cwl_l/QQn/v||f||B%u, Yo €]0, co.

En appliquant la Proposition 1.19, pour toute f € Bﬁ{;’, ce qui donne

1f 1l < e =92 (1l + 1ol ge)-

Maintenant, en utilisant le Corollaire 3.10 pour tout u < v, on trouve

- n/v u/v 1—u/v
171l < exw a2 (el FI N IRl + el o)
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En remplagant f par f(A(-)) dans la derniére inégalité, nous avons

NSl < ext 02 (e d A A+ Ve )

Ce qui donne

— n/v u/v 1-u/v n/v
171l < et =12 (el FI N1 g+ A Nl )

Alors il reste que, on prend A — 0 on trouve I'estimation souhaitée.

Etape 2. Dans le cas F. Par 'Etape 1 (avec ¢ = 00) et le Corollaire 3.10, on trouve

1Flle = I
n/v u/v 1—u/v\1=1/a u/v 1—u/v\1/4
< (w2 WA IR ) T (I A ) .
alors par l'inclusion F%p — F;fc/,g — B%ﬂ, d’ou le résultat. O

Remarque 3.12. Les Corollaires 3.10 et 3.11 sont des prolongements du Théoreme
donnée dans [45, p. 146] dans les cas p = 00, 0 < u < 1 et 0 < g < 1, respectivement.
Aussi, dans le cas F.

3.3 Le cas des espaces homogenes réalisés A;

On s’intéresse maintenant aux espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel homogenes réa-
lisés ﬁ;q. Nous rappelons aussi que ces types d’estimations sur les espaces homogenes
de Besov et de Triebel-Lizorkin, ont été étudiés dans plusieurs travaux, par exemple
[26], [27], [36], [47], [48].

3.3.1 Caractérisations dans les espaces E;’q

Nous commencons ce sous-section par le théoreme suivant :

Théoréme 3.13. Soient 0 < p < o0 et 0 < ¢ < 00. Sotent s > 0 tels que
— s—n/p € Ny ou pour tout m € Ny, s :=m+n/p,

— (n/p—n)y <s<n/p.

Alors l'inclusion Zlfm < Llo¢ est satisfaite.

Preuve. Soit f € A;q, nous allons faire la démonstration en trois étapes.
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@ 1. Preuve dans le cas s = n/p. Pour démontrer ce cas on sépare les deux cas B
et F'. '

1.1. Dans le cas B. Soit f € B%p . Nous séparons les cas en ce qui concerne ¢, nous sup-
posons donc d’abord que g > 1. En utilisant le Lemme 1.6 et la Proposition 1.29/(1.4.5),
et en posant f := f; + fo o

fi:=>_Q;f et fo:=>(Q;f —Q;f(0)),

j>1 <0

(car v =1); alors on a

[fo(@)] <12 X IIVQ;flloe < ealal D27 (277)1Qsf 1)

J<0 J<0

< calal 111l .

et fo € Lic. Cependant, pour f; aussi on suppose que p > 1 (rappelons que L, — L),
on obtient donc

1 filly S 1 fllgre D277 < e[| fll g
P>t e

si0<p<1, parle Lemme 1.6 on a

1£illy < e 2@ flly < el £l gop 327"

j21 Jj=21

< e 115y

Maintenant, supposons que 0 < ¢ < 1, dans ce cas on a donc v = 0, et aussi par la
Proposition 1.29/(1.4.3) et 'inclusion Bﬁ{lp < BY |, on obtient f = Yien Qi f et

00,1

1l < S 0Qu oo = 11155, (3.3.10)

JEZ

ce qui donne f € Ll

1.2. Dans le cas F. Si p > 1, alors en raisonnant comme dans la preuve précédente (le
cas B avec ¢ > 1) et par l'inclusion szft/f — Bg{){;, on trouve le résultat.

Cependant, si 0 < p < 1, alors on va appliquer successivement les inclusions Fﬁép —
B]%p — Bgo,l (ou F;fép — Bgo’p — Bgoﬂl) dans l'estimation (3.3.10), on trouve le
résultat facilement.

@ 2. Preuwve dans le cas s —n/p := m € N ou s := m + n/p, YVm € Ny. Nous
commencons par ¢ < 1 dans le cas B (avec p < 1 dans le cas F ) (ici v := m, voir le
Chapitre 1 pour la définition de v). Soit f € flgq. Rappelons que par la formule de
Taylor avec le reste integral a 'ordre N, appliquée a la fonction f nous avons

fe-p= ¥ emswen ¥ S Moo nen - ma

l
la|=N4+1 &
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D’apres la Proposition 1.29 formule (1.4.4) on a

f(@) =2 Qi =2 > (@) (0)="/al,

JEZL JEZL |a|<v

ou v :=m et par la formule de Taylor, on a

Qi) = ¥ @O0 +m X 5 [ 0m (@) et

o <m ¢ la|=m
avec m = N + 1 et x = —y. Alors nous écrivons la fonction f comme suit
xa ! m— (03
fla)y=md > >0 — | (1=8)""1Q;f) (tx) dt,
JE€Z |a|]=m —°

ce qui implique

[f@) < alz™> 30 Qi) s < calal™ > 271Q;f

JEZ |a|=m JEZ
<cle"lflpllsy, (Vo e R,

et par I'inclusion A;q — B;’l (avec ), on déduire f € L.

Maintenant, supposons que ¢ > 1 dans le cas B (avec p > 1 dans le cas F) (ici
v :=max([s —n/p] +1,0) = max([m] +1,0) = m + 1, Vm € Ny). Comme dans le cas
précédent nous écrivons, la formule (1.4.5) dans la Proposition 1.29, on a aussi

D)= Qif@)+m+1)Y 3 a'/ Q,1) @ (tz) dt.

Jj=21 J<0 |aj=m+1

On pose
fi=)Q; et fo:=f—fu.

>
Pour f1, il suffit d’appliquer I'inégalité de Holder avec 1/q+ 1/¢' = 1, alors on obtient

q/

1) < e X 2@ Q) < el ol (T2 )

7>1 7>1
< cll[f]7]

is
Aqu

pour tout x € R", alors f; € Lo, et on a Lo, — Llf’c.
Pour f,, on trouve aussi

(o) <cla™ 3" 37 QN e < cala]™ Y- 2740]|Q; £,

J<0 |a\—m+1 J<0

< 02|x|m+1|] ZZJ
j<0

< cslz[" | [f]p|

is
Ap!q
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pour tout z € R™, alors on a f, € LY.

Etape 3. Preuve dans le cas (n/p —n)y < s <n/p.
Méthode 1. La fonction f coincide avec 3 ;<7 @Q; f, voir la Proposition 1.29/(1.4.3). Nous

écrivons f = f1 + fo ou

fi=)Q;f et fr:=) Q;f

Jj21 J<0

D’apres le Lemme 1.6, on trouve

[fo(@)] < e D272 Qyf )

§<0
< allflplls, 22" < oll[f]p|
<0

is
AP#Z

et fo € Lo (rappelons que A;q — B;OO et Lo, — LY°). Pour fi, considérons tout

d’abord le cas p > 1 (avec L, — L), et on obtient

1filly < e D2277(27]1Q5f1ly) < eal[f]el

B3
i>1
pour le cas 0 < p < 1, par le Lemme 1.6 on trouve
1fill < 2 D2 270P7=9 (271 Qf|l)
i>1
< allflells; S0 < ol f)p| ds

Jj=1
ce qui donne f € L.

M¢éthode 2. Dans le cas B. Nous divisons f en f; + fo, ou f1 := 32,51 Q;f et fo 1=
>_j<0Q;f. Par la Proposition 1.15 et U'inclusion B < L, (s >0),ona

1filly < e LAy, < clllflp|

p.qa —
On conclut par l'inclusion L, < L!*® dans le cas p > 1.

hs .
Bp,q

Sip <1, par le Lemme 1.6 on a

1Qjfll < e2//P7m=(25°)1Q; fl,) < c27/Pmn=)||[£]|

pour tout j > 0. Alors

[filly < all[fl»l

25 s
Bqu

5, SV < [ 1

Jj=1

B o>
et nous concluons par l'inclusion L; < L!°°. D’autre part, par le Lemme 1.6 nous donne

1Q flloe < 27027027 Q;f|lp) < 2P |[f]p]

Ce qui implique || f3/[cc < ¢/[[f]7]
Pour le cas F', d’apres le cas B avec ¢ = oo, il suffit d’appliquer l'inclusion F; < B; ..

B, Vj € Z.

5s , et par U'inclusion L., — L, d’ot le résultat.
P,q

Ceci acheve la démonstration du théoréme. O



Chapitre 3. Estimations de type de Gagliardo-Nirenberg 49

Nous allons maintenant par un prolongement du Théoreme 3.4 aux espaces de Besov
et de Lizorkin-Triebel homogenes réalisés.

Corollaire 3.14. Soit 0 < p,q < oo. Soit m > 0, qui satisfait les deux conditions

sutvante :

(i) m € Np.

(i) m>(n/p—n)y e m<n/p ou m—n/peN,.

On pose r := min(1l, p) dans le cas B et r := 1 dans le cas F. Alors il existe une

constante ¢ = c(n,p,q) > 0 telle que ['inégalité

11l < c(m—+njv)Y 22 f]p ||p/”+mp/”||[ Ip||\plyme/n (3.3.11)

m+n/p

est satisfaite, pour tout v € [p, 00| et toute f € Am N Am+"/p

Preuve. Il suffit d’appliquer le Théoréme 3.4 avec f; := @, f et le Théoreme 3.13. Voir
aussi [15, thm. 3]. O

Théoréme 3.15. Soient 0 < ¢ <1 et 0 < p < oo (avec p < oo dans le cas F). Alors
il existe une constante ¢ > 0, telle que ['inégalité

u/v 1—u/v
171l < elllf1I5y L1 n/,f

est satisfaite, pour tout u €]0,00[ et v € [u, 0], toute f € F’%q N ﬁ%p.

Preuve. Puisque on a I'inclusion Ag/qp — ngl et FI? — F o1, il est clair qu'il suffit
de montrer que
u/v 1—u/v = =
17l < NLARIES IR (vF € By nBLy).
Maintenant, soient f € F 271 N qul. Puisque v = 0, alors f € Cy. Par conséquent, par

le Lemme 1.22; on a

)=>.Q;f =/

JEZ

car o(f) — f € Cy N Ps = {0}. Alors on obtient immédiatement

v 1—u/v
Il = 110l [ if
JEZ jEZ v
1—u/v
< |Zad] | (Theii)
JEZ N/
< |IIf ]pn“/” 1112l 50 “/v.

Ce qui donne le résultat souhaitée. 0]
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Encore, nous allons maintenant a par une prolongement du Théoréme 3.5 aux espaces
de Besov et de Lizorkin-Triebel homogenes réalisés.

Proposition 3.16. Soit 0 < p,q < oo avec ¢ < 1 dans le cas B et p < 1 dans le cas
F. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que l'inégalité

1f 1o < eI AP

Apxqp

est satisfaite, pour tout u €]0,00[, tout v € [u, 00| et toute f € L, N ﬁ%p.

Preuve. Voir [15]. O

Théoréme 3.17. Soit 0 < p,q < 0o avec ¢ < 1 dans le cas B et p <1 dans le cas F.
Soit 0 < n < 1.
(i) Alors il existe une constante ¢ > 0, telle que

| Flly= 7 < c@=tamgtnlamy| pllL=nj| 1l (rrT

in/P1 ’
Apl:q

pour toute f € L, N Azg’, tout 0 <u<p<w<ooetp<py, avec n(l/u—1/w) =
1/u—1/p.
(ii) Soient 0 < 0 < 1 et w > max(v,p — u), alors il existe une constante ¢ > 0, telle

que
RN e R ' o/ —wlo
11l < eV 20 e | o 1],
P19
pour toute f € L, N A%p, oln v = wl,zp_/i)n et
U g UEne)
+ o (1-9).
v — (p/w)n
u (1 —p/w)(p/w)n
1—-— = (1-p/w)(1—-10)+ (1—10).
v -2/ 1 —(p/wn

Pour démontrer ce théoreme on a besoin de rappeler la proposition suivante :

Proposition 3.18. Soit 0 < p,q < oo avec ¢ < 1 dans le cas B et p < 1 dans le cas
F. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que l'inégalité

- n/v w/v 1-u/v
1fllo < co o2 F e [ flpll
P1,d

est satisfaite, pour tout u €0, 00|, tout v €]0,00| telle que v > max(p,u), tout p; €
[p, 00| et toute f € L, N ﬁ%p.

Preuve. Voir [15]. O
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Preuve du Théoreme 3.17. Etape 1. Preuve de (i). En utilisant la Proposition 3.18,

Nnous avons
e RV e Ty g
En appliquant I'inégalité élémentaire suivante
- - L 1-n 7
11l = 17" < WARTIANE,  on T w tu

oup <wetu<p,il vient

— — n/w w 1 W
7, < I (et pipre 1 )

qu

— n/w — w 1 w
< et amg/n| gLl |/ | flp| O,

"/p1
Ce qui implique

IS < e tamglefom)| fllL=n [ ]p |l

n/?l
1-.9

Etape 2. Prewve de (ii). Aussi, par la Proposition 3.18 et I'inégalité élémentaire suivante

—_
—
S

IS

1l < IAISPNSFIG ot = = ——+

ol u<p<wetwv<w. On trouve

1-0
— n/w w 1 w
1710 < A1 (et =Yo2nr £ ) 75;)

P1,q
n/w w 1-p/w)(1-0
< et DO T IO [l A (3312)
P1

Maintenant, par I'Etape 1 alors le second membre de (3.3.12) est majoré par

(1-1/q) (n/w) . e/ A-p/w)n\ 2(1-06)
Clw(l_%)(l_(’)Q%(l*Q) HfHZ(CQLLJl(P/Z)nﬂQl(P/wT;n HfH&f(p/w)n H[ ] ” 1n(/z;/1w>n) “
(1-2)(1-96)
VA e
Pl q

1-n p

_1 _ (p/w)n n(1_ (p/w)n 0+(1—06 ( 7)
< cgw(l e 6)(1"'1 (p/w)n)Qw(l 9)(1+17<p/w>n)||f||u =\ =7

[flp u( i )o)
n/p1

x|l

< cxw DT 28 | £ [l
Pl q

o (1 —n)p/w

1- (p/W)n(1 9=

0+

<
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et nous avons

p, (A=plwnp\ .
(1 w+1—(p/w)nw)(l %)

U
= (Y
v
= 1--—,
v
(1-1/q) =7 1-1/q : — : A ad
et pour w I=(p/w)n = p , on obtient v = wI=@/=n. Ce qui est précisément la
conclusion souhaitée. 0

Une conséquence immédiate de ces résultats concerne les inclusions dans I'espace L,,.

Corollaire 3.19. (i) Soient p,q,r et v comme dans le Corollaire 3.14 et le Théoréme
3.15. Alors on a Am N Am+”/p — L, et FO N A”/p — L, respectivement.

(ii) Soient p,q,u et v comme dans la Pmposztwn 3.18. Alors on a L, N Zl%p — L,.

Pour la preuve de ce corollaire on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.20. Soient x,y € RT et 0 < a < 1. Alors

-yt <c(z+y).
Preuve. Il suffit de remarquer que la fonction = — log x est concave sur |0, ool. 0

Preuve du Corollaire 3.19. D’apres le Corollaire 3.14, nous avons Zlgfr N A;’f; /P C
L, et par le Lemme 3.20 on obtient alors la continuité ; en effet, on a

171l < ll 1PN NP1 < @) (ISP, + ISl s )

ot ¢(v) := ¢ (m +n/v)/1712mFV et o := p/v + mp/n. De la méme facon pour (ii), ce
qui est précisément le corollaire souhaité. 0

Remarque 3.21. Comme mentionné avant, les résultats des estimations dans cette
section est faux pour remplacer les espaces A7 N ATVF /P par An N ATF n/p 27(1 ﬂA%p
par F' gq N Ag/qp et L,N Ag/qp par L, N Ag’/qp , car les espaces A; | sont définie par f € S..
Contrairement aux espaces homogenes, les résultats dans cette section couvrent le
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cas des espaces non homogenes; autrement dit, nous pouvons prendre AT Aer”/ P

A"/ Pet L, ﬂAn/ P au lieu de Am Aer”/ P F 0 A"/ Pet L, ﬂA”/ P (Comme dans
la Sectlon 3.2), respectlvement.

Remarque 3.22. Soit 1 < p,q < co dansle cas Bet 1 < ¢ <p < oo (p#1) dans le
cas F. Pour couver les deux cas p < q et p > ¢, on peut écrire le Corollaire 3.14 et la
Proposition 3.18 comme suit

||f||v < Cvl—l/min(pﬂJ) 2n/q;AB7

ou A et B est les termes comme dans le Corollaire 3.14 (avec m = 0) et la Proposition
3.18 avec les mémes conditions, car :

—sip<gq,alors1—1/p<1-1/q, donc ce qui donne v*~1/» < p1=1/a,

—sip>gq, alors1—1/p>1-—1/q, donc ce qui donne v~/ > ¢1=1/4,

3.3.2 Optimalité des estimations

A Taide de la proposition 2 dans [7] et du théoreme 2.7.1, page 82, du [18] ou [44] la
constante (m+n/v)/7! dans (3.3.11) est optimale quand v — 400 pour 1 < p,q < 0o
dans le cas Bet 1 <¢g<p<oo (p#1)dansle cas F' (voir [15]). Il serait intéressant
de démontrer la méme chose pour les constantes dans (3.1.4) et (3.1.6).

3.3.3 Extensions dans Z;’q

On s’intéresse au prolongement de quelques estimations précédentes au espaces réalisés.

Proposition 3.23. Soient 0 <p < v < o0 et a > 0. On pose := a(v/p —1). Alors
il existe une constante ¢ > 0 telle que ['inégalité

1/l < ellflp s NI (3.3.13)

est satisfaite, pour toute f € szfoo telle que [f]p € B;oaoo

Preuve. Pour la preuve de ce résultat nous allons la diviser en deux étapes.
Etape 1. L’idée de la preuve de cette étape se trouve dans (42, pp. 129-130].

Si [|[flpllpze. = 0, alors I'inégalité (3.3.13) est triviale puisque les hypotheses im-
pliquent que f = 0. Maintenant, on suppose que ||[f]p||g-o = 1, et écrivons

||f||g=v/ x| £() >t}]dt:v/000t”—1 {a: x)‘ >t}‘dt
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= [Ce e Yaro [Te e Y,

ou |[{x :...}| est la mesure de Lebesgue de I’ensemble {x : ...}. Nous avons
- T 10s@1> | = [fo: T10r@1 > 12 U{e: ¥ 1@ 12}
>0 i<k j>k+1

et puisque pour tout o > 0 on a

Do1Qif (@) < D227 Qi flloo < ¢ fll gz 2" = ca2®,

J<k J<k

ot a = ||f|lp=a_, la constante ¢ indépendente de k et f. On choisit k le plus grand

nombre natural tel que
ca2 <t/2. (3.3.14)

Alors nous avons {x DY i<k > t/2} = (). Donc on obtient

Lo X120 > 1) =

j>0

{os ¥ 222971Q,0)| > 112}

j>k+1
< Ha:  sup 29810, f(x)] > e(t/2)24 }' (3.3.15)
Jj=0
Pour 03 = (1 — 0), en utilisant 'inégalité (3.3.14), on obtient
c(t)2)2% > ac 282k = qey (280 > dat/?

ou la constante ¢ indépendente de t, k et f. Donc le second membre de (3.3.15) sera

majoré par

{x s sup 2291Q; f(z)] > c'atl/e} :
Jj=0
D’autre part, on a

Lo fas S 2@ > effae < [T e

7>0 2¢c
<c / ' ! {:27 . sup 2j’8 (~).f x)l > t/}
! ac’ (2¢)1/0 >0 ‘ J ( )‘

<allfl, . (= dat’),

dt

{x s sup 22°1Q; f(z)| > c’atl/e}
Jj=0

2c
avec posons 0 := p/v < 1. De méme pour 'estimation de / ...dt, nous avons
0

/Ozc - {x S0 £ ()] > t}‘dt . /OQCtH

Jj=0

{x s sup 2291Q; f(z)| > t}‘dt

Jj=0
2c o~
< (20)”_”/0 Pt {x  Sup 208|1Q; f ()| > t}’dt
>

= (20"l (87 =177 < (20)"772).
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Finalemant, on obtient

/1l < cllf 15

Btape 2. Supposons que [[flp]lszs. # 0 et on change f par (|[f]pl5L )f dans la
derniere inégalité, alors nous déduisons que ’estimation suivante ’

11l < el IR NPl (3.3.16)

est satisfaite, pour toute f € Fgoo telle que [f]p € B - En appliquant la Proposition
1.19 dans (3.3.16), on trouve

141l < e(llF1l + ||[f1p||F;;w)”/”||mpn;;f'é,{j, Vf € Fl,

et on replacer f par f(A(+)), pour tout A > 0, on obtient
—n v v -n —-n p/v v
Pl f e < AP (Yl 4+ Nl e ) NN

v -n vy— p/v 1—p/v
< AT NGl (AR fy + STl ) II[f]pIIB§; ,

et en utilisant le fait que (8 —n/p)p/v — a(1 — p/v) = —n/v, nous avons alors

p/v
171 < (X2 + Il ) ARG

en prenant A — oo on trouve (3.3.13), ce qui est précisément 1’estimation souhaitée. ]

Théoréme 3.24. Soient 0 <p < v < o0 et 0 < g < o0. Soit a un nombre réelle telle
que a >0 et f:=a(v/p—1) qui satisfait

B>(n/p—n)y e  p<n/p ou [L—n/peN,.
Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que l'inégalité

171l < llflp I NPl (3.3.17)

est satisfaite, pour toute f € B N Fﬁ

Preuve. La démonstration de ce résultat se trouve dans larticle [15]. U

Corollaire 3.25. Soient p,q, v, et 3 étre donné comme dans le Théoréeme 3.24. Soient
q < p dans le cas B. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que l"inégalité

171l < lllfle s If1p I (3.3.18)

est satisfaite, pour toute f € B N Aﬁ
Remarque 3.26. Le Corollaire 3.25 couvre le résultat donné dans [1, thm. 2.42, p. 82].

Remarque 3.27. Comme dans le Corollaire 3.19, a partir des inégalités (3.3.11),
(3.3.17) et (3.3.18) nous avons l'intersection de certains espaces réalisés sont inclus
dans les espaces L,.
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Caractérisations par des fonctions
données

Nous allons caractériser 'espace A5 par des fonctions données non triviales (des fonc-
tions homogenes, C°,... etc). Pour ceci, on a besoin des semi-normes de A3 par les

différences.

4.1 Espaces de Besov homogenes par les différences

Dans cette section, on introduit I’espace de Besov homogene défini par les différences.

Définition 4.1. Soient 0 < p,qg < o0, 1 < u < oo et s > 0. Soit f une fonction
mesurable sur R™. Pour tout m € N et h € R™ on pose

M= ([ ar i)

(/ e g )

n dt 1/q
Z </ SqHAtekf”g t) 5

ot {ey,...,e,} est la base canonique de R™. On pose aussi

sm
Kp

sm
Lp

th>1/q
p t
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Remarque 4.2. Les fonctionnelles précédentes (Définition 4.1) ne peuvent pas définir

des quasi-normes équivalentes dans les espaces B} , car

Mpy"(f) = Kpg'(f) = Lyg' (f) = Jpg"(f) = oo,

pour tout polynéme f de dégré m (rappelons que Aj*z® est une constante non nulle
pour |a| = m). Par exemple f(z) := 2", alors A" f(z) = m!h]* (Vx,h € R™), ce qui
implique

gl =00 e (" f

= oo; ou||[f]p|

55 = 0.
Bia

1/u
ARS()]"dh)

|<t

Proposition 4.3. Les expressions My, K " et Jo7" définissent des quasi-seminormes

ye . Ns
équivalentes dans B, .

Preuve. Voir [34, thm. 1.1]. O

Remarque 4.4. Soient 0 < p,g < 00, 1 <u <00, s >0 et m € N. Alors il existe
une constante ¢ > 0 telle que pour chaque distribution tempérée réguliere f, telle que

T (f) < oo, qui satisfait [f]p € By, et

1ol < e (),

pour la preuve voir [34, prop. 3.1].

Proposition 4.5. Soit s € R tel que (n/p —n)y < s < m. Alors Ly7 définit une

quasi-seminorme €équivalente dans B, .

Preuve. Ce résultat est une conclusion des deux estimations
Lyt (f) S a K (f) et My ™(f) < ca Lyg'(f),

avec ¢ et ¢y des constantes indépendantes de f, ou la premiere inégalité est évidente,
cependant la seconde est prouvée par Triebel dans [42, (9) p. 115] ; rappelons que M *™

S

est une quasi-seminorme dans B ,

voir la Proposition 4.3. O]

Remarque 4.6. Nous notons que ces résultats peuvent étre comparés aux : Bergh et
Lofstrom [2, thm. 6.3.1, p. 147], Peetre [38, chap. 8, p. 160, thm. 18, p. 254] et Triebel
[42; thm. 5.2.3/2, rem. 5.2.3/2, p. 242].

Dans la suite nous allons utiliser le résultat suivant, prouvé dans le livre de L. Hor-
mander [23, thm. 7.1.18, p. 168] :

Théoréme 4.7. Si f € D' et sa restriction a R™\ {0} est homogéne de degré o, alors
fed&. Sienplus f e C°(R"\ {0}) alors f € C(R™\ {0}).



Chapitre 4. Caractérisations par des fonctions données 58

4.2 Fonctions données non triviales dans les espaces

A's
Ap »q

Dans cette section, nous étudierons quelques exemples (des fonctions puissances) don-
nées non triviales dans les espaces de Besov et de Lizoukin-Triebel homogenes A7 et

homogenes réalisés A; , c’est-a-dire, on étudie les fonctions du type

fr(@) =lal"w(@), o' = a2,

oll T € R et w est une fonction de classe C™ sur la sphére unité S*~! de R™.

4.2.1 Reésultats principaux

Théoréme 4.8. Soient 0 < p,q < o0, 7 € R et w est une fonction de classe C* sur
S™=1 telle que w n'est pas une fonction constante si T € 2Ng. Alors [f.]p € B;;g/p,
obp & Bim/» siq < o0 et [f)p & E72/7 sip < oo. De plus,

e siT>—n (avec T ¢ Ny sin=1), alors f. € Bym/?,

e s5iq < oo alors f, ¢ E;’Jg”/p, et si p < oo alors fr ¢ F’;;’}/p.

Remarque 4.9. (i) Rappelons que les fonctions du type f(z) := |z|"¢(z), ou 7 € R
et ¢ € D avec ¢(0) # 0, appartiennent a B3 ou F; , voir [39, pp. 43-48].

(ii) Dans le cas des espaces de Besov non homogenes By, G. Bourdaud [4, lem. 9, p.

110] a prouvé que ¢f, € B;;g}/P et ¢of, ¢ B;;;”/p, avecp >letl<g<ooou¢eD
telle que ¢(0) # 0.

Preuve du Théoréme 4.8. Rappelons tout d’abord que la méthode de la preuve
dans [4, lem. 9, p. 111-114] est applicable dans notre cas. Nous allons expliquer la
preuve en deux étapes.

M 1. Par le Théoreme 4.7, on obtient immédiatement

FO =1 QE), on ¢ :=¢/¢,

et Q est une fonction de classe C*° sur S™~!. On pose

9(&) == 17" (E).

Maintenant g € D (c’est-a-dire, g € S), alors on trouve

1Qsflly = 277" gll, (V) € Z),
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ce qui donne [f;]p € B;Jgg/p et [f-]p & B;:;”/p si g < oo.
Nous montrons [f.]p ¢ F;jon/p. On introduit un parametre p; tel que p < p; < oco.
D’apres la Proposition 1.12 (iv) on a 'inclusion F;;”/p — B;lfg/pl et de I'Etape 1, on

trouve [f]p ¢ B;;fg/pl.

Etape 2. @ Supposons que 7 > —n. L’hypothése sur 7 donne f € S’. En effet, pour tout
peSettout N >n+r7,0na

(< [ Bl @)@l + [l w@)lle@lar @ = /la)
1 00
< ||w||L1(Sn—1)<H(pHOO/ t"”’ldtjtcl/ t”*”th) < cy. (4.2.1)
0 1
Puisque
v=I[r]+1 si 720 et v=0 si —n<7<0, (4.2.2)

donc on a 7 — v < 0 (pour la définition de v voir le Chapitre 1/Section 1.4.3), alors
on peut obtenir f(* € Cy pour |a| = v. En effet, on suppose que v > 1, alors par un
calcul simple on a

n
Xy ‘

83‘*’@,))7

O fo(2) = |x|7_1(rikw(x/) + () —

2| j=1 |2

alors on pose
Onfr(z) = |z Ap(2), ou A€ C®(S™Y), k=1,...,n

Ce qui donne
fi (@) = [a] 1 A ("),

T

ol A, est une fonction continue sur S"~! (cette égalité peut étre obtenue par induction
sur |a| par exemple). Alors pour tout ¢ € S et tout A > 0 on a

[N, o) < AT /Rn o[ Aa(@)] lo(2)lde (Ja] = v), (4.2.3)

ou le coté droite tend a 0 avec A — 0 car —n < 7 — v < 0. La condition —n < 7 —v

implique que l'intégrale /R . .dz dans (4.2.3) converge, voir (4.2.1) (en particulier,

T ¢ Ny garantit que —1 < 7 —v sin = 1). En conséquence, par I'Etape 1, on a
RT+n RT+n 3

f- € BiEnP et fr ¢ BrtmP si g < oo.

e Maintenant, dans le cas 7 > —min(n,n/p) et ¢ < oo. En utilisant la Proposition 4.5

on trouve f, ¢ B;fg”/ P En effet, pour |« = m ou le nombre entier m est choisit tel
que m > T + n/p, nous avons

FN (@) = |27 A (2,

T
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Soit 1y € S"! est fixé, telle que A, (ug) # 0. Puisque A,, € C=(S" 1), on a
30 > 0, telle que Vo # 0 : |2/ — up| < 6 = [An(2')] > %|/~Xm(u0)| > 0; (4.2.4)
en prenant par exemple,
= R |2 R ()

Soit h > 0. On définit
Dy, := {x eR": |z| > ah},

ot a > m. Pour tout € Dy, et tout t € [0,1] on a x +the; # (0,...,0). Nous allons
appliquer maintenant la formule suivante :

Soit g est une fonction de classe C™. En appliquant le théoreme de valeur moyenne
m-fois et puisque Oy, (Aug) = Au(0y,g), alors il existe O, €]0,m[ telle que

= Z . Z Up, - - .Ugm&(’ﬂ + O, 1), (4.2.5)
P Pt g, - - O,,

pour tout x € R" et tout u € R™. En effet, par exemple on démontre que 1'égalité
(4.2.5) pour m =2, on a

M:

Alg(x) = u;0;(Ayg)(z + 01u) = Z u; Ay (0;9)(x + 61u)
1

n

<.
3

I
g
M

U;Uk ]kg T + (61 +02) ) 91 +Q2 6]0,2[,

7j=1k=1

Alors en appliquant 'égalité (4.2.5) sur f, c’est-a-dire, pour tout x € Dy, il existe
O©..n €]0,m| telle que

hme1 f(I) =hn" ainf(x =+ @x,hhel>- (426)
On pose y = y(x,h) := O, , hey, alors

r+y T
[z +yl ]

zllz +

[z +yly + (2] = |z +y))(z +y)
< 2|y| _ 2m‘
Dans ce qui suit, il convient d’introduire les coordonnées polaires. On écrit z := rz’ ou
= |z| et 2’ := z/|z| € S"7'; pour h > 0 suffisamment petit, on pose
Dy = {:L‘ eER": ah<r<1, |2/ —ul < 5/2}.
On choisit @ > mmax(1,4/0). En conséquence, pour tout € Dy, on a

|z 4+ y| < 2|z], (4.2.7)
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et pour tout x € Dy, (rappelons que Dy, ; C Dp), on obtient donc

2m 0
< — 4+ = <6,
a 2

r+y x
lz+yl ||

X

T +y N
[z + Y -

|z]

alors en utilisant (4.2.4), (4.2.6) et (4.2.7) on trouve

m m T—m)p | A T p
AR, fIIp = R /ED |z + y|mP ‘Am<|xiz‘)‘ dr  (avecT —m < —n/p)
z h,1

> e ™ | Ry (o) P / 2] TP de
z€Dp 1

1
= c9 hP™ / Pt r—mp dr/ da’
ah |&’ —up|<6/2

= cg hP™ ((ah)nJr(T—m)p _ 1) .

Puisque 'hypothése 7 > — min(n,n/p) implique 7 + n/p > (n/p — n), alors nous
pouvons appliquer la Proposition 4.5, et il suffit d’estimer L;fg"/pm( f). Alors pour
e > 0 suffisamment petit, on a

L‘H_n/p’m(f) > ¢ </ h(m—‘r—n/p)q—l ((ah)(‘r—i-n/p—m)p . 1)‘1/]0 dh) 1/q
- e2<h<e

p,q
1
= (/ h—l (a(7+n/;0—m)p _ h(m—T—TL/p)p>q/p dh) /a
e2<h<e

> ¢ (a(r+n/p—m)p _ 6(m—T—n/p)p)l/p (log 8—1)1/‘1 7

et le dernier terme tend vers oo quand € | 0. La preuve est complete. 0

Théoreme 4.10. Soient 0 < p,q < o0, 7 € R et w est une fonction de classe C*° sur
S™=1 telle que w n'est pas une fonction constante si T € 2Ny. Soit ¢ € D et on pose

g-(x) := fr(2)o(x) = || w(z/|z])o(x).

Alors [g:]p € B;fgg/p. Sip(x) =1 si|x| < 6 avec & > 0 suffisamment petit, alors
lg-]p ¢ B;’qu”/p siq < oo et|glp ¢ pr;”/p sip < 0o. De plus,
e siT>—n (avecT ¢ Ny sin=1), alors g, € E;jggl/p,

e si ¢(0) # 0, alors g, ¢ E;fg"/p siq< oo etg, ¢ ﬁ;g/p sip < 00.

Remarque 4.11. Rappelons qu’en cas des espaces de Besov non homogenes, ce théo-
reme a été prouvé dans [4, lem. 9, p. 110] dans les cas p > 1 et —n/p < 7 ¢ N,.

Preuve du Théoréme 4.10. Nous allons expliquer la démonstration en trois étapes.
Etape 1. Preuwve de [g.]p € B;;Q/P. Soit m est un nombre entier telle que m > [7 +
n/p] + 1. Par la Remarque 4.4, il suffit de vérifier que J;’;ﬁ/p’m’“(gT) < 00 (on travaille
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avec J tn/pmu(g ) car il n'y a pas de restriction sur p, voir la Remarque 4.4). Alors
nous allons estimer 1’expression

) = (/n (t_ /h<t ‘Ah 9r()

..dx, en deux parties (/ —i—/ ) ..o.dx.
|z|<2mt |z|>2mt

Pour la premiere partie, I'inégalité élémentaire suivante

/ AR ah < cillgl /y@mt o)y + | fo()]" /W n)
< callollz (e + UL ),

p/u \ /P
dh) dx) . (4.2.8)

Dans (4.2.8) on divise I'intégrale /

n

ce qui donne

AP dh p/ud < p (40P rqd
/|x|§2mt <t /h|<t ‘ h gT ’ ) L= C3||¢||oo<t + /x|§2mt ‘fT(m)l ZL‘>
< cf|o][% t™ (n:=7+n/p). (4.2.9)

Pour la deuxiéme partie, nous procédons comme dans 'Etape 2 de la preuve du Théo-
reme 4.8. D’abord, on a

F9(x) = |z TMAL (), ot = x|z, Ay € C(S™TY). (4.2.10)

Alors en appliquant 'égalité (4.2.5) a g,, avec
m —la| X N am—|a
04 (0) = (00 = X (1l R o),
la|<m

et un calcul direct nous donne

A7ge ()] < el | Amllpagsnry Do |2+ Ounh

laj<m

7o |

oGz + Oy ph)|,  (4.2.11)

ou 0 < ©,, < m. Donc, d'une part, pour |z| > 2mt et |h| <t (c’est-a-dire, |0, h| <
|x|/2) ce qui donne
|z 4+ O, k| > |2|/2,

alors on a
7—|a _ m m—|al
’x + @a;,hh‘ <2m7T|z|” ‘x + @m,hh’ , (Y]al <m).

D’autre part, il existe un nombre M > 0 tel que supp ¢ est un sous-ensemble de la
boule du rayon M. Alors a partir de (4.2.11), et pour |z| > 2mt et |h| < t, on obtient

m T—m m—|al
‘Ah g-(x ‘ < ot |x| | % ‘x + @x,hh‘
< ept™ [T Y Mo g o

laf<m

< cot™ x| T

0"z + O, h)|
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Nous passons a l’estimation de / ...dz. On ait
|z|>2mt

p/u
/ (t_ / ’Ah g-(x ‘ dh) dz < cltmp/ || TP Ay
|z|>2mt [h|<t |z|>2mt

< ep t? (avec n + (1 —m)p < 0). (4.2.12)

En remplagant les estimations (4.2.9) et (4.2.12) dans (4.2.8), on obtient directement
sup;sot "U(t) < oo.

Etape 2. Comme dans la preuve du Théoréme 4.8/ Etape 2 /, 'hypothese 0 > 7 > —n
ce qui donne g, € §’. Alors pour montrer que g(a) appartient a Cy pour tout |o| = v,
on utilise 'égalité (4.2.10) et on écrit

) = 3 (‘ 5,)\x|f 1Ry (2")6) ()

181<v

(3 3 ) ()R

T<|B|<v  |BI<T

=: I(z) + L(x),

ou I1(z) =X cig<p - » et L(x) == X g<, - - .. Soit p € S et A > 0, tels que

e Pour [;(x), on ait

(LA o)l <e D )\lﬁ\—f||¢(ﬁ)||00/n 2" A g ()] ()| da, (4.2.13)
r<|B|<v R
et de (4.2.2), nous avons —n < 7 —v < 0 (avec 7 ¢ Ny si n = 1 implique que

—l<7—v<0)et —n < 7 < |f] < v < 7+ mn, en conséquence —n < 7 — || < 0.

Alors dans (4.2.13) l'intégrale / ...dz converge (voir (4.2.1)) et le cdté droite tend
R’ﬂ

vers 0 quand A tend vers 0.

e Pour [5(x), on ait

[{(L(-/A), ) = A"

2 (,;) | el PR (@)6" (@) ¢ (Aa)da

181<7

<ellglled” X [ JalHRa(@)] 6 (@)l das

I81<T

et le derniere terme tend vers 0 quand A — 0.

Etape 3. Preuve de [g,)p ¢ B;j;"/p siq<ooet|g:]p ¢ F;zg/P sip < 00. Ici on suppose
que ¢(0) # 0. On pose
b= 0(0) =6 L

Donc 4 est une fonction de classe C*°, a support compact dans R™\{0}. On écrit

g0 = [r0 =0 fr + 6(0) fr =V fr + [r.
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La fonction v f; est clairement dans D, alors ¢ f, € B;fg"/ Petypf, € F ;:;Q/ P puisque les
deux inclusions D —» B;:;”/ P,D— F) +n/P et la Proposition 1.19 ce qui donne [¢ f,]p €
B;fg”/p et [Wf:]p € F;;”/p. Maintenant, par le Théoreme 4.8 on a [f;]p ¢ B;qu”/p et
[f-]p ¢ F1/P. Ainsi s’acheéve la démonstration du Théoréme 4.10. O

Remarque 4.12. La restriction dans les deux Théoremes 4.8 et 4.10, que la fonction
w est une constante si 7 € 2N est exclus, car : devient f. est une fonction polynéme.
Aussi, pour la restriction 7 ¢ Ny si n = 1, voir les commentaires juste apres les formules
(4.2.3) et (4.2.13).

4.2.2 Cas particuliers

Corollaire 4.13. Soit 0 < p,q < o0. _
(i) La fonction f(x) :=log|z| appartient a B

5 st et seulement si s =n/p el ¢ = o0,

P,
et [flp ¢ F;fég sip < oo. En particulier, f € égo’w.
(ii) Soit T € R. Alors la fonction f(x) = |x|” appartient a B;’q si et seulement si

s=T+n/petq=occ.

s

g Siet seulement si

En particulier, si T > —n (avec 7 ¢ Ny sin = 1), alors f € B
s=T+n/petq=o0, et [f]pgéF;jO"/p sip < 00.

Preuve. Etape 1. Preuve de (i).
e 1.1. — Méthode 1. D’apres la Proposition 1.14/(ii), on a

I1/17]

n
By, = Cjzz:l H[ajf]PHBgzlla

alors il suffit d’appliquer le Théoreme 4.8, avec

x

fr(a) =0 f(z) = —5 = [=[”

R

il
2]

— Méthode 2. 11 n’est pas difficile de montrer que la transformée de Fourier de la fonction
localement intégrable x,/|z|? (¢ = 1,...,n) sur R™ est la distribution co&e/|E|", c’est-
a-dire,

f(“)(g):(:o& vee{l.....n},

|z €
oll ¢y est une constante qui dépend de n seulement, et ¢y # 0 puisque z,/|z|* n’est
pas un polyndéme. Nous avons aussi d,f(z) = z¢/|z|> (¢ = 1,...,n) dans le sens de
distributions. D’autre part, si 'on définit ¢, € S, par

@@:%§N@7
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alors on trouve
Qr(Def) () = 28 py(2"2),
et on passe a présent au calcul de la norme L, de cette fonction, il vient

1Qk(Def)lp = 2" 7P| o (4.2.14)

Donc on a [0,f]p € B]’},{)ﬁ’l, c'est-a-dire, [f]p € B;ﬁ/og (voir la Proposition 1.14/(ii)) et
[f]p ¢ Bg{lp si ¢ < oo. En particulier f appartient a I’espace de Holder Bgovoo, qui a été
observée dans [11, p. 4119] dans le cas unidimensionnel.

Pour prouver [f]p ¢ F;ég si p < o0, soit pp telle que p < p; alors il suffit d’appliquer

] ion Fmn/P n/p1
Vinclusion F'7P — BJ/DL.

e 1.2. Maintenant, on démontre d;f € Cp, pour tout A > 0 et toute ¢ € S on ait
O SN[ [T el o) = o) ldan . dz, —, 0,
0 0 A—0

(¢ =1,...,n). Alors on obtient 9,f € Cy. Par (4.2.14) on trouve que la distribution

tempérée z,/|z|* appartient a E;q si et seulement si s =n/p—1et g = 0.

Etape 2. Preuwve de (ii). Nous avons

F(Qrf)(€) = colé| " Ty (27"¢),

On définit alors 1 € So par (&) := co|&| ™" (€) et qui nous permet d’obtenir

Qi SNl = 275 1],

Donc on a [f]p € B;:;?/ P (pour plus détails voir Chapitre 1/Exemple 2). Il ne reste
plus qu’a appliquer le Théoreme 4.8. Maintenant, par exemple, par la Proposition 4.3
si m est un nombre entier telle que m > 7 + n/p, alors

sup [~ AT fl, < e[l g0

Ce qui termine la preuve. O

Corollaire 4.14. Soient 0 < p < oo et . Soit ¢ € D est une fonction donnée comme
dans le Théoreme 4.10. La fonction

(@) == (logz[)o(x),

s

5q Si et seulement si s =n/p et q=o00, et [flp ¢ F;éﬁ sip < 00.

appartient ¢ B

Preuve. Comme dans la preuve du Corollaire 4.13 (i), on a

01f () = z1la|¢(x) + (log|z|)016(x).
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Maintenant la fonction
z — (log|z])oip(z),

est clairement dans D. D’autre part, par le Théoreme 4.10, la fonction
z = a1z o(2),

appartient a E;, 1#/p Ce qui donne le résultat souhaité. 0

Remarque 4.15. Soit § € R. On pose

fs(w) = (= log |z])’¢(x).

Il est intéréssant d’étendre le Corollaire 4.14 a la fonction f;.

Dans le paragraphe suivant, on étudie le cas limite 7 := —n sur les deux Théorémes
4.8 et 4.10, c’est-a-dire, nous intéressons au cas des fonctions

fz) = [z[w(z/|z]),
avec w € C*°(S™ 1. Nous allons maintenant le résultat suivant :

Corollaire 4.16. Soit 0 < p,q < co. Soit w € C>®(S™™1) tel que

/Sn_l w(')do(a’) = 0, (4.2.15)

ou ' = x/|x| et do(z') est la mesure Fuclidienne sur S"~, alors on a

(o) =lim [ el wle/lee(odds (o€ )
(i) ;On pose f(x) = |z|"w(x/|z|). Alors f € BZ,/&_”; fé¢ B%p_” siq<ooetféd
F%ﬁ‘” st p < 00.
(ii) Supposons que n > 2. Soit ¢ € D définie dans le Théoréme J.10. On pose g(x) :=
f(z)p(x). Alors g € E;},/O%_", g ¢ Bg’/qp_” siq<ooelgd Fgé’é_” sip < 00.

Remarque 4.17. Pour plus de détails sur la définition de cette forme des distributions
tempérées, voir par exemple [6, p. 85-89], [31, p. 23] ou [40, p. 38].

Preuve du Corollaire 4.16. Etape 1. Preuve de (i). Il suffit d’appliquer le Théoréme
4.8 (ou 7 := —n) on trouve [f]p € BZ’}’/OQ*”, [flp ¢ B%p*" sig<ooet[f]p¢ F;fg*" si
p < 00, et puisque pour tout A > 0, on ait

(FC/N0) = N4 o0) =30,
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ce qui donne f € Cj (voir aussi (4.2.17) ci-dessous). Alors f appartient aux espaces
homogenes réalisés.

Etape 2. Preuve de (ii). Par le Théoreme 4.10 on trouve [g]p € B;}’{};_", gl ¢ B%p_”
sig <ooetg]p ¢ F];fég’_” sip < oc.

Pour appartenir a des espaces homogenes réalisés, on suppose que w qui satisfait
(4.2.15). On pose 2’ := x/|z|, alors pour tout ¢ € S on a

/|x|>E 2| "w(a")p(x)p(z)dz = /E<|a:<1 |x|—"w<x/)<¢(x) B 1)4,0(x)dx

T /€§|z|§1 |x!_"w(x’)(go(x) — 90(0))da:

+ gp(O)/ 2| "w(2)dz + lz|"w(z")p(z)p(x)dx, (4.2.16)

e<lel<1 lo|>1

(rappelons que ¢(z) = 1 si |z] < § avec 6 > 0 suffisamment petit). Clairement dans
le c6té droite de (4.2.16) le derniér terme converge, par (4.2.15) le troisieme terme est
égale a 0, par le théoreme de convergence dominée le premiere et le deuxieme terme
tend vers

/quWaﬂ_"W<x”<¢<x>-1>¢<$>dw et jgkq|aw‘"w<xv<w<w>——¢xo>>dx,
quand € | 0, respectivement (rappelons que ¢(0) = 1). Alors

{9,¢) = lim [ w(z/[z)p(x)p(x)dr (Y € S).

e—0 |z|>e

On voit maintenant, si g appartient a Co : pour tout A > 0, nous décomposons
(g(-/N), @) et par (4.2.16), on obtient

[{g(-/2), )] < A7“\|V<z5||oo/|<1 2| w ()| () |dz

|z|<
+vwmm/qmw%mwm+wwu4muwwwmmmm,cmw>

|z <

donc pour n > 2, tous les termes du coté droite de (4.2.17) tendent vers 0 quand A | 0.

Par conséquent, nous avons le résultat souhaité. 0

Remarque 4.18. Dans le Corollaire 4.16 (ii), si n = 1 alors par le Corollaire 4.13 (i)

on obtient immédiatement pv— appartient a é; , (ou pv% la valeur principale) si et
T :

seulement si 0 < p < o0, s=1/p—1et ¢ = o0.



Chapitre 5

Réalisation et caractérisation de
F% 4 par les différences
9

Dans ce chapitre, nous étudions quelques propriétes de I'espace de Lizorkin-Triebel
dans le cas limite p = oo, et nous donnons la réalisation des espaces Fso,q- On note
que ce chapitre a été écrit sous forme d’une annexe dans une premiere version de cette
these.

5.1 Préparations

Soient k € Z et p = (11, o, - - -, o) € Z", on désigne par Py, le cube dyadique de
longueur de coté 27% et de coin 27%p, c’est-a-dire,

Pyy= {x ER™: 27Fu; <y < 27F(py + 1), j= 1,2,...,n},

La définition de base des espaces de Triebel-Lizorkin homogenes g €6 non homogenes
F;, , est donnée par la décomposition de Littlewood-Paley, voir Frazier et Jawerth [21,
p. 70, et p. 133].

Définition 5.1. Soient 0 < ¢ < oo et s € R.
(i) L’espace de Triebel-Lizorkin homogéne F2, . est Uensemble des f € S’ telle que

Oo’q

/]

1/q
fs = Sup sup (2’“”/ > 2jsq|ij(x)\qu> < 00.
©0,q P,

keZ pezZr ko j>k
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(ii) L’espace de Triebel-Lizorkin non homogene F3, . est 'ensemble des f € S telle

que

1/q
Iflles,, = 1150 flloo + sup sup (2'“" Zwsqr@f(x)rqd“’) =
' keN pezn Piy >k

Remarque 5.2. Dans le cas ¢ = 0o, on a
(i) Fgom coincide avec I'espace de Holder B2, _, voir [24, (1.3)]. On pose

1fllps = sup 2°[|Q; f|oe < 0.
’ jEz
(ii) On pose
Fo oo = Bl = 150 loo +5up 27°(|Q; fll o0 < 00,
7>0
voir aussi [42, rem. 3, p. 51].

Remarque 5.3. Dans le cas 1 < ¢ < 0o, Uespace I g @ une autre définition introduite
par Triebel [42, p. 239] qui est compatible avec celle de Frazier et Jawerth, voir le
commentaire dans [21, p. 70].

Remarque 5.4. — Les espaces Fjo’q et F3, , devient un quasi-Banach par rapport a

cette quasi-seminorme.
— Les définitions de ces espaces sont indépendantes du choix de , voir [21, coro. 5.3].

Proposition 5.5. Soient 0 < g < oo et s € R. Alors on a

Nt /
Soo = F3, , = Si.

Preuve. 1l suffit d’appliquer la Proposition 1.3/(i) et le Corollaire 1.2. O

Proposition 5.6. Soient 0 < ¢ < oo et s € R. Alors il existe deux constantes ¢y, co > 0
telle que

eillfllsg . < Xl

pour toute f € quq et tout A > 0.

3. < o/ f] Fs (5.1.1)

Preuve. Dans un premier temps, nous prouvons l'inégalité (5.1.1) avec X := 2N N €
Z, donc en utilisant I'identité

Qj(han ) = Qiun 27V (-),

il est facile d’obtenir

[[on f ]

Fs . 2_Nsl|f| s .
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Maintenant, pour tout A > 0, on introduit un nombre entier N € Z telle que
2N < A< 2N+1’

alors en utilisant ’équivalence de la quasi-seminorme dans Fg’o,q défini par la fonction
o= 7(2N)\_1(-)>, qui satisfait
— 2NS

s
FOO,‘I

F(27NA0)]

e\

Es,,
Alors il suffit de prouver

< e f

[ f]

b, < PO, < el

(ce qui n’est pas difficile) avec ¢; et co des constantes positives indépendante de N, A
et f, d’ou le résultat. 0

Lemme 5.7. Soit 0 < q < co. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

sup |p(z)] < c2Inla suZp lellzypy,y (Vi€ ZNueZ"), (5.1.2)
neLn

e Pj

pour toute ¢ € §’, avec supp p C {g el < 2j+1},

Preuve. La preuve de ce résultat peut étre trouvée dans [20, p. 782, (2.11)]. O

Remarque 5.8. L’inégalité inverse a (5.1.2) est vraie, ou I'hypotheése supp ¢ C {f :

€] < 2j+1} n’est pas nécessaire ; la preuve est facile.

Proposition 5.9. Soient 0 < g < oo et s € R. Alors on a

s nk s
Foqq — FOO’OO = BOO’OO.

Preuve. Cette proposition est certainement connue, voir [21, p. 70] pour 'égalité;
nous donnons ici une preuve de 'inclusion pour plus de clarté.

Soit f € Fjoﬁq. Par le Lemme 5.7 et pour tout p € Z", on a

Qif(@)[* <2 sup | |Qif(y)|"dy  (Vx € Pyy), (5.1.3)

nezr J Pj,

le second membre de (5.1.3) sera majoré par

a2 2 sup [ 30 2Quf(y) |y,
P.

neL™ Y Fim 1>
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ou la constante c¢; est indépendante de f, j et u. Il est clair que cette inégalité implique

Qif (@) < 27| f|
Soit maintenant 4 € D(R™\{0}) une fonction positive et radiale telle que 75 = 7.

py, (YT EP,). (5.1.4)

On définit une suite d’opérateurs de convolutions (@j) comme ((Q);), c’est-a-dire, en
prenant 7 au lieu de 7 (voir Chapitre 1/Section 1.1). En écrivant

Qif (@) = QQf(x) = 2" | F 52 (e —y)Qif(y)dy

=Y o [ FEQe-y)Qf)dy  (weRr),

WEL™

et par I'inégalité (5.1.4), on obtient

Qif @) < 2 fllig, 27 [ IF A —y)ldy.  (515)

,LLGZ" Tk

Mais en faisant le changement de variable z := 27y, on aura

> o

WETM Pj

F13(2 (x — )| dy = /Rn [F (27 — 2)[dz = [F AL

On applique alors cette égalité dans (5.1.5), on trouve

Q;f ()] < c277°||f]

Clairement, I'inégalité (5.1.6) implique

sup 2°1Q; f ()| < || f]

in, (VY EZ VreR"). (5.1.6)

Es,

pour tout k € Z, tout x € Py, et tout p € Z", c’est-a-dire,
FL = o

Nous passons maintenant a l'inégalité (5.1.3). On a

2jsq\ij(:U)]q < ;27" sup sup sup kaqukf(z)]q /P. dy (Vz € Pj,)

nezr k>j z€P;,
< o £

< c[|f]

g
o 00

q
Fs
Nous notons que l'inégalité (5.1.6) implique
FY o = B o

et pour l'inclusion inverse en utilisant facilement les définitions. Ce qui termine la
preuve de la proposition. O



Chapitre 5. Réalisation et caractérisation de quq par les différences 72

Proposition 5.10. Soient 0 < g < 0o et s > 0. Alors
() g Loo,
(i) FZ , est l’ensemble des f € Lo telle que [flo € F§O7q. L’expression

Oo7q

1/ lloo + [[[f]oc

s
FOO;‘I

est une quasi-norme équivalente dans F3, .

Preuve. Etape 1. Preuve de (i). Voir [52, p. 110].

Etape 2. Prewve de (ii). Voir [16, prop. 3]. O

On peut aussi caractériser 'espace Iy, , par la fonction maximale. Pour cette raison
nous commengcons par le lemme suivant :

Lemme 5.11. Soit 0 < a < oo. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que l’inégalité
sutvante

sup(L+[2"/) (o - 2)| < o (MIg)@) " (weRY),  (5.0)

Z€Z

est satisfaite, pour tout ¢ € S ou suppp C {£ € R":1/2 < [€| < 3/2}.
Preuve. Voir [42, p. 16]. O

Soient f € 8’ et a > 0. On définit les opérateurs maximaux associés aux S; et (); par :
p J J

*,a L ‘S]f({l? - y)’ *,0 L ‘Q]f(x - y)’
S = s A e o @)= e T e

Proposition 5.12. Soient 0 < ¢ < 00, s € R et a > n/q. Alors

/]

1/q
. = Sup sup (2’“”/ E 2jsq|Q;‘-’af(x)\qu>
4 kEZ pezn

ke >k

est une quasi-norme équivalente dans F3, .

Preuve. Pour la preuve de ce résultat nous allons la diviser en deux étapes.

Etape 1. Soit f € &'. En utilisant le méme notation de la preuve Proposition 5.9, ¢’est-

a-dire, les opérateurs (QJ) sont alors définis de la méme fagon que les opérateurs (Q;),
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ou vy =y et ¥ € D(R"\{0}). Il est facile de voir que pour tout z € R, tout j € Z et
tout a > 0 nous avons

Qif (2)] = 1Q;Q;f ()] < ¢ Q" f(x).

Alors on trouve

1l < el

Etape 2. On pose p; == Q;f(277(-)), ot ¢; est portée par la couronne 1/2 < [¢| < 3/2.
Alors on a

*
s -
Foo,q

Qife —2792)| __|Qif (22w — 2))

Q" f(z)] = sup = sup
| / f( )| z€R™ (1+|Z|)a z€R™ (1+|Z|>a
(DI —
c or oup 0522 =21

z€ERM 1+ |Z|a

et on applique le Lemme 5.11, on obtient aussi

3o

Q5 F(@)] < e( Ml % (272))" = ¢(M|Q; £(277(-))]# (2x))
< o(M[Q;f]% ()",
En conséquence, pour tout x € R"™ nous avons

n_  aq

<2kn Z””"@?’“ﬂx)lq)qScl<2k”/ k (Z?S(’(Mi@jfﬂ(x))?)aqn>aq'”.

Pro j>k N>k

Puisque L4/, est une norme et le fait que la fonction maximale M est bornée de Lyq/p
dans Lgq/, pour ag/n > 1, alors nous estimons la dérniere expression par

a2 —al Drmeon
Ji>k L%(Pk,u) J>k L1 (P, )
Finalment, on passe le supycy ... et le sup ¢z . .., on obtient I'estimation
—1 * .
My, < Wl
ce qui acheve la démonstration. [l

On peut passer a I'espace non homogene F5, , par la méme caractérisation, c’est-a-dire :

Proposition 5.13. Soient 0 < ¢ < 00, s € R et a > n/q. Alors

/]

1/q
e = 1S5l supsup (2 [ S 2103 o))

keN pezn Py, i>k

est une quasi-norme équivalente dans F3, .
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Preuve. Il suffit dans la démonstration précédente d’ajouter :

e Dans I’Etape 1. Nous avons

150f1lse < €l S5 floo-

e Dans I'Etape 2. D’apres le Lemme 5.11 (avec on pose ¢; := Syf) et le Lemme 2.9,
on trouve

155 Fllee < e (M1S0£O1F) ™| < ellSof I

ainsi s’acheve la preuve de la proposition 5.13. 0

5.2 Résultats principaux

5.2.1 Réalisation de Fcfo,q

Le but est de réaliser les espaces F ~.q» Puisque il est possible d’obtenir la convergence

de la série de Littlewood-Paley dans S, pour un entier bien défini v :
v :=max(0, [s] + 1) € Ny.

On désigne par [f],, la classe d’équivalence d’une disributions temperées f modulo P,,.

Cela consiste a trouver une application linéaire continue :
o F(fo’q — S,
telle que, Vf € quq ona [o(f)], = f dans S,..

Théoréme 5.14. Soient 0 < ¢ < o0 et s € R. Soit f € Fg’o’q
(i) Alors la série 3-;c7 Q;f converge dans S,,.
(ii) Soit o(f) est définie comme sa somme qui appartient a S.. Alors Uapplication

o: Fjo’q — 8], est une réalisation de Fcfo’q, telle que

J— n
Ta00 =00T,, VaecR"

hyoo=0cohy, VA>0,

de plus 0°o(f) € Cy,V|a| = v.

Preuve. Voir [16]. O
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5.2.2 Caractérisation par les différences

Le point essentiel de ce sous-section est la caractérisation des espaces de Lizorkin-

Triebel homogeénes réalisés F Soq (voir [16, sect. 2.3]) par les différences. Commencgons

par la proposition suivante :
Proposition 5.15. Soient 0 < g < oo, m € N et s € R tels que
max (n/qg —n,0) <s <m.

(i) Alors une fonction f appartient a F3, , si et seulement si f € Ly et

21—k dt 1/q
N f) == sup sup (2"”" / t=%  sup ]A’,?f(x)r]dx) < 0.
’ keNo pezn 0 t/2<|h|<t J Pr. t
De plus, ’expression
[ flloo + N3 ()

est une quasi-seminorme équivalente dans F3, .
(ii) Nous avons la méme conclusion dans (i), si on remplace N3 (f) par

21—l€ q dt 1/q
NEM2(f) := sup sup (2’m J (t" / A f(a:)|dh> da;) ,
’ keNg peznr 0 Pi.,. t/2<|h|<t t
ou
ol—k dt l/q
NEM3(f) = sup sup <2kn / 5 / ¢ / A f(x)]qdhdx> .
’ keNg pezn 0 Py t/2<|h|<t t

Preuve. Voir [52, rem. 4.8 et coro. 4.3]. O

Remarquons que si f est un polynéome de degré m, alors N;’Zl( f) # 0, pendant que

11l

By, = 0, par exemple f(x) := x7", alors

AR f(z) =mlh] et NZT(f) =m12™*(g(m — s)) 77 > 0.
Théoreme 5.16. Soient 0 < g < oo, m € N et s € R tel que
(n/fg—mn), <s<m.

Alors les expressions Njo";z(f) (1 = 1,2,3), sont des quasi-seminormes équivalentes

NS
dans F3, .

Preuve. Voir [16]. O

Remarque 5.17. Dans [16], en plus des résultats principaux, on trouve aussi quelques
assertions dans I’ o, € F 5.q» quelques caractérisations de 'espace F a0,q €U des questions
ouvertes de perspectives.
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Questions ouvertes

Voici quelques questions ouvertes.

e Extension des résultats du Chapitre 2 et 3 au espaces homogenes du types de Besov

Bf,:g(]R”) et de Lizorkin-Triebel F'7 (R™).

e Chercher 'optimalité dans les estimations qui résultent.

Conclusion

Cette these comporte une étude sur la caractérisation des espaces de Besov homogenes
réalisés E;’q(Rn) et de Lizorkin-Triebel homogénes réalisés F 5.4(R™), par des théoremes
de Peetre, par des inégalités de type de Gagliardo-Nirenberg et par des fonctions don-
nées.

Une étude supplémentaire sur le cas limite p = co concernant 'espace g €St donnée
dans un dernier chapitre.
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Résumé : Comme les espaces de Besov homogénes et Lizorkin-Triebel homogénes sont

définis a des polyndmes pres, leurs éléments alors sont des classes d’équivalences dans les
espaces des distributions modulo les polyndmes. Les espaces de Besov homogéenes et
Lizorkin-Triebel homogenes possédent alors des versions d’espaces fonctionnels, ce sont
leurs versions réalisées développées par des travaux de G. Bourdaud et autres.
Dans cette these nous intéressons aux espaces realises de Besov et de Lizorkin-Triebel, par
I'étude de certaines propriétés, en particuliers:

e la convolution,

e estimations de type de Gagliardo-Nirenberg,

e caractérisation par des fonctions données.
Mots-clés: Espaces de Besov, Espaces de Lizorkin-Triebel, Espaces homogenes, Realisa-
tions, Convolutions, Inégalités de Gagliardo-Nirenberg, Méthode de représentation de
Nikol ’skij.
Abstract: As the homogeneous Besov spaces and the homogeneous Lizorkin-Triebel are

defined except for polynomials, their elements then are classes of equivalences in spaces of
the distributions modulo polynomials. Spaces of homogeneous Besov and Lizorkin-Triebel
have versions of functional spaces then, they are their versions carried out developed by the
work of G. Bourdaud and others. In this thesis, we are interested in the realized homo-
geneous Besov and Triebel-Lizorkin spaces, by the study of certain properties, in particular:

e convolution,

e Gagliardo-Nirenberg estimates type,

e characterization by given functions.

Keywords : Besov spaces, Triebel-Lizorkin spaces, Homogeneous spaces, Realizations,
Convolutions, Gagliardo-Nirenberg inequalities, Nikol 'skij representation method.
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