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Notations

• Tous les espaces dans cette thèse sont définis sur Rn.
• N = {1, 2, . . .}, et N0 = N ∪ {0}.

• La dérivée partielle ∂|α|f

∂xα1
1 · · · ∂xαnn

est notée ∂αf ou f (α).

• Pour A ⊂ Rn, |A| est la mesure de Lebesgue de A.
• Soit a ∈ R, nous désignerons a+ := max(0, a).
• Pour tout t ∈ R, [t] désigne la partie entière de t.
• Si X et Y deux espaces de quasi-Banach, X ↪→ Y est l’injection continue, (c’est-à-
dire, ∃c > 0 : ‖x‖Y ≤ c ‖x‖X , ∀x ∈ X).
• C∞ est l’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur Rn.
• Pour 0 < p ≤ ∞, nous notons par ‖ · ‖p la quasi-norme de Lp, et p′ est l’exposant
conjugué de p, c’est-à-dire

p′ := p/(p− 1) si 1 < p ≤ ∞ et p′ :=∞ si 0 < p ≤ 1.

• Lloc1 est l’espace des fonctions localement intégrable sur Rn.
• D est l’espace des fonctions C∞ à support compact, D′ est le dual topologique de D.
• S est l’espace des fonctions C∞ à décroissance rapide sur Rn (espace de Schwartz),
muni de la norme

ζm(f) := sup
|α|≤m

sup
x∈Rn

(1 + |x|)m|f (α)(x)|, ∀m ∈ N0.

• S ′ est l’espace des distributions tempérées (le dual topologique de S).
• E ′ est l’espace des distributions à support compact (le dual topologique de C∞).
• Si f est une fonction (ou une distribution) sur Rn, on définit les translatées et les
dilatées de f par les formules

τaf := f(· − a), hλf := f(·/λ),

pour tous a ∈ Rn et λ 6= 0.
• Nous notons Ȧsp,q := Ḃs

p,q ou Ḟ s
p,q l’espace de Besov homogène ou l’espace de Lizorkin-

Triebel homogène.
• Nous notons aussi Asp,q := Bs

p,q ou F s
p,q l’espace de Besov et de Lizorkin-Triebel non
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homogènes.
• B et F désignent les espaces de Besov ou Lizorkin-Triebel, respectivement.
• Soit 0 < q ≤ ∞. Si E est un espace de quasi-Banach, on désigne par `q(Z;E)
l’ensemble des suites (aj)j∈Z, à valeurs dans E telles que

‖(aj)j∈Z‖`q(Z;E) :=
(∑
j∈Z
‖aj‖qE

)1/q
< +∞.

C’est un espace de quasi-Banach pour la quasi-norme ci-dessus. Pour E = R ou E = C,
on note `q(Z).
• Pour m ∈ N, on désigne par Pm l’ensemble des polynômes de degré inférieur stricte-
ment à m telle que P1 = {c}, P0 = {0} et P∞ l’ensemble de tous les polynômes.
• On désigne par Sm := {f ∈ S : 〈xα, f〉 =

∫
Rn x

αf(x)dx = f̂ (α)(0) = 0; ∀|α| < m},
c’est-à-dire, l’orthogonal de Pm dans S.
• On notora que S0 := S et que S∞ := {f ∈ S : 〈P, f〉 = 0, ∀P ∈ P∞}.
• S ′m est l’espace des distributions tempérées modulo les polynômes de degré inférieur
strictement à m (est son dual topologique de Sm). Il est muni de la topologie ∗-faible.
• Pour tout f ∈ S ′, on désigne par [f ]P la classe d’équivalence de f modulo P∞.
• S ′∞ := {[f ]P : [f ]P = {f + P, ∀P ∈ P∞}}, est appelée encore l’espace des distri-
butions tempérées modulo P∞, c’est-à-dire, l’espace quotient de S ′/P∞ ; De plus, on
a

S ′ = S ′0 ⊂ S ′1 ⊂ ... ⊂ S ′m ⊂ ... ⊂ S ′∞.

• S∞ est un isomorphisme de S ′/P∞.
• Si f ∈ L1, sa transformée de Fourier est

f̂(ξ) :=
∫
Rn

e−ix·ξf(x)dx,

et sa transformée de Fourier inverse est

f̌(x) = F−1f(x) := (2π)−nf̂(−x).

• Les opérateurs de différence : pour toute fonction f , on pose ∆hf := f(· + h) − f ,
∆1
hf := ∆hf, . . . ,∆m+1

h f := ∆h(∆m
h f) (∀h ∈ Rn, ∀m ∈ N). On vérifie aisément la

formule suivante (voir [28, chap. 15]) :

∆m
h f =

m∑
`=0

(
m

`

)
(−1)m−`f(·+ `h).

• c, c1, ..., désigneront des constantes strictements positives et propres qui changeront
leurs valeurs d’une ligne à une autre.



Introduction

L’objectif de cette thèse est d’étudier quelques caractérisations des espaces "fonction-
nels" homogènes définis modulo les polynômes Ȧsp,q, où Ȧsp,q est l’espace de Besov ou de
Lizorkin-Triebel. La notion des réalisations introduite par G. Bourdaud en 1988, nous
permet de modéliser ces espaces par des espaces fonctionnels.
Aujourd’hui nous avons plusieurs utilisations de cette notion "les réalisations", dans
Navier-Stokes, dans les opérateurs pseudo-différentiels, dans la multiplications ponc-
tuelles, dans les ondelettes,... etc, voir par exemple [3], [14], [30], [46], [50] et [51].
Dans cette thèse nous intéressons aux espaces réalisés de Besov et de Lizorkin-Triebel,
noté ˙̃Asp,q, par l’étude de certains propriétés, en particuliers :
• la convolution,
• estimations de type de Gagliardo-Nirenberg,
• caractérisation par des fonctions données.
Ç’est pourquoi nous avons trois axes dans ce manuscrit.
Les principaux résultats de cette thèse sont liés aux trois problèmes suivants :

Pour la convolution, nous allons démontrer le résultat suivant :

Théorème 0.1. Soient 0 < p, q ≤ ∞, r := min(1, p), t := min(1, p, q) et µ :=
−s + (n/p − n)+. Soient a1, a2, b1, b2 des réels tels que 0 < a1 < b1, 0 < a2 < b2 et
a1/b2 ≤ b1/a2. Soient (uj)j∈Z et (vj)j∈Z des suites dans S ′, telles que
• ûj et v̂j sont portées par les couronnes a12j ≤ |ξ| ≤ b12j et a22j ≤ |ξ| ≤ b22j,
respectivement.
• A := ‖(2jsuj)j∈Z‖`q(Lp) <∞ et B := ‖(2jµvj)j∈Z‖`t(Lr) <∞.
On définit la suite (εk)k∈Z par :

εk :=
∑
j∈Z

uj ∗ vj−k, ∀k ∈ Z.

Alors la série ∑k∈Z εk converge dans S ′, et(∑
k∈Z

2−kµq‖εk‖qp
)1/q
≤ cAB,

où la constante positive c ne dépend que de n, s, p, q, a1, a2, b1 et b2, avec c = 1 si p ≥ 1.
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Ce qui donne l’inégalité en fonction suivante :

Corollaire 0.2. La série ∑j∈Z Q̃jθ ∗Qjf converge dans S ′∞ vers un élément noté par
θ ~ f , qui vérifie

‖θ ~ f‖p ≤ c ‖θ‖Ȧµr,ω‖f‖Ȧsp,q ,

pour toute f ∈ Ȧsp,q et toute θ ∈ Ȧµr,ω, où la constante c > 0 est indépendante de f
et θ (avec c = 1 si p ≥ 1), et ω = q′ si p > 1 ou q ≤ p ≤ 1, et 1/ω = 1/p − 1/q si
p ≤ min(1, q).

Nous rappelons les assertions sur la convolution dans [8, chap. 4] et [38, chap. 8]. Nous
remarquons que plusieurs résultats liés à la convolution peuvent être trouvées dans
[17].

Pour les estimations du type de Gagliardo-Nirenberg, nous rappelons les travaux de
Triebel [45] et de Wadade [47], [48] et autres comme dans [26], [27].
Nous allons montrer principalement le résultat suivant :

Proposition 0.3. Soient 0 < p, q ≤ ∞ et m ≥ 0 (avec p <∞ dans le cas F ). Soient
a, b des réels tels que 0 < a < b. Soit (fj)j≥0 une suite dans S ′ telle que f̂j est portée par
la couronne a2j ≤ |ξ| ≤ b2j, et (2m+n/pfj)j≥0 dans Ep,q. Alors la série ∑j≥0 fj converge
dans S ′ et il existe une constante c > 0 telle que l’inégalité∥∥∥∥∑

j≥0
fj

∥∥∥∥
v
≤ c (m+ n/v)1/q−12m+n/v‖(2m+n/pfj)j≥0‖Ep,q

est satisfaite, pour tout v ∈ [p,∞] (avec v <∞ dans le cas F ). La constante c, peuvent
être choisis telle que c := max(1, pn/p) si p < v et c := 1 si p = v.

Nous étenderons aux espaces réalisés ˙̃Asp,q, car il est important de rappeler que si f est
un polynôme non constante alors

‖f‖Ȧsp,q = 0, alors que ‖f‖u =∞ pour tout u ∈]0,∞].

Notons que plusieurs résultats dans ce sens se trouvent dans [15].

Dans une dernière axe, nous donnons des fonctions non triviales dans ˙̃Asp,q. Il s’agit de :

fτ (x) := |x|τω(x/|x|), et gτ (x) := fτ (x)φ(x),

où τ ∈ R, ω est une fonction de classe C∞ sur la sphère unité Sn−1 et φ ∈ D.

Nous allons démontrer le résultat suivant :
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Théorème 0.4. Soient 0 < p, q ≤ ∞, τ ∈ R et ω est une fonction de classe C∞ sur
Sn−1 telle que ω n’est pas une fonction constante si τ ∈ 2N0. Alors [fτ ]P ∈ Ḃτ+n/p

p,∞ ,
[fτ ]P /∈ Ḃτ+n/p

p,q si q <∞ et [fτ ]P /∈ Ḟ τ+n/p
p,∞ si p <∞. De plus,

• si τ > −n (avec τ /∈ N0 si n = 1), alors fτ ∈ ˙̃Bτ+n/p
p,∞ ,

• si q <∞ alors fτ /∈ ˙̃Bτ+n/p
p,q , et si p <∞ alors fτ /∈ ˙̃F τ+n/p

p,∞ .

On trouve aussi plusieurs applications et exemples dans ce sens.

Plan. Cette thèse est organisée en cinq chapitres :

Dans le premier chapitre la définition de la décomposition de Littlewood-Paley d’une
distribution tempérée modulo les polynômes, les définitions des espaces de Besov et de
Lizorkin-Triebel homogènes et non homogènes, quelques propriétés et résultats qu’on
utilisera par la suite.

Dans le deuxième chapitre, on généralise les théorèmes du [8, chap. 4] et [38, chap. 8] au
cas des espaces Ȧsp,q avec 0 < p, q < 1. On observe aussi le cas des espaces homogènes
réalises ˙̃Asp,q.

Dans le troisième chapitre, on commence par quelques généralisations sur les inégalités
du type de Gagliardo-Nirenberg dans les espaces Ep,q pour 0 < p, q ≤ ∞ definis par des
suites dans `q(Z;Lp) et Lp(Rn; `q(Z)).

Dans le chapitre quatre, nous allons donner quelques fonctions non triviales dans ˙̃Asp,q
en utilisant des semi-normes continues, voir [34].

Dans le cinquième chapitre, nous donnons brièvement un résultat sur la réalisation des
espaces Ḟ s

∞,q (ce chapitre a été écrit comme une annexe dans une premiere version).

Les résultats principaux de ce travail :

− La Section 2.3, sera publié dans le journal "Publications de l’Institut Mathématique".

− Une partie du troisième chapitre (en particulier le Corollaire 3.13 et la Section 3.3.2),
sera publiée dans le journal "Mathematical Reports".

− Le quatrième chapitre peut former une publication en collaboration avec le directeur
de la thèse.

− Le cinquième chapitre, sera publié dans le journal "Ufa Mathematical Journal".



Chapitre 1

Préliminaires

Ce premier chapitre a pour but de présenter un certain nombres d’outils nécessaires
pour le reste de la thèse, comme la décomposition de Littlewood-Paley, des définitions
des espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel homogènes et non homogènes, et quelques
inégalités classiques.

1.1 Décomposition de Littlewood-Paley

On fixe dans toute la thèse une Cut-off fonction : ρ est une fonction positive de classe
C∞ sur Rn, radiale (c’est-à-dire, ρ(ξ) = ρ̃(|ξ|), avec ρ̃ ∈ D), et 0 ≤ ρ ≤ 1 telle que

ρ(ξ) = 1 si |ξ| ≤ 1, et ρ(ξ) = 0 si |ξ| ≥ 3
2 .

Nous considérons la fonction γ ∈ S, donnée par γ(ξ) := ρ(ξ) − ρ(2ξ) telle que son
support est porté par la couronne {ξ ∈ Rn : 1/2 ≤ |ξ| ≤ 3/2}, ce qui nous permet
d’obtenir les deux partitions de l’unité suivantes : la partition de l’unité homogène∑

j∈Z
γ(2jξ) = 1, (∀ξ ∈ Rn \ {0}),

la partition de l’unité non homogène

ρ(2−kξ) +
∑

j≥k+1
γ(2−jξ) = 1, (∀k ∈ Z,∀ξ ∈ Rn).

La construction de ρ ne pose aucune difficulté, voir par exemple les livres Bergh et
Löfström [2], Peetre [38] et Triebel [42], [43]. Pour cette partition de l’unité ; on associe
une suite d’opérateurs de convolutions (Qj)j∈Z, (Sj)j∈Z, définis par

Q̂jf := γ(2−j(·))f̂ et Ŝjf := ρ(2−j(·))f̂ , ∀j ∈ Z.
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On définit également les opérateurs (Q̃j)j≥0 par Q̃0 := S0 et Q̃j := Qj pour j ≥ 1.
Les opérateurs Qj et Sj ont des valeurs dans l’espace des fonctions analytiques de
type exponentiel, voir le théorème de Paley-Wiener [41, thm. 29.2, p. 311] ou [42,
rem. 2.3.1/2, p. 45]. Il est clair que l’opérateur Sj est défini sur S ′ et l’opérateur Qj est
défini sur S ′∞, puisque Qjf(x) = 0 si et seulement si f est un polynôme. Nous servons
des conventions suivantes :
• Si f ∈ S ′, on note que [f ]P ∈ S ′∞.
• Si f ∈ S ′∞, on définit alors Qjf := Qjf1 pour toute f1 ∈ S ′ telle que [f1]P = f . En
effet, si f ∈ S ′∞, pour chaque f1, f2 telle que [f1]P = [f2]P = f alors f1 − f2 ∈ P∞, on
a Qjf1 = Qjf2 := Qjf .

Lemme 1.1. Soient 0 < p ≤ ∞ et N ∈ N0. Alors il existe des constantes c1, c2 > 0 et
un nombre entier m ∈ N0 tels que pour tout ϕ ∈ D(Rn \ {0}) et tout ψ ∈ D, (on pose
ϕ̂j := ϕ(2−j(·)) et ψ̂j := ψ(2−j(·))), on a
(i) ‖ϕj ∗ f‖p ≤ c1 2−jNζm(f), pour tout f ∈ S et tout j ∈ N0.

(ii) ‖ϕj ∗ f‖p + ‖ψj ∗ f‖p ≤ c2 2jNζm(f), pour tout f ∈ S∞ et tout j ∈ Z \ N.

Preuve. Voir [33, prop. 2.5]. �

Corollaire 1.2. Soient 0 < p ≤ ∞ et N ∈ N0. Alors il existe des constantes c1, c2 > 0
et un nombre entier m ∈ N0 tels que
(i) ‖Qjf‖p ≤ c1 2−jNζm(f), pour tout f ∈ S et tout j ∈ N0.

(ii) ‖Qjf‖p + ‖Sjf‖p ≤ c2 2jNζm(f), pour tout f ∈ S∞ et tout j ∈ Z \ N.

Preuve. Une conséquence du Lemme 1.1 en posant ϕ = γ et ψ = ρ. �

La convergence faible de la décomposition de Littlewood-Paley d’une fonction est don-
née par la proposition suivante, (voir aussi Remarque 3.9 dans le Chapitre 3 ci-dessous) :

Proposition 1.3. (i) Pour tout f ∈ S∞ (resp. S ′∞), on a

f =
∑
j∈Z

Qjf,

converge dans S∞ (resp. S ′∞).
(ii) Pour tout f ∈ S (resp. S ′), et tout k ∈ Z, on a

f = Skf +
∑
j>k

Qjf,

converge dans S (resp. S ′).

Preuve. La preuve est une conséquence du Lemme 1.1. �
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Remarque 1.4. Par l’inégalité de Young, nous montrons facilement que les opérateurs
(Qjf)j∈Z et (Sjf)j∈Z appartient à L(Lp), pour tout 1 ≤ p ≤ ∞.

1.2 Quelques inégalités classiques

Nous allons rappeler quelques inégalités connues :

Lemme 1.5. Pour 0 < d ≤ 1, et pour toute suite réelle à terme positif (aj)j∈Z ∈ `q(Z),
telle que on a (∑

j∈Z
aj

)d
≤
∑
j∈Z

adj .

Lemme 1.6. Soit 0 < p ≤ q ≤ ∞. Alors il existe une constante c > 0, telle que
l’inégalité

‖f‖q ≤ cRn/p−n/q‖f‖p (1.2.1)

est satisfaite, pour tout R > 0 et tout f ∈ Lp telle que supp f̂ ⊆ {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ R}.
La constante c = p

n/p−n/q
0 où p0 = [p/2] + 1.

Preuve. Voir [35, thm. 4]. �

Remarque 1.7. L’inégalité (1.2.1) est connue sous le nom de Bernstein. Soit α ∈ Nn
0 ,

on peut géneraliser le Lemme 1.6 avec la même condition

‖f (α)‖q ≤ cRn/p−n/q+|α|‖f‖p,

voir [42, rem. 1, p. 18].

Lemme 1.8. Soit 0 < p ≤ 1. Alors il existe une constante c > 0 telle que l’inégalité

‖f ∗ g‖p ≤ cRn/p−n‖f‖p‖g‖p

est satisfaite, pour tout R > 0 et tout f, g ∈ Lp, avec supp f̂ et supp ĝ sont portées par
la boule {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ R}. Si p = 1, alors c = 1, c’est l’inégalité de Young.

Preuve. Voir [42, rem. 2, p. 28]. �
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1.3 Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

Les définitions de base de Ȧsp,q et Asp,q sont données par l’intermédiaire de la décompo-
sition de Littlewood-Paley, voir [2, p. 139], [24], ou [42, p.45, p. 238].
Dans ce paragraphe s, p et q sont de la manière suivante : s ∈ R, 0 < p, q ≤ ∞ et
p <∞ dans le cas F , sauf indication contraire.

1.3.1 Le cas homogène

Définition 1.9. (i) L’espace de Besov homogène Ḃs
p,q est l’ensemble des f ∈ S ′∞ telle

que

‖f‖Ḃsp,q :=
(∑
j∈Z

2jsq‖Qjf‖qp
)1/q

<∞.

(ii) L’espace de Triebel-Lizorkin homogène Ḟ s
p,q est l’ensemble des f ∈ S ′∞ telle que

‖f‖Ḟ sp,q :=
∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

2jsq|Qjf |q
)1/q

∥∥∥∥∥
p

<∞.

Remarque 1.10. Les espaces Ȧsp,q sont des quasi-Banach pour les quasi-normes ci-
dessus. Les espaces Ȧsp,q sont indépendants du choix de la fonction γ qui sert à définir
la décomposition de Littlewood-Paley (c’est-à-dire, si on remplace γ par une autre
fonction avec les mêmes propriétés on a le même espace). Soit P ∈ P∞, alors on a
‖f‖Ȧsp,q = ‖f + P‖Ȧsp,q . Voir par exemple [8, thm. 2.1, p. 25] dans le cas B, ou [42,
rem. 5.1.3/2].

Proposition 1.11. Pour tout s ∈ R, 0 < p, q ≤ ∞ (avec p < ∞ dans le cas F ) on a
S∞ ↪→ Ȧsp,q ↪→ S ′∞.

Preuve. Les démonstrations dans le cas non homogène s’étendent facilement au cas
homogène ; voir [38, thms. 2, 3, pp. 61-62] ou [42, thm. 2.3.3, p. 48]. �

Les espaces de Besov homogènes ont des propriétés analogues aux espaces de Lizorkin-
Triebel homogènes. Voici quelques unes :

Proposition 1.12. (i) Ḃs
p,p = Ḟ s

p,p.
(ii) Si q1 < q2, alors Ȧsp,q1 ↪→ Ȧsp,q2.
(iii) Ḃs

p,min(p,q) ↪→ Ḟ s
p,q ↪→ Ḃs

p,max(p,q).
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(iv) Soient s1 > s2, 0 < p1 < p2 <∞ et 0 < q, r ≤ ∞. Si s1 − n/p1 = s2 − n/p2 alors

Ḃs1
p1,q ↪→ Ḃs2

p2,q ↪→ Ḃs2−n/p2
∞,q , Ḟ s1

p1,q ↪→ Ḃs2
p2,p1 et Ḟ s1

p1,q ↪→ Ḟ s2
p2,r.

Preuve. Voir [24, thm. 2.1]. �

Proposition 1.13. Si 0 < p, q <∞ alors S∞ est un sous-espace dense dans Ȧsp,q.

Preuve. Voir par exemple [10, prop. 3.11] ou [24, (1.6)]. �

Proposition 1.14. (i) Il existe deux constantes positives c1 et c2 telle que

c1‖f‖Ȧsp,q ≤ λn/p−s‖f(λ(·))‖Ȧsp,q ≤ c2‖f‖Ȧsp,q ,

pour toute f ∈ Ȧsp,q et tout λ > 0.
(ii) Soit m ∈ N. La fonction f de S ′∞ appartient à Ȧsp,q si et seulement si les dérivées
partielles f (α) ∈ Ȧs−mp,q pour tout |α| = m. De plus, l’expression suivante∑

|α|=m
‖f (α)‖Ȧs−mp,q

est une quasi-seminorme dans Ȧsp,q.

Preuve. Pour la preuve (ii) voir [8, prop. 2.1.1, p. 27] dans le cas B, pour (iii) voir
[12, prop. 5], [13, prop. 8]. �

Nous rappelons des estimations de type de Nikol’skij, et nous référons aux [12, prop.
4], [32, prop. 3.4] et [33, props. 2.15, 2.17].

Proposition 1.15. Soient a, b des réels telles que 0 < a < b. Soit (uj)j∈Z une suite
dans S ′ telle que
• ûj est portée par la couronne a2j ≤ |ξ| ≤ b2j,
• A :=

(∑
j∈Z 2jsq‖uj‖qp

)1/q
<∞

(
A :=

∥∥∥∥(∑j∈Z 2jsq|uj|q
)1/q

∥∥∥∥
p
<∞ dans le cas F

)
.

(i) Alors la série ∑j∈Z uj converge dans S ′∞ et on a∥∥∥∥∑
j∈Z

uj

∥∥∥∥
Ȧsp,q

≤ cA,

où la constante c dépend uniquement de n, s, p, q, a et b.
(ii) Si s > (n/p−n)+ (resp. s > (n/min(p, q)−n)+ dans le cas F ), la même conclusion
est valable pour a = 0.
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1.3.2 Le cas non homogène

Pour définir les espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel non homogènes, il suffit de rem-
placer la décomposition de Littlewood-Paley homogène par sa version non homogène
(voir la Section 1.1).

Définition 1.16. (i) L’espace de Besov non homogène Bs
p,q est l’ensemble des f ∈ S ′

telle que

‖f‖Bsp,q :=
(∑
j≥0

2jsq‖Q̃jf‖qp
)1/q

<∞.

(ii) L’espace de Triebel-Lizorkin non homogène F s
p,q est l’ensemble des f ∈ S ′ telle que

‖f‖F sp,q :=
∥∥∥∥∥
(∑
j≥0

2jsq|Q̃jf |q
)1/q

∥∥∥∥∥
p

<∞.

Remarque 1.17. Les espaces Asp,q sont des espaces quasi-Banach pour les quasi-
normes, qui ne dépendent pas de la fonction ρ, voir par exemple [21, rem. 2.6, p.
51] ou [42, prop. 1, p. 46].

Maintenant, nous rappelons quelques inclusions entre les espaces de Besov et de Lizorkin-
Triebel non homogènes. Pour plus détails sur la caractérisation de Asp,q, voir par exemple
[2, sect. 6.2, p. 139], [39, chap. 2], [42, sect. 2.3.2, p. 46], [43, chap. 2].

Proposition 1.18. (i) Si 0 < q1 ≤ q2 ≤ ∞ et ε > 0, alors

S ↪→ As+εp,∞ ↪→ Asp,q1 ↪→ Asp,q2 ↪→ S
′.

(ii) Bs
p,min(p,q) ↪→ F s

p,q ↪→ Bs
p,max(p,q).

(iii) Soient 0 < p1 < p < p2 ≤ ∞ et 0 < q1, q2 ≤ ∞. Pour 0 < q1 ≤ p ≤ q2 ≤ ∞ et
s1 − n/p1 = s− n/p = s2 − n/p2, alors

Bs1
p1,q1 ↪→ F s

p,q ↪→ Bs2
p2,q2 .

1.3.3 Relation entre Ȧs
p,q et As

p,q

Pour passer du cas homogène au cas non homogène, ou inversement, nous disposons la
relation suivante :

Proposition 1.19. Si s > (n/p − n)+, alors f ∈ Asp,q si et seulement si f ∈ Lp et
[f ]P ∈ Ȧsp,q. De plus,

‖f‖p + ‖[f ]P‖Ȧsp,q ,

est une quasi-norme équivalente dans Asp,q.
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Preuve. Voir [2, thm. 6.3.2, p. 148] pour p, q ≥ 1, ou [43, thm. 2.3.3, p. 98]. �

Proposition 1.20. Si s > 0, alors pour tout f ∈ Asp,q on a [f ]P ∈ Ȧsp,q.

Preuve. C’est une conséquence de la Proposition précédente. �

1.4 Réalisations

Par définition les espaces Ȧsp,q s’injectent dans S ′∞, cependant il existe une plus petit
entier ν ∈ N0 tel que Ȧsp,q ↪→ S ′ν . Nous allons faire de façon à l’apparaître.

1.4.1 Distributions nulles à l’infini

On introduit la définition suivante :

Définition 1.21. On dit qu’une distribution tempérée f ∈ S ′ tend vers 0 à l’infini si
hλf tend vers 0 dans S ′ quand λ tend vers 0, c’est-à-dire

lim
λ→0

〈
f(λ−1(·)), ϕ

〉
= 0, ∀ϕ ∈ S.

L’ensemble de telles distributions est noté C̃0.

Lemme 1.22. Si f ∈ C̃0 est un polynôme, alors f = 0. C’est-à-dire, C̃0 ∩ P∞ = {0}.

Preuve. Voir [5, p. 46]. �

Voici quelques exemples de distributions dans C̃0 :

Exemple 1. (i) Soit 1 ≤ p <∞. Si f ∈ Lp, alors f ∈ C̃0.
(ii) Si f ∈ L∞ ou f ∈ C̃0, alors ∂jf ∈ C̃0 (j = 1, . . . , n).
(iii) Voir aussi les exemples et les contre-exemples dans l’article [15].

1.4.2 Réalisations (Généralités)

Définition 1.23. Soit k ∈ N0∪{∞}. Soit E est un sous-espace vectoriel de S ′∞, muni
d’une structure d’espace de quasi-Banach telle que E ↪→ S ′∞. On appelle réalisation
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de E dans S ′k une application linéaire continue σ : E −→ S ′k telle que [σ(f)]P = f

(∀f ∈ E) dans S ′∞. L’ensemble d’image σ(E) s’appelle l’espace réalisé de E.

Remarque 1.24. Nous rappolons que l’application σ est une bijection de E dans
σ(E).

Nous avons quelques propriétés nécessaires à rappeler qui concernent l’invariance par
translations et par dilatations (c’est-à-dire, ‖τaf‖E = ‖f‖E ou ‖hλf‖E = λ−r‖f‖E,
∀f ∈ E, r ∈ R, a ∈ Rn, et λ > 0) :

Proposition 1.25. Soit σ0 : E → S ′ une réalisation. Pour toute (Lα)|α|≤N une famille
finie de fonctions linéaires continues sur E, la formule suivante définit une réalisation
de E dans S ′ :

σ(f)(x) := σ0(f)(x) +
∑
|α|≤N

Lα(f)xα.

Inversement, toute réalisation de E est donnée de cette manière.

Preuve. Voir [8, thm. 1.4, p. 20], [9, prop. 1] ou [33, prop. 3.2]. �

Proposition 1.26. Soit E isométriquement invariant par translations. Soit σ0 : E →
S ′k une réalisation, commutant aux translations. Soit (Lα)|α|=k une famille finie de
fonctions linéaires continues sur E telle que

Lα ◦ τa = Lα.

Alors la formule

σ(f)(x) := σ0(f)(x) +
∑
|α|=k
Lα(f)xα (modulo Pk)

définit une réalisation de E modulo Pk, qui commute aux translations. Inversement,
toute réalisation de E modulo Pk, commutant aux translations, est donnée de cette
manière.

Preuve. Voir [8, thm. 1.5, p. 21] ou [9, prop. 2]. �

Proposition 1.27. (i) Si r /∈ N0, alors E admet au plus une réalisation qui commute
aux dilatations.

(ii) Supposons que r ∈ N0 et σ0 : E → S ′ une réalisation, commutant aux dilatations.
Soit (Lα)|α|=r une famille de fonctions linéaires continues sur E telle que

Lα ◦ hλ = λ−rLα, ∀λ > 0.
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Alors la formule
σ(f)(x) := σ0(f)(x) +

∑
|α|=r
Lα(f)xα

définit une réalisation de E, qui commute aux dilatations. Inversement, toute réali-
sation de E, commutant aux dilatations, est donnée de cette manière.

Preuve. Voir [8, thm. 1.6, p. 21], [9, prop. 4] ou [33, prop. 3.1]. �

1.4.3 Les espaces réalisés

Comme nous l’avons précisé au début de ce paragraphe, nous allons présenter un
nombre entier ν ∈ N0 tel que Ȧsp,q ↪→ S ′ν . Le nombre entier ν = ν(s, p, q, n) (avec
fixé ν dans toute cette thèse) sera défini par

ν :=

 ([s− n/p] + 1)+ si s− n/p /∈ N0 ou q > 1 dans le cas B (p > 1 dans le cas F ),

s− n/p si s− n/p ∈ N0 et q ≤ 1 dans le cas B (p ≤ 1 dans le cas F ).
(1.4.2)

Proposition 1.28. Soit f ∈ Ȧsp,q. Alors la série de Littlewood-Paley∑j∈ZQjf converge
dans S ′ν vers un élément noté σ(f). De plus, σ(f) est l’unique représentant de f dans
S ′ν qui vérifie : [σ(f)]P = f , σ(f) commute avec les translations et les dilatations dans
certains cas, et ∂ασ(f) ∈ C̃0 pour |α| = ν.

Preuve. Voir [10, prop. 4.6] ou [33, thm. 1.2]. �

On peut aussi trouver la convergence dans S ′. Pour cela, il faut ajouter un polynôme
à la série de Littlewood-Paley.

Proposition 1.29. Pour tout f ∈ Ȧsp,q on a la série σ(f) converge dans S ′,

[σ(f)]P = f dans S ′∞ et ∂ασ(f) ∈ C̃0 si |α| = ν.

La série σ(f) est défini comme suit :
(H-1) Dans le cas s < n/p, ou s = n/p et 0 < q ≤ 1 dans le cas B (0 < p ≤ 1 dans le
cas F ),

σ(f) =
∑
j∈Z

Qjf. (1.4.3)
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(H-2) Dans le cas s − n/p ∈ R+ \ N0, ou s − n/p ∈ N et 0 < q ≤ 1 dans le cas B
(0 < p ≤ 1 dans le cas F ),

σ(f) =
∑
j∈Z

(
Qjf −

∑
|α|<ν

(Qjf)(α)(0)xα/α!
)
. (1.4.4)

(H-3) Dans le cas s− n/p ∈ N0 et q > 1 dans le cas B (p > 1 dans le cas F ),

σ(f) =
∑
j>0

Qjf +
∑
j≤0

(
Qjf −

∑
|α|<ν

(Qjf)(α)(0)xα/α!
)
. (1.4.5)

Preuve. Pour plus de détails et la preuve voir [10, sect. 4] ou [33, thms. 4.1, 4.5]. �

Nous commençons maintenant par la définition des espaces réalisés ˙̃Asp,q, voir [5], [10],
ou [33]. D’après la Définition 1.23, on pose ˙̃Asp,q = σ(Ȧsp,q) et on a la définition suivante :

Définition 1.30. L’espace réalisé ˙̃Asp,q est défini comme suit :
(H-1) Dans le cas s < n/p, ou s = n/p et 0 < q ≤ 1 dans le cas B (0 < p ≤ 1 dans le
cas F ), (ici ν = 0),

˙̃Asp,q := {f ∈ S ′ : [f ]P ∈ Ȧsp,q et f ∈ C̃0}.

(H-2) Dans le cas s − n/p ∈ R+ \ N0, ou s − n/p ∈ N et 0 < q ≤ 1 dans le cas B
(0 < p ≤ 1 dans le cas F ), (ici on a ν = [s−n/p]+1 ou ν = s−n/p, respectivement,
avec ν ≥ 1),

˙̃Asp,q := {f ∈ S ′ : [f ]P ∈ Ȧsp,q, f est de classe Cν−1,

f (β)(0) = 0 pour |β| ≤ ν − 1 et f (α) ∈ C̃0 pour |α| = ν}.

(H-3) Dans le cas s− n/p ∈ N0 et q > 1 dans le cas B (p > 1 dans le cas F ), (ici on
a ν = [s− n/p] + 1 ≥ 1),

˙̃Asp,q := {f ∈ S ′ : [f ]P ∈ Ȧsp,q, f est da classe Cν−1,

f (β)(0) =
∑
j>0

(Qjf)(β)(0) pour |β| ≤ ν − 1 et f (α) ∈ C̃0 pour |α| = ν},

muni de la même quasi-seminorme de Ȧsp,q, c’est-à-dire

‖f‖ ˙̃
Asp,q

:= ‖[f ]P‖Ȧsp,q .

Proposition 1.31. Dans les cas (H-1)–(H-3) on a

˙̃Asp,q = σ(Ȧsp,q).
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Preuve. Par définition on a σ(Ȧsp,q) ⊂
˙̃Asp,q. Pour l’inclusion inverse, soit maintenant

f ∈ ˙̃Asp,q, alors [f ]P ∈ Ȧsp,q et f − σ([f ]P) ∈ P∞. Par le Lemme 1.22 (c’est-à-dire,
C̃0∩P∞ = {0}) et puisque ∂α(f −σ([f ]P)) ∈ C̃0 pour tout |α| = ν, alors f −σ([f ]P) =
P ∈ Pν ,
– dans le cas (H-1), ν = 0 et f = σ([f ]P) ;
– dans le cas (H-2) et (H-3), on pose

P(x) =
∑
|β|<ν

aβx
β,

alors par l’identification nous avons

β!aβ = (f (β) − ∂βσ([f ]P))(0) = 0,

ce qui donne f = σ([f ]P). Nous concluons que f et σ([f ]P) coïncide dans S ′ν , et que
l’inclusion σ(Ȧsp,q) ⊃

˙̃Asp,q est satisfaite. �

Exemple 2. Soient 0 < p ≤ ∞ et τ ∈ R telle que −n < τ /∈ 2N0 (avec τ /∈ N0 si
n = 1). Alors la fonction f définie par

f(x) := |x|τ , ∀x ∈ Rn,

appartient à ˙̃Bτ+n/p
p,∞ . En effet, si τ ∈ 2N0, alors f est une polynôme donc [f ]P ∈ Ḃτ+n/p

p,∞
est évitante (c’est-à-dire, ‖[f ]P‖Ḃτ+n/p

p,∞
= 0, ∀f ∈ P∞). On suppose maintenant que

τ /∈ 2N0, la fonction f n’est pas un polynôme, localement intégrable (f ∈ Lloc1 ). Pour
tout λ > 0, on a

f̂(λξ) = λ−n−τ
∫
Rn
e−iλxξ|λx|τd(λx) = λ−n−τ f̂(ξ),

dans S ′, et f̂ est une fonction radiale, c’est-à-dire, nous pouvons trouver une fonction
g définie sur R+ telle que f̂(ξ) = g(|ξ|) ; comme τ /∈ 2N0, alors il existe une constante
c0 6= 0 (c0 = f̂

(
ξ
|ξ|

)
= g

(∣∣∣ ξ|ξ| ∣∣∣) = g(1)) telle que pour λ = |ξ|−1 (ξ 6= 0), on a

f̂(ξ) = c0|ξ|−n−τ .

Soit la fonction ψ définie par ψ := f∗F−1γ, puisque ψ̂(ξ) = f̂(ξ)γ(ξ) = c0|ξ|−n−τγ(ξ) ∈
C∞ et ψ̂(m)(0) = 0,∀m ∈ N, donc on a ψ ∈ S∞. Alors

Q̂jf(ξ) = γ(2−jξ)f̂(ξ) = c02−j(n+τ)|2−jξ|−n−τγ(2−jξ) = 2−j(n+τ)ψ(2−jξ),

sur Rn\{0}, c’est-à-dire, Qjf(x) = 2−j(n+τ)2jnF−1ψ(2jξ). Par conséquent, nous avons
l’égalité

‖Qjf‖p = 2−j(τ+n/p)‖F−1ψ‖p,

ce qui donne [f ]P ∈ Ḃτ+n/p
p,∞ .
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Maintenant, on démontre que f ∈ C̃0. Soit ϕ ∈ S et ν := ([s− n/p] + 1)+ = [τ ] + 1.
• Pour −n < τ < 0, on trouve immédiatement

|〈f(·/λ), ϕ〉| = λ−τ |〈f, ϕ〉| −→
λ→0

0, (∀λ > 0),

ce qui donne f ∈ C̃0 (où ν = 0).
• Pour τ ≥ 0, puisque si ∂1

j f ∈ C̃0 alors f (α) ∈ C̃0, ∀|α| = ν. Il suffit donc étudier le
cas τ < 1, c’est-à-dire, ν = 1. On a |x|τ = (x2

1 + . . .+ x2
n)τ/2, et

∂1
j |x|τ = 2(τ/2)xj(x2

1 + . . .+ x2
n)(τ/2)−1 = τxj|x|τ−2.

Alors pour tout λ > 0, on trouve∣∣∣〈∂1
j f(·/λ), ϕ

〉∣∣∣ = λ1−τ
∣∣∣〈τxj|x|τ−2, ϕ

〉∣∣∣ −→
λ→0

0,

ce qui donne ∂1
j |x|τ ∈ C̃0. Dans le cas τ /∈ N0 garantit que −1 < τ − ν si n = 1.

Finalement, on déduit que f appartient à ˙̃Bτ+n/p
p,∞ .



Chapitre 2

Convolution dans les espaces
homogènes Ȧsp,q

Dans ce chapitre nous donnons quelques généralisations sur la convolution liées aux J.
Peetre dans les espaces Ȧsp,q et

˙̃Asp,q, où s, p et q qui sont de la manière suivante : s ∈ R,
0 < p, q ≤ ∞ et p < ∞ dans le cas F , sauf indication contraire. Ensuite, on utilise la
notation suivante : r := min(1, p), µ := −s+ (n/p− n)+, et ω(p, q) := ω telle que

ω = q′ si p > 1 ou q ≤ p ≤ 1, et 1/ω = 1/p− 1/q si p ≤ min(1, q),

où q′ := q/(q − 1) si q > 1 et q′ :=∞ si 0 < q ≤ 1. On se donne en outre une fonction
γ̃ ∈ D(Rn\{0}) telle que γ̃γ = γ. Les opérateurs Q̃j sont alors définis de la même façon
que les Qj, c’est-à-dire,

̂̃
Qjf := γ̃(2−j(·))f̂ .

2.1 Généralisations de certains théorèmes de Peetre

On désigne par Ep,q les espaces des suites (aj)j∈Z qui vérifient :

‖(aj)j∈Z‖Ep,q :=
(∑
j∈Z
‖aj‖qp

)1/q
<∞, où Ep,q := `q(Z;Lp(Rn)),

‖(aj)j∈Z‖Ep,q :=
∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z
|aj|q

)1/q
∥∥∥∥∥
p

<∞, où Ep,q := Lp(Rn; `q(Z)),

avec la modification usuelle si p =∞ ou q =∞.
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Remarque 2.1. Soient 0 < u, v ≤ ∞, on a

`u(Lp) ↪→ Lp(`q) ↪→ `v(Lp),

pour tout u et v tels que

0 < u ≤ min{p, q} et max{p, q} ≤ v ≤ ∞.

Proposition 2.2. Soient a1, a2, b1, b2 des réels tels que 0 < a1 < b1 et 0 < a2 < b2.
Soient (uj)j∈Z et (vj)j∈Z des suites dans S ′, telles que
• ûj et v̂j sont portées par les couronnes a12j ≤ |ξ| ≤ b12j et a22j ≤ |ξ| ≤ b22j,
respectivement.
• A := ‖(2jsuj)j∈Z‖Ep,q <∞ et B := ‖(2jµvj)j∈Z‖Er,ω <∞.
Alors la série ∑j∈Z uj ∗ vj converge dans S ′ν (pour la définition de ν voir (1.4.2)), et∥∥∥∥∑

j∈Z
uj ∗ vj

∥∥∥∥
p
≤ cAB,

où la constante positive c ne dépend que de n, s, p, q, a1, a2, b1 et b2, avec c = 1 si p ≥ 1.

Preuve. Voir [17]. �

Théorème 2.3. Soient t := min(1, p, q). Soient a1, a2, b1, b2 des réels tels que 0 < a1 <

b1, 0 < a2 < b2 et a1/b2 ≤ b1/a2. Soient (uj)j∈Z et (vj)j∈Z des suites dans S ′, telles que
• ûj et v̂j sont portées par les couronnes a12j ≤ |ξ| ≤ b12j et a22j ≤ |ξ| ≤ b22j,
respectivement.
• A := ‖(2jsuj)j∈Z‖`q(Lp) <∞ et B := ‖(2jµvj)j∈Z‖`t(Lr) <∞.
On définit la suite (εk)k∈Z par :

εk :=
∑
j∈Z

uj ∗ vj−k, ∀k ∈ Z. (2.1.1)

Alors la série ∑k∈Z εk converge dans S ′, et(∑
k∈Z

2−kµq‖εk‖qp
)1/q
≤ cAB, (2.1.2)

où la constante positive c ne dépend que de n, s, p, q, a1, a2, b1 et b2, avec c = 1 si p ≥ 1.

Preuve. Pour la preuve de ce résultat nous allons la diviser en deux étapes.
Étape 1. Convergence dans S ′. Tout d’abord on a uj ∗ vj−k = 0 pour tout j, k ∈ Z sauf
si a1/b2 ≤ 2−k ≤ b1/a2.
Soient m1,m2 ∈ Z tels que a1/b2 ≈ 2−m2 , b1/a2 ≈ 2−m1 . Nous pouvons écrire

εk :=
∑
j∈Z

uj ∗ vj−k, m1 ≤ k ≤ m2. (2.1.3)
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Par conséquent, pour toute ϕ ∈ S nous avons∑
k∈Z
|〈εk, ϕ〉| ≤

∑
m1≤k≤m2

‖εk‖p‖ϕ‖p′ ,

où p′ := p/(p− 1) si p > 1 et p′ :=∞ si 0 < p ≤ 1. Par la Proposition 2.2, il existe une
constante c > 0 telle que

‖εk‖p ≤ c 2kµAB. (2.1.4)

Alors de l’estimation (2.1.4), on obtient∑
k∈Z
|〈εk, ϕ〉| ≤ cAB‖ϕ‖p′

∑
m1≤k≤m2

2kµ

≤ c1AB‖ϕ‖p′ <∞.

Étape 2. Preuve de (2.1.2). On distingue deux cas.
• Le cas p ≥ 1 ici µ = −s. En appliquant l’inégalité de Young, on obtient

(∑
k∈Z

2ksq‖εk‖qp
)1/q
≤
(∑
k∈Z

(∑
j∈Z

2ks‖uj ∗ vj−k‖p
)q)1/q

≤
(∑
k∈Z

(∑
j∈Z

2js‖uj‖p 2(k−j)s‖vj−k‖1

)q)1/q

≤
(∑
k∈Z

(∑
l∈Z

2(k−l)s‖uk−l‖p 2ls‖v−l‖1

)q)1/q

. (2.1.5)

– Si q > 1, alors par l’inégalité de Minkowski, l’expression (2.1.5) est majorée par

∑
l∈Z

2ls‖v−l‖1

(∑
k∈Z

2(k−l)sq‖uk−l‖qp
)1/q

≤
(∑
l∈Z

2−ls‖vl‖1

)(∑
k∈Z

2ksq‖uk‖qp
)1/q
≤ AB.

– Si 0 < q ≤ 1, alors en utilisant le Lemme 1.5, l’expression (2.1.5) est majorée par
(∑
k∈Z

∑
l∈Z

2(k−l)sq‖uk−l‖qp 2lsq‖v−l‖q1
)1/q

≤
(∑
l∈Z

2lsq‖v−l‖q1
)1/q(∑

k∈Z
2ksq‖uk‖qp

)1/q
≤
(∑
l∈Z

2−lsq‖vl‖q1
)1/q(∑

k∈Z
2ksq‖uk‖qp

)1/q

≤ AB.

• Le cas 0 < p ≤ 1 ici µ = −s+ n/p− n. D’après (2.1.3) il est clair que

supp v̂j−k ⊂ {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ 2m2+j}, pour m1 ≤ k ≤ m2.
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Donc le Lemme 1.8 permet d’obtenir

‖uj ∗ vj−k‖p ≤ c max(b1, b2 2m2)n/p−n 2j(n/p−n)‖uj‖p‖vj−k‖p.

Par le Lemme 1.5, on obtient immédiatement

(∑
k∈Z

2−kµq‖εk‖qp
)1/q
≤ c

(∑
k∈Z

2−kµq
(∑
j∈Z

2j(n/p−n)p‖uj‖pp‖vj−k‖pp
)q/p)1/q

≤ c

(∑
k∈Z

(∑
j∈Z

2(j−k)(n/p−n)p 2ksp‖uj‖pp‖vj−k‖pp
)q/p)1/q

≤ c

(∑
k∈Z

(∑
j∈Z

2jsp‖uj‖pp 2(j−k)(−s+n/p−n)p‖vj−k‖pp
)q/p)1/q

≤ c

(∑
k∈Z

(∑
l∈Z

2(l+k)sp‖ul+k‖pp 2l(−s+n/p−n)p‖vl‖pp
)q/p)1/q

. (2.1.6)

Maintenant, nous séparons cette estimation en ce qui concerne q dans deux cas :
– Si p ≤ q (ici q ∈]0,∞]), alors par l’inégalité de Minkowski le terme droite dans (2.1.6)
est majoré par

c

(∑
l∈Z

2lµp‖vl‖pp
(∑
k∈Z

2(l+k)sq‖ul+k‖qp
)p/q)1/q

≤ cAB.

– Si q < p, par le Lemme 1.5 avec d := q/p le terme droite dans (2.1.6) est majoré par

c
(∑
k∈Z

∑
l∈Z

2l(n/p−n−s)q‖vl‖qp 2(l+k)sq‖ul+k‖qp
)1/q

≤ c
(∑
l∈Z

2lµq‖vl‖qp
∑
k∈Z

2(l+k)sq‖ul+k‖qp
)1/q
≤ cAB.

Par conséquent, on a le résultat souhaité. �

Théorème 2.4. Soient t := min(1, q) et β > n/min(p, q). Soient a1, a2, b1, b2 des réels
tels que 0 < a1 < b1, 0 < a2 < b2 et a1/b2 ≤ b1/a2. Soient (uj)j∈Z et (vj)j∈Z des suites
dans S ′, telles que
• ûj et v̂j sont portées par les couronnes a12j ≤ |ξ| ≤ b12j et a22j ≤ |ξ| ≤ b22j,
respectivement.
• A := ‖(2jsuj)j∈Z‖Lp(`q) <∞ et B := ‖(2−js(1 + 2j| · |)βvj)j∈Z‖`t(L1) <∞.
On définit la suite (εk)k∈Z comme dans (2.1.1). Alors la série ∑k∈Z εk converge dans
S ′, et ∥∥∥∥∥

(∑
k∈Z

2ksq|εk|q
)1/q

∥∥∥∥∥
p

≤ cAB, (2.1.7)

où la constante positive c ne dépend que de n, s, p, q, a1, a2, b1, b2 et β.
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Pour la preuve, on introduit la fonction maximale de Peetre :

u∗,βj (x) := sup
y∈Rn

(1 + |2jy|)−β|uj(x− y)| (∀x ∈ Rn, j ∈ Z, β > 0).

Proposition 2.5. Il existe c1, c2 > 0, tels que si β > n/min(p, q) et (uj)j∈Z une suite
dans S ′ donnée comme dans le Théorème 2.4, alors

c1‖(2jsu∗,βj )j∈Z‖Lp(`q) ≤ ‖(2jsuj)j∈Z‖Lp(`q) ≤ c2‖(2jsu∗,βj )j∈Z‖Lp(`q).

Preuve. Voir [42, p. 30]. �

Preuve du Théorème 2.4. Nous allons démontrer ce théorème en deux étapes en
utilisant la Proposition 2.5.
Étape 1. Convergence dans S ′. Par l’Étape 1/preuve du Théorème 2.3, nous avons∑

k∈Z
|〈εk, ϕ〉| ≤

∑
m1≤k≤m2

‖εk‖p‖ϕ‖p′ , ∀ϕ ∈ S.

Pour β > n/min(p, q), il suffit d’observer que

‖uj ∗ vj−k‖p ≤
∥∥∥∥∥
∫
Rn
vj−k(y)(1 + 2j|y|)β uj(· − y)

(1 + 2j|y|)β dy
∥∥∥∥∥
p

≤ ‖u∗,βj ‖p
∫
Rn
|vj−k(y)|(1 + 2j|y|)βdy,

par l’inégalité élémentaire

(1 + 2j|y|)β ≤ c max(2−kβ, 2kβ)(1 + 2j−k|y|)β, ∀β > 0,∀j, k ∈ Z, (2.1.8)

où c indépendent de j et k. Donc ce qui donne (avec β > n/min(p, q)) :

‖uj ∗ vj−k‖p ≤ c1 2−ks max(2−kβ, 2kβ)(2js‖u∗,βj ‖p)
∫
Rn

2−(j−k)s|vj−k(y)|(1 + 2j−k|y|)βdy

≤ c2 max(2−ks′ , 2−ks′′)
∥∥∥∥ sup
l+k∈Z

2(l+k)s|u∗,βl+k(·)|
∥∥∥∥
p

sup
l∈Z

2−ls‖(1 + 2l|y|)βvl‖1

≤ c2 max(2−ks′ , 2−ks′′)‖(2msu∗,βm )m∈Z‖Lp(`∞)‖(2−ls(1 + 2l| · |)βvl)l∈Z‖`∞(L1),

où s′ := s + β ∈ R et s′′ := s − β ∈ R. Alors par les inclusions `t(L1) ↪→ `∞(L1) et
Lp(`q) ↪→ Lp(`∞), on trouve que série ∑k∈Z |〈εk, ϕ〉| est majorée par cAB.

Étape 2. Preuve de (2.1.7). Nous distinguons deux cas.
• Le cas q > 1. En utilisant l’inégalité de Minkowski (deux fois) et l’inégalité (2.1.8)
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(où (1 + 2l+k|y|)β ≤ c (1 + 2l|y|)β et m1 ≤ k ≤ m2), on obtient

(∑
k∈Z

2ksq|εk|q
)1/q
≤
(∑
k∈Z

( ∫
Rn

∑
j∈Z

2ks|uj(· − y)vj−k(y)|dy
)q)1/q

≤
∫
Rn

(∑
k∈Z

(∑
j∈Z

2js|uj(· − y)| 2(k−j)s|vj−k(y)|
)q)1/q

dy

≤
∫
Rn

∑
l∈Z

2−ls|vl(y)|
(∑
k∈Z

2(k+l)sq(1 + 2l+k|y|)βq
∣∣∣∣ uk+l(· − y)
(1 + 2l+k|y|)β

∣∣∣∣q
)1/q

dy

≤ c
∫
Rn

∑
l∈Z

2−ls|vl(y)|(1 + 2l|y|)β
(∑
k∈Z

2(k+l)sq|u∗,βl+k(·)|q
)1/q

dy

≤ c
( ∑
m∈Z

2msq|u∗,βm |q
)1/q∑

l∈Z
2−ls‖(1 + 2l| · |)βvl‖1.

On passe à présent au calcul de la quasi-norme Lp. Par l’inclusion `t(L1) ↪→ `1(L1), on
obtient∥∥∥∥∥

(∑
k∈Z

2ksq|εk|q
)1/q

∥∥∥∥∥
p

≤
∥∥∥∥∥
( ∑
m∈Z

2msq|u∗,βm (·)|q
)1/q

∥∥∥∥∥
p

∥∥∥(2−ls(1 + 2l| · |)βvl)l∈Z
∥∥∥
`1(L1)

≤ cAB.

• Le cas 0 < q ≤ 1. Par le Lemme 1.5 avec d := q et l’inégalité (1 + 2l+k|y|)β ≤
c (1 + 2l|y|)β pour m1 ≤ k ≤ m2, on a
(∑
k∈Z

2ksq|εk|q
)1/q
≤
(∑
k∈Z

2ksq
∑
j∈Z
|uj ∗ vj−k|q

)1/q

≤
(∑
k∈Z

∑
j∈Z

( ∫
Rn

2ks|uj(· − y)vj−k(y)|dy
)q)1/q

≤
(∑
k∈Z

∑
l∈Z

( ∫
Rn

2ks
∣∣∣∣ ul+k(· − y)
(1 + 2l+k|y|)β (1 + 2l+k|y|)βvl(y)

∣∣∣∣dy)q
)1/q

≤ c

(∑
l∈Z

∑
k∈Z

2(l+k)sq|u∗,βl+k(·)|q
( ∫

Rn
2−ls|(1 + 2l|y|)βvl(y)|dy

)q)1/q

≤ c
( ∑
m∈Z

2msq|u∗,βm |q
∑
l∈Z

2−lsq‖(1 + 2l| · |)βvl‖q1
)1/q

.

Alors nous calculons la quasi-norme Lp de
(∑

k∈Z 2ksq|εk|q
)1/q

alors l’estimation désirée
est obtenue. Ce qui termine la démonstration. �



Chapitre 2. Convolution dans les espaces homogènes Ȧsp,q 24

2.2 Remarques sur des cas particuliers

Dans ce paragraphe nous donnons quelques généralisations des théorèmes de [8, chap. 4]
ou [38, chap. 8] au cas 0 < p, q < 1. Nous commençons par le corollaire suivant :

Corollaire 2.6. La série ∑j∈Z Q̃jθ ∗Qjf converge dans S ′∞ vers un élément noté par
θ ~ f , qui vérifie

‖θ ~ f‖p ≤ c‖θ‖Ȧµr,ω‖f‖Ȧsp,q ,

pour toute f ∈ Ȧsp,q et toute θ ∈ Ȧµr,ω, où la constante c > 0 est indépendante de f et θ
(avec c = 1 si p ≥ 1).

Preuve. Une conséquence immédiate de la Proposition 2.2. Il suffit de poser uj := Qjf

et vj := Q̃jθ. �

Théorème 2.7. La série ∑j∈Z Q̃jθλ ∗Qjf converge dans S ′ν vers un élément noté par
θλ ~ f où θλ := λ−nθ(λ−1(·)). De plus :
(i) il existe une constante c > 0 (avec c = 1 si p ≥ 1) telle que l’inégalité

λ−s‖θλ ~ f‖p ≤ c‖θ‖Ȧµr,ω‖f‖Ȧsp,q (∀λ > 0) (2.2.9)

est satisfaite, pour toute f ∈ Ȧsp,q et toute θ ∈ Ȧµr,ω,
(ii) on pose t := min(1, p, q) et λ := 2−k. Alors il existe une constante c > 0 (avec
c = 1 si p ≥ 1) indépende de k telle que l’inégalité

(∑
k∈Z

2ksq‖θ2−k ~ f‖qp
)1/q
≤ c‖θ‖Ḃµr,t‖f‖Ḃsp,q

est satisfaite, pour toute f ∈ Ḃs
p,q et toute θ ∈ Ḃ

µ
r,t.

Preuve. La convergence de ∑j∈Z Q̃jθλ ∗Qjf dans S ′ν est comme dans la preuve de la
Proposition 2.2, et nous omettons les détails. Sa limite sera notée par θλ ~ f .

Étape 1. Preuve de (i). En utilisant la Proposition 1.14 /(i), on obtient (2.2.9).

Étape 2. Preuve de (ii). La preuve de cette étape se trouve dans l’article [17]. �

Soit Mtf la fonction maximale de Littlewood-Hardy telle que

Mtf(x) :=
(

sup
r>0
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|f(y)|tdy
)1/t

, (∀f ∈ Lloc1 , ∀x ∈ Rn, ∀t > 0),

où B(x, r) est la boule ouverte de centre x et de rayon r.
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Lemme 2.8. Soit 0 < t ≤ 1. Alors il existe une constante c > 0 telle que l’inégalité

|F−1ϕ ∗ f(x)| ≤ cRn/t−n‖ϕ‖
Ḃ
n/t
1,t

(
M |f |t(x)

)1/t
(2.2.10)

est satisfaite, pour tout R > 0 et toute ϕ ∈ D et f ∈ C∞ avec ϕ et f̂ sont portées par
la boule {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ R}. La constante c ne dépend pas de ϕ, f,R et x.

Preuve. Voir [29] ou [25, prop. 3.13] ou [52, prop. 6.1, p. 150]. L’inégalité (2.2.10) est
connue sous le nom de Marschall. �

Lemme 2.9. Soient 0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞ et 0 < t < min{p, q}. Alors il existe une
constante c > 0 telle que l’inégalité∥∥∥∥∥

(∑
j∈Z

(Mtfj)q
)1/q

∥∥∥∥∥
p

≤ c

∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z
|fj|q

)1/q
∥∥∥∥∥
p

est satisfaite, pour toute suite de fonctions (fj)j∈Z telle que
∥∥∥∥(∑j∈Z |fj|q

)1/q
∥∥∥∥
p
<∞.

Preuve. Voir [19] ou [49, thm. 2.2]. �

Théorème 2.10. Soient θ` ∈ Ḃα
1,r où α ∈ R, 0 < r <∞ et ` = 1, ..., N , telle que θ̂` ne

s’annulent pas simultanément sur 1/2 ≤ |ξ| ≤ 3/2. Alors il existe une constante c > 0
telle que l’inégalité

‖f‖Ḃsp,q ≤ c
N∑
`=1

(∑
k∈Z

2ksq‖f ∗ θ̃`,2−k‖qp
)1/q

(2.2.11)

est satisfaite, pour toute f ∈ S ′∞, avec
̂̃θ`,2−k := θ̂`(2−k(·)).

Pour la preuve de ce théorème, on utilise le lemme suivant (voir [8, coro. 1.3.1, p. 9]) :

Lemme 2.11. Soit E l’une des algèbres, E = F(L1), ou E = Cm, pour tout m ∈
N0 ∪ {∞}. Soient f et g1, ..., gN des éléments de E. On suppose que supp f ⊆ K

(K ⊂ Rn compact) et qu’en chacun de ses points l’une au moins des fonctions g` ne
s’annule pas, pour tout ` = 1, ..., N . Alors il existe des éléments v1, ..., vN de E, avec
supp v` ⊆ K, telle que

f =
N∑
`=1

v`g`.
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Preuve du Théorème 2.10. Soit f ∈ S ′∞. Prise dans compte le support de θ̂`, telle
que

θ` =
∑
k∈Z

Q̃kθ`.

En effet, si θ` ∈ Ḃα
1,r alors Q̃kθ` ∈ L1 pour tout k ∈ Z, c’est-à-dire, γ̃θ̂` ∈ FL1 telle que

γ = γγ̃ et γ̃(ξ)θ̂`(ξ) 6= 0 dans la couronne 1/2 ≤ |ξ| ≤ 3/2. D’après le Lemme 2.11, il
existe une suite (v`)N`=1 dans FL1, telle que

γ(ξ) =
N∑
`=1

v`(ξ)γ̃(ξ)θ̂`(ξ), ∀ξ ∈ Rn.

Il est clair que

γ(2−kξ)f̂(ξ) =
N∑
`=1

v`(2−kξ)γ̃(2−kξ)θ̂`(2−kξ)f̂(ξ).

Donc nous pouvons écrire

Qkf =
N∑
`=1

θ̃`,2−k ∗ f ∗ Q̃k(2kn(F−1v`)(2k·)).

On distingue deux cas :
• Le cas p ≥ 1. Dans ce cas il suffit d’appliquer l’inégalité de Young, on obtient

‖f‖Ḃsp,q ≤
(∑
k∈Z

2ksq
( N∑
`=1

∥∥∥θ̃`,2−k ∗ f ∗ Q̃k(2kn(F−1v`)(2k·))
∥∥∥
p

)q)1/q

≤
(∑
k∈Z

2ksq
N∑
`=1

∥∥∥θ̃`,2−k ∗ f∥∥∥q
p

∥∥∥Q̃k(2kn(F−1v`)(2k·))
∥∥∥q

1

)1/q

≤ c1

N∑
`=1

(∑
k∈Z

2ksq
∥∥∥θ̃`,2−k ∗ f∥∥∥q

p

∥∥∥Q̃k(2kn(F−1v`)(2k·))
∥∥∥q

1

)1/q
,

où la constante c1 ne dépendent pas de θ` et f , et on a∥∥∥Q̃k(2kn(F−1v`)(2k·))
∥∥∥

1
≤ c‖F−1v`‖1 <∞,

alors nous déduisons l’estimation (2.2.11).
• Le cas 0 < p < 1. En utilisant le Lemme 1.5 et l’inégalité de Marschall (2.2.10), on
obtient

‖f‖Ḃsp,q ≤ c

(∑
k∈Z

2ksq
( N∑
`=1

2k(n
t
−n)p

∥∥∥ ̂Q̃k(2kn(F−1v`)(2k·))
∥∥∥p
Ḃ
n/t
1,t

∥∥∥(M |θ̃`,2−k ∗ f |t(·))1/t∥∥∥p
p

)q/p)1/q

,

où la constante c est indépendante de k, et on a∥∥∥∥ ̂Q̃k(2kn(F−1v`)(2k·))
∥∥∥∥
Ḃ
n/t
1,t

=
∥∥∥γ̃(2−k(·))v`(2−k(·))

∥∥∥
Ḃ
n/t
1,t

= 2−k(n/t−n)‖γ̃v`‖Ḃn/t1,t
,
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et encore par l’inégalité maximale de Hardy-Littlewood (voir le Lemme 2.9) en choi-
sissant p/t > 1, il est facile d’obtenir les estimations suivantes∥∥∥∥(M |θ̃`,2−k ∗ f |t(·))1/t

∥∥∥∥
p
≤
∥∥∥M |θ̃`,2−k ∗ f |t∥∥∥1/t

p/t
≤ c1

∥∥∥|θ̃`,2−k ∗ f |t∥∥∥1/t

p/t
= c1‖θ̃`,2−k ∗ f‖p.

Par conséquent, nous prouvons que

‖f‖Ḃsp,q ≤ c2

(∑
k∈Z

2ksq
( N∑
`=1
‖γ̃v`‖p

Ḃ
n/t
1,t
‖θ̃`,2−k ∗ f‖pp

)q/p)1/q

≤ c3

N∑
`=1

(∑
k∈Z

2ksq‖γ̃v`‖q
Ḃ
n/t
1,t
‖θ̃`,2−k ∗ f‖qp

)1/q
,

où la constante c3 dépend seulement de N , donc nous déduisons l’estimation (2.2.11).
Ce qui termine la preuve du Théorème 2.10. �

Remarque 2.12. Le Théorème 2.10 donne une extension au cas p et q < 1.

Remarque 2.13. (i) Dans le Théorème 2.10, on peut remplacer la couronne 1/2 ≤
|ξ| ≤ 3/2 par la couronne a ≤ |ξ| ≤ b avec 0 < 2a < b (voir [8, thm. 4.2/2, p. 53]).

(ii) Le Théorème 2.10 est vrai si l’on remplace l’espace Ḃα
1,r par l’espace C∞ (car,

v` ∈ C∞ implique γ̃v` ∈ C∞, où γ̃ ∈ C∞ voir aussi le Lemme 2.11).

Exemple 3. Soit g ∈ S∞ et m ∈ Z. Alors pour tout ξ ∈ Rn la fonction ϕ définie par

ϕ̂(ξ) := |ξ|mĝ(ξ)

appartient à Ḃ−s1,r , où 0 < r <∞.
En effet, soit g ∈ S∞, on définit Qjϕ := 2jnF−1γ(2j·) ∗ ϕ et ψ ∈ S∞ telle que ψ̂(ξ) :=
|ξ|mγ(ξ), alors

Q̂jϕ(ξ) = γ(2−jξ)ϕ̂(ξ) = 2jmψ̂(2−jξ)ĝ(ξ).

Ce qui implique que Qjϕ = 2jmψj ∗ g avec ψj(·) := 2jnψ(2j(·)). Alors en utilisant
l’inégalité de Young, on obtient l’égalité∑

j∈Z
2−jsr‖Qjϕ‖r1 =

∑
j∈Z

2j(m−s)r‖ψj ∗ g‖r1 := I1 + I2,

où I1 := ∑
j<0 . . ., et I2 := ∑

j≥0 . . ..
D’abord, pour l’estimation de I1, par remarqué que g ∈ S∞, alors il existe M ∈ N0

telle que ‖ψj ∗ g‖1 ≤ c12jN1ζM(g) pour chaque j < 0 (voir le Lemme 1.1), alors nous
pouvons choisir un nombre entier N1 qui satisfait N1 > s−m, telle que

I1 ≤ c
(
ζM(g)

)r∑
j<0

2j(m−s+N1) r <∞.

Maintenant, pour l’estimation de I2. En raisonnant comme dans l’estimation de I1

alors ‖ψj ∗ g‖1 ≤ c12−jN2ζM(g) pour tout j ∈ N0 et tout M ∈ N0 (voir aussi le Lemme
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1.1), alors nous pouvons choisir un nombre entier N2 qui satisfait N2 > m − s, telle
que

I2 ≤ c
(
ζM(g)

)r∑
j≥0

2j(m−s−N2) r <∞.

Ce qui donne que ϕ appartient à Ḃ−s1,r .

2.3 Des inégalités de convolution dans les espaces
˙̃As
p,q

Dans ce paragraphe on prolonge les résultats de la Section 2.2 aux espaces homogènes
réalisés ˙̃Asp,q au sens où θ ~ f = θ ∗ f où ”~ ” est définit dans le Corollaire 2.6.

Lemme 2.14. Soit k ∈ N0 ∪ {∞}. Si f ∈ S ′k (resp. Sk) et θ ∈ Sk (resp. E ′), alors
θ ∗ f ∈ S ′ (resp. Sk).

Preuve. Supposons que f ∈ S ′k et θ ∈ Sk. Alors on a

〈θ ∗ f, ϕ〉 = 〈f, θ̌ ∗ ϕ〉, ∀ϕ ∈ D,

avec θ̌(x) := θ(−x). Il est clair que l’on a θ̌ ∗ ϕ ∈ Sk, car

F(θ̌ ∗ ϕ) = (2π)n(F−1θ) · ϕ̂ et (F−1θ)(α)(0) = 0, ∀|α| < k.

et D est dense dans S.
Supposons maintenant f ∈ Sk et θ ∈ E ′. Il suffit d’observer que F(θ ∗ f) = θ̂ · f̂
et le fait que f̂ (α)(0) = 0 si |α| < k et θ̂ est une fonction de la classe C∞ avec
|θ̂(β)(ξ)| ≤ cβ,m(1 + |ξ|)m pour tout m ∈ N0 et tout β ∈ Nn

0 , voir [22, thm. 1.7.5, p. 20].
Ce qui termine la démonstration. �

Théorème 2.15. Il existe une constante c > 0 (avec c = 1 si p ≥ 1) telle que l’inégalité

‖θ ∗ f‖p ≤ c‖[θ]P‖Ȧµr,ω‖[f ]P‖Ȧsp,q (2.3.12)

est satisfaite, pour toute f ∈ ˙̃Asp,q et toute θ telles que [θ]P ∈ Ȧµr,ω et θ ∈ S ou θ ∈ E ′.

Preuve. La démonstration de ce résultat peut être trouvée dans [17]. Voici les grands
lignes de cette démonstration :
• On démontre que θ ∗ f = θ ~ f dans S ′ν .
• On introduit la suite de fonctions (gk)k∈N0 définie par :

gk := θ ∗ f − θ ∗ (S−kf), ∀k ∈ N0.
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On démontre (2.3.12) pour cette suite et on applique le lemme de Fatou. �

Remarque 2.16. La condition sur f garantit un "bon" représentant. En effet, si nous
remplaçons l’hypothèse f ∈ ˙̃Asp,q par [f ]P ∈ Ȧsp,q, il est possible de tomber sur une
contradiction. Par exemple, supposons que (2.3.12) soit valide dans ce cas. Soit f un
polynôme non nul sur Rn, alors ‖[f ]P‖Ȧsp,q = 0. Nous prenons

θ :=
∑
|k|≤m

δ(k).

Nous avons [θ]P ∈ Ḃn/p−n−m
p,∞ avec 0 < p ≤ ∞ (voir ci-dessous), alors

• si 0 < p ≤ 1, on choisit s := m et q ≤ p, on trouve

‖[θ]P‖Ḃn/p−n−mp,∞
‖[f ]P‖Ḃmp,q = 0,

• si 1 < p ≤ ∞, on choisit s := m+ n− n/p, on trouve

‖[θ]P‖Ḃn/p−n−m1,∞
‖[f ]P‖Ḃm+n−n/p

p,1
= 0,

cependant
θ ∗ f =

∑
|k|≤m

f (k),

il est donc impossible de satisfaire (2.3.12) puisque son côté gauche est ∞.

θ := ∑
|k|≤m δ

(k). Alors [θ]P ∈ Ḃn/p−n−m
p,∞ . En effet, un calcul facile donne :

Qjθ(x) =
∑
|k|≤m

c′k2j(k+n)(F−1γ)(k)(2jx).

Ensuite, on passe à la norme Lp de cette fonction, il vient

‖Qjf‖p ≤
∑
|k|≤m

c′k2j(k+n)‖(F−1γ)(k)(2j(·))‖p

= c1
∑
|k|≤m

2j(k+n)2−jn/p‖(F−1γ)(k)‖p

= c2
∑
|k|≤m

2j(k+n/p′) ≤ c3 2j(m+n−n/p),

ce qui donne
2−j(m+n−n/p)‖Qjf‖p ≤ c,

et on passe au supj∈Z . . ., on trouve ‖f‖
Ḃ
n/p−n−m
p,∞

<∞.

Remarque 2.17. Si θ ∈ S∞, alors le Théorème 2.15 est valable pour [f ]P ∈ Ȧsp,q
seulement. En effet, d’après le Lemme 2.14 on a θ ∗ f ∈ S ′, et si [f1]P = [f2]P = f alors

f1 − f2 = P ∈ P∞ et P ∗ θ = 0.

(Rappelons que F(xα ∗ θ) = cθ̂δ(α) = 0 car θ̂(β)(0) = 0 pour tout α, β ∈ Nn
0 ).
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Théorème 2.18. Soit θλ telle que θ̂λ := θ̂(λ(·)).
(i) Il existe une constante c > 0 (avec c = 1 si p ≥ 1) telle que l’inégalité

λ−s‖θλ ∗ f‖p ≤ c‖[θ]P‖Ȧµr,ω‖[f ]P‖Ȧsp,q (∀λ > 0)

est satisfaite, pour toute f ∈ ˙̃Asp,q et toute θ telles que [θ]P ∈ Ȧµr,ω et θ ∈ S ou θ ∈ E ′.
(ii) On pose t := min(1, p, q) et λ := 2−k. Il existe une constante c > 0 (avec c = 1 si
p ≥ 1) indépende de k telle que l’inégalité(∑

k∈Z
2ksq‖θ2−k ∗ f‖qp

)1/q
≤ c‖[θ]P‖Ḃµr,t‖[f ]P‖Ḃsp,q

est satisfaite, pour toute f ∈ ˙̃Bs
p,q et toute θ telles que [θ]P ∈ Ḃµ

r,t et θ ∈ S ou θ ∈ E ′.

Preuve. Voir [17]. �

Remarque 2.19. On considère la fonction θλ définie comme θλ := λ−nθ(λ−1(·)), pour
tout λ > 0. Alors le Corollaire 2.6, donne une généralisation de [38, thm. 1, p. 156].
Pour les paramètres ω ≥ r, nous avons Ḃµ

r,r ↪→ Ȧµr,ω, en particulier Ḃ−s1,1 ↪→ Ȧ−s1,q′ si
p ≥ 1, ce qui couvre le résultat donné dans la référence précédente.

2.4 Extensions et applications

On s’intéresse à une extension aux espaces de Sobolev homogènes Ẇm
p telle que

Ẇm
p :=

{
f ∈ S ′m : f (α) ∈ Lp, |α| = m

}
, (∀α ∈ Nn

0 , ∀m ∈ N0),

et 1 ≤ p ≤ ∞. L’espace Ẇm
p est muni de la semi-norme

‖f‖Ẇm
p

:=
∑
|α|=m

‖f (α)‖p.

2.4.1 Convolution avec l’espace de Besov à poids

On définit l’espace de Besov homogène à poids Ḃs,a
p,q , (voir [37]).

Définition 2.20. Soit a ≥ 0. L’espace de Besov homogène à poids Ḃs,a
p,q est l’ensemble

des f ∈ S ′∞ telle que

‖f‖Ḃs,ap,q :=
(∑
j∈Z

2jsq
∥∥∥(1 + 2j| · |)aQjf

∥∥∥q
p

)1/q
<∞.
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Proposition 2.21. (i) Ḃs,0
p,q = Ḃs

p,q.
(ii) Ḃs,a

p,q ↪→ Ḃs,a
p,q1 si q ≤ q1.

(iii) Ḃs,a
p,q ↪→ Ḃs1,a

p1,q si s− n/p = s1 − n/p1 et p < p1.

Preuve. La preuve est la même comme dans l’espace Ḃs
p,q, nous nous référons à Ja-

werth [24]. �

Théorème 2.22. Soient a > n/min(p, q) et t := min(1, q).
(i) Soient f ∈ Ḟ s

p,q et θ ∈ Ḃ−s,a1,t . Alors la série ∑j∈Z Q̃jθ2−k ∗ Qjf converge dans S ′ν
vers un élément noté θ2−k~f pour tout k ∈ Z. De plus, il existe une constante c > 0
indépende de k telle que pour toute f et toute θ, on a∥∥∥∥∥

(∑
k∈Z

2ksq|θ2−k ~ f |q
)1/q

∥∥∥∥∥
p

≤ c‖θ‖Ḃ−s,a1,t
‖f‖Ḟ sp,q .

(ii) Soit f ∈ ˙̃F s
p,q. Soit θ telles que [θ]P ∈ Ḃ−s,a1,t et θ ∈ S ou θ ∈ E ′. Alors l’inégalité∥∥∥∥∥

(∑
k∈Z

2ksq|θ2−k ∗ f |q
)1/q

∥∥∥∥∥
p

≤ c‖[θ]P‖Ḃ−s,a1,t
‖[f ]P‖Ḟ sp,q

est satisfaite. La constante c > 0 ne dépend pas de k, f et θ.

Preuve. Voir [17]. �

Les résultats énoncés ci-dessous se trouvent aussi dans l’article [17] dans le cas B.

Théorème 2.23. Soient 1 ≤ p < ∞ et m ∈ N0. Alors il existe une constante c > 0
telle que l’inégalité

‖θ ∗ f‖Ẇm
p
≤ c‖[θ]P‖Ȧ0

1,1
‖f‖Ẇm

p

est satisfaite, pour toute f ∈ Ẇm
p et toute θ telles que [θ]P ∈ Ȧ0

1,1 et θ ∈ S ou θ ∈ E ′.

Nous notons que sous les hypothèses de ce théorème, θ ∗ f est bien défini, voir encore
le Lemme 2.14, ou [22, thm. 1.7.6, p. 21] et [41, thm. 30.2, p. 317]. D’autre part, la
preuve est basée sur la proposition suivante :

Proposition 2.24. Soient m ∈ N0 et 1 ≤ p ≤ ∞ (avec p < ∞ dans le cas F ). Alors
on a l’inclusion Ẇm

p ↪→ Ȧmp,∞.

Preuve. D’abord, par l’inégalité de Young on a

‖Qjf‖p ≤ c‖f‖p, ∀f ∈ Lp,
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et pour tout j ∈ Z, on obtient Lp ↪→ Ȧ0
p,∞. Maintenant, par la Proposition 1.14/(iii)

on a
‖f‖Ȧmp,∞ =

∑
|α|=m

‖f (α)‖Ȧ0
p,∞
≤ c

∑
|α|=m

‖f (α)‖p = c ‖f‖Ẇm
p
,

où f (α) ∈ Ȧ0
p,∞, ce qui donne l’inclusion souhaitée. �

Preuve du Théorème 2.23. En utilisant la Proposition 2.24 la preuve est la même
comme dans [17]. �

Remarque 2.25. Similaire au Théorème 2.23, on a

‖θ ∗ f‖Ẇm+k
∞
≤ c‖[θ]P‖Ȧk1,1‖f‖Ẇm

∞
, k = 1, 2, . . . ,

pour toute f ∈ Ẇm
p et toute θ telles que [θ]P ∈ Ȧk1,1 et θ ∈ S ou θ ∈ E ′.

2.4.2 Applications

Voici cinq exemples d’application du Corollaire 2.6 et du Théorème 2.15. Pour les
exemples 2,3 et 5 les détailles se trouvent dans l’article [17].

1. On considère θd(x) := θ(x) = |x|d avec −n < d /∈ 2N0. Alors on a [θ]P ∈ Ḃd+n/r
r,∞ ; ici

r ∈]0,∞]. En effet, puisque θ̂(ξ) = c0|ξ|−n−d et si on définit ψ ∈ S∞ par

ψ̂(ξ) := c0|ξ|−n−dγ(ξ),

alors ‖Qkθ‖r = 2−k(d+n/r)‖ψ‖r, pour plus détails voir l’exemple 2.
Maintenant, en utilisant l’opérateur ~ comme défini ci-dessus, alors pour tout s < 0,
d := −s− n /∈ 2N0 et – si 0 < q ≤ p ≤ 1, – ou p > 1 et 0 < q ≤ 1, (ici r := min(1, p)),
alors il existe une constante c := c(n, s, p, q) > 0 telle que

‖θ−s−n ~ f‖p ≤ c‖f‖Ḃsp,q (∀f ∈ Ḃs
p,q).

On note que nous ne pouvons pas remplacer θ ~ f par la convolution usuelle θ ∗ f ;
pour voir cela, il suffit de tester par exemple la fonction constante f(x) := 1 pour tout
x ∈ Rn.

2. On considère une fonction θ telle que θ̂(ξ) := (eihξ − 1)m. Il est clair que l’on a

θ(x) =
m∑
j=0

(
m

j

)
(−1)m−jδ−jh,
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où δ−jh est la distribution de Dirac au point x = −jh, alors on a

∆m
h f =

m∑
j=0

(
m

j

)
(−1)m−jδ−jh ∗ f.

En conséquence, par le Théorème 2.15, pour tout q ∈]0, 1] et tout p ≥ q et m ∈ N, il
existe une constante c := c(m, p, q) > 0 telle que

‖∆m
h f‖p ≤ c‖[f ]P‖Ḃ0

p,q
, (∀f ∈ ˙̃B0

p,q).

Cette estimation est fausse avec l’hypothèse [f ]P ∈ Ḃ0
p,q seulement. En effet, soit

f0(x) := xm1 , alors ‖[f0]P‖Ḃ0
p,q

= 0, tandis que ∆m
h f0(x) = m!hm1 pour tout x, h ∈ Rn,

ce qui implique ‖∆m
h f0‖p =∞.

3. Soit % est une fonction de classe C∞ dans R telle que %(t) = 1 pour t ≤ e−3 et
%(t) = 0 pour t ≥ e−2. Pour α > −n et β ≥ 0, on a la fonction

θα,β(x) := |x|α(− log |x|)−β%(|x|), x ∈ Rn.

Alors θα,β ∈ E ′, et pour tout s < 0, α := −s−n 6= 0, (p, q) ∈]0,∞]2 (p 6=∞ dans le cas
F ), r := min(1, p), ω est définit comme dans le début de ce chapitre et βω > 1 (avec
βr > 1 dans le cas F ) pour α 6= 0, on trouve une constante c1 > 0 telle que

‖θ−n−s,β ∗ f‖p ≤ c1‖[f ]P‖Ȧsp,q (∀f ∈ ˙̃Asp,q),

et pour 0 < p <∞, α = 0 et (β + 1)ω > 1 (avec (β + 1)r > 1 dans le cas F ), il existe
une constante c2 > 0 telle que

‖θ0,β ∗ f‖p ≤ c2‖[f ]P‖Ȧ−np,q (∀f ∈ ˙̃A−np,q ).

4. En cas particulier p = q =∞ : Soit a ∈ Rn\{0}, telle que θ := δa− δ et par exemple
f(x) := x2 + 1, alors [θ]P ∈ Ȧ−s1,1 pour tout s < 1 et [f ]P ∈ Ḃs

∞,∞ car ‖[f ]P‖Ḃs∞,∞ = 0
(rappelons que Ḃs

∞,∞ = Ċs), alors on a

[f ]P ~ [θ]P = 0, et (f ∗ θ)(x) = −2ax+ a2,

donc ce qui donne f ∗ θ /∈ L∞.

5. Soit X la fonction caractéristique du cube unité [−1, 1]n dans Rn. Il est clair que

X̂ (ξ) = i−n
n∏
j=1

(eiξj − e−iξj)/ξj.

Alors pour −n < s < 0 et 0 < q ≤ ∞, ou s = −n et 0 < q ≤ 1, on a

‖X ∗ f‖p ≤ c1‖[f ]P‖Ḃsp,q (∀f ∈ ˙̃Bs
p,q),

où c est une constante qui ne dépend que de n, s, p, q.

Remarque 2.26. Les exemples ci-dessus peuvent être adaptés selon les Théorèmes
2.18, 2.22.



Chapitre 3

Estimations de type de
Gagliardo-Nirenberg

Dans ce chapitre, nous étudions certaines inégalités de type de Gagliardo-Nirenberg
dans les espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel homogènes. Nous nous penchons sur
la caractérisation des espaces réalisés par des estimations de ce type. Nous notons que
les résultats de ce chapitre sont des généralisations de celles de l’article [15].

3.1 Génératisations

Nous allons utiliser la notation Ep,q définie dans le début de Section 2.1. On commence
par l’inégalité suivante :

Lemme 3.1. Soit β > 0. Alors on a l’inégalité suivante

∑
j≥0

2−jβ ≤ 2β
β log 2 .

Preuve. Par la formule de Taylor, il vient

2β = 1 + β log 2 + 1
2β

2(log 2)2 + ... > 1 + β log 2.

Alors ∑
j≥0

2−jβ = 1
1− 2−β = 2β

2β − 1 ≤
2β

β log 2 .

�
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Proposition 3.2. Soient 0 < p, q ≤ ∞ et m ≥ 0 (avec p <∞ dans le cas F ). Soient
a, b des réels tel que 0 < a < b. Soit (fj)j≥0 une suite dans S ′ telle que f̂j est portée par
la couronne a2j ≤ |ξ| ≤ b2j, et (2m+n/pfj)j≥0 dans Ep,q. Alors la série ∑j≥0 fj converge
dans S ′ et il existe une constante c > 0 telle que l’inégalité∥∥∥∥∑

j≥0
fj

∥∥∥∥
v
≤ c(m+ n/v)1/q−12m+n/v‖(2m+n/pfj)j≥0‖Ep,q (3.1.1)

est satisfaite, pour tout v ∈ [p,∞] (avec v <∞ dans le cas F ). La constante c, peuvent
être choisis telle que c := max(1, pn/p) si p < v et c := 1 si p = v, voir (1.2.1).

Remarque 3.3. Dans la Proposition 3.2, la consante c est independente de v ; en effet,
on a c := p

n(1/p−1/v)
0 avec p0 = [p/2] − 1 ∈ N telle que p0 > p/2, voir par exemple [35,

thm. 4], alors
0 < c ≤ p

n/p
0 ≤ max(1, pn/p), si p < v,

et cependant on a c := 1 si p = v, voir encore le Lemme 1.6.

Preuve de la Proposition 3.2. Nous ferons la preuve dans deux étapes.
Étape 1. Dans le cas B.
1.1. Convergence dans S ′. Soient ϕ ∈ S et η ∈ D(Rn\{0}) une fonction positive et
radiale telle que η = 1 sur a ≤ |ξ| ≤ b. On définit ηj := η(2−jD), pour tout j ∈ N0,
c’est-à-dire, η̂jg := η(2−j(·))ĝ, alors on a fj = ηj(fj). Donc, en utilisant la propriétés
de η, nous pouvons écrire 〈fj, ϕ〉 = 〈fj, ηjϕ〉, et on démontre que la série∑

j≥0
|〈fj, ηjϕ〉| <∞.

Pour la démonstration, on distingue deux cas :
• Le cas 1 ≤ p ≤ ∞. En utilisant l’inégalité de Hölder (avec 1/p + 1/p′ = 1) et par le
Lemme 1.1, on peut choisir un nombre entier N1 qui satisfait N1 > −(m+ n/p). Alors
pour quelque M ∈ N0, et pour q ≥ 1, on obtient∑
j≥0
|〈fj, ϕ〉| ≤

∑
j≥0
‖ηjϕ‖p′‖fj‖p ≤ c1ζM(ϕ)

∑
j≥0

(2j(m+n/p)‖fj‖p) 2−j(N1+m+n/p)

≤ c1ζM(ϕ)
(∑
j≥0

2j(m+n/p)q‖fj‖qp
)1/q(∑

j≥0
2−j(m+N1+n/p)q′

)1/q′

,
(1
q

+ 1
q′

= 1
)

≤ c2ζM(ϕ)‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖`q(Lp).

Pour 0 < q < 1, en utilisant l’inclusion `q(Lp) ↪→ `∞(Lp), c’est-à-dire,∑
j≥0
|〈fj, ϕ〉| ≤

∑
j≥0
‖ηjϕ‖p′‖fj‖p ≤ c1ζM(ϕ)‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖`∞(Lp)

∑
j≥0

2−j(m+N1+n/p).

et donc on trouve ∑j≥0 |〈fj, ϕ〉| <∞.
• Le cas 0 < p < 1. Dans ce cas en utilisant le Lemme 1.6 et aussi le Lemme 1.1
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(c’est-à-dire, ∀j,N2 ∈ N0 on a ‖ηjϕ‖∞ ≤ c2−jN2ζM(ϕ)), avec le choix d’un nombre
entier N2 qui satisfait N2 > −(m+ n), pour quelque M ∈ N0, on obtient∑

j≥0
|〈fj, ϕ〉| ≤

∑
j≥0
‖fj · ηjϕ‖1 ≤ c1

∑
j≥0

2j(n/p−n)‖fj · ηjϕ‖p

≤ c1
∑
j≥0

2j(n/p−n)‖fj‖p‖ηjϕ‖∞

≤ c2ζM(ϕ)
∑
j≥0

(2j(m+n/p)‖fj‖p) 2−j(n+N2+m).

Nous allons maintenant utiliser aussi l’inclusion `q(Lp) ↪→ `∞(Lp) (∀p > 0 ), on trouve∑
j≥0
|〈fj, ϕ〉| ≤ c3ζM(ϕ) sup

j≥0
2j(m+n/p)‖fj‖p

∑
j≥0

2−j(n+N2+m)

≤ cζM(ϕ)‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖`q(Lp),

et donc on a ∑j≥0 |〈fj, ϕ〉| <∞.

1.2. Preuve de (3.1.1). Posons f = ∑
j≥0 fj. Nous séparons les cas selon q et v.

• Le cas q ≥ 1 et v ≥ 1. Par le Lemme 1.6 et l’inégalité de Hölder, on obtient

‖f‖v =
∥∥∥∥∑
j≥0

fj

∥∥∥∥
v
≤
∑
j≥0
‖fj‖v ≤ c1

∑
j≥0

2j(n/p−n/v)‖fj‖p

≤ c1
∑
j≥0

(2j(m+n/p)‖fj‖p) 2−j(m+n/v)

≤ c1

(∑
j≥0

2j(m+n/p)q‖fj‖qp
)1/q(∑

j≥0
2−j(m+n/v)q′

)1/q′

, (q′ := q/(q − 1))

≤ c1

(∑
j≥0

2−j(m+n/v)q′
)1/q′

‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖`q(Lp),

avec c independente de v, voir la Remarque 3.3. Maintenant, il suffit alors d’appliquer
le Lemme 3.1, ce qui donne

‖f‖v ≤ c1

(
2(m+n/v)q′

(m+ n/v)q′ log 2

)1/q′

‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖`q(Lp)

≤ c1
(m+ n/v)−1/q′

(q′ log 2)1/q′ 2m+n/v‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖`q(Lp)

≤ c (m+ n/v)1/q−12m+n/v‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖`q(Lp).

• Le cas q ≥ 1 et 0 < v < 1. En utilisant le Lemme 1.5, le Lemme 1.6 et l’inclusion
`p(N0) ↪→ `v(N0) car p ≤ v, on obtient

‖f‖v =
∥∥∥∥∑
j≥0

fj

∥∥∥∥
v
≤
(∑
j≥0
‖fj‖vv

)1/v

≤
(∑
j≥0
‖fj‖pv

)1/p
≤ c

(∑
j≥0

2j(n/p−n/v)p‖fj‖pp
)1/p
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≤ c
(∑
j≥0

2j(m+n/p)p‖fj‖pp 2−j(m+n/v)p
)1/p

≤ c
(∑
j≥0

2−j(m+n/v)p
)1/p
‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖`∞(Lp).

Aussi, en appliquant le Lemme 3.1, on obtient immédiatement l’estimation souhaité :

‖f‖v ≤ c1 (m+ n/v)−1/p2m+n/v‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖`∞(Lp)

≤ c1(m+ n/v)1/q−12m+n/v‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖`∞(Lp), (3.1.2)

puisque −1/p < −1 < 1/q − 1 et nous avons l’inclusion `q(Lp) ↪→ `∞(Lp), et le terme
droite dans (3.1.2) est majoré par

c (m+ n/v)1/q−12m+n/v‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖`q(Lp).

• Le cas 0 < q < 1 et v ≥ 1. De manière analogue au cas précedente, d’après le Lemme
1.5 et le Lemme 1.6, on trouve

‖f‖v ≤
∥∥∥∥∥
(∑
j≥0
|fj|q

)1/q
∥∥∥∥∥
v

≤
(∑
j≥0
‖fj‖qv

)1/q

≤ c
(∑
j≥0

2j(n/p−n/v)q‖fj‖qp
)1/q

≤ c
(∑
j≥0

2j(m+n/p)q‖fj‖qp 2−j(m+n/v)q
)1/q

≤ c (m+ n/v)1/q−12m+n/v‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖`q(Lp),

puisque on a l’estimation suivante

2−j(m+n/v)q = (2−j(m+n/v))q(1−1/q)2−j(m+n/v) (avec 2−j(m+n/v) ≤ 1, ∀j ≥ 0)

≤
(∑
k≥0

2−k(m+n/v)
)q(1−1/q)

≤ c1
(
(m+ n/v)−12m+n/v

)q(1−1/q)
(avec 2−(m+n/v) ≤ 1)

≤ c2 (m+ n/v)q(1/q−1) 2q(m+n/v).

• Le cas 0 < q < 1 et 0 < v < 1. Rappelons que p ≤ v et m ∈ N0, ce qui implique

−p−1 log(m+ n/v) < 0 < (1/q − 1) log(m+ n/v) (avec m+ n/v > 1).

En raisonnant comme dans la preuve dans le cas précédent (q ≥ 1, 0 < v < 1), et par



Chapitre 3. Estimations de type de Gagliardo-Nirenberg 38

l’inclusion `p(N0) ↪→ `v(N0), on obtient l’estimation

‖f‖v ≤
(∑
j≥0
‖fj‖vv

)1/v
≤
(∑
j≥0
‖fj‖pv

)1/p

≤ c1

(∑
j≥0

(2j(m+n/p)‖fj‖p)p 2−j(m+n/v)p
)1/p

≤ c2 (m+ n/v)−1/p 2m+n/v‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖`∞(Lp)

≤ c (m+ n/v)1/q−1 2m+n/v‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖`∞(Lp). (3.1.3)

Étape 2. Dans le cas F .
2.1. Convergence dans S ′. En utilisant les mémes arguments utilisés dans la démons-
tration dans le cas de B/l’Étape 1 avec l’application de l’inclusion Lp(`q) ↪→ `∞(Lp).
• Pour le cas 1 ≤ p ≤ ∞. Comme dans la preuve de l’Étape 1 (le cas 1 ≤ p ≤ ∞), on a∑

j≥0
|〈fj, ϕ〉| ≤ c1ζM(ϕ)‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖`∞(Lp)

∑
j≥0

2−j(N1+m+n/p)

≤ c2ζM(ϕ)‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖Lp(`q),

avec N1 +m+ n/p > 0, alors on trouve ∑j≥0 |〈fj, ϕ〉| <∞.
• Pour le cas 0 < p < 1. Aussi par le même argument de l’Étape 1 (le cas 0 < p < 1),
nous avons ∑

j≥0
|〈fj, ϕ〉| ≤ c1ζM(ϕ)‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖`∞(Lp)

∑
j≥0

2−j(n+N2+m)

≤ c2ζM(ϕ)‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖Lp(`q),

avec N2 +m+ n > 0, donc on trouve ∑j≥0 |〈fj, ϕ〉| <∞.

2.2. Preuve de (3.1.1). Posons encore f = ∑
j≥0 fj. On utilisera l’inclusion Lp(`q) ↪→

`∞(Lp), et on discutera suivant les cas de q et v.
• Le cas q ≥ 1 et 0 < v ≤ 1. Voir (3.1.2).
• Le cas 0 < q < 1 et 0 < v ≤ 1. Voir (3.1.3).
• Le cas 0 < q ≤ ∞ et v > 1. D’aprés l’Étape 1/1.2 (avec q =∞), ce qui donne

‖f‖v ≤ c (m+ n/v)1/∞−1 2m+n/v‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖`∞(Lp),

nous avons alors,

‖f‖v = ‖f‖1−1/q
v ‖f‖1/q

v

≤
(
c1 (m+ n/v)1/∞−1 2m+n/v‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖`∞(Lp)

)1−1/q(∑
j≥0
‖fj‖v

)1/q

≤ c2 (m+ n/v)1/q−1 2(m+n/v)(1−1/q)
∥∥∥(2j(m+n/p)fj)j≥0

∥∥∥1−1/q

`∞(Lp)

∥∥∥(fj)j≥0

∥∥∥1/q

`1(Lv)

≤ c3 (m+ n/v)1/q−1 2m+n/v
∥∥∥(2j(m+n/p)fj)j≥0

∥∥∥1−1/q

Lp(`q)

∥∥∥(fj)j≥0

∥∥∥1/q

`1(Lv)
,
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rappelons que 2−(m+n/v) 1
q ≤ 1, et on déduit l’estimation souhaitée par l’inégalité sui-

vante

‖(fj)j≥0‖`1(Lv) ≤ c1‖(2j(m+n/v)fj)j≥0‖`∞(Lv) ≤ c2‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖Lp(`q),

en effet, on a

‖(fj)j≥0‖`1(Lv) =
∑
j≥0
‖fj‖v ≤ ‖(2j(m+n/v)fj)j≥0‖`∞(Lv)

∑
j≥0

2−j(m+n/v),

et pour la deuxième estimation, il suffit d’utiliser l’inégalité (1.2.1). Ce qui termine la
preuve de la proposition. �

Théorème 3.4. Soient 0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞ et m ≥ 0. On pose r := min(1, p) dans
le cas B et r := 1 dans le cas F . Soient a, b ∈ R tel que 0 < a < b. Soit (fj)j∈Z une
suite dans S ′ telles que
• f̂j est portée par la couronne a2j ≤ |ξ| ≤ b2j,
• A := ‖(2jmfj)j∈Z‖Ep,r <∞ et B := ‖(2j(m+n/p)fj)j∈Z‖Ep,q <∞.
Alors la série ∑j∈Z fj converge dans S ′∞, et il existe une constante c > 0 telle que
l’inégalité ∥∥∥∥∑

j∈Z
fj

∥∥∥∥
v
≤ c (m+ n/v)1/q−12m+n/vAp/v+mp/nB1−p/v−mp/n (3.1.4)

est satisfaite, pour tout v ∈ [p,∞[.

Preuve. Étape 1. Convergence dans S ′∞. Soit θ une fonction C∞ telle que θ̂ ∈ D(Rn\{0})
et θ̂ = 1 si a ≤ |ξ| ≤ b. On pose θj := 2jnθ(2j(·)), alors par hypothèse on a θj ∗ fj = fj.
Pour tout ϕ ∈ S∞ et par la propriétés de θ, on a∑

j∈Z
|〈fj, ϕ〉| =

∑
j∈Z
|〈fj, θj ∗ ϕ〉| ≤

∑
j∈Z
‖fj · (θj ∗ ϕ)‖1

≤
∑
j<0
‖fj‖∞‖θj ∗ ϕ‖1 +

∑
j≥0
‖fj · (θj ∗ ϕ)‖1

:= I1 + I2,

où I1 := ∑
j<0 . . ., et I2 := ∑

j≥0 . . .. Pour simplification de la preuve, il suffit de
démontrer le cas `∞(Lp), puisque on a Ep,r ↪→ `∞(Lp) et Ep,q ↪→ `∞(Lp), car d’après la
Remarque 2.1 nous avons

`r(Lp), `q(Lp) ↪→ `∞(Lp) où `r, `q ↪→ `∞,

et
Lp(`r), Lp(`q) ↪→ `∞(Lp) où max(p, r), max(p, q) ≤ ∞.
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Éstimation I1. En appliquant le Lemme 1.6 et le Lemme 1.1, et on choisit un nombre
entier N1 qui satisfait N1 > −n/v, alors pour quelque M ∈ N0, on obtient

I1 ≤ c1
∑
j<0

2jn/p‖fj‖p‖θj ∗ ϕ‖1 ≤ c2ζM(ϕ)
∑
j<0

2j(m+n/p)‖fj‖p 2j(N1−m)

≤ c2ζM(ϕ)
∑
j<0

(
2jm‖fj‖p

)p/v+mp/n(
2j(m+n/p)‖fj‖p

)1−p/v−mp/n
2j(N1−m+n/v+m)

≤ c2ζM(ϕ)
∥∥∥(2jmfj)j∈Z∥∥∥p/v+mp/n

`∞(Lp)

∥∥∥(2j(m+n/p)fj)j∈Z
∥∥∥1−p/v−mp/n

`∞(Lp)

∑
j<0

2j(N1+n/v)

≤ c3ζM(ϕ)Ap/v+mp/nB1−p/v−mp/n.

Éstimation I2. • Le cas p ≥ 1. Par le Lemme 1.1 et l’inégalité de Hölder (1/p+1/p′ = 1),
et on choisit un nombre entier N2 qui satisfait N2 > n/v − n/p, alors pour quelque
M ∈ N0, on obtient

I2 ≤
∑
j≥0
‖fj‖p‖θj ∗ ϕ‖p′ ≤ c1ζM(ϕ)

∑
j≥0

2−jN2‖fj‖p

≤ c1ζM(ϕ)
∑
j≥0

(
2jm‖fj‖p

)p/v+mp/n(
2j(m+n/p)‖fj‖p

)1−p/v−mp/n
2−j(N2+n/p−n/v)

≤ c2ζM(ϕ)Ap/v+mp/nB1−p/v−mp/n.

• Le cas 0 < p < 1. Par le Lemme 1.6 et le Lemme 1.1, et on choisit un nombre entier
N3 qui satisfait N3 > n/v − n, alors pour quelque M ∈ N0, on obtient

I2 ≤ c1
∑
j≥0

2j(n/p−n)‖fj · (θj ∗ ϕ)‖p ≤ c1
∑
j≥0

2j(n/p−n)‖θj ∗ ϕ‖∞‖fj‖p

≤ c2ζM(ϕ)Ap/v+mp/nB1−p/v−mp/n∑
j≥0

2−j(N3+n−n/v).

Étape 2. Preuve de (3.1.4). Posons f = ∑
j≥0 fj. On rappelle que le paramètre r est

défini par r := min(1, p) dans le cas B et r := 1 dans le cas F . Alors d’après la
Proposition 3.2, on trouve

‖f‖v ≤ c1 (m+ n/v)1/q−1 2m+n/v‖(2j(m+n/p)fj)j≥0‖Ep,q
≤ c1 (m+ n/v)1/q−1 2m+n/v

(
‖f‖p + ‖(2j(m+n/p)fj)j∈Z‖Ep,q

)
≤ c2 (m+ n/v)1/q−1 2m+n/v

(
‖(2jmfj)j∈Z‖Ep,r + ‖(2j(m+n/p)fj)j∈Z‖Ep,q

)
, (3.1.5)

puisque par le Lemme 1.5 et l’inégalité de Minkowski, on a

‖f‖p =
∥∥∥∥∑
j≥0

2jm2−jmfj
∥∥∥∥
p
≤
∥∥∥∥(∑

j≥0
|2jmfj(·)|r

)1/r
∥∥∥∥
p
≤ c‖(2jmfj)j∈Z‖Ep,r .

Maintenant, pour tout λ > 0, on remplace f par f(λ(·)) on note que f(λ(·)) =∑
j≥0 fj(λ(·)) dans (3.1.5), et choisissons N ∈ Z de sorte que 2N ≤ λ < 2N+1, on

trouve

λ−n/v‖f‖v ≤ c (m+ n/v)1/q−1 2m+n/v
(
c1λ

m−n/pA+ c2λ
mB

)
,
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et rappolons que
‖f(λ(·))‖Ep,q = λ−n/p‖f‖Ep,q .

Ce qui implique

‖f‖v ≤ c (m+ n/v)1/q−1 2m+n/v
(
c1λ

m+n/v−n/pA+ c2λ
m+n/vB

)
,

donc en prenant

λ := Ap/nB−p/n = ‖(2jmfj)j∈Z‖p/nEp,r‖(2
j(m+n/p)fj)j∈Z‖−p/nEp,q ,

avec B 6= 0 (c’est-à-dire, fj 6= 0). En effet, supposons que

λm+n/vB = Ap/v+mp/nB1−p/v−mp/n,

ce qui donne

λ = A(p/v+mp/n)(v/(vm+n))B(−p/v−mp/n)(v/(vm+n))

= Ap/nB−p/n.

Alors, on obtient l’estimation (3.1.4), ce qui termine la preuve du théorème. �

Théorème 3.5. Soit 0 < p, q < ∞ avec q ≤ 1 dans le cas B et p ≤ 1 dans le cas F .
Soient a, b des réels tel que 0 < a < b et soit (fj)j∈Z une suite dans S ′ telles que
• f̂j est portée par la couronne a2j ≤ |ξ| ≤ b2j,
• A := ‖(fj)j∈Z‖Lu(`1) < ∞ et B := ‖(2jn/p1fj)j∈Z‖Ep1,q

< ∞. Alors la série ∑j∈Z fj
converge dans S ′∞, et il existe une constante c > 0 telle que l’inégalité∥∥∥∑

j∈Z
fj
∥∥∥
v
≤ c v1−1/q2n/vAu/vB1−u/v (3.1.6)

est satisfaite, pour tout (2jn/pfj)j∈Z dans Ep,q, tout u, v ∈]0,∞[ tel que v > max(p, u)
et p1 ∈ [p,∞[.

Preuve. Nous ferons la démonstration dans deux étapes.
Étape 1. Convergence dans S ′∞. D’après le Théorème 3.4, nous obtenons immédiatement∑
j∈Z fj converge vers un élément noté f dans S ′∞.

Étape 2. Preuve de (3.1.6). Posons f = ∑
j∈Z fj, et rappelons que

‖f‖u =
∥∥∥∥∑
j∈Z

fj

∥∥∥∥
u

= ‖(fj)j∈Z‖Lu(`1).

2.1. Par le Lemme 1.6, on obtient

‖f‖v =
∥∥∥∥∣∣∣∑
j∈Z

fj
∣∣∣u/v∣∣∣∑

j∈Z
fj
∣∣∣1−u/v∥∥∥∥

v

≤ ‖|f |u/v‖v
(∑
j∈Z
‖fj‖∞

)1−u/v

≤ c1‖f‖u/vu

(∑
j∈Z

2jn/p1‖fj‖p1

)1−u/v
,



Chapitre 3. Estimations de type de Gagliardo-Nirenberg 42

et encore par les Lemmes 1.6 et 1.5, avec 0 < p ≤ p1 <∞, on trouve

‖f‖v ≤ c2‖f‖u/vu

(∑
j∈Z

2jn/p12jn(1/p−1/p1)‖fj‖p
)1−u/v

≤ c2‖f‖u/vu

(∑
j∈Z

2jqn/p‖fj‖qp
)1/q(1−u/v)

.

Pour le cas de F , on utilise l’inégalité suivante

∑
j∈Z
‖fj‖∞ ≤ c

∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

2jqn/p|fj|q
)1/q

∥∥∥∥∥
p

,

car : pour 0 < p ≤ 1, on a

‖(fj)j∈Z‖`1(L∞) ≤ c1‖(fj)j∈Z‖`p(L∞) ≤ c2‖(2jn/pfj)j∈Z‖Lp(`q),

donc, on trouve l’estimation souhaitée, c’est-à-dire,

‖f‖v ≤ cAu/vB1−u/v. (3.1.7)

2.2. Soient p1 ≥ p et v ≥ p. Par l’inégalité (3.1.7), on a f ∈ Lv. Alors par l’application
de la Proposition 3.2 avec m = 0 et v = p, on trouve

‖f‖v ≤ c v1−1/q2n/v‖(2jn/vfj)j≥0‖Ev,q
≤ c v1−1/q2n/v

(
‖f‖v + ‖(2jn/vfj)j∈Z‖Ev,q

)
,

où la constante c dépend de n et q seulement ; donc en utilisant encore l’inégalité (3.1.7),
on obtient

‖f‖v ≤ c1v
1−1/q2n/v

(
c2A

u/vB1−u/v + ‖(2jn/vfj)j∈Z‖Ev,q
)
.

On change maintenant la fonction f par f(λ(·)) pour tout λ > 0, où on note que
f(λ(·)) = ∑

j≥0 fj(λ(·)) dans la dernière inégalité, et choisissons N ∈ Z de sorte que
2N ≤ λ < 2N+1, on trouve

λ−n/v‖f‖v ≤ c v1−1/q2n/v
(
c1λ
−n/vλ(−n/p1)(1−u/v)Au/vB1−u/v + λ−n/v‖(2jn/vfj)j∈Z‖Ev,q

)
≤ c v1−1/q2n/v

(
c2λ
−n/vAu/vB1−u/v + c3‖(2jn/vfj)j∈Z‖Ev,q

)
ce qui donne

‖f‖v ≤ c v1−1/q2n/v
(
c3A

u/vB1−u/v + c3λ
n/v‖(2jn/vfj)j∈Z‖Ev,q

)
.

Alors, nous prenons λ→ 0, et on obtient l’inégalité désirée. �
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3.2 Remarques sur les inégalités de type de Gagliardo-
Nirenberg

On commence par le résultat suivant :

Proposition 3.6. Soient 0 < p, q ≤ ∞ et m ≥ 0 (avec p < ∞ dans le cas F ). Alors
il existe une constante c > 0 telle que l’inégalité

‖f‖v ≤ c (m+ n/v)1/q−1 2m+n/v‖f‖
A
m+n/p
p,q

(3.2.8)

est satisfaite, pour tout v ∈ [p,∞] (avec v < ∞ dans le cas F ) et toute f ∈ Am+n/p
p,q ,

où la constante c := max(1, pn/p) si p < v et c := 1 si p = v.

Preuve. Une conséquence de la Proposition 3.2 avec fj := Qjf . �

Remarque 3.7. L’estimation (3.2.8) est une prolongement de l’inégalité donnée dans
[18, p. 90] ou [45, 4.2.3] dans les cas 0 < q ≤ 1, m ≥ 1 et le cas F . En effet, dans le cas
m = 0, si p ≥ 1 ou u ≥ 1 alors la constante dans l’inégalité (3.2.8), peut être limitée
par c v1−1/q.

Théorème 3.8. Soit 0 < q ≤ 1. Alors il existe une constante c > 0 telle que

‖f‖v ≤ c‖f‖u/vu ‖f‖
1−u/v
B0
∞,q

,

pour tout u ∈]0,∞[, tout v ∈ [u,∞], et toute f ∈ Lu ∩B0
∞,q.

Preuve. Soit f ∈ Lu ∩B0
∞,q, alors on a

‖f‖v =
∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∑
j≥0

Q̃jf

∣∣∣∣u/v∣∣∣∣∑
j≥0

Q̃jf
∣∣∣∣1−u/v

∥∥∥∥∥
v

(3.2.9)

≤ ‖|f |u/v‖v
(∑
j≥0
‖Q̃jf‖∞

)1−u/v

≤ ‖f‖u/vu ‖f‖
1−u/v
B0
∞,1

.

Donc par l’inclusion B0
∞,q ↪→ B0

∞,1, on trouve le résultat. �

Remarque 3.9. Dans la preuve du Théorème 3.8 on obtient la convergence de la série∑
j≥0 Q̃jf dans Lv, ce qui justifie l’écriture (3.2.9), voir par exemple [32].

Dans la suite de ce travail nous confondrons f (avec f ∈ S ′ ou f ∈ S ′∞) et son série de
Littlewood-Paley, voir à nouveau [32, preuve de la prop. 2.23].
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Corollaire 3.10. Soient 0 < q ≤ 1 et 0 < p ≤ ∞ (avec p < ∞ dans le cas F ). Alors
il existe une constante c > 0 telle que

‖f‖v ≤ c‖f‖u/vu ‖[f ]P‖1−u/v
Ȧ
n/p
p,q

,

pour tout u ∈]0,∞[, tout v ∈ [u,∞] et toute f ∈ Lu ∩ An/pp,q .

Preuve. En utilisant le Théorème 3.8 (avec q = 1 et l’inclusion An/pp,q ↪→ B0
∞,1) et la

Proposition 1.19, on obtient

‖f‖v ≤ ‖f‖u/vu ‖f‖
1−u/v
B0
∞,1

≤ c1‖f‖u/vu ‖f‖
1−u/v
A
n/p
p,q

≤ c‖f‖u/vu

(
‖f‖p + ‖[f ]P‖Ȧn/pp,q

)1−u/v
, ∀f ∈ An/pp,q .

Alors en remplaçant f par f(λ(·)), pour tout λ > 0, on trouve

λ−n/v‖f‖v ≤ c λ(−n/u)(u/v)‖f‖u/vu

(
λ−n/p‖f‖p + ‖[f ]P‖Ȧn/pp,q

)1−u/v
.

Ce qui implique

‖f‖v ≤ c‖f‖u/vu

(
λ−n/p‖f‖p + ‖[f ]P‖Ȧn/pp,q

)1−u/v
,

donc il reste que, on prend λ→∞ dans la dernière inégalité, on obtient le résultat. �

Corollaire 3.11. Soit 0 < p, q ≤ ∞ (avec p < ∞ dans le cas F ). Alors il existe une
constante c > 0 telle que

‖f‖v ≤ cv1−1/q 2n/v‖f‖u/vu ‖[f ]P‖1−u/v
Ȧ
n/p
p,q

,

pour tout u ∈]0,∞[, tout v ∈ [u,∞[ et toute f ∈ Lu ∩ An/pp,q .

Preuve. Étape 1. Dans le cas B. D’après la Proposition 3.6 (avec m = 0 et v = p),
nous avons

‖f‖v ≤ c1v
1−1/q2n/v‖f‖

B
n/v
v,q
, ∀v ∈]0,∞].

En appliquant la Proposition 1.19, pour toute f ∈ Bn/v
v,q , ce qui donne

‖f‖v ≤ c1v
1−1/q2n/v

(
‖f‖v + ‖[f ]P‖Ḃn/vv,q

)
.

Maintenant, en utilisant le Corollaire 3.10 pour tout u ≤ v, on trouve

‖f‖v ≤ c1v
1−1/q2n/v

(
c2‖f‖u/vu ‖[f ]P‖1−u/v

Ḃ
n/p
p,q

+ ‖[f ]P‖Ḃn/vv,q

)
.
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En remplaçant f par f(λ(·)) dans la dernière inégalité, nous avons

λ−n/v‖f‖v ≤ c1v
1−1/q2n/v

(
c2λ
−n/v‖f‖u/vu ‖[f ]P‖1−u/v

Ḃ
n/p
p,q

+ ‖[f ]P‖Ḃn/vv,q

)
.

Ce qui donne

‖f‖v ≤ c1v
1−1/q2n/v

(
c2‖f‖u/vu ‖[f ]P‖1−u/v

Ḃ
n/p
p,q

+ λn/v‖[f ]P‖Ḃn/vv,q

)
.

Alors il reste que, on prend λ→ 0 on trouve l’estimation souhaitée.

Étape 2. Dans le cas F . Par l’Étape 1 (avec q =∞) et le Corollaire 3.10, on trouve

‖f‖v = ‖f‖1−1/q
v ‖f‖1/q

v

≤
(
c1v2n/v‖f‖u/vu ‖[f ]P‖1−u/v

Ḃ
n/p
p,∞

)1−1/q(
c2‖f‖u/vu ‖[f ]P‖1−u/v

Ḟ
n/p
p,q

)1/q
,

alors par l’inclusion Ḟ n/p
p,q ↪→ Ḟ n/p

p,∞ ↪→ Ḃn/p
p,∞, d’où le résultat. �

Remarque 3.12. Les Corollaires 3.10 et 3.11 sont des prolongements du Théorème
donnée dans [45, p. 146] dans les cas p =∞, 0 < u < 1 et 0 < q ≤ 1, respectivement.
Aussi, dans le cas F .

3.3 Le cas des espaces homogènes réalisés ˙̃As
p,q

On s’intéresse maintenant aux espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel homogènes réa-
lisés ˙̃Asp,q. Nous rappelons aussi que ces types d’estimations sur les espaces homogènes
de Besov et de Triebel-Lizorkin, ont été étudiés dans plusieurs travaux, par exemple
[26], [27], [36], [47], [48].

3.3.1 Caractérisations dans les espaces ˙̃As
p,q

Nous commençons ce sous-section par le théorème suivant :

Théorème 3.13. Soient 0 < p <∞ et 0 < q ≤ ∞. Soient s ≥ 0 tels que
− s− n/p ∈ N0 ou pour tout m ∈ N0, s := m+ n/p,
− (n/p− n)+ < s < n/p.
Alors l’inclusion ˙̃Asp,q ↪→ Lloc1 est satisfaite.

Preuve. Soit f ∈ ˙̃Asp,q, nous allons faire la démonstration en trois étapes.
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Étape 1. Preuve dans le cas s = n/p. Pour démontrer ce cas on sépare les deux cas B
et F .
1.1. Dans le cas B. Soit f ∈ ˙̃Bn/p

p,q . Nous séparons les cas en ce qui concerne q, nous sup-
posons donc d’abord que q > 1. En utilisant le Lemme 1.6 et la Proposition 1.29/(1.4.5),
et en posant f := f1 + f2 où

f1 :=
∑
j≥1

Qjf et f2 :=
∑
j≤0

(Qjf −Qjf(0)),

(car ν = 1) ; alors on a

|f2(x)| ≤ |x|
∑
j≤0
‖∇Qjf‖∞ ≤ c1|x|

∑
j≤0

2j(2jn/p‖Qjf‖p)

≤ c2|x| ‖f‖Ḃn/pp,∞
,

et f2 ∈ Lloc1 . Cependant, pour f1 aussi on suppose que p ≥ 1 (rappelons que Lp ↪→ Lloc1 ),
on obtient donc

‖f1‖p ≤ ‖f‖Ḃn/pp,∞

∑
j≥1

2−jn/p ≤ c ‖f‖
Ḃ
n/p
p,∞

;

si 0 < p < 1, par le Lemme 1.6 on a

‖f1‖1 ≤ c1
∑
j≥1

2j(n/p−n)‖Qjf‖p ≤ c1‖f‖Ḃn/pp,∞

∑
j≥1

2−jn

≤ c2 ‖f‖Ḃn/pp,∞
.

Maintenant, supposons que 0 < q ≤ 1, dans ce cas on a donc ν = 0, et aussi par la
Proposition 1.29/(1.4.3) et l’inclusion Ḃn/p

p,q ↪→ Ḃ0
∞,1, on obtient f = ∑

j∈ZQjf et

‖f‖∞ ≤
∑
j∈Z
‖Qjf‖∞ = ‖f‖Ḃ0

∞,1
, (3.3.10)

ce qui donne f ∈ Lloc1 .
1.2. Dans le cas F . Si p > 1, alors en raisonnant comme dans la preuve précédente (le
cas B avec q > 1) et par l’inclusion Ḟ n/p

p,q ↪→ Ḃn/p
p,∞, on trouve le résultat.

Cependant, si 0 < p ≤ 1, alors on va appliquer successivement les inclusions Ḟ n/p
p,q ↪→

Ḃn/p
p,p ↪→ Ḃ0

∞,1 (ou Ḟ n/p
p,q ↪→ Ḃ0

∞,p ↪→ Ḃ0
∞,1) dans l’estimation (3.3.10), on trouve le

résultat facilement.

Étape 2. Preuve dans le cas s − n/p := m ∈ N ou s := m + n/p, ∀m ∈ N0. Nous
commençons par q ≤ 1 dans le cas B (avec p ≤ 1 dans le cas F ) (ici ν := m, voir le
Chapitre 1 pour la définition de ν). Soit f ∈ ˙̃Asp,q. Rappelons que par la formule de
Taylor avec le reste integral à l’ordre N , appliquée à la fonction f nous avons

f(x− y) =
∑

|α|<N+1

(−y)α
α! f (α)(x) + (N + 1)

∑
|α|=N+1

(−y)α
α!

∫ 1

0
(1− t)Nf (α)(x− ty)dt.
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D’après la Proposition 1.29 formule (1.4.4) on a

f(x) = σ(f) :=
∑
j∈Z

Qjf −
∑
j∈Z

∑
|α|<ν

(Qjf)(α)(0)xα/α!,

où ν := m et par la formule de Taylor, on a

Qjf(x) =
∑
|α|<m

xα

α! (Qjf)(α)(0) +m
∑
|α|=m

xα

α!

∫ 1

0
(1− t)m−1(Qjf)(α)(tx)dt,

avec m = N + 1 et x = −y. Alors nous écrivons la fonction f comme suit

f(x) = m
∑
j∈Z

∑
|α|=m

xα

α!

∫ 1

0
(1− t)m−1(Qjf)(α)(tx) dt,

ce qui implique

|f(x)| ≤ c1|x|m
∑
j∈Z

∑
|α|=m

‖(Qjf)(α)‖∞ ≤ c2|x|m
∑
j∈Z

2js‖Qjf‖p

≤ c3|x|m‖[f ]P‖Ḃsp,1 (∀x ∈ Rn),

et par l’inclusion Ȧsp,q ↪→ Ḃs
p,1 (avec ), on déduire f ∈ Lloc1 .

Maintenant, supposons que q > 1 dans le cas B (avec p > 1 dans le cas F ) (ici
ν := max([s− n/p] + 1, 0) = max([m] + 1, 0) = m + 1, ∀m ∈ N0). Comme dans le cas
précédent nous écrivons, la formule (1.4.5) dans la Proposition 1.29, on a aussi

f(x) =
∑
j≥1

Qjf(x) + (m+ 1)
∑
j≤0

∑
|α|=m+1

xα

α!

∫ 1

0
(1− t)m(Qjf)(α)(tx) dt.

On pose
f1 :=

∑
j≥1

Qjf et f2 := f − f1.

Pour f1, il suffit d’appliquer l’inégalité de Hölder avec 1/q + 1/q′ = 1, alors on obtient

|f1(x)| ≤ c1
∑
j≥1

2−js(2js‖Qjf‖p) ≤ c1‖[f ]P‖Ȧsp,q
(∑
j≥1

2−jsq′
)1/q′

≤ c2‖[f ]P‖Ȧsp,q ,

pour tout x ∈ Rn, alors f1 ∈ L∞ et on a L∞ ↪→ Lloc1 .
Pour f2, on trouve aussi

|f2(x)| ≤ c1|x|m+1 ∑
j≤0

∑
|α|=m+1

‖(Qjf)(α)‖∞ ≤ c2|x|m+1 ∑
j≤0

2j(s+1)‖Qjf‖p

≤ c2|x|m+1‖[f ]P‖Ḃsp,∞
∑
j≤0

2j

≤ c3|x|m+1‖[f ]P‖Ȧsp,q ,



Chapitre 3. Estimations de type de Gagliardo-Nirenberg 48

pour tout x ∈ Rn, alors on a f2 ∈ Lloc1 .

Étape 3. Preuve dans le cas (n/p− n)+ < s < n/p.
Méthode 1. La fonction f coïncide avec∑j∈ZQjf , voir la Proposition 1.29/(1.4.3). Nous
écrivons f = f1 + f2 où

f1 :=
∑
j≥1

Qjf et f2 :=
∑
j≤0

Qjf.

D’après le Lemme 1.6, on trouve

|f2(x)| ≤ c1
∑
j≤0

2j(n/p−s)(2js‖Qjf‖p)

≤ c1‖[f ]P‖Ḃsp,∞
∑
j≤0

2j(n/p−s) ≤ c2‖[f ]P‖Ȧsp,q ,

et f2 ∈ L∞ (rappelons que Ȧsp,q ↪→ Ḃs
p,∞ et L∞ ↪→ Lloc1 ). Pour f1, considérons tout

d’abord le cas p ≥ 1 (avec Lp ↪→ Lloc1 ), et on obtient

‖f1‖p ≤ c1
∑
j≥1

2−js(2js‖Qjf‖p) ≤ c2‖[f ]P‖Ḃsp,∞ ;

pour le cas 0 < p < 1, par le Lemme 1.6 on trouve

‖f1‖1 ≤ c1
∑
j≥1

2j(n/p−n−s)(2js‖Qjf‖p)

≤ c1‖[f ]P‖Ḃsp,∞
∑
j≥1

2j(n/p−n−s) ≤ c2‖[f ]P‖Ȧsp,q ,

ce qui donne f ∈ Lloc1 .
Méthode 2. Dans le cas B. Nous divisons f en f1 + f2, où f1 := ∑

j≥1 Qjf et f2 :=∑
j≤0 Qjf . Par la Proposition 1.15 et l’inclusion Bs

p,q ↪→ Lp (s > 0), on a

‖f1‖p ≤ c1 ‖f1‖Bsp,q ≤ c‖[f ]P‖Ḃsp,q .

On conclut par l’inclusion Lp ↪→ Lloc1 dans le cas p ≥ 1.
Si p < 1, par le Lemme 1.6 on a

‖Qjf‖1 ≤ c 2j(n/p−n−s)(2js‖Qjf‖p) ≤ c 2j(n/p−n−s)‖[f ]P‖Ḃsp,q ,

pour tout j ≥ 0. Alors

‖f1‖1 ≤ c1‖[f ]P‖Ḃsp,q
∑
j≥1

2j(n/p−n−s) ≤ c2‖[f ]P‖Ḃsp,∞ ,

et nous concluons par l’inclusion L1 ↪→ Lloc1 . D’autre part, par le Lemme 1.6 nous donne

‖Qjf‖∞ ≤ c 2j(n/p−s)(2js‖Qjf‖p) ≤ c 2j(n/p−s)‖[f ]P‖Ḃsp,q , ∀j ∈ Z.

Ce qui implique ‖f2‖∞ ≤ c‖[f ]P‖Ḃsp,q , et par l’inclusion L∞ ↪→ Lloc1 , d’où le résultat.
Pour le cas F , d’après le cas B avec q =∞, il suffit d’appliquer l’inclusion Ḟ s

p,q ↪→ Ḃs
p,∞.

Ceci achève la démonstration du théorème. �
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Nous allons maintenant par un prolongement du Théorème 3.4 aux espaces de Besov
et de Lizorkin-Triebel homogènes réalisés.

Corollaire 3.14. Soit 0 < p, q < ∞. Soit m ≥ 0, qui satisfait les deux conditions
suivante :
(i) m ∈ N0.
(ii) m > (n/p− n)+ et m < n/p ou m− n/p ∈ N0.
On pose r := min(1, p) dans le cas B et r := 1 dans le cas F . Alors il existe une
constante c = c(n, p, q) > 0 telle que l’inégalité

‖f‖v ≤ c (m+ n/v)1/q−12m+n/v‖[f ]P‖p/v+mp/n
Ȧmp,r

‖[f ]P‖1−p/v−mp/n
Ȧ
m+n/p
p,q

(3.3.11)

est satisfaite, pour tout v ∈ [p,∞[ et toute f ∈ ˙̃Amp,r ∩
˙̃Am+n/p
p,q .

Preuve. Il suffit d’appliquer le Théorème 3.4 avec fj := Qjf et le Théorème 3.13. Voir
aussi [15, thm. 3]. �

Théorème 3.15. Soient 0 < q ≤ 1 et 0 < p ≤ ∞ (avec p < ∞ dans le cas F ). Alors
il existe une constante c > 0, telle que l’inégalité

‖f‖v ≤ c‖[f ]P‖u/vḞ 0
p,q
‖[f ]P‖1−u/v

Ȧ
n/p
p,q

est satisfaite, pour tout u ∈]0,∞[ et v ∈ [u,∞], toute f ∈ ˙̃F 0
p,q ∩

˙̃An/pp,q .

Preuve. Puisque on a l’inclusion Ȧn/pp,q ↪→ Ḃ0
∞,1 et Ḟ 0

p,q ↪→ Ḟ 0
p,1, il est clair qu’il suffit

de montrer que

‖f‖v ≤ ‖[f ]P‖u/vḞ 0
p,1
‖[f ]P‖1−u/v

Ḃ0
∞,1

(∀f ∈ ˙̃F 0
p,1 ∩

˙̃B0
∞,1).

Maintenant, soient f ∈ ˙̃F 0
p,1 ∩

˙̃B0
∞,1. Puisque ν = 0, alors f ∈ C̃0. Par conséquent, par

le Lemme 1.22, on a
σ(f) :=

∑
j∈Z

Qjf = f,

car σ(f)− f ∈ C̃0 ∩ P∞ = {0}. Alors on obtient immédiatement

‖f‖v =
∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∑
j∈Z

Qjf

∣∣∣∣u/v∣∣∣∣∑
j∈Z

Qjf

∣∣∣∣1−u/v
∥∥∥∥∥
v

≤
∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∑
j∈Z

Qjf

∣∣∣∣u/v
∥∥∥∥∥
v

(∑
j∈Z
‖Qjf‖∞

)1−u/v

≤ ‖[f ]P‖u/vḞ 0
p,1
‖[f ]P‖1−u/v

Ḃ0
∞,1

.

Ce qui donne le résultat souhaitée. �
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Encore, nous allons maintenant à par une prolongement du Théorème 3.5 aux espaces
de Besov et de Lizorkin-Triebel homogènes réalisés.

Proposition 3.16. Soit 0 < p, q ≤ ∞ avec q ≤ 1 dans le cas B et p ≤ 1 dans le cas
F . Alors il existe une constante c > 0 telle que l’inégalité

‖f‖v ≤ c ‖f‖u/vu ‖[f ]P‖1−u/v
Ȧ
n/p
p,q

est satisfaite, pour tout u ∈]0,∞[, tout v ∈ [u,∞] et toute f ∈ Lu ∩ ˙̃An/pp,q .

Preuve. Voir [15]. �

Théorème 3.17. Soit 0 < p, q <∞ avec q ≤ 1 dans le cas B et p ≤ 1 dans le cas F .
Soit 0 < η < 1.
(i) Alors il existe une constante c > 0, telle que

‖f‖1−(p/ω)η
p ≤ c ω(1−1/q)η2(n/ω)η‖f‖1−η

u ‖[f ]P‖(1−p/ω)η
Ȧ
n/p1
p1,q

,

pour toute f ∈ Lu ∩ ˙̃An/pp,q , tout 0 < u < p < ω <∞ et p ≤ p1, avec η(1/u− 1/ω) =
1/u− 1/p.

(ii) Soient 0 < θ < 1 et ω > max(v, p − u), alors il existe une constante c > 0, telle
que

‖f‖v ≤ c ω(1−1/q) 1−θ
1−(p/ω)η 2(n/ω) 1−θ

1−(p/ω)η ‖f‖u/vu ‖[f ]P‖1−u/v
Ȧ
n/p1
p1,q

,

pour toute f ∈ Lu ∩ ˙̃An/pp,q , où v = ω
1−θ

1−(p/ω)η et

u

v
:= θ + (1− η)(p/ω)

1− (p/ω)η (1− θ),

1− u

v
= (1− p/ω)(1− θ) + (1− p/ω)(p/ω)η

1− (p/ω)η (1− θ).

Pour démontrer ce théorème on a besoin de rappeler la proposition suivante :

Proposition 3.18. Soit 0 < p, q < ∞ avec q ≤ 1 dans le cas B et p ≤ 1 dans le cas
F . Alors il existe une constante c > 0 telle que l’inégalité

‖f‖v ≤ c v1−1/q 2n/v‖f‖u/vu ‖[f ]P‖1−u/v
Ȧ
n/p1
p1,q

est satisfaite, pour tout u ∈]0,∞[, tout v ∈]0,∞[ telle que v ≥ max(p, u), tout p1 ∈
[p,∞[ et toute f ∈ Lu ∩ ˙̃An/pp,q .

Preuve. Voir [15]. �
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Preuve du Théorème 3.17. Étape 1. Preuve de (i). En utilisant la Proposition 3.18,
nous avons

‖f‖ω ≤ c ω1−1/q2n/ω‖f‖p/ωp ‖[f ]P‖1−p/ω
Ȧ
n/p1
p1,q

.

En appliquant l’inégalité élémentaire suivante

‖f‖p = ‖f 1−ηf η‖p ≤ ‖f‖1−η
u ‖f‖ηω, où 1

p
= 1− η

u
+ η

ω
,

où p < ω et u < p, il vient

‖f‖p ≤ ‖f‖1−η
u

(
c ω1−1/q2n/ω‖f‖p/ωp ‖[f ]P‖1−p/ω

Ȧ
n/p1
p1,q

)η
≤ c1ω

(1−1/q)η2(n/ω)η‖f‖1−η
u ‖f‖(p/ω)η

p ‖[f ]P‖(1−p/ω)η
Ȧ
n/p1
p1,q

.

Ce qui implique

‖f‖1−(p/ω)η
p ≤ c ω(1−1/q)η2(n/ω)η‖f‖1−η

u ‖[f ]P‖(1−p/ω)η
Ȧ
n/p1
p1,q

.

Étape 2. Preuve de (ii). Aussi, par la Proposition 3.18 et l’inégalité élémentaire suivante

‖f‖v ≤ ‖f‖1−θ
ω ‖f‖θu, où 1

v
= 1− θ

ω
+ θ

u
.

où u < p < ω et v < ω. On trouve

‖f‖v ≤ ‖f‖θu
(
c ω1−1/q2n/ω‖f‖p/ωp ‖[f ]P‖1−p/ω

Ȧ
n/p1
p1,q

)1−θ

≤ c1ω
(1−1/q)(1−θ)2(n/ω)(1−θ)‖f‖θu‖f‖(p/ω)(1−θ)

p ‖[f ]P‖(1−p/ω)(1−θ)
Ȧ
n/p1
p1,q

. (3.3.12)

Maintenant, par l’Étape 1 alors le second membre de (3.3.12) est majoré par

c1ω
(1− 1

q
)(1−θ)2n

ω
(1−θ)‖f‖θu

(
c2ω

(1−1/q)η
1−(p/ω)η 2

(n/ω)η
1−(p/ω)η ‖f‖

1−η
1−(p/ω)η
u ‖[f ]P‖

(1−p/ω)η
1−(p/ω)η

Ȧ
n/p1
p1,q

) p
ω

(1−θ)

× ‖[f ]P‖
(1− p

ω
)(1−θ)

Ȧ
n/p1
p1,q

≤ c3ω
(1− 1

q
)(1−θ)

(
1+ (p/ω)η

1−(p/ω)η

)
2
n
ω

(1−θ)
(

1+ (p/ω)η
1−(p/ω)η

)
‖f‖

θ+(1−θ)
(

1−η
1−(p/ω)η

p
ω

)
u

× ‖[f ]P‖

(
1− p

ω
+ (1−p/ω)η

1−(p/ω)η
p
ω

)
(1−θ)

Ȧ
n/p1
p1,q

≤ c3ω
(1− 1

q
) 1−θ

1−(p/ω)η 2
n
ω

1−θ
1−(p/ω)η ‖f‖u/vu ‖[f ]P‖1−u/v

Ȧ
n/p1
p1,q

,

où
θ + (1− η)p/ω

1− (p/ω)η (1− θ) := u

v
,
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et nous avons(
1− p

ω
+ (1− p/ω)η

1− (p/ω)η
p

ω

)
(1− θ) = p

ω
(1− θ)

((1− p/ω)η
1− (p/ω)η − 1

)
+ (1− θ)

= p

ω
(1− θ) η − 1

1− (p/ω)η + (1− θ)

= −θ − p

ω
(1− θ) 1− η

1− (p/ω)η + 1

= −θ −
(u
v
− θ

)
+ 1

= 1− u

v
,

et pour ω(1−1/q) 1−θ
1−(p/ω)η = v1−1/q, on obtient v = ω

1−θ
1−(p/ω)η . Ce qui est précisément la

conclusion souhaitée. �

Une conséquence immédiate de ces résultats concerne les inclusions dans l’espace Lp.

Corollaire 3.19. (i) Soient p, q, r et v comme dans le Corollaire 3.14 et le Théorème
3.15. Alors on a ˙̃Amp,r ∩

˙̃Am+n/p
p,q ↪→ Lv et ˙̃F 0

p,q ∩
˙̃An/pp,q ↪→ Lv, respectivement.

(ii) Soient p, q, u et v comme dans la Proposition 3.18. Alors on a Lu ∩ ˙̃An/pp,q ↪→ Lv.

Pour la preuve de ce corollaire on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.20. Soient x, y ∈ R+ et 0 < α < 1. Alors

xα · y1−α ≤ c (x+ y).

Preuve. Il suffit de remarquer que la fonction x 7→ log x est concave sur ]0,∞[. �

Preuve du Corollaire 3.19. D’après le Corollaire 3.14, nous avons ˙̃Amp,r ∩
˙̃Am+n/p
p,q ⊂

Lv et par le Lemme 3.20 on obtient alors la continuité ; en effet, on a

‖f‖v ≤ cv‖[f ]P‖αȦmp,r‖[f ]P‖1−α
Ȧ
m+n/p
p,q

≤ c(v)
(
‖[f ]P‖Ȧmp,r + ‖[f ]P‖Ȧm+n/p

p,q

)
,

où c(v) := c (m+ n/v)1/q−12m+n/v et α := p/v +mp/n. De la même façon pour (ii), ce
qui est précisément le corollaire souhaité. �

Remarque 3.21. Comme mentionné avant, les résultats des estimations dans cette
section est faux pour remplacer les espaces ˙̃Amp,r∩

˙̃Am+n/p
p,q par Ȧmp,r∩ Ȧm+n/p

p,q , ˙̃F 0
p,q∩

˙̃An/pp,q

par Ḟ 0
p,q ∩ Ȧn/pp,q et Lu∩ ˙̃An/pp,q par Lu∩ Ȧn/pp,q , car les espaces Ȧsp,q sont définie par f ∈ S ′∞.

Contrairement aux espaces homogènes, les résultats dans cette section couvrent le
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cas des espaces non homogènes ; autrement dit, nous pouvons prendre Amp,r ∩ Am+n/p
p,q ,

F 0
p,q ∩An/pp,q et Lu∩An/pp,q au lieu de ˙̃Amp,r ∩

˙̃Am+n/p
p,q , ˙̃F 0

p,q ∩
˙̃An/pp,q et Lu∩ ˙̃An/pp,q (comme dans

la Section 3.2), respectivement.

Remarque 3.22. Soit 1 < p, q <∞ dans le cas B et 1 ≤ q ≤ p <∞ (p 6= 1) dans le
cas F . Pour couver les deux cas p ≤ q et p ≥ q, on peut écrire le Corollaire 3.14 et la
Proposition 3.18 comme suit

‖f‖v ≤ c v1−1/min(p,q) 2n/vAB,

où A et B est les termes comme dans le Corollaire 3.14 (avec m = 0) et la Proposition
3.18 avec les mêmes conditions, car :
− si p ≤ q, alors 1− 1/p ≤ 1− 1/q, donc ce qui donne v1−1/p ≤ v1−1/q.
− si p ≥ q, alors 1− 1/p ≥ 1− 1/q, donc ce qui donne v1−1/p ≥ v1−1/q.

3.3.2 Optimalité des estimations

A l’aide de la proposition 2 dans [7] et du théorème 2.7.1, page 82, du [18] ou [44] la
constante (m+n/v)1/q−1 dans (3.3.11) est optimale quand v → +∞ pour 1 < p, q <∞
dans le cas B et 1 ≤ q ≤ p <∞ (p 6= 1) dans le cas F (voir [15]). Il serait intéressant
de démontrer la même chose pour les constantes dans (3.1.4) et (3.1.6).

3.3.3 Extensions dans ˙̃As
p,q

On s’intéresse au prolongement de quelques estimations précédentes au espaces réalisés.

Proposition 3.23. Soient 0 < p < v < ∞ et α > 0. On pose β := α(v/p− 1). Alors
il existe une constante c > 0 telle que l’inégalité

‖f‖v ≤ c‖[f ]P‖p/vḞβp,∞
‖[f ]P‖1−p/v

Ḃ−α∞,∞
(3.3.13)

est satisfaite, pour toute f ∈ F β
p,∞ telle que [f ]P ∈ Ḃ−α∞,∞.

Preuve. Pour la preuve de ce résultat nous allons la diviser en deux étapes.
Étape 1. L’idée de la preuve de cette étape se trouve dans [42, pp. 129-130].
Si ‖[f ]P‖Ḃ−α∞,∞ = 0, alors l’inégalité (3.3.13) est triviale puisque les hypothèses im-
pliquent que f = 0. Maintenant, on suppose que ‖[f ]P‖Ḃ−α∞,∞ = 1, et écrivons

‖f‖vv = v
∫ ∞

0
tv−1

∣∣∣{x : |f(x)| > t
}∣∣∣ dt = v

∫ ∞
0

tv−1
∣∣∣∣{x :

∣∣∣∣∑
j≥0

Q̃jf(x)
∣∣∣∣ > t

}∣∣∣∣ dt
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= v
∫ 2c

0
tv−1

∣∣∣{x : . . .
}∣∣∣ dt+ v

∫ ∞
2c

tv−1
∣∣∣{x : . . .

}∣∣∣ dt,
où |{x : . . .}| est la mesure de Lebesgue de l’ensemble {x : . . .}. Nous avons∣∣∣∣{x :

∑
j≥0
|Q̃jf(x)| > t

}∣∣∣∣ =
∣∣∣∣{x :

∑
j≤k
|Q̃jf(x)| > t/2

}⋃{
x :

∑
j≥k+1

|Q̃jf(x)| > t/2
}∣∣∣∣,

et puisque pour tout α > 0 on a∑
j≤k
|Q̃jf(x)| ≤

∑
j≤k

2jα2−jα‖Q̃jf‖∞ ≤ c ‖f‖B−α∞,∞2kα = c a 2kα,

où a := ‖f‖B−α∞,∞ , la constante c indépendente de k et f . On choisit k le plus grand
nombre natural tel que

c a 2kα ≤ t/2. (3.3.14)

Alors nous avons
{
x : ∑j≤k . . . > t/2

}
= ∅. Donc on obtient∣∣∣∣{x :

∑
j≥0
|Q̃jf(x)| > t

}∣∣∣∣ =
∣∣∣∣{x :

∑
j≥k+1

2jβ2−jβ|Q̃jf(x)| > t/2
}∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣{x : sup

j≥0
2jβ|Q̃jf(x)| > c(t/2)2kβ

}∣∣∣∣ (3.3.15)

Pour θβ = α(1− θ), en utilisant l’inégalité (3.3.14), on obtient

c(t/2)2kβ ≥ ac12kβ2kα = ac1(2kα)1/θ ≥ c′at1/θ,

où la constante c′ indépendente de t, k et f . Donc le second membre de (3.3.15) sera
majoré par ∣∣∣∣{x : sup

j≥0
2jβ|Q̃jf(x)| > c′at1/θ

}∣∣∣∣.
D’autre part, on a∫ ∞

2c
tv−1

∣∣∣∣{x :
∑
j≥0

2jβ2−jβ|Q̃jf(x)| > t
}∣∣∣∣dt ≤ ∫ ∞

2c
tv−1

∣∣∣∣{x : sup
j≥0

2jβ|Q̃jf(x)| > c′at1/θ
}∣∣∣∣dt

≤ c1

∫ ∞
ac′(2c)1/θ

t′
p−1
∣∣∣∣{x : sup

j≥0
2jβ|Q̃jf(x)| > t′

}∣∣∣∣dt′
≤ c1‖f‖pFβp,∞ , (t′ = c′at1/θ),

avec posons θ := p/v < 1. De même pour l’estimation de
∫ 2c

0
. . . dt, nous avons

∫ 2c

0
tv−1

∣∣∣∣{x :
∑
j≥0
|Q̃jf(x)| > t

}∣∣∣∣dt ≤ ∫ 2c

0
tv−1

∣∣∣∣{x : sup
j≥0

2jβ|Q̃jf(x)| > t
}∣∣∣∣dt

≤ (2c)v−p
∫ 2c

0
tp−1

∣∣∣∣{x : sup
j≥0

2jβ|Q̃jf(x)| > t
}∣∣∣∣dt

= (2c)v−p‖f‖p
Fβp,∞

, (tv = tv−ptp ≤ (2c)v−ptp).
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Finalemant, on obtient
‖f‖v ≤ c‖f‖p/v

Fβp,∞
.

Étape 2. Supposons que ‖[f ]P‖Ḃ−α∞,∞ 6= 0 et on change f par (‖[f ]P‖−1
Ḃ−α∞,∞

)f dans la
dernière inégalité, alors nous déduisons que l’estimation suivante

‖f‖v ≤ c‖f‖p/v
Fβp,∞
‖[f ]P‖1−p/v

Ḃ−α∞,∞
(3.3.16)

est satisfaite, pour toute f ∈ F β
p,∞ telle que [f ]P ∈ Ḃ−α∞,∞. En appliquant la Proposition

1.19 dans (3.3.16), on trouve

‖f‖v ≤ c
(
‖f‖p + ‖[f ]P‖Ḟβp,∞

)p/v
‖[f ]P‖1−p/v

Ḃ−α∞,∞
, ∀f ∈ F β

p,∞,

et on replacer f par f(λ(·)), pour tout λ > 0, on obtient

λ−n/v‖f‖v ≤ cλ−α(1−p/v)
(
λ−n/p‖f‖p + λβ−n/p‖[f ]P‖Ḟβp,∞

)p/v
‖[f ]P‖1−p/v

Ḃ−α∞,∞

≤ cλ−α(1−p/v)λ(β−n/p)p/v
(
λ−β‖f‖p + ‖[f ]P‖Ḟβp,∞

)p/v
‖[f ]P‖1−p/v

Ḃ−α∞,∞
,

et en utilisant le fait que (β − n/p)p/v − α(1− p/v) = −n/v, nous avons alors

‖f‖v ≤ c
(
λ−β‖f‖p + ‖[f ]P‖Ḟβp,∞

)p/v
‖[f ]P‖1−p/v

Ḃ−α∞,∞
,

en prenant λ→∞ on trouve (3.3.13), ce qui est précisément l’estimation souhaitée. �

Théorème 3.24. Soient 0 < p < v <∞ et 0 < q <∞. Soit α un nombre réelle telle
que α > 0 et β := α(v/p− 1) qui satisfait

β > (n/p− n)+ et β < n/p ou β − n/p ∈ N0.

Alors il existe une constante c > 0 telle que l’inégalité

‖f‖v ≤ c‖[f ]P‖p/vḞβp,q
‖[f ]P‖1−p/v

Ḃ−α∞,∞
(3.3.17)

est satisfaite, pour toute f ∈ ˙̃B−α∞,∞ ∩
˙̃F β
p,q.

Preuve. La démonstration de ce résultat se trouve dans l’article [15]. �

Corollaire 3.25. Soient p, q, v, α et β être donné comme dans le Théorème 3.24. Soient
q ≤ p dans le cas B. Alors il existe une constante c > 0 telle que l’inégalité

‖f‖v ≤ c‖[f ]P‖p/vȦβp,q
‖[f ]P‖1−p/v

Ḃ−α∞,∞
(3.3.18)

est satisfaite, pour toute f ∈ ˙̃B−α∞,∞ ∩
˙̃Aβp,q.

Remarque 3.26. Le Corollaire 3.25 couvre le résultat donné dans [1, thm. 2.42, p. 82].

Remarque 3.27. Comme dans le Corollaire 3.19, à partir des inégalités (3.3.11),
(3.3.17) et (3.3.18) nous avons l’intersection de certains espaces réalisés sont inclus
dans les espaces Lv.



Chapitre 4

Caractérisations par des fonctions
données

Nous allons caractériser l’espace ˙̃Asp,q par des fonctions données non triviales (des fonc-
tions homogènes, C∞,... etc). Pour ceci, on a besoin des semi-normes de Ȧsp,q par les
différences.

4.1 Espaces de Besov homogènes par les différences

Dans cette section, on introduit l’espace de Besov homogène défini par les différences.

Définition 4.1. Soient 0 < p, q ≤ ∞, 1 ≤ u ≤ ∞ et s > 0. Soit f une fonction
mesurable sur Rn. Pour tout m ∈ N et h ∈ Rn on pose

M s,m
p,q (f) :=

( ∫
Rn
|h|−sq‖∆m

h f‖qp
dh
|h|n

)1/q
,

Ks,m
p,q (f) :=

(∫ ∞
0

t−sq sup
|h|≤t
‖∆m

h f‖qp
dt
t

)1/q

,

Ls,mp,q (f) :=
n∑
k=1

(∫ ∞
0

t−sq‖∆m
t ek
f‖qp

dt
t

)1/q

,

où {e1, . . . , en} est la base canonique de Rn. On pose aussi

Js,m,up,q (f) :=
(∫ ∞

0
t−sq

∥∥∥∥(t−n ∫
|h|≤t
|∆m

h f(·)|udh
)1/u∥∥∥∥q

p

dt
t

)1/q

.



Chapitre 4. Caractérisations par des fonctions données 57

Remarque 4.2. Les fonctionnelles précédentes (Définition 4.1) ne peuvent pas définir
des quasi-normes équivalentes dans les espaces Ḃs

p,q, car

M s,m
p,q (f) = Ks,m

p,q (f) = Ls,mp,q (f) = Js,m,up,q (f) =∞,

pour tout polynôme f de dégré m (rappelons que ∆m
h x

α est une constante non nulle
pour |α| = m). Par exemple f(x) := xm1 , alors ∆m

h f(x) = m!hm1 (∀x, h ∈ Rn), ce qui
implique

‖∆m
h f‖p =∞ et

∥∥∥∥∥
(
t−n

∫
|h|≤t
|∆m

h f(·)|udh
)1/u

∥∥∥∥∥
p

=∞; où ‖[f ]P‖Ḃsp,q = 0.

Proposition 4.3. Les expressionsM s,m
p,q , Ks,m

p,q et Js,m,up,q définissent des quasi-seminormes
équivalentes dans ˙̃Bs

p,q.

Preuve. Voir [34, thm. 1.1]. �

Remarque 4.4. Soient 0 < p, q ≤ ∞, 1 ≤ u ≤ ∞, s > 0 et m ∈ N. Alors il existe
une constante c > 0 telle que pour chaque distribution tempérée régulière f , telle que
Js,m,up,q (f) <∞, qui satisfait [f ]P ∈ Ḃs

p,q, et

‖[f ]P‖Ḃsp,q ≤ cJs,m,up,q (f),

pour la preuve voir [34, prop. 3.1].

Proposition 4.5. Soit s ∈ R tel que (n/p − n)+ < s < m. Alors Ls,mp,q définit une
quasi-seminorme équivalente dans ˙̃Bs

p,q.

Preuve. Ce résultat est une conclusion des deux estimations

Ls,mp,q (f) ≤ c1 K
s,m
p,q (f) et M s, nm

p,q (f) ≤ c2 L
s,m
p,q (f),

avec c1 et c2 des constantes indépendantes de f , où la première inégalité est évidente,
cependant la seconde est prouvée par Triebel dans [42, (9) p. 115] ; rappelons queM s, nm

p,q

est une quasi-seminorme dans ˙̃Bs
p,q, voir la Proposition 4.3. �

Remarque 4.6. Nous notons que ces résultats peuvent être comparés aux : Bergh et
Löfström [2, thm. 6.3.1, p. 147], Peetre [38, chap. 8, p. 160, thm. 18, p. 254] et Triebel
[42, thm. 5.2.3/2, rem. 5.2.3/2, p. 242].

Dans la suite nous allons utiliser le résultat suivant, prouvé dans le livre de L. Hör-
mander [23, thm. 7.1.18, p. 168] :

Théorème 4.7. Si f ∈ D′ et sa restriction à Rn \ {0} est homogène de degré α, alors
f ∈ S ′. Si en plus f ∈ C∞(Rn \ {0}) alors f̂ ∈ C∞(Rn \ {0}).
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4.2 Fonctions données non triviales dans les espaces
˙̃As
p,q

Dans cette section, nous étudierons quelques exemples (des fonctions puissances) don-
nées non triviales dans les espaces de Besov et de Lizoukin-Triebel homogènes Ȧsp,q et
homogènes réalisés ˙̃Asp,q, c’est-à-dire, on étudie les fonctions du type

fτ (x) := |x|τω(x′), x′ := x|x|−1,

où τ ∈ R et ω est une fonction de classe C∞ sur la sphère unité Sn−1 de Rn.

4.2.1 Résultats principaux

Théorème 4.8. Soient 0 < p, q ≤ ∞, τ ∈ R et ω est une fonction de classe C∞ sur
Sn−1 telle que ω n’est pas une fonction constante si τ ∈ 2N0. Alors [fτ ]P ∈ Ḃτ+n/p

p,∞ ,
[fτ ]P /∈ Ḃτ+n/p

p,q si q <∞ et [fτ ]P /∈ Ḟ τ+n/p
p,∞ si p <∞. De plus,

• si τ > −n (avec τ /∈ N0 si n = 1), alors fτ ∈ ˙̃Bτ+n/p
p,∞ ,

• si q <∞ alors fτ /∈ ˙̃Bτ+n/p
p,q , et si p <∞ alors fτ /∈ ˙̃F τ+n/p

p,∞ .

Remarque 4.9. (i) Rappelons que les fonctions du type f(x) := |x|τφ(x), où τ ∈ R
et φ ∈ D avec φ(0) 6= 0, appartiennent à Bs

p,q ou F s
p,q, voir [39, pp. 43-48].

(ii) Dans le cas des espaces de Besov non homogènes Bs
p,q, G. Bourdaud [4, lem. 9, p.

110] a prouvé que φfτ ∈ Bτ+n/p
p,∞ et φfτ /∈ Bτ+n/p

p,q , avec p ≥ 1 et 1 ≤ q <∞ où φ ∈ D
telle que φ(0) 6= 0.

Preuve du Théorème 4.8. Rappelons tout d’abord que la méthode de la preuve
dans [4, lem. 9, p. 111-114] est applicable dans notre cas. Nous allons expliquer la
preuve en deux étapes.
Étape 1. Par le Théorème 4.7, on obtient immédiatement

f̂τ (ξ) = |ξ|−n−τΩ(ξ′), où ξ′ := ξ/|ξ|,

et Ω est une fonction de classe C∞ sur Sn−1. On pose

ĝ(ξ) := |ξ|−n−τΩ(ξ′)γ(ξ).

Maintenant ĝ ∈ D (c’est-à-dire, g ∈ S), alors on trouve

‖Qjfτ‖p = 2−j(n/p+τ)‖g‖p (∀j ∈ Z),
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ce qui donne [fτ ]P ∈ Ḃτ+n/p
p,∞ et [fτ ]P /∈ Ḃτ+n/p

p,q si q <∞.
Nous montrons [fτ ]P /∈ Ḟ τ+n/p

p,∞ . On introduit un paramètre p1 tel que p < p1 < ∞.
D’après la Proposition 1.12 (iv) on a l’inclusion Ḟ τ+n/p

p,∞ ↪→ Ḃτ+n/p1
p1,p et de l’Étape 1, on

trouve [fτ ]P /∈ Ḃτ+n/p1
p1,p .

Étape 2. • Supposons que τ > −n. L’hypothèse sur τ donne f ∈ S ′. En effet, pour tout
ϕ ∈ S et tout N > n+ τ , on a

|〈fτ , ϕ〉| ≤
∫
|x|≤1
|x|τ |ω(x′)| |ϕ(x)|dx+

∫
|x|≥1
|x|τ |ω(x′)| |ϕ(x)|dx (x′ := x/|x|)

≤ ‖ω‖L1(Sn−1)

(
‖ϕ‖∞

∫ 1

0
tn+τ−1dt+ c1

∫ ∞
1

tn+τ−1−Ndt
)
≤ c2. (4.2.1)

Puisque
ν = [τ ] + 1 si τ ≥ 0 et ν = 0 si − n < τ < 0, (4.2.2)

donc on a τ − ν < 0 (pour la définition de ν voir le Chapitre 1/Section 1.4.3), alors
on peut obtenir f (α)

τ ∈ C̃0 pour |α| = ν. En effet, on suppose que ν ≥ 1, alors par un
calcul simple on a

∂kfτ (x) = |x|τ−1
(
τ
xk
|x|
ω(x′) + ∂kω(x′)−

n∑
j=1

xjxk
|x|2

∂jω(x′)
)
,

alors on pose

∂kfτ (x) =: |x|τ−1Λk(x′), où Λk ∈ C∞(Sn−1), k = 1, . . . , n.

Ce qui donne
f (α)
τ (x) = |x|τ−|α| Λ̃α(x′),

où Λ̃α est une fonction continue sur Sn−1 (cette égalité peut être obtenue par induction
sur |α| par exemple). Alors pour tout ϕ ∈ S et tout λ > 0 on a

|〈f (α)
τ (·/λ), ϕ〉| ≤ λν−τ

∫
Rn
|x|τ−ν |Λ̃α(x′)| |ϕ(x)|dx (|α| = ν), (4.2.3)

où le côté droite tend à 0 avec λ → 0 car −n < τ − ν < 0. La condition −n < τ − ν
implique que l’intégrale

∫
Rn
. . . dx dans (4.2.3) converge, voir (4.2.1) (en particulier,

τ /∈ N0 garantit que −1 < τ − ν si n = 1). En conséquence, par l’Étape 1, on a
fτ ∈ ˙̃Bτ+n/p

p,∞ et fτ /∈ ˙̃Bτ+n/p
p,q si q <∞.

• Maintenant, dans le cas τ > −min(n, n/p) et q <∞. En utilisant la Proposition 4.5
on trouve fτ /∈ ˙̃Bτ+n/p

p,q . En effet, pour |α| = m où le nombre entier m est choisit tel
que m > τ + n/p, nous avons

f (α)
τ (x) = |x|τ−m Λ̃m(x′).
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Soit u0 ∈ Sn−1 est fixé, telle que Λ̃m(u0) 6= 0. Puisque Λ̃m ∈ C∞(Sn−1), on a

∃δ > 0, telle que ∀x 6= 0 : |x′ − u0| < δ ⇒ |Λ̃m(x′)| ≥ 1
2 |Λ̃m(u0)| > 0; (4.2.4)

en prenant par exemple,
δ := 1

2‖Λ̃m‖−1
∞ |Λ̃m(u0)|.

Soit h > 0. On définit
Dh :=

{
x ∈ Rn : |x| > ah

}
,

où a ≥ m. Pour tout x ∈ Dh et tout t ∈ [0, 1] on a x + t h e1 6= (0, . . . , 0). Nous allons
appliquer maintenant la formule suivante :

Soit g est une fonction de classe Cm. En appliquant le théorème de valeur moyenne
m-fois et puisque ∂`j(∆ug) = ∆u(∂`jg), alors il existe Θx,u ∈]0,m[ telle que

∆m
u g(x) =

n∑
`1=1

. . .
n∑

`m=1
u`1 . . . u`m

∂mg

∂`1 . . . ∂`m
(x+ Θx,uu), (4.2.5)

pour tout x ∈ Rn et tout u ∈ Rn. En effet, par exemple on démontre que l’égalité
(4.2.5) pour m = 2, on a

∆2
ug(x) =

n∑
j=1

uj∂j(∆ug)(x+ θ1u) =
n∑
j=1

uj ∆u(∂jg)(x+ θ1u)

=
n∑
j=1

n∑
k=1

ujuk ∂
2
j,kg(x+ (θ1 + θ2)u), θ1 + θ2 ∈]0, 2[, ...

Alors en appliquant l’égalité (4.2.5) sur f , c’est-à-dire, pour tout x ∈ Dh, il existe
Θx,h ∈]0,m[ telle que

∆m
he1f(x) = hm ∂m1 f(x+ Θx,hhe1). (4.2.6)

On pose y = y(x, h) := Θx,h h e1, alors∣∣∣∣∣ x+ y

|x+ y|
− x

|x|

∣∣∣∣∣ = 1
|x||x+ y|

∣∣∣∣|x+ y|y + (|x| − |x+ y|)(x+ y)
∣∣∣∣

≤ 2|y|
|x|

<
2m
a
.

Dans ce qui suit, il convient d’introduire les coordonnées polaires. On écrit x := rx′ où
r := |x| et x′ := x/|x| ∈ Sn−1 ; pour h > 0 suffisamment petit, on pose

Dh,1 :=
{
x ∈ Rn : ah < r < 1, |x′ − u0| < δ/2

}
.

On choisit a > mmax(1, 4/δ). En conséquence, pour tout x ∈ Dh on a

|x+ y| < 2|x|, (4.2.7)
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et pour tout x ∈ Dh,1 (rappelons que Dh,1 ⊆ Dh), on obtient donc∣∣∣∣∣ x+ y

|x+ y|
− u0

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ x+ y

|x+ y|
− x

|x|

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ x|x| − u0

∣∣∣∣∣ < 2m
a

+ δ

2 < δ,

alors en utilisant (4.2.4), (4.2.6) et (4.2.7) on trouve

‖∆m
he1f‖

p
p ≥ hpm

∫
x∈Dh,1

|x+ y|(τ−m)p
∣∣∣Λ̃m

(
x+y
|x+y|

)∣∣∣p dx (avec τ −m < −n/p)

≥ c1 h
pm |Λ̃m(u0)|p

∫
x∈Dh,1

|x|(τ−m)p dx

= c2 h
pm

∫ 1

ah
rn−1+(τ−m)p dr

∫
|x′−u0|<δ/2

dx′

= c3 h
pm
(
(ah)n+(τ−m)p − 1

)
.

Puisque l’hypothèse τ > −min(n, n/p) implique τ + n/p > (n/p − n)+, alors nous
pouvons appliquer la Proposition 4.5, et il suffit d’estimer Lτ+n/p,m

p,q (f). Alors pour
ε > 0 suffisamment petit, on a

Lτ+n/p,m
p,q (f) ≥ c1

(∫
ε2<h<ε

h(m−τ−n/p)q−1
(
(ah)(τ+n/p−m)p − 1

)q/p
dh
)1/q

= c1

(∫
ε2<h<ε

h−1
(
a(τ+n/p−m)p − h(m−τ−n/p)p

)q/p
dh
)1/q

≥ c1
(
a(τ+n/p−m)p − ε(m−τ−n/p)p

)1/p (
log ε−1

)1/q
,

et le dernièr terme tend vers ∞ quand ε ↓ 0. La preuve est complète. �

Théorème 4.10. Soient 0 < p, q ≤ ∞, τ ∈ R et ω est une fonction de classe C∞ sur
Sn−1 telle que ω n’est pas une fonction constante si τ ∈ 2N0. Soit φ ∈ D et on pose

gτ (x) := fτ (x)φ(x) = |x|τω(x/|x|)φ(x).

Alors [gτ ]P ∈ Ḃτ+n/p
p,∞ . Si φ(x) = 1 si |x| ≤ δ avec δ > 0 suffisamment petit, alors

[gτ ]P /∈ Ḃτ+n/p
p,q si q <∞ et [gτ ]P /∈ Ḟ τ+n/p

p,∞ si p <∞. De plus,
• si τ > −n (avec τ /∈ N0 si n = 1), alors gτ ∈ ˙̃Bτ+n/p

p,∞ ,
• si φ(0) 6= 0, alors gτ /∈ ˙̃Bτ+n/p

p,q si q <∞ et gτ /∈ ˙̃F τ+n/p
p,∞ si p <∞.

Remarque 4.11. Rappelons qu’en cas des espaces de Besov non homogènes, ce théo-
rème a été prouvé dans [4, lem. 9, p. 110] dans les cas p ≥ 1 et −n/p < τ /∈ N0.

Preuve du Théorème 4.10. Nous allons expliquer la démonstration en trois étapes.
Étape 1. Preuve de [gτ ]P ∈ Ḃτ+n/p

p,∞ . Soit m est un nombre entier telle que m ≥ [τ +
n/p] + 1. Par la Remarque 4.4, il suffit de vérifier que Jτ+n/p,m,u

p,∞ (gτ ) <∞ (on travaille
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avec Jτ+n/p,m,u
p,∞ (gτ ) car il n’y a pas de restriction sur p, voir la Remarque 4.4). Alors

nous allons estimer l’expression

U(t) :=
(∫

Rn

(
t−n

∫
|h|≤t

∣∣∣∆m
h gτ (x)

∣∣∣udh)p/udx)1/p

. (4.2.8)

Dans (4.2.8) on divise l’intégrale
∫
Rn
. . . dx, en deux parties

( ∫
|x|≤2mt

+
∫
|x|≥2mt

)
. . . dx.

Pour la première partie, l’inégalité élémentaire suivante∫
|h|≤t

∣∣∣∆m
h gτ (x)

∣∣∣udh ≤ c1‖φ‖u∞
( ∫
|y|≤3mt

|fτ (y)|udy + |fτ (x)|u
∫
|h|≤t

dh
)

≤ c2‖φ‖u∞
(
tn+uτ + tn|fτ (x)|u

)
,

ce qui donne∫
|x|≤2mt

(
t−n

∫
|h|≤t

∣∣∣∆m
h gτ (x)

∣∣∣udh)p/udx ≤ c3‖φ‖p∞
(
tηp +

∫
|x|≤2mt

|fτ (x)|pdx
)

≤ c‖φ‖p∞ tηp (η := τ + n/p). (4.2.9)

Pour la deuxième partie, nous procédons comme dans l’Étape 2 de la preuve du Théo-
rème 4.8. D’abord, on a

f (α)
τ (x) = |x|τ−|α|Λ̃α(x′), où x′ := x|x|−1, Λ̃α ∈ C∞(Sn−1). (4.2.10)

Alors en appliquant l’égalité (4.2.5) à gτ , avec

∂mgτ (x) := ∂m(fτφ)(x) =
∑
|α|≤m

(
m

|α|

)
|x|τ−|α|Λ̃α(x′)∂m−|α|φ(x),

et un calcul direct nous donne∣∣∣∆m
h gτ (x)

∣∣∣ ≤ c|h|m‖Λ̃m‖L∞(Sn−1)
∑
|α|≤m

∣∣∣x+ Θx,hh
∣∣∣τ−|α|∣∣∣∂m−|α|φ(x+ Θx,hh)

∣∣∣, (4.2.11)

où 0 < Θx,h < m. Donc, d’une part, pour |x| ≥ 2mt et |h| ≤ t (c’est-à-dire, |Θx,hh| ≤
|x|/2) ce qui donne

|x+ Θx,hh| ≥ |x|/2,
alors on a ∣∣∣x+ Θx,hh

∣∣∣τ−|α| ≤ 2m−τ |x|τ−m
∣∣∣x+ Θx,hh

∣∣∣m−|α| , (∀|α| ≤ m).

D’autre part, il existe un nombre M > 0 tel que suppφ est un sous-ensemble de la
boule du rayon M . Alors à partir de (4.2.11), et pour |x| ≥ 2mt et |h| ≤ t, on obtient∣∣∣∆m

h gτ (x)
∣∣∣ ≤ c1t

m|x|τ−m
∑
|α|≤m

∣∣∣x+ Θx,hh
∣∣∣m−|α|∣∣∣∂m−|α|φ(x+ Θx,hh)

∣∣∣
≤ c1t

m|x|τ−m
∑
|α|≤m

Mm−|α|‖∂m−|α|φ‖∞

≤ c2t
m|x|τ−m.
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Nous passons a l’estimation de
∫
|x|≥2mt

. . . dx. On ait

∫
|x|≥2mt

(
t−n

∫
|h|≤t

∣∣∣∆m
h gτ (x)

∣∣∣udh)p/udx ≤ c1t
mp
∫
|x|≥2mt

|x|(τ−m)pdx

≤ c2 t
ηp (avec n+ (τ −m)p < 0). (4.2.12)

En remplaçant les estimations (4.2.9) et (4.2.12) dans (4.2.8), on obtient directement
supt>0 t

−ηU(t) <∞.

Étape 2. Comme dans la preuve du Théorème 4.8/ Étape 2/, l’hypothèse 0 > τ > −n
ce qui donne gτ ∈ S ′. Alors pour montrer que g(α)

τ appartient à C̃0 pour tout |α| = ν,
on utilise l’égalité (4.2.10) et on écrit

g(α)
τ (x) =

∑
|β|≤ν

(
ν

|β|

)
|x|τ−|β|Λ̃β(x′)φ(β)(x)

=
( ∑
τ<|β|≤ν

+
∑
|β|≤τ

)(
ν

|β|

)
|x|τ−|β|Λ̃β(x′)φ(β)(x)

=: I1(x) + I2(x),

où I1(x) := ∑
τ<|β|≤ν . . ., et I2(x) := ∑

|β|≤τ . . .. Soit ϕ ∈ S et λ > 0, tels que
• Pour I1(x), on ait

|〈I1(·/λ), ϕ〉| ≤ c
∑

τ<|β|≤ν
λ|β|−τ‖φ(β)‖∞

∫
Rn
|x|τ−|β||Λ̃β(x′)| |ϕ(x)|dx, (4.2.13)

et de (4.2.2), nous avons −n < τ − ν < 0 (avec τ /∈ N0 si n = 1 implique que
−1 < τ − ν < 0) et −n < τ < |β| ≤ ν < τ + n, en conséquence −n < τ − |β| < 0.
Alors dans (4.2.13) l’intégrale

∫
Rn
. . . dx converge (voir (4.2.1)) et le côté droite tend

vers 0 quand λ tend vers 0.
• Pour I2(x), on ait

|〈I2(·/λ), ϕ〉| = λn
∣∣∣∣∣ ∑
|β|≤τ

(
ν

|β|

)∫
Rn
|x|τ−|β|Λ̃β(x′)φ(β)(x)ϕ(λx)dx

∣∣∣∣∣
≤ c‖ϕ‖∞λn

∑
|β|≤τ

∫
Rn
|x|τ−|β||Λ̃β(x′)| |φ(β)(x)|dx;

et le dernière terme tend vers 0 quand λ→ 0.

Étape 3. Preuve de [gτ ]P /∈ Ḃτ+n/p
p,q si q <∞ et [gτ ]P /∈ Ḟ τ+n/p

p,∞ si p <∞. Ici on suppose
que φ(0) 6= 0. On pose

ψ := φ− φ(0) = φ− 1.

Donc ψ est une fonction de classe C∞, à support compact dans Rn\{0}. On écrit

gτ := fτφ = ψfτ + φ(0)fτ = ψfτ + fτ .
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La fonction ψfτ est clairement dans D, alors ψfτ ∈ ˙̃Bτ+n/p
p,q et ψfτ ∈ ˙̃F τ+n/p

p,∞ puisque les
deux inclusions D ↪→ Bτ+n/p

p,q , D ↪→ F τ+n/p
p,∞ et la Proposition 1.19 ce qui donne [ψfτ ]P ∈

Ḃτ+n/p
p,q et [ψfτ ]P ∈ Ḟ τ+n/p

p,∞ . Maintenant, par le Théorème 4.8 on a [fτ ]P /∈ Ḃτ+n/p
p,q et

[fτ ]P /∈ Ḟ τ+n/p
p,∞ . Ainsi s’achève la démonstration du Théorème 4.10. �

Remarque 4.12. La restriction dans les deux Théorèmes 4.8 et 4.10, que la fonction
ω est une constante si τ ∈ 2N0 est exclus, car : devient fτ est une fonction polynôme.
Aussi, pour la restriction τ /∈ N0 si n = 1, voir les commentaires juste après les formules
(4.2.3) et (4.2.13).

4.2.2 Cas particuliers

Corollaire 4.13. Soit 0 < p, q ≤ ∞.
(i) La fonction f(x) := log |x| appartient à ˙̃Bs

p,q si et seulement si s = n/p et q = ∞,
et [f ]P /∈ Ḟ n/p

p,∞ si p <∞. En particulier, f ∈ ˙̃B0
∞,∞.

(ii) Soit τ ∈ R. Alors la fonction f(x) := |x|τ appartient à Ḃs
p,q si et seulement si

s = τ + n/p et q =∞.
En particulier, si τ > −n (avec τ /∈ N0 si n = 1), alors f ∈ ˙̃Bs

p,q si et seulement si
s = τ + n/p et q =∞, et [f ]P /∈ Ḟ τ+n/p

p,∞ si p <∞.

Preuve. Étape 1. Preuve de (i).
• 1.1. −Méthode 1. D’après la Proposition 1.14/(ii), on a

‖[f ]P‖Ḃsp,q ≤ c
n∑
j=1
‖[∂jf ]P‖Ḃs−1

p,q
,

alors il suffit d’appliquer le Théorème 4.8, avec

fτ (x) := ∂1f(x) = x1

|x|2
= |x|−1 x1

|x|
.

−Méthode 2. Il n’est pas difficile de montrer que la transformée de Fourier de la fonction
localement intégrable x`/|x|2 (` = 1, . . . , n) sur Rn est la distribution c0ξ`/|ξ|n, c’est-
à-dire,

F
(
x`
|x|2

)
(ξ) = c0

ξ`
|ξ|n

, ∀` ∈ {1, . . . , n},

où c0 est une constante qui dépend de n seulement, et c0 6= 0 puisque x`/|x|2 n’est
pas un polynôme. Nous avons aussi ∂`f(x) = x`/|x|2 (` = 1, . . . , n) dans le sens de
distributions. D’autre part, si l’on définit ϕ` ∈ S∞ par

ϕ̂`(ξ) := c0
ξ`
|ξ|n

γ(ξ),
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alors on trouve
Qk(∂`f)(x) = 2kϕ`(2kx),

et on passe à présent au calcul de la norme Lp de cette fonction, il vient

‖Qk(∂`f)‖p = 2k(1−n/p)‖ϕ`‖p. (4.2.14)

Donc on a [∂`f ]P ∈ Ḃn/p−1
p,∞ , c’est-à-dire, [f ]P ∈ Ḃn/p

p,∞ (voir la Proposition 1.14/(ii)) et
[f ]P /∈ Ḃn/p

p,q si q <∞. En particulier f appartient à l’espace de Hölder Ḃ0
∞,∞, qui a été

observée dans [11, p. 4119] dans le cas unidimensionnel.
Pour prouver [f ]P /∈ Ḟ n/p

p,∞ si p < ∞, soit p1 telle que p < p1 alors il suffit d’appliquer
l’inclusion Ḟ n/p

p,∞ ↪→ Ḃn/p1
p1,p .

• 1.2. Maintenant, on démontre ∂`f ∈ C̃0, pour tout λ > 0 et toute ψ ∈ S on ait

|〈∂`f(·/λ), ψ〉| ≤ λ
∫ ∞

0
. . .
∫ ∞

0
|x`|−1|ψ(x)− ψ(−x)|dx1 . . . dxn −→ 0

λ→0
,

(` = 1, . . . , n). Alors on obtient ∂`f ∈ C̃0. Par (4.2.14) on trouve que la distribution
tempérée x`/|x|2 appartient à ˙̃Bs

p,q si et seulement si s = n/p− 1 et q =∞.

Étape 2. Preuve de (ii). Nous avons

F(Qkf)(ξ) = c0|ξ|−n−τγ(2−kξ),

On définit alors ψ ∈ S∞ par ψ̂(ξ) := c0|ξ|−n−τγ(ξ) et qui nous permet d’obtenir

‖Qkf‖p = 2−k(τ+n/p)‖ψ‖p.

Donc on a [f ]P ∈ Ḃτ+n/p
p,∞ (pour plus détails voir Chapitre 1/Exemple 2). Il ne reste

plus qu’à appliquer le Théorème 4.8. Maintenant, par exemple, par la Proposition 4.3
si m est un nombre entier telle que m > τ + n/p, alors

sup
h6=0
|h|−(τ+n/p)‖∆m

h f‖p ≤ c‖[f ]P‖Ḃτ+n/p
p,∞

.

Ce qui termine la preuve. �

Corollaire 4.14. Soient 0 < p ≤ ∞ et . Soit φ ∈ D est une fonction donnée comme
dans le Théorème 4.10. La fonction

f(x) := (log |x|)φ(x),

appartient à ˙̃Bs
p,q si et seulement si s = n/p et q =∞, et [f ]P /∈ Ḟ n/p

p,∞ si p <∞.

Preuve. Comme dans la preuve du Corollaire 4.13 (i), on a

∂1f(x) = x1|x|−2φ(x) + (log |x|)∂1φ(x).
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Maintenant la fonction
x→ (log |x|)∂1φ(x),

est clairement dans D. D’autre part, par le Théorème 4.10, la fonction

x→ x1|x|−2φ(x),

appartient à ˙̃B−1+n/p
p,∞ . Ce qui donne le résultat souhaité. �

Remarque 4.15. Soit δ ∈ R. On pose

fδ(x) := (− log |x|)δφ(x).

Il est intéréssant d’étendre le Corollaire 4.14 à la fonction fδ.

Dans le paragraphe suivant, on étudie le cas limite τ := −n sur les deux Théorèmes
4.8 et 4.10, c’est-à-dire, nous intéressons au cas des fonctions

f(x) := |x|−nω(x/|x|),

avec ω ∈ C∞(Sn−1). Nous allons maintenant le résultat suivant :

Corollaire 4.16. Soit 0 < p, q ≤ ∞. Soit ω ∈ C∞(Sn−1) tel que∫
Sn−1

ω(x′)dσ(x′) = 0, (4.2.15)

où x′ := x/|x| et dσ(x′) est la mesure Euclidienne sur Sn−1, alors on a

〈f, ϕ〉 = lim
ε→0

∫
|x|≥ε
|x|−nω(x/|x|)ϕ(x)dx (∀ϕ ∈ S).

(i) On pose f(x) := |x|−nω(x/|x|). Alors f ∈ ˙̃Bn/p−n
p,∞ , f /∈ ˙̃Bn/p−n

p,q si q < ∞ et f /∈
˙̃F n/p−n
p,∞ si p <∞.

(ii) Supposons que n ≥ 2. Soit φ ∈ D définie dans le Théorème 4.10. On pose g(x) :=
f(x)φ(x). Alors g ∈ ˙̃Bn/p−n

p,∞ , g /∈ ˙̃Bn/p−n
p,q si q <∞ et g /∈ ˙̃F n/p−n

p,∞ si p <∞.

Remarque 4.17. Pour plus de détails sur la définition de cette forme des distributions
tempérées, voir par exemple [6, p. 85-89], [31, p. 23] ou [40, p. 38].

Preuve du Corollaire 4.16. Étape 1. Preuve de (i). Il suffit d’appliquer le Théorème
4.8 (où τ := −n) on trouve [f ]P ∈ Ḃn/p−n

p,∞ , [f ]P /∈ Ḃn/p−n
p,q si q <∞ et [f ]P /∈ Ḟ n/p−n

p,∞ si
p <∞, et puisque pour tout λ > 0, on ait

〈f(·/λ), ϕ〉 = λn〈f, ϕ〉 −→ 0
λ→0

,



Chapitre 4. Caractérisations par des fonctions données 67

ce qui donne f ∈ C̃0 (voir aussi (4.2.17) ci-dessous). Alors f appartient aux espaces
homogènes réalisés.

Étape 2. Preuve de (ii). Par le Théorème 4.10 on trouve [g]P ∈ Ḃn/p−n
p,∞ , [g]P /∈ Ḃn/p−n

p,q

si q <∞ et [g]P /∈ Ḟ n/p−n
p,∞ si p <∞.

Pour appartenir à des espaces homogènes réalisés, on suppose que ω qui satisfait
(4.2.15). On pose x′ := x/|x|, alors pour tout ϕ ∈ S on a∫
|x|≥ε
|x|−nω(x′)φ(x)ϕ(x)dx =

∫
ε≤|x|≤1

|x|−nω(x′)
(
φ(x)− 1

)
ϕ(x)dx

+
∫
ε≤|x|≤1

|x|−nω(x′)
(
ϕ(x)− ϕ(0)

)
dx

+ ϕ(0)
∫
ε≤|x|≤1

|x|−nω(x′)dx+
∫
|x|≥1
|x|−nω(x′)φ(x)ϕ(x)dx, (4.2.16)

(rappelons que φ(x) = 1 si |x| ≤ δ avec δ > 0 suffisamment petit). Clairement dans
le côté droite de (4.2.16) le dernièr terme converge, par (4.2.15) le troisième terme est
égale à 0, par le théorème de convergence dominée le première et le deuxième terme
tend vers∫

|x|≤1
|x|−nω(x′)(φ(x)− 1)ϕ(x)dx et

∫
|x|≤1
|x|−nω(x′)(ϕ(x)− ϕ(0))dx,

quand ε ↓ 0, respectivement (rappelons que φ(0) = 1). Alors

〈g, ϕ〉 = lim
ε→0

∫
|x|≥ε
|x|−nω(x/|x|)φ(x)ϕ(x)dx (∀ϕ ∈ S).

On voit maintenant, si g appartient à C̃0 : pour tout λ > 0, nous décomposons
〈g(·/λ), ϕ〉 et par (4.2.16), on obtient

|〈g(·/λ), ϕ〉| ≤ λn−1‖∇φ‖∞
∫
|x|≤1
|x|1−n|ω(x′)| |ϕ(x)|dx

+ λn‖∇ϕ‖∞
∫
|x|≤1
|x|1−n|ω(x′)|dx+ λn‖φ‖∞

∫
|x|≥1
|x|−n|ω(x′)| |ϕ(x)|dx, (4.2.17)

donc pour n ≥ 2, tous les termes du côté droite de (4.2.17) tendent vers 0 quand λ ↓ 0.
Par conséquent, nous avons le résultat souhaité. �

Remarque 4.18. Dans le Corollaire 4.16 (ii), si n = 1 alors par le Corollaire 4.13 (i)
on obtient immédiatement pv 1

x
appartient à ˙̃Bs

p,q (où pv 1
x
la valeur principale) si et

seulement si 0 < p ≤ ∞, s = 1/p− 1 et q =∞.



Chapitre 5

Réalisation et caractérisation de
Ḟ s∞,q par les différences

Dans ce chapitre, nous étudions quelques propriétes de l’espace de Lizorkin-Triebel
dans le cas limite p = ∞, et nous donnons la réalisation des espaces Ḟ s

∞,q. On note
que ce chapitre a été écrit sous forme d’une annexe dans une première version de cette
thèse.

5.1 Préparations

Soient k ∈ Z et µ := (µ1, µ2, . . . , µn) ∈ Zn, on désigne par Pk,µ le cube dyadique de
longueur de coté 2−k et de coin 2−kµ, c’est-à-dire,

Pk,µ :=
{
x ∈ Rn : 2−kµj ≤ xj < 2−k(µj + 1), j = 1, 2, . . . , n

}
,

La définition de base des espaces de Triebel-Lizorkin homogènes Ḟ s
∞,q et non homogènes

F s
∞,q est donnée par la décomposition de Littlewood-Paley, voir Frazier et Jawerth [21,

p. 70, et p. 133].

Définition 5.1. Soient 0 < q <∞ et s ∈ R.
(i) L’espace de Triebel-Lizorkin homogène Ḟ s

∞,q est l’ensemble des f ∈ S ′∞ telle que

‖f‖Ḟ s∞,q := sup
k∈Z

sup
µ∈Zn

(
2kn

∫
Pk,µ

∑
j≥k

2jsq|Qjf(x)|qdx
)1/q

<∞.
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(ii) L’espace de Triebel-Lizorkin non homogène F s
∞,q est l’ensemble des f ∈ S ′ telle

que

‖f‖F s∞,q := ‖S0f‖∞ + sup
k∈N

sup
µ∈Zn

(
2kn

∫
Pk,µ

∑
j≥k

2jsq|Qjf(x)|qdx
)1/q

<∞.

Remarque 5.2. Dans le cas q =∞, on a
(i) Ḟ s

∞,∞ coïncide avec l’espace de Hölder Ḃs
∞,∞, voir [24, (1.3)]. On pose

‖f‖Ḟ s∞,∞ := sup
j∈Z

2js‖Qjf‖∞ <∞.

(ii) On pose
F s
∞,∞ = Bs

∞,∞ := ‖S0f‖∞ + sup
j>0

2js‖Qjf‖∞ <∞,

voir aussi [42, rem. 3, p. 51].

Remarque 5.3. Dans le cas 1 < q <∞, l’espace Ḟ s
∞,q a une autre définition introduite

par Triebel [42, p. 239] qui est compatible avec celle de Frazier et Jawerth, voir le
commentaire dans [21, p. 70].

Remarque 5.4. − Les espaces Ḟ s
∞,q et F s

∞,q devient un quasi-Banach par rapport à
cette quasi-seminorme.
− Les définitions de ces espaces sont indépendantes du choix de γ, voir [21, coro. 5.3].

Proposition 5.5. Soient 0 < q ≤ ∞ et s ∈ R. Alors on a

S∞ ↪→ Ḟ s
∞,q ↪→ S ′∞.

Preuve. Il suffit d’appliquer la Proposition 1.3/(i) et le Corollaire 1.2. �

Proposition 5.6. Soient 0 < q ≤ ∞ et s ∈ R. Alors il existe deux constantes c1, c2 > 0
telle que

c1‖f‖Ḟ s∞,q ≤ λs‖hλf‖Ḟ s∞,q ≤ c2‖f‖Ḟ s∞,q , (5.1.1)

pour toute f ∈ Ḟ s
∞,q et tout λ > 0.

Preuve. Dans un premier temps, nous prouvons l’inégalité (5.1.1) avec λ := 2N , N ∈
Z, donc en utilisant l’identité

Qj(h2Nf) = Qj+Nf(2−N(·)),

il est facile d’obtenir
‖h2Nf‖Ḟ s∞,q = 2−Ns‖f‖Ḟ s∞,q .
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Maintenant, pour tout λ > 0, on introduit un nombre entier N ∈ Z telle que

2N ≤ λ < 2N+1,

alors en utilisant l’équivalence de la quasi-seminorme dans Ḟ s
∞,q défini par la fonction

γ1 := γ
(
2Nλ−1(·)

)
, qui satisfait

‖f(λ(·))‖Ḟ s∞,q = 2Ns
∥∥∥f(2−Nλ(·)

)∥∥∥
Ḟ s∞,q

.

Alors il suffit de prouver

c1‖f‖Ḟ s∞,q ≤
∥∥∥f(2−Nλ(·)

)∥∥∥
Ḟ s∞,q
≤ c2‖f‖Ḟ s∞,q ;

(ce qui n’est pas difficile) avec c1 et c2 des constantes positives indépendante de N , λ
et f , d’où le résultat. �

Lemme 5.7. Soit 0 < q ≤ ∞. Alors il existe une constante c > 0 telle que

sup
x∈Pj,µ

|ϕ(x)| ≤ c 2jn/q sup
η∈Zn
‖ϕ‖Lq(Pj,η) (∀j ∈ Z,∀µ ∈ Zn), (5.1.2)

pour toute ϕ ∈ S ′, avec supp ϕ̂ ⊂
{
ξ : |ξ| ≤ 2j+1

}
.

Preuve. La preuve de ce résultat peut être trouvée dans [20, p. 782, (2.11)]. �

Remarque 5.8. L’inégalité inverse à (5.1.2) est vraie, où l’hypothèse supp ϕ̂ ⊂
{
ξ :

|ξ| ≤ 2j+1
}
n’est pas nécessaire ; la preuve est facile.

Proposition 5.9. Soient 0 < q ≤ ∞ et s ∈ R. Alors on a

Ḟ s
∞,q ↪→ Ḟ s

∞,∞ = Ḃs
∞,∞.

Preuve. Cette proposition est certainement connue, voir [21, p. 70] pour l’égalité ;
nous donnons ici une preuve de l’inclusion pour plus de clarté.

Soit f ∈ Ḟ s
∞,q. Par le Lemme 5.7 et pour tout µ ∈ Zn, on a

|Qjf(x)|q ≤ c12jn sup
η∈Zn

∫
Pj,η
|Qjf(y)|q dy (∀x ∈ Pj,µ), (5.1.3)

le second membre de (5.1.3) sera majoré par

c12−jsq2jn sup
η∈Zn

∫
Pj,η

∑
l≥j

2lsq|Qlf(y)|qdy,
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où la constante c1 est indépendante de f, j et µ. Il est clair que cette inégalité implique

|Qjf(x)| ≤ c 2−js‖f‖Ḟ s∞,q (∀x ∈ Pj,µ). (5.1.4)

Soit maintenant γ̃ ∈ D(Rn\{0}) une fonction positive et radiale telle que γγ̃ = γ.
On définit une suite d’opérateurs de convolutions (Q̃j) comme (Qj), c’est-à-dire, en
prenant γ̃ au lieu de γ (voir Chapitre 1/Section 1.1). En écrivant

Qjf(x) = Q̃jQjf(x) = 2jn
∫
Rn
F−1γ̃(2j(x− y))Qjf(y) dy

=
∑
µ∈Zn

2jn
∫
Pj,µ
F−1γ̃(2j(x− y))Qjf(y) dy (∀x ∈ Rn),

et par l’inégalité (5.1.4), on obtient

|Qjf(x)| ≤ c 2−js‖f‖Ḟ s∞,q
∑
µ∈Zn

2jn
∫
Pj,µ
|F−1γ̃(2j(x− y))| dy . (5.1.5)

Mais en faisant le changement de variable z := 2jy, on aura∑
µ∈Zn

2jn
∫
Pj,µ
|F−1γ̃(2j(x− y))| dy =

∫
Rn
|F−1γ̃(2jx− z)| dz = ‖F−1γ̃‖1.

On applique alors cette égalité dans (5.1.5), on trouve

|Qjf(x)| ≤ c 2−js‖f‖Ḟ s∞,q , (∀j ∈ Z, ∀x ∈ Rn). (5.1.6)

Clairement, l’inégalité (5.1.6) implique

sup
j≥k

2js|Qjf(x)| ≤ c‖f‖Ḟ s∞,q ,

pour tout k ∈ Z, tout x ∈ Pk,µ et tout µ ∈ Zn, c’est-à-dire,

Ḟ s
∞,q ↪→ Ḟ s

∞,∞.

Nous passons maintenant à l’inégalité (5.1.3). On a

2jsq|Qjf(x)|q ≤ c12jn sup
η∈Zn

sup
k≥j

sup
z∈Pj,η

2ksq|Qkf(z)|q
∫
Pj,η

dy (∀x ∈ Pj,µ)

≤ c2‖f‖qḞ s∞,∞
≤ c‖f‖q

Ḟ s∞,q
.

Nous notons que l’inégalité (5.1.6) implique

Ḟ s
∞,∞ ↪→ Ḃs

∞,∞,

et pour l’inclusion inverse en utilisant facilement les définitions. Ce qui termine la
preuve de la proposition. �
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Proposition 5.10. Soient 0 < q ≤ ∞ et s > 0. Alors
(i) F s

∞,q ↪→ L∞,
(ii) F s

∞,q est l’ensemble des f ∈ L∞ telle que [f ]∞ ∈ Ḟ s
∞,q. L’expression

‖f‖∞ + ‖[f ]∞‖Ḟ s∞,q

est une quasi-norme équivalente dans F s
∞,q.

Preuve. Étape 1. Preuve de (i). Voir [52, p. 110].

Étape 2. Preuve de (ii). Voir [16, prop. 3]. �

On peut aussi caractériser l’espace Ḟ s
∞,q par la fonction maximale. Pour cette raison

nous commençons par le lemme suivant :

Lemme 5.11. Soit 0 < a <∞. Alors il existe une constante c > 0 telle que l’inégalité
suivante

sup
z∈Z

(1 + |z|n/a)−1|ϕ(x− z)| ≤ c
(
(M |ϕ|a)(x)

)1/a
(∀x ∈ Rn), (5.1.7)

est satisfaite, pour tout ϕ ∈ S où suppϕ ⊂ {ξ ∈ Rn : 1/2 ≤ |ξ| ≤ 3/2}.

Preuve. Voir [42, p. 16]. �

Soient f ∈ S ′ et a > 0. On définit les opérateurs maximaux associés aux Sj et Qj par :

S∗,aj f(x) := sup
y∈Rn

|Sjf(x− y)|
(1 + |2jy|)a , et Q∗,aj f(x) := sup

y∈Rn

|Qjf(x− y)|
(1 + |2jy|)a .

Proposition 5.12. Soient 0 < q ≤ ∞, s ∈ R et a > n/q. Alors

‖f‖∗Ḟ s∞,q := sup
k∈Z

sup
µ∈Zn

(
2kn

∫
Pk,µ

∑
j≥k

2jsq|Q∗,aj f(x)|qdx
)1/q

est une quasi-norme équivalente dans Ḟ s
∞,q.

Preuve. Pour la preuve de ce résultat nous allons la diviser en deux étapes.

Étape 1. Soit f ∈ S ′. En utilisant le même notation de la preuve Proposition 5.9, c’est-
à-dire, les opérateurs (Q̃j) sont alors définis de la même façon que les opérateurs (Qj),



Chapitre 5. Réalisation et caractérisation de Ḟ s
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où γ̃γ = γ et γ̃ ∈ D(Rn\{0}). Il est facile de voir que pour tout x ∈ Rn, tout j ∈ Z et
tout a > 0 nous avons

|Qjf(x)| = |Q̃jQjf(x)| ≤ cQ∗,aj f(x).

Alors on trouve
‖f‖Ḟ s∞,q ≤ c‖f‖∗Ḟ s∞,q .

Étape 2. On pose ϕj := Qjf(2−j(·)), où ϕj est portée par la couronne 1/2 ≤ |ξ| ≤ 3/2.
Alors on a

|Q∗,aj f(x)| = sup
z∈Rn

|Qjf(x− 2−jz)|
(1 + |z|)a = sup

z∈Rn

|Qjf(2−j(2jx− z))|
(1 + |z|)a

≤ c1 sup
z∈Rn

|ϕj(2jx− z)|
1 + |z|a ,

et on applique le Lemme 5.11, on obtient aussi

|Q∗,aj f(x)| ≤ c
(
M |ϕj|

n
a (2jx)

) a
n = c

(
M |Qjf(2−j(·))|na (2jx)

) a
n

≤ c
(
M |Qjf |

n
a (x)

) a
n ,

En conséquence, pour tout x ∈ Rn nous avons(
2kn

∫
Pk,µ

∑
j≥k

2jsq|Q∗,aj f(x)|q
) 1
q

≤ c1

(
2kn

∫
Pk,µ

(∑
j≥k

2jsq
(
M |Qjf |

n
a (x)

)aq
n

) n
aq
·aq
n

) n
aq
· a
n

.

Puisque Laq/n est une norme et le fait que la fonction maximale M est bornée de Laq/n
dans Laq/n pour aq/n > 1, alors nous estimons la dérniere expression par

c2

∥∥∥∥∥
(∑
j≥k

2jsq|Qjf(·)|q
) n
aq

∥∥∥∥∥
a
n

L qa
n

(Pk,µ)
= c2

∥∥∥∥∥∑
j≥k

2jsq|Qjf(·)|q
∥∥∥∥∥

1
q

L1(Pk,µ)
.

Finalment, on passe le supk∈Z . . . et le supµ∈Zn . . ., on obtient l’estimation

c−1‖f‖∗Ḟ s∞,q ≤ ‖f‖Ḟ s∞,q ,

ce qui achève la démonstration. �

On peut passer à l’espace non homogène F s
∞,q par la même caractérisation, c’est-à-dire :

Proposition 5.13. Soient 0 < q ≤ ∞, s ∈ R et a > n/q. Alors

‖f‖∗F s∞,q := ‖S∗,a0 f‖∞ + sup
k∈N

sup
µ∈Zn

(
2kn

∫
Pk,µ

∑
j≥k

2jsq|Q∗,aj f(x)|qdx
)1/q

est une quasi-norme équivalente dans F s
∞,q.
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∞,q par les différences 74

Preuve. Il suffit dans la démonstration précédente d’ajouter :

• Dans l’Étape 1. Nous avons

‖S0f‖∞ ≤ c‖S∗,a0 f‖∞.

• Dans l’Étape 2. D’après le Lemme 5.11 (avec on pose ϕj := S0f) et le Lemme 2.9,
on trouve

‖S∗,a0 f‖∞ ≤ c
∥∥∥(M |S0f(·)|na

) a
n
∥∥∥
∞
≤ c‖S0f‖∞,

ainsi s’achève la preuve de la proposition 5.13. �

5.2 Résultats principaux

5.2.1 Réalisation de Ḟ s
∞,q

Le but est de réaliser les espaces Ḟ s
∞,q, puisque il est possible d’obtenir la convergence

de la série de Littlewood-Paley dans S ′ν pour un entier bien défini ν :

ν := max(0, [s] + 1) ∈ N0.

On désigne par [f ]m la classe d’équivalence d’une disributions temperées f modulo Pm.
Cela consiste à trouver une application linéaire continue :

σ : Ḟ s
∞,q → S ′ν

telle que, ∀f ∈ Ḟ s
∞,q on a [σ(f)]ν = f dans S ′ν .

Théorème 5.14. Soient 0 < q ≤ ∞ et s ∈ R. Soit f ∈ Ḟ s
∞,q.

(i) Alors la série ∑j∈ZQjf converge dans S ′ν.
(ii) Soit σ(f) est définie comme sa somme qui appartient à S ′ν. Alors l’application
σ : Ḟ s

∞,q → S ′ν est une réalisation de Ḟ s
∞,q, telle que

τa ◦ σ = σ ◦ τa, ∀a ∈ Rn,

hλ ◦ σ = σ ◦ hλ, ∀λ > 0,

de plus ∂ασ(f) ∈ C̃0,∀|α| = ν.

Preuve. Voir [16]. �
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5.2.2 Caractérisation par les différences

Le point essentiel de ce sous-section est la caractérisation des espaces de Lizorkin-
Triebel homogènes réalisés ˙̃F s

∞,q (voir [16, sect. 2.3]) par les différences. Commençons
par la proposition suivante :
Proposition 5.15. Soient 0 < q ≤ ∞, m ∈ N et s ∈ R tels que

max (n/q − n, 0) < s < m .

(i) Alors une fonction f appartient à F s
∞,q si et seulement si f ∈ L∞ et

N s,m,1
∞,q (f) := sup

k∈N0

sup
µ∈Zn

(
2kn

∫ 21−k

0
t−sq sup

t/2≤|h|<t

∫
Pk,µ

|∆m
h f(x)|q dxdt

t

)1/q

<∞.

De plus, l’expression
‖f‖∞ +N s,m,1

∞,q (f)
est une quasi-seminorme équivalente dans F s

∞,q.
(ii) Nous avons la même conclusion dans (i), si on remplace N s,m,1

∞,q (f) par

N s,m,2
∞,q (f) := sup

k∈N0

sup
µ∈Zn

(
2kn

∫ 21−k

0
t−sq

∫
Pk,µ

(
t−n

∫
t/2≤|h|<t

|∆m
h f(x)| dh

)q
dxdt

t

)1/q

,

ou

N s,m,3
∞,q (f) := sup

k∈N0

sup
µ∈Zn

(
2kn

∫ 21−k

0
t−sq

∫
Pk,µ

t−n
∫
t/2≤|h|<t

|∆m
h f(x)|q dhdxdt

t

)1/q

.

Preuve. Voir [52, rem. 4.8 et coro. 4.3]. �

Remarquons que si f est un polynôme de degré m, alors N s,m,i
∞,q (f) 6= 0, pendant que

‖[f ]∞‖Ḟ s∞,q = 0, par exemple f(x) := xm1 , alors

∆m
h f(x) = m!hm1 et N s,m,1

∞,q (f) = m!2m−s(q(m− s))−1/q > 0.

Théorème 5.16. Soient 0 < q ≤ ∞, m ∈ N et s ∈ R tel que

(n/q − n)+ < s < m .

Alors les expressions N s,m,i
∞,q (f) (i = 1, 2, 3), sont des quasi-seminormes équivalentes

dans ˙̃F s
∞,q.

Preuve. Voir [16]. �

Remarque 5.17. Dans [16], en plus des résultats principaux, on trouve aussi quelques
assertions dans Ḟ s

∞,q et
˙̃F s
∞,q, quelques caractérisations de l’espace

˙̃F s
∞,q et des questions

ouvertes de perspectives.
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Questions ouvertes

Voici quelques questions ouvertes.

• Extension des résultats du Chapitre 2 et 3 au espaces homogènes du types de Besov
Ḃs,τ
p,q (Rn) et de Lizorkin-Triebel Ḟ s,τ

p,q (Rn).

• Chercher l’optimalité dans les estimations qui résultent.

Conclusion

Cette thèse comporte une étude sur la caractérisation des espaces de Besov homogènes
réalisés ˙̃Bs

p,q(Rn) et de Lizorkin-Triebel homogènes réalisés ˙̃F s
p,q(Rn), par des théorèmes

de Peetre, par des inégalités de type de Gagliardo-Nirenberg et par des fonctions don-
nées.
Une étude supplémentaire sur le cas limite p =∞ concernant l’espace Ḟ s

∞,q est donnée
dans un dernier chapitre.
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 يثياكات بواساةة تعكيفهاا يات  المتجانساة تكيبا  -وليازوكيين وفضااءات المتجانسة بيزوف فضاءات أن بما :ملخص

  ه  اا نإفاا يضاااأو. الحاادود بتكديااد يثيااكات التوزيعااات فضاااءات فاا  التياااف  صاانافأ تشااي  حينئاا  وعناصااك ا الحاادود 

 جيكاك أعما  ةوكتها الت  المحققة النسخ    و  ه  الدالية فضاءات من ةجديد بنسخ تحقيقها  يمين المتجانسة فضاءاتال

 الخصوص وجه   وعلىالمحققة المتجانسة فضاءاتال على خصائص بدكاسة عدة ةكوحةالأ   ه تهت  .وغيك ا بوكدو
 جداء التزاوج  

  نيكنبكغ-نوع غاجلياكدو من متكجحات  

   الدوا  الغيك تافهةخصائص باستعما. 

 , لتاا     جااء ت ,,  لتحقوقاااب لمتجانساا   لفضااات ب ,تريباا  -لواا  ينو  فضااات ب ,فضااات ب زواا     :ةي  حامفت اتكلم  

  .طريق  نوكولسكي, نورنبرغ-غاجلوايد مترجحاب م  نوع 
 

Résumé :  Comme les espaces de Besov homogènes et Lizorkin-Triebel homogènes sont 

définis à des polynômes près, leurs éléments alors sont des classes d’équivalences dans les 

espaces des distributions modulo les polynômes. Les espaces de Besov homogènes et 

Lizorkin-Triebel homogènes possèdent alors des versions d’espaces fonctionnels, ce sont 

leurs versions réalisées développées par des travaux de G. Bourdaud et autres.  

Dans cette thèse nous intéressons aux espaces réalisés de Besov et de Lizorkin-Triebel, par 

l'étude de certaines propriétés, en particuliers: 

 la convolution, 

 estimations de type de Gagliardo-Nirenberg, 

 caractérisation par des fonctions données. 

Mots-clés: Espaces de Besov, Espaces de Lizorkin-Triebel, Espaces homogènes, Réalisa-  

tions, Convolutions, Inégalités de Gagliardo-Nirenberg, Méthode de représentation de 

Nikol’skij. 

Abstract:   As the homogeneous Besov spaces and the homogeneous Lizorkin-Triebel are 

defined except for polynomials, their elements then are classes of equivalences in spaces of 

the distributions modulo polynomials. Spaces of homogeneous Besov and Lizorkin-Triebel 

have versions of functional spaces then, they are their versions carried out developed by the 

work of G. Bourdaud and others. In this thesis, we are interested in the realized homo-         

geneous Besov and Triebel-Lizorkin spaces, by the study of certain properties, in particular: 

 convolution, 

 Gagliardo-Nirenberg estimates type, 

 characterization by given functions. 

  Keywords : Besov spaces, Triebel-Lizorkin spaces, Homogeneous  spaces,  Realizations, 

Convolutions, Gagliardo-Nirenberg inequalities, Nikol’skij representation method. 
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