République Algérienne Démocratique Et Populaire
Université Mohamed Boudiaf De M’sila
Faculté Des Mathématiques Et De L’informatique
Département De Mathématiques

MEMOIRE DE FIN D'ETUDE

Presenté pour lI'obtention du Dipléme de MASTER
Domaine : Mathématiques et Informatique
Filiere : Mathématiques
Option : Analyse mathématique et numérique

Par
Mohamed LAHOUEM

Sujet

Sur la classe des opérateurs paranormaux

Date de soutenance :02/07/2019
Devant le jury :

Mr. Mostefa NADIR Prof. Univ de M'sila Président
Dr. Abdellatif SMATI M.A.B. ENS Bousaada | Rapporteur
Mr. Bachir GAGUI M.C.A. Univ de M'sila | Examinateur

Promotion : 2018 / 2019




|
|
|
|

RIMFRCTEMFNTS

JSlarmerais en premuzer lreu remercrer mon dieu Allah gui
m’a donné la volonte et le courage pour achever ce travail.

Je tiens a remerceer tout d'abord mon encadreur Mr
SMATT Abdellatsf gus m'a fourn:s le sujet de ce mémozre et de
m'a voir guide, ses critiques et ses conseuls m'ont ele€ (rés précieur

De méme ge remercie Mr. Mostefa NADIR et Mr. Bacler
GAGUT gu'sls m'ont fart, en acceptant de juger ce travail.

LAHOUEM MOHAMED

)
)
)
)
)
)
)

hhhhhhhg




[
N

(= =N =N =

|

hhhhhhhg

DFDICACF

JE DEDIE CE MODESTE TRAVAIL :
-& MES PARENTS,
-A& MES FRERES,
-& MES SEURS,
-& TOUTE LA FAMILLE
JE TIENS REMERCIER L'ENSEMBLE DE TOUS LES ETUDIANTS ET £ETUDIANTES

MA PROMOTION,
EN FIN JE DEDIE CETTE MEMOIRE & MES COLLEGUES ET TOUS CEUX QUI ME SONT
CHERS

)
)
)
)
)
)
)




Table des matiéres

Introduction 1

1 Rappels et préliminaires 3
1.1 Généralités sur les opérateurs linéaires bornés . . . . . . . . . .. ... ... 3
1.1.1 Opérateurs compacts . . . . . . . . . o v v vt 6
1.1.2 Opérateurs adjoints . . . . . . . . .. ... Lo 7
1.1.3  Opérateurs isométriques, unitaires, positifs, auto-adjoints . . . . . . . 12
1.1.4 Image numérique . . . . . . . . . ... Lo 12
1.1.5 Spectre des opérateurs bornés . . . . . .. .. ... L. 13
2 Théorie d’opérateurs normaux 17
2.1  Définitions et propriétés . . . . . . . ..o 17
2.2 Théorie spectrale des opérateurs normaux . . . . . . . . . ... ... ... 20
2.3 Image numérique d’un opérateur normal . . . . . . . ... .. ... ... 22

3 Les opérateurs paranormaux et ses relations avec les opérateurs normaux
et non-normaux 25
3.1 Opérateurs hyponormaux . . . . . . . . . . . . .. 25
3.1.1 Définitions et propriétés . . . . . . . .. ... 25
3.1.2  Quelques conditions impliquant la normalité ou 'auto-adjoint . . . . 26
3.1.3 Opérateurs p-hyponormaux . . . . . . . .. .. ... ... ... 28
3.2 Opérateurs normaloids . . . . . . . . . . . ... 28
3.3 Opérateurs paranormatX . . . . . . . o v v v v e e e e 31



TABLE DES MATIERES

3.3.1 Définitions et propriétés . . . . . . . ..o 31
3.3.2  Opérateurs k-paranormaux . . . . . . . . v v v v v e 33
Conclusion 35
Bibliographie 36



Introduction

Notons H 1’espace complexe de Hilbert et B(H) 'espace de tous les opérateurs linéaires
bornés définis dans ’espace de Hilbert H.

Soit A un opérateur dans B(H). L’opérateur A est dit normal s’il satisfait a la condition
suivante:A*A = AA*, quasi-normal si: A(A*A) = (A*A)A, normaloide si 7(A) = ||A]| ou
r(A) est le rayon spectral de A, et hyponormal si: A*A > AA*, qui est équivalent a la
condition: ||[A*z|| < ||Az| pour tout x dans H.

Dans ce mémoire, nous discutons d’une classe des opérateurs non-normaux, c’est la
classe des opérateurs paranormaux. Un opérateur paranormal est une généralisation d’un
opérateur normal. Plus précisément, un opérateur linéaire borné A sur un espace de Hilbert
H est dit paranormal si: ||A?z| > ||Az|| % pour chaque vecteur unitaire x en H. La classe des
opérateurs paranormaux a été introduite par V. Istratescu dans les années 1960. En [14],
cela s’appelle un opérateur de classe (N), bien que le terme "paranormal" soit probablement
d.Furuta.

Il est facile de voir que cette classe contient les opérateurs hyponormaux(en particulier,
un opérateur subnormal, un opérateur quasi-normal et un opérateur normal) et inclus dans
la classe des opérateurs normaloides. Nous allons expliquer que ces relations d’inclusion
sont propres et donc les opérateurs paranormaux constituent une nouvelle classe plus large
que les opérateurs hyponormaux et plus étroite que les opérateurs normaloids.

Ce travail est organisé en trois chapitre:

Premire chapitre:

Nous avons parle sur les opérateurs linéaires bornés ( compacts, auto-adjoint, adoint,

unitaire, positif et isométrie).
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Deuxiéme chapitre:

Dans ce chapitre on s’intéresse la théorie des opérateurs normaux , la théorie spectrale
et I'image numérique d’un opérateur normale.

Troixéme chapitre:

Dans le dernier chapitre on presente la définition et des propréités trés importants pour
les opérateurs paranormaux et la relation entre les opérateurs paranormaux avec hyponor-

maux et normaloids.



Chapitre 1

Rappels et préliminaires

1.1 Généralités sur les opérateurs linéaires bornés

Dans ce chapitre, on présente les notions préliminaires qui concernent la défintion d’un
opérateur borné avec des examples des opérateurs bornés dans un espace d’Hilbert et des
autres définitions et des résultats que nous avons utilisé dans notre travail avec des preuves
détaillées. On parle de l'opérateur compact et 'opérateur adjoint avec ses propriétés, les
Opérateurs isométriques, unitaires, positifs, et auto-adjoints avec des propositons et pro-
priétés importantes et des examples. Puis on passe au spectre d’un opérateur borné avec la

définition de tous ses types.

Définition 1.1.1 En mathématiques et en physique théorique, un opérateur est une appli-

cation entre deux espaces vectoriels normés
Opérateur linéaire : Un opérateur A : E — F est linéaire si et seulement si :
V(a, 6) € (C2,V(x1,m2) S E, A(ole + 5!]52) = CYA(.T)l) + ﬁA($2>
ou C est le corps des scalaires de E et F

Définition 1.1.2 (Opérateurs linéaires bornés) Soient E et F' deux espaces de Banach,

on appelle opérateur borné de E dans F toute application linéaire continue de E dans F.



1.1. Généralités sur les opérateurs linéaires bornés

On dit que A est continu (borné) s'il existe C' > 0 tel que :

[Az]] < C'|]
Exemple 1.1.1

1.Soit H un Hilbert. L’opérateur / (Iidentité) est borné car

Ve e H:|[1(z)]| = ]

2.Soit H = (2. L’opérateur (shift)

A : H—H

r — A(z)=(0,21,29,3,...)

est borné

3.Soit H = (2. L’opérateur

A : H—H

x — S(x) = (1,3%9, 13,374, 5, 376, ...)
est borné car
|Az||* = 21> 4+ 9 |za|” + |2s)® + 9 |za]* + . + 9|z [* + ...
d’ou
|Az]|> < 921 |* + 9|2a® + 9 |zs)® + 9 |za)* + ... + 9 |zn)* + ...

par conséquent

1Az ]* < 9l

donc

Je=3>0tel que: ||Az| <3|z| ,Vx € 2

D’ou A est borné
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4.Soit H = (2. L’opérateur

A : H—H

r — Az) = (21,229,323, ..., nTy...)
n’est pas borné car si on suppose que A est borné ,on a
Je>0:Vz e ? ||Az| < clz] .

si on prend z = ¢, = (0,0,0,.....,_ 1 ,0,0,...) on trouve
~—

2 2 2
| Aen ]l = [10,0,0, ..., 7,0, ..) || = 02 ||en]|

donc

[Aen|| = n len]| tel que [len =1

et puisque | Ae,|| — oo alors A n’est pas borné.

5. Soit H = L?[0,1] et ¢ est une fonction continue sur [0, 1]. L’opérateur

Ap : H—H

f—= Asf=wf

est borné car

A2 = / (@) (@) d
0
AP < ol2 A1

donc Je = ||¢l|, tel que [[A,f|| < c||f|l,Vf € L?]0,1]. Ce qui assure que Agp est
borné.
6. Soit H = L2(]0;1]) et Af(x) = zf(x).
On a
s = [1Af@ P do = [ 25 do < 17

donc A est borné sur H
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Définition 1.1.3 [}/ Soit A € B(H), on a :
[Az]

|A[ = sup [|[Az[| = sup [|[Az|| = sup ——— = sup [(Az,y)]
=1 lzll<1 lzlzo 2l jep=pui=1

Théoréme 1.1.1 [4] Si A € B(H) avec H est un C—Hilbert et si
(Az,z) =0

pour tout x € H, alors:

A=0
Définition 1.1.4 Pour A € B(E, F), on note

Im(A) = {Ax,z € E}
Ker(A) = {x€ E, Az =0}

1.1.1 Opérateurs compacts
Rappels et notations

Nous commencons d’abord par rappeler la définition et quelques propriétés des opérateurs
compacts.

Soient F et F' deux espaces de Hilbert. On désigne par K (E, F') 'ensemble des opérateurs
compacts et on pose K(E) = K(E, E).

Définition 1.1.5 Soit A € B(E, F), on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout

ensemble borné dans E a un ensemble relativement compact dans F.

Définition 1.1.6 L’opérateur A est compact, si et seulement si pour toute suite bornée
{zn},s1 C E, la suite {Az,},-, admet que sous suite convergente dans F'. Dans le cas
particulier ou F = C([a,b]), le théoréeme suivant d’Arzela-Ascoli est généralement utilisé

pour prouver la compacité de A.

Théoréme 1.1.2 [11] ( Arzela-Ascoli )
Une condition nécessaire et suffisante q’une famille des fonctions continues définies sur
Uintervalle compact [a,b], est compacte dans C([a; b)) est que cette famille est uniformément

bornée et équicontinue.
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Théoréme 1.1.3 [11/Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est fausse.
Preuve.En effet, si on désigne par
B(0,1)={z € E,|z|| < 1}.

Alors, A(B(0,1)) est relativement compact d’ou ||Az|| < C,Vz € B(0,1). Alors A est

borné.
Réciproquement, l'opérateur indentique I de E dans E est borné, mais il n’est pas

compact carl(B(0,1)) = B(0,1), n’est pas relativement compacte sauf si F est de dimension

finie.

Proposition 1.1.1 [3] Une combinaison linéaire A = Ay + Ay des opérateurs compacts

est un opérateur compact, pour tous o, 3 € k.

Proposition 1.1.2 [11] Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si

l'un des opérateurs A ou B est compact.

Théoréme 1.1.4 [11] Soit E un espace normé et F' un espace de Banach, et soit {A,}

une suite d’opérateurs compacts de E dans F.
Si lim ||A, — A|| = 0.
alors, A est compact.

Définition 1.1.7 On dit qu’un opérateur A € B(E; F') est de rang fini si dim R(A) < co.

1.1.2 Opérateurs adjoints

Définition 1.1.8 Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert et A € B(Hy, Hy) l'opérateur

adjoint de A est lopérateur linéaire A* : Hy — Hy caractérisé par :

<A*y7 x>H1 - <y7 AI>H2

pour tout x € Hy,y € Hy
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Proposition 1.1.3 [10] Soient A € B(Hy, Hy) et B € B(H,, H3). Alors

1.A* est borné et || A*|| = || A]l
2.(A* )= A
3.KerA = (imA*)* et imA = (KerA*)*
4.(BA)* = A*B*
Démonstration :

1. Remarquons que

A
|A| = sup (v, Avy) (1.1.1)
et |[vi]] [[v2]]
vo€Hg

En effet, le suprémum dans 1.1.1 n’excéde par 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
[| Aun |

llunll

D’autre part, il existe une suite {u,} € H; telle que { } — ||A4||. En prenant

V1 = u, et vy = Au,, dans1.1.1 ,on voit que suprémum coincide avec || A|| Par conséquent,

on a
A A*
HAH = sup <U27 U1> = sup < U27U1> — ”A*H
vet [vall [[ozll viem [lvall [Jvz2]]
vgE€Ho vg€Hy

2. Pour tout v; € Hy,v3 € H5.On a

par conséquent A = (A*)*

3.v; € KerA si et seulement si (Avy, vg) = (v1, A*va) . = 0, pour tout vy € Hy
c’est-a-dire vy € (imA*)*. On obtient la deuxiéme relation en remplagant A par A* et
en utilisant (2) .

4. Pout tout v, € Hy,v3 € H3 on a
<U3, BAU1>H3 = <B*’U37AU1>H2 = <A*B*U3,U1>H1
D’autre part, on a aussi
(v3, BAvy) ., = ((BA) 03, 01) g,

par conséquent A*B* = (BA)*
En remplacant B par A~'dans (4) on obtient [* = I = A*(A™')*. En échangeant
les roles de A et B, on obtient [ = (A71)*A*.

Par conséquent, A* admet pour inverse (A~1)*
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Définition 1.1.9 Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur A € B(H) est dit auto-adjoint
st A=A

Proposition 1.1.4 [10] Soit H un espace de Hilbert sur K et A € B(H).

(i) Si A est auto-adjoint alors (Av,v) € R pour tout v € H .
(ii) Si K = C et (Av,v) € R pour tout v € H alors A est auto-adjoint.
Démonstration :
(i) Si A est auto-adjoint alors, pour tout v € H
(Av,v) = (v, A%) = (v, Av) = (Av,v)
(ii) Si (Av,v) € R pour tout v € H. Alors

(Av,v) = (v, Av) = (v, Av) = (A*v,v)

de sorte que ((A — A*)v,v) = 0. En prenant v = vy + cvy avec v1,v9 € H et ¢ € C, on
obtient
<(A — A*)’Ul, 'U1> +c <(A — A*)'Ul, 'U2> +c <(A — A*)'UQ, U1> + ‘C|2 <<A — A*)’UQ, U2> =0

Le premier et le quatriéme terme de cette somme sont nuls. Si ¢ = 1, on obtient
((A— A%y, va) + (A= A")vg,v1) =0
et si ¢ = i, on obtient
((A— A"vy,vg) — ((A— A")vg,v1) =0
de sorte que ((A — A*)vy,v9) = 0,Vv1, v € H et donc A = A*.
Exemple 1.1.2 Pour tout A € B(Hy, Hs), Uopérateur A*A € B(H,)est auto-adjoint, car
(A*A)" = A*A™ = A*A.

Proposition 1.1.5 Soit A € B(Hy, Hs). Alors
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(i) [|AAl = [lAAT] = A,
(ii)) A*A=0o0ou AA* =0 implique A =0

Démonstration
(i) On a
A*A Avy, A Avl?
||A*AH = sup <U27 Ul) = sup < V2, U1> Z sup H U” _ HA||2
mem vl llv2ll e loill [Jvall = viem [
vo EHo voEHo

mais d’autre part, |A*A|| < ||A*|| | 4] = ||A||* ,donc ||A*A|| = ||A]]*.
L’autre égalité s’obtient en échangeant les roles de A et A*.

(i) Si A*A = 0 alors 0 = ||A*A| = ||A||*, donc A = 0. On procéde de méme maniére
pour AA*.

Théoréme 1.1.5 [10] Si A € B(H) avec H est un C— Hilbert et si
(Az,z) =0

pour tout x € H, alors:

Démontration

(A(x +y),z+y) =0= (Ax,y) + (Ay,z) = 0....(1)

Si on remplace y par iy on trouve :
—i (Az,y) +1 (Ay,z) =0....(2)
Multiplions (2) par i et on ajoute (1) on trouve :

(Az,y) = 0....(3)

Démontration

(A(x+y),z+y) = 0= (Az,y) + (Ay,z) =0....(1)

10
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Si on remplace y par iy on trouve :
—i (Az,y) +1 (Ay,z) =0....(2)

Multiplions (2) par i et on ajoute (1) on trouve :

(Az,y) = 0....(3)
Prenant
y = Ax
On trouve
|Az]* =0
Et donc
Ar=0,Vx € H
i.e.
A=0

Remarque 1.1.1 Si H est un Hilbert sur R, alors: le théoréme précédent n’a pas été vérifié

Exemple 1.1.3 Soit

A:
-1 0

On a (Az,z) =0 mais A # 0
Remarque 1.1.2 Si A est auto-adjoint sur un R— Hilbert , alors :
(Az,2) =0 Ve e H = A=0
Corollaire 1.1.1 Si Be€ B(H) et A€ B(H) , avec H un C— Hilbert et si
(Bx,z) = (Az, )

pour tout x € H, alors :
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1.1.3 Opérateurs isométriques, unitaires, positifs, auto-adjoints

Définition 1.1.10 Soit H un espace de Hilbert

1.Un opérateur S € B(H) est appelé hermitien ou auto adjoint si :
S =5"
2.Un opérateur U € B(H) est appelé unitaire si :
U*U = ldy

et
UU* = Idy

3.Un opérateur U € B(H) est appelé isométrie si :
UUu=1
4.Un opérateur P € B(H) est appelé positif si : P est auto-adjoint et si :
(P(x),x) >0,Vx € H
5.0n définit la projection orthogonale par :
P?=pP, P=p*

la projection P € B(H) est un opérateur auto-adjoint
1. Au lieu d’auto-adjoint, on dit des fois symétrique si on est sur R, et on dit hermitien
sur C.

2.7 unitaire= T isométrie

1.1.4 Image numérique

Définition 1.1.11 Soit A un opérateur linéaire borné. On définit l'image numérique de A

[’ensemble :

W(A) = {{Az,z), ||=]| = 1}

12
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Exemple 1.1.4

1 0
0 0
W(A) = {|x1|2,x1,m2 eR; |zl =1}
= {\x1|2,x17x2 eR, |z > + |zo)* = 1}

— [0,1]

1.1.5 Spectre des opérateurs bornés
Définition 1.1.12 Soit A un opérateur borné, A est inversible si : AB borné tel que :
BA=AB=1

Définition 1.1.13 Le spectre d’un opérateur A € B(H) est le sous-ensemble de C défini
par :

o(A) ={Ne€ C/A— \ld nlest pas inversible}

Définition 1.1.14 Le complémentaire de o(A) dans C est appelé résolvant de A et on la
note : p(A) = Clya

Théoréme 1.1.6 [4] Le spectre de tout opérateur A € B(H) est un compact non vide de C

Démonstration: Le spectre de A est borné car : si A € C vérifie |\| > ||A]|, alors :
A — Ad est inversible .
En effet :

Al > A = 1> [|[A14]]

donc : I — A7'A est inversible (serie de Neumann) i-e : Al — A est inversible .

D’ou : A € p(A) pour montrer que o(A) est fermé on va définit la fonction

F : C— B(H)
AN = FA) =AM -4

F est continue (c’est méme une isométrie) car :

I1EQ) = F()ll = |0 = ]} = [A =

13
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On note par : B;(H) 'ensemble des opérateurs inversibles.

o(A) = {NeC:FeB(H)/B(H)
= F{(B(H)/Bi(H)}

donc : 0(A) fermé car: B(H)/B;(H) ouvert

o(A) est non vide car:

—_

1 1 — A
= — = — 1 __\n
A a1 +;(A))
Si |A| > ||A] alors la serie de Neumann est convergent .donc si
Al — oo, [|RAl — 0

Si 0(A) est vide alors :R) est une fonction bornée analytique (entiére) donc par le
théoreme de liouville Ry(A) égale a zéro et ceci est une contradiction .

D’otu : o(A) est non vide.

Définition 1.1.15 Soit H un espace de Hilbert et soit A € B(H)
(A — \I) inversible si et seulement si :
1. (A= M) injectif
2. (A — \l) surjectif
3.(A— X7t borné

Remarque 1.1.3 Si A € 0(A) on a les cas suivante
1.(A — XI) n’est pas injectif, ou
2.(A — \I) est injectif et Tm(A — \) = H, ou
3.(A— M) est injectif et Tm(A — \I) # H

Définition 1.1.16

.SiA€o(A) et Jp € H o #0 tel que Ap = A\p .On dit que ¢ est un vecteur
propre de A associe & la valeur propre A. L’ensemble des valeurs propres de A est
appelé spectre ponctuel noté : o,(A)

.SiAea(A)\oy(A)et Im(A — AI) = H on dit que A est dans le spectre continue

14
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de A noté o.(A)
.SiAea(A)\oy(A)et Im(A — AI) # H on dit que A appartient au spectre residuel
de A noté o,.(A)

Remarque 1.1.4
0(A) =0,(A)Uo.(A)Uo,.(A)

Lemme 1.1.1 Soit A € B(H) alors :0(A*) = {\, ) € 0(A)}
Définition 1.1.17 Soit A € B(H) alors: nh_}n;j HA”H% existe et :

r(A) = lim [|A"]|"
Théoréme 1.1.7 [4] Soit A € B(H)

1. Si A est inversible alors :0(A™) = {1, X € 0(A)}

2.0(P(A)) = P(c(A)) tel que P € C'[X] (spectral mapping theory).
Démontration.

1. Puisque A est inversible, 0 n’appartient pas a o(A) et (0(A))™" a un sens, On
a:

AT At == AN tAT

Ahep(A™Y) <= At — A lest inversible <= (A — A)A"' A7 est inversible
donc :

(A — A) est inversible

Alors :
A€ p(A)

Dou: A\ ' =1€g(A!) < A€ o(A)
2. Soit A € C posons Q(z) = A — P(z),Q(z) est un polynome de degré n car P(z) est

un polynome. D’aprés le théoréeme fondamental de 1’algébre ()(z) admet n racines

15
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i.e.

Q(z) = clz—p)(z— thg)eee-.. (z — ), ¢ # 0, puyg, fgy ... ft, € C
A € p(A) <= A\ — P(A)inversible <= Q(A) inversible
= c(z— )z — fg)eennn (z — p,) inversible
<= (—pu;) inversible Vi
= wepld) Vi
= Q) #0 Vueoa(4)
= A#P(p) V€ o(A)
= A n’appartient pas & P(c(A4))

Exemple 1.1.5 On utilise le théoréme spectral pour calcule le spectre d’un polynome par

exemple :

A=
0 1

On a: o(A) = {1,2} Si on veut calculer o(A?) a partir de o(A)on trouve
o(A%) = {1,4}
car : si P(z) = 2?2, alors : 0(A?) = (0(A))?

Proposition 1.1.6 [1] Soient H un espace de Hilbert et A € B(H) un opérateur auto-
adjoint alors on a :

1.Le spectre a(A) est réel de plus si z et 2’ sont deux valeurs propres distincts de A on a
Ker (A—zI) = Ker(A—2'I)

2. 0,(A) =02
. 0(A) C [m, M] oum = infj =1 (Az,x) et M = sup (Ax,z)
[[=]I=1

3
4. 7(A) = ||A|| ot r(A) est le module du plus grand élément du spectre, applée le rayon

spectral
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Chapitre 2

Théorie d’opérateurs normaux

Dans cette chapitre on introduit quelques notions de base de la théorie des opérateurs

normaux qui joueront un role essentiel dans ce travail.

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.1 On dit que A € B(H) est un opérateur normal si A commute avec son

adjoint i.e. A*A = AA*.

Exemple 2.1.1 La multiplication A, par une fonction mesurable bornée ¢ est un opérateur

normal sur L? ([0,1]) .

En effet, on a (A,f) () = f(t)o(t) ou o € C([0,1]), f € L2 ([0, 1]).

(Tof,9) = {(FD)e(t), 9(1))

donc (T; )(t) = @(t)g(t), c’est-a~dire T; =T5
D’ou, T;Tw = TwT;

L’opérateur T, est un hermitien (auto-adjoint) s’il la fonction ¢ est réelle.
Proposition 2.1.1 [17] Soit A € B(H), alors A est normal, si et seulement s,

|Az|| = ||A*z| pour tout x € H

17



2.1. Définitions et propriétés

Preuve.

A est normal & A"A—-AA* =0
& ((A"A— AA")z,x) =0 pour tout z € H
& (A*Ax,x) = (AA*z,x) pour tout x € H

& || Az|)® = ||A*z| pour tout x € H
Corollaire 2.1.1 Si A € B(H) est normal, on a
Ker(A) = Ker(A")
Proposition 2.1.2 [11] Soit A est normal, on a
1. L’opérateur aA est aussi normal pour tout a € C.
2. L’opérateur A" est aussi normal pour tout n € N*.

Preuve.
1) Nous avons (aA)(aA)* = aaAA* et (aA)*(aA) = aaA*A.
Piusque A est normal, d’ou il sont égaux.
2) A est normal, d’ou AA * = A*A
= (AA")" = (A"A)"
= A"(A")" = (A")"A"
— A"(A")F = (A")rA"

C’est -a-dire A™ est normal, pour tout n € N* .

Corollaire 2.1.2 Soit P est polynome et A est un opérateur normal. Alors P(A) est aussi

normal.

Remarque 2.1.1 A" normal # A normal.

i
En effet, soit A = . OnaA?= est normal, mais A n’est pas

normal.

18



2.1. Définitions et propriétés

Proposition 2.1.3 [9] Soit A € B(H) est normal, on a

Ker(A) ®Im(A) = H
Preuve. On sait que : Ker(A*) = (Im A)*, d’ou
(Ker(A")" = ((Im A)")* = [Tm A),
Donc

H = Ker(A*) @ (Ker(A)*

= Ker(A)®Im(A)
Proposition 2.1.4 [11] (Inverse d’un opérateur normal)

Soit A € B(H) est normal et inversible d’inverse A™!.
Alors A™! est aussi normal.

Preuve. On a
(Afl)*Afl — (A*)flAfl
= (AA*)™' = (A*A)"! (car A normal)
— A—l(A*)—l — A_1<A_1)*.

Donc A~! est un opérateur normal.

Proposition 2.1.5 [11] Pour tout est unitaire. L’opérateur U*AU est normal si et seule-

ment si A est normal.

Preuve. On a

(U* AU (U*AU) = U*T* AU

et
(U*AU)(U*AU)* =U"AA*U

On remarque que A*A = AA* si et seulement si U*AU est normal.
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2.2. Théorie spectrale des opérateurs normaux

Proposition 2.1.6 [11] Soit A € B(H), les assertions suivantes sont équivalentes

i. A est normal.
ii. A7LA* (ou A*A™Y) est unitaire.

1i. 1l existe un opérateue U tel que : A* = UA.

Preuve. Montrons que

1) i=ii On a

(AflA*)*(AflA*) — A(Afl)*AflA*
= AATYATY) A =T(AATY =1

2) ii=iii clair

iii=-1 Pour tout x € H, on a

|A%z|® = ||UAz|?
= (UAz,UAz) = (Az, U*UAz) = || Az|)?

Donc, A est normal.

2.2 Théorie spectrale des opérateurs normaux
Proposition 2.2.1 [11] Soit A € B(H) est normal, alors

1. Si Az = Az, tel que A € C et x € H. Alors, A*z = A\

2. Deux espaces propres de A associé & des valeurs propres distincts sont orthogonaux.

Proposition 2.2.2 [11] Le rayon spectral d’un opérateur normal A € B(H) vérifie

r(A) = [l All

Preuve. On suppose d’abord que A est auto-adjoint. On a ||A2]| = ||A|” et par
27L

récurrence sur n ’on obtient pour tout n € N la relation HAQn H = [JA||” , il vient

r(A)= lim_[A7|* " =|A].

n—---+o0o
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2.2. Théorie spectrale des opérateurs normaux

On revient au cas normal, I’élément AA* est auto-adjoint et il s’ensuit que 1'on a

r(A) = lim [A"||

n—---+00

= lim /fJAn((Am)

n—--+o00

= lim A/f[(AA)

n—---+o0o

= /r(AA¥)

= VA4 = [|A]
Proposition 2.2.3 [9] Le spectre résiduel d’un opérateur normal est vide.

Dans le résultat suivant, nous présentons certaines caractérisation du spectre continu

d’un opérateur normal borné.

Théoréme 2.2.1 [11] Soit A € B(H) est normal, les assertions suivantes sont équivalentes
i) A€ 0.(A)
ii) A € 0(A)\op(A)
ii1) A — X est injectif, et l'image de (A — \I) (H) n’a pas fermée.

Preuve. ii)==1) puisque A € 0(A4)\o,(A), alors A — AI est injectif ; mais ne pas
surjectif. Supposons que 'image (A — AI) (H) n’est pas dense dans H, alors il existe z €

(A—XI)(H)*. Par conséquent nous avons,
z€ (A= X)) (H)" = Ker(A* = \) = Ker(A — \).

D’ou contradiction, donc nous concluons que A € o.(A).

i) = iii) est évidente a partir de la définition du spectre continu.

ili)== ii) on a A — A\l est injectif, alors A\ ¢ 0,(A). Supposons que \ € o,(A), alors il
existe un opérateur ( inversible ) B € B(H) tel que B (A — AI) x = z, pour toutz € H.

En particulier nous avons,

1
T3] ]l < (A=Al zf|, Vo € H

D’ou (A— M) (H) est complet et fermée dans H, qui est une contradiction. Nous

concluons que \ € o(A)\o,(4) .
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2.3. Image numérique d’un opérateur normal

Corollaire 2.2.1 Soit A € B(H) est un opérateur normal. Alors,
0(A) = 7,(4) U () = 70p(A).

Théoréme 2.2.2 [11] Soientt H un espace de Hilbert compleze, et A € B(H) un opérateur

normal et A\ € C. On a
1. p(A) = {A € CT: R(A) = H}
2. o—p(A):{/\eC:m#H}
3. aC(A):{AeC:m:Het%(AA);AH}

4. 0,(A)=¢
2.3 Image numérique d’un opérateur normal

Voici quelques propriétés de base souvent utilisées dans le calcul de I'image numérique et

facile & démontrer.

Proposition 2.3.1 [11] Soient A, B € B(H) et soit U € B(H) un opérateur unitaire
(i.e.U*U = UU* = I). Alors on a

1. W(aA+ BA) =a+ W (A) pour tout a, f € C
2. W(A+ B) c W(A)+W(B)

3. W(A) ={X\ e W(4)}

4. W(U*AU) = W(A)

Théoréme 2.3.1 [11] (Toeplitz-Hausdorff) L’image numérique d’un opérateur linéaire borné

est un ensemble convexe borné.

Théoréme 2.3.2 [11] Soit A € B(H). Alors, on a
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2.3. Image numérique d’un opérateur normal

1. o,(A) C W(A)

2. 0(A) C W(A)
Théoréme 2.3.3 [11] Lopérateur A est un auto-adjoint si et seulement si W(A) C R

Preuve. Si A est auto-adjoint, alors pour tout = € H ,

(Az,x) = (x, Ax) = (Ax, x)

D’oa W(A) C R.
Inversement, silW(A) C R, alors (Az,z) € R. Donc A est auto-adjoint.

Le théoréme suivant donne une condition suffisante pour qu’un A opérateur normal.
Théoréme 2.3.4 [11] Si W(A) est un segment de droite, alors Aest un opérateur normal.

Preuve. Soit o un point sur le segment de droite ayant une inclinaison 6,d’ou W (e~ [A — al])
est inclu dans l'axe des réels. Ainsi, le théoréme précédent implique que e~ [A — al] est
un opérateur auto-adjoint. On déduit donc, par un calcul simple que A est un opérateur

normal.
Théoréme 2.3.5 [11] Si A est un opérateur normal. Alors,
w(A) = [ A]-

Rappelons aussi que I'envoloppe convexe de (A), noté Conv {o (A)} est le plus petit
convexe contenant o(A). Le théoréme suivant montre que I'image numérique d’un opérateur

normal est une bonne approximation de son spectre.

Théoréme 2.3.6 [11] Soit A € B(H)un opérateur normal, on a

w(A) = Conv{c(A)}.
Corollaire 2.3.1 Soientt m et M deux nombres complexe. Si
w(A) = [m, M].

Alors
{m, M} C o(A)
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2.3. Image numérique d’un opérateur normal

Preuve. Si W(A) = [m, M|, alors le théoréme 1.1.6 implique que A est un opérateur

normal. Ainsi, d’apres le théoréme 1.1.8 W(A) est l'enveloppe convexe de o(A), ou

encore

[m, M] = w(A) = Conv{c(A)}.

I1 suit donc que {m, M} C o(A).
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Chapitre 3

Les opérateurs paranormaux et ses
relations avec les opérateurs normaux

et non-normaux

3.1 Opérateurs hyponormaux

Dans cette section, nous examinerons quelques propriétés générales des opérateurs hyponor-
maux.

3.1.1 Définitions et propriétés

Définition 3.1.1 Un opérateur A € B(H) est hyponormal si A*A > AA*, qui est équiva-
lent a la condition ||A*z|| < ||Az||.Un opérateur A € B(H) est cohyponormal si son adjoint

est hyponormal. Si c¢’est hyponormal ou cohyponormal, alors on 'appelle seminormal.

Proposition 3.1.1 [5]/ Soit A € B(H), alors A est un opérateur hyponormal si et seulement
si A*A 4+ 2XAA* + N2 A*A > 0,pour tous A € R.

Preuve. Soit A € Ret v € H donnés. A est opérateur hyponormal si et seulement si
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3.1. Opérateurs hyponormaux

(l4%z]| < [lAz]l) = [[Az|® + 2x[|A%2[” + A* || Az]* > 0
= (Az, Ax) + 2\ (A*z, A*x) + N (Az, Az) >0
= (A*Az,z) + 2\ (AA T, 2) + N (A" Az, 1) > 0

= ((A"A+20AA* + NA*A)z,2) >0
= ATA+2MAAT+ NATA >0

Remarque 3.1.1 Si A € B(H) est hyponormal, alors (A—\I) est hyponormal pour chaque
A e C.
Proposition 3.1.2 /5] Soit A € B(H),et A € C, si A est hyponormal et (A — X)™! exists,

alors (A — A\I)~! est hyponormal

Preuve. puisque ’hyponormalité est préservée sous la traduction, on peut supposer
A=0.

Ainsi A*A — AA* > 0 et donc

0< A HA*A - AAHA = ATTA*AAT - I
Maintenant depuis A > I implique A~ < I nous avons
I—A*ATA1A >0

et donc

(T*flel - T*lT*fl) — T*71<I . T*TflT*flT)Tfl Z 0

qui compléte la preuve.

3.1.2 Quelques conditions impliquant la normalité ou ’auto-adjoint

Dans cette sous section, nous allons donner quelques résultats classiques importants relatifs

aux opérateurs hyponormaux.

Corollaire 3.1.1 Si A est hyponormal et o(A) est un real, alors A est auto-adjoint.
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3.1. Opérateurs hyponormaux

Corollaire 3.1.2 Si A est hyponormal et o(A) se trouve sur le cercle unitaire, alors A est

unitaire.

Définition 3.1.2 un opérateur A est quasi-normal si (A*A)A = A(A*A). Un opérateur A
sur un espace de Hilbert H est subnormale s’il existe un espace de Hilbert K. K O H, et

un opérateur normal S défini sur K avec Ax = Bx pour x € H .
Remarque 3.1.2 On a la relation d’inclusion suivante pour les classes d’opérateurs :
Normal C Quasi-normal C Hyponormal.
Théoréme 3.1.1 [5] Si A est quasi-normal et o(A) n’a pas d’intérieur, alors A est normal.
Théoréme 3.1.2 [12] Soit A € B(H)
A est hyponormal # A% est hyponormal.

S. Berbérien a dit q’un opérateur doit étre subnormale si tous ses puissace sont
hyponormaux. mais J. G. Stampfeli [12] donne une réponse négative a cette question.

soit {f;}.;°°__ une base orthonormale pour H et definir

f’i+17 ZSO

Af; = :
2fiy1, >0

alors A*f; = b; 1. firr 14 ot |bg| < |biy1x|, donc A* est hyponormal pour k = 1, 2, ....
Depuis
[Afo = A*foll mais [|A*Afoll # || A% fol|,

nous devons conclure que A n’est pas subnormale.

Théoréme 3.1.3 [20] Soit A un opérateur hyponormal avec A" = B, ot n est un entier

positif et B est un opérateur normal ; alors A est normal.
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3.2. Opérateurs normaloids

3.1.3 Opérateurs p-hyponormaux
Définition 3.1.3 Soit A un opérateur borne, on dit que A est p-hyponormauz si
(AA)P < (ATA)" Vp >0
Remarque 3.1.3 Sip =1, A est hyponormal et si p = % A est semi-hyponormal
Théoréme 3.1.4 (Inégalité de Hansen [13] si A>0 et ||B| <1, alors
(B*AB)? > (B*APB)
pour 0 < p < 1.

Théoréme 3.1.5 [5] soit 0 < p < l.soit A un opérateur p-hyponormal. les inégalités
(A" A")E > (ATA) > (AATP > (AmA™)E

pour tout entier positif n.

Preuve. soit A = U |A| la décomposition polaire de A. Pour chaque entier positif n,

soit A, = (A" A™)n et B,(A"A™)= Nous utiliserons 'induction pour établir les inégalités
A, > A, > B, > B,. (2.1)

Les inégalités (2.1) sont clairement valables pour n = 1. Supposons (2.1) maintenir pour

n = k. L’induction et 'hypothése selon laquelle A est p-hyponormale impliquent
U AU > U AU > A;.

Steurs Normaloid

3.2 Opérateurs normaloids
Définition 3.2.1 Un opérateur A € B(H) est normaloide si r(A) = ||A||, ou

r(A) =sup {|A| : A € o(A)} = lim ||A"|"
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3.2. Opérateurs normaloids

est le rayon spectral de A.
Proposition 3.2.1 [5] r(A) = ||A]| si et seulement si ||A™]] = || A]|".
Théoréme 3.2.1 [5] tout opérateur hyponormal est normaloide

Preuve. Soit A € B(H) un opérateur hyponormal sur un espace de Hilbert H.
Revendication 1 ||A"||* < [[A""||||A""}|| pour tout entier positif n.

pour chaque n > 1 et chaque € H. Maintenant si A est hyponormal, alors
|A"2|* = (A", A"z) = (A"A"z, A" Lo) < || ATA"a]| A" |
et donc pour chaque n > 1
JAme]® < lamt LAl

qui assure le résultat revendiqué, complétant ainsi la preuve de la revendication 1.
Revendication 2 || A"|| = ||A||" pour tout n > 1.

Le résultat ci-dessus est trivial si A = 0 et il 'est également pour n = 1. Soit A # 0

et supposons que le résultat ci-dessus soit valable pour un entier n > 1: selon la reven-

dication 1, nous obtenons
A = (A" = 1A P < [JAm [ {lAm]] < [lam] Al
Par conséquent, comme ||A"|| < ||A[|", et puisque A %0 ,
LA = AP (A 7 < A Ay

donc ||A"*1|| = ||A||"™" .Ensuite, le résultat revendiqué est valable pour n + 1 & chaque

fois qu’il est valide pour n, qui conclut la preuve de la revendication 2 par induction.

Donc ||A™]| = ||A||" pour chaque entier n > 1 selon la revendication 2, et donc A est
normaloide.
Depuis ||A*"|| = ||A"|| pour chaque n > 1; il s’ensuit que r(A*) = r(A). donc un opérateur

A est normaloide si et seulement si son adjoint A*est normaloid, et ainsi chaque opérateur

seminormal est normaloide.
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3.2. Opérateurs normaloids

Proposition 3.2.2 [5] Un opérateur A est normaloide si et seulement si

[A[l = sup {[{Az, z)[} .

[E5}
Définition 3.2.2 Pour un sous-ensemble convere X du plan, un point X € X est nu si il

y a un cercle tel qu’aucun point de X mne soit en dehors de ce cercle.

Théoréme 3.2.2 [18] Soit A un opérateur tel que (A — N) est normaloide pour tout

numéro complexe X\ , alors nous avons

ot co o(A) désigne la coque convexe de o(A).

Pour prouver le théoréme énoncé ci-dessus, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.2.1 [5] Soit A un opérateur et A € W(A) un point de W(A), alors il

existe un nombre complexe \g satisfaisant
A= ol = sup {[11 = Xol - p € W(A) .

Lemme 3.2.2 [5] Soit C' un sous-ensemble convexe compact non vide du plan et S soit le
collection de tous ses points nus. Alors C est la coque convere fermée de S. Pour plus de

commodité, nous énoncons le résultat connu suivant sous la forme d’un lemme.

Lemme 3.2.3 [16] pour un opérateur A, et A\ € W(A), et |A|| = ||Al| implique X € o(A).

Preuve de théoréme. Il suffit de montrer que chaque point nu de W (A) appartient &

Corollaire 3.2.1 Si un opérateur A € B(H) est compact et normaloide, alors o,(A) # 0
et il existe A € 0,(A) tel que |A]] = [| 4] .

Théoréme 3.2.3 [15] Chaque opérateur hyponormal compact est normal

Preuve. voir [5,p41]
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3.3. Opérateurs paranormaux

3.3 Opérateurs paranormaux

Dans cette section, nous discutons d’une classe d’opérateurs paranormaux. Dans [14], cela
s’appelle un opérateur de classe (N). nous montrons que cette classe contient les opérateurs

hyponormaux et inclus dans la classe des opérateurs normaloids.

3.3.1 Définitions et propriétés

Définition 3.3.1 Un opérateur A € B(H) est paranormal si |A2z|| > ||Az||> pour chaque

vecteur unitaire x dans H.
Proposition 3.3.1 Tout opérateur hyponormal est paranormal.
Preuve. en effet,
|Az|” = (Az, Az) = (A" Az, z) < ||A*Az|| < ||A%

Théoréme 3.3.1 [5] Soit A € B(H). Si A est paranormal alors
1) A est normaloid.

2) A~ est également paranormal si A est inversible.
Lemme 3.3.1 Soit A un opérateur paranormal, alors
[4% ] = [[4%]| ]| Az (1)

Preuve. pour chaque vecteur unitaire x en H, tel que Az # 0.

2

Jtal) = ol |2 | = st |4
R
.
Lemme 3.3.2 Soit A un opérateur paranormal, alors
4] > |k % (k)
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3.3. Opérateurs paranormaux

Lemme 3.3.3 pour un entier positif k > 1, et chaque vecteur unité x dans H.
Preuve. Pour le cas k =1
| 4%]* = [| 4| A% > || A% |l Az|*

et (P;) est clair. maintenant Supposons que (Py) est valide pour k et que nous supposons
que ||Az|| # 0 alors

2

k2012 _ o || gii1 AT
||A IH = ||[Az||”||A TAz]
ol o Az |7, Az
at* 2| | g |
A%z
Ak—i—l 2
> (Al

v

At [ 4%

par de Lemme (3.3.1) et (FPy). Donc (Pry1) est valide et la preuve est complete par le

calcul induction mécanique.
Théoréme 3.3.2 [8] Si A est un opérateur paranormal, alors A" est paranormal pour

chaque entier n > 1.
Preuve. est suffisant pour montrer que si A et A* est paranormal, alors A**! est
paranormal

aussi. Nous pouvons supposer || A%z|| # 0, alors

2(k+1) .12 _ o 2 || 42e A% ’
”A( )xH - HAxH A ||A93||2
2
> % |4
_JlAsea?
o [[A%
A% ]| | 4%
B | A%z|
= |4’

par (P, 1) de Lemma (3.3.2). Donc A**! est paranormal.

32



3.3. Opérateurs paranormaux

Il existe un opérateur paranormal qui n’est pas hyponormal. C’est-a-dire que la classe
des opérateurs hyponormaux sont correctement inclus dans la classe des opérateurs para-
normaux. Dans [12] Halmos donne un exemple d’opérateur hyponormal A tel que A? n’est
pas hyponormal.

Par le théoréme 3.3.2, ce A est paranormal. Nous obtenons donc un exemple de non
hyponormal, dans le théoréme 3.2.3, nous prouvons que tout opérateur hyponormal compact

est nécessairement normal, le théoréme suivant en est une légére généralisation.
Théoréme 3.3.3 [14] Soit A un opérateur paranormal tel que A*P* A% .. A*Pm Am

est compact pour certains entiers non négatifs pi, qi, ....pm, ¢m - Alors A est nécessaire-

ment un opérateur normal.

3.3.2 Opérateurs k-paranormaux

Définition 3.3.2 Un opérateur A est k-paranormal, si A satisfait
||Ak+1ZEH 2 ||Ax||k+l
pour tout x € H avec ||z| = 1.

Proposition 3.3.2 [7] Si un opérateur paranormal A a une puissance compacte A* | alors

A est compact. Cependant, ceci n’est pas vrai pour les opérateurs normaloid en général.

Preuve. Supposons que
||l — 0 (faiblement), ||z.| < 1.

Puisque A est (k — 1)-paranormal, puis

| Aza|l*
2 |

ce qui nous dit que Az, converge fortement vers 0, puisque ||Ak:ca|| — 0 par la com-

| ARz, || > > || Aza |,

pacité de A.

Par conséquent, A est compact.
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3.3. Opérateurs paranormaux

Pour prouver la moitié restante du théoréme, posons H = ¢?. Définir un opérateur A

par
r 0 0 0 0 O
o o0 o 0 0 0
o 1 0 0 0 0
A=10 0 0 0 0 ©
o 0 o0 1 0 0
o o0 o 0 0 0
en ce qui concerne la base orthonormale
1 0 0
0 1 0
€1 = 0 ) €2 = 0 ’ €3 = 1 y .
0 0 0
Ensuite, wen peut facilement en déduire
€1 (% = 1)
Ae;i =14 ey (i =2j) j=1,2,..

0 (1=2j+1)
Donc
|All =1 et AP =p (k>2)

ou P est la projection appartenant au sous-espace couvert par les multiples scalaires de

ey. Donc,

145 = 141" =1

pour tout k, ce qui montre que A est un normaloide.

Depuis A* = P pour k > 2, A* est compact pour k = 2, alors que A n’est pas

compact puisque I'image de A contient un ensemble orthonormal infini {e; ;i =1,3,5,...} .

La seconde moitié du théoréme est maintenant prouvé.
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Conclusion

Le présent travail a permit de traiter la classe des opérateurs paranormaux, on a com-
mencé par étudier quelques propriétés de ces opérateurs, par exemple, si A est paranomal
et inversible alors A~! est également paranormal. D’autre par si A est paranormal alors
A™ est également paranormal par contre cette propriété n’est pas verifié dans la classe des
opérateurs hyponormaux car si A est hyponormal, A% n’est pas hyponormal. Et enfin en
a discuteé sur les relations entre sa classe et les classes des opérateurs normaux et non-
normaux et on trouve que la classe des opérateurs paranormaux et contient les opérateurs

hyponormaux et inclus dans la classe des opérateurs normaloids. C’est a dire
normal C hyponormal C paranormal C normaloid

Les perspectives de recherche dans le domaine traité ici dans ce mémoir sont nombreuses,
on peut citer quelques unes:
-Etudier la classe des opérateurs paranormaux dans le cas des opérateurs non bornés.

-Etudier la théorie spectral de cette classe.
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Résumé

Dans ce mémoire on a étudie la classe des opérateurs paranomaux, qui est
a une importance dans les etudes mathématiques, notamment 1’étude les
definitions et propriétés des opérateurs paranomaux et ses relations avec
les opérateurs normaux et non-normaux.

Mots clés

e Opérateurs paranormaux
e opérateurs hyponormaux

e Opérateurs normaloids

In this memory, we have studied the subject on the classes of paranormal
operators. This study is important in mathematics domains and we show a
definitions and properties of paranormal operators and its relationship
with normal operators and non-normal.

Key words

« paranormals operators

« hyponormals operators

« normaloids operators




