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Notations

• Sω support d’un trivecteur ω.

• Aut(ω) groupe de automorphisme de ω.

• Fq corps fini à q élément.

• G2(Fq) groupe de Chevalley.

• O(ω) l’orbite de ω.

• C(ω) le commutant de ω.

• p(ω) le polynôme radical de ω.

• Pk−1 l’espace projectif de dimension k − 1 sur Fq.

• V (n, q) l’espace vectoriel de dimension n sur un corps fini Fq.

• G(p, n) variété de Grassmann (ou Grassmannienne) de dimension p dans un espace

vectoriel V dimension n.

• GL(n, q) groupe linéaire sur un corps fini Fq.

• |GL(n, q)| = [n]q cardinal de groupe linéaire GL(n, q).

• e1 ∧ e2 . . . ∧ ep indique e1e2 . . . ep.

• wt(ω) poids du code de ω.

• A(ω) spectre de ω.
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Introduction

Soit V un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K. La clas-

sification des trivecteurs est l’étude de l’action du groupe linéaire GL(V ) sur l’espace

vectoriel ∧3V. Comme ∧3V ∗ ' (∧3V )∗, on parle indifféremment des formes trilinéaires

alternées ou trivecteurs.

Pour classifier les trivecteurs, on utilisera le plus souvent les invariants, par exemple, le

groupes d’automorphisme d’un trivecteur ω, Aut (ω), car, deux trivecteurs ω1 et ω2 sont

équivalents si et seulement si leurs groupes d’automorphismes Aut (ω1) et Aut (ω2) le

sont. Plusieurs auteurs ont étudié les formes trilinéaires alternées.

Pour n ≤ 7, la classification est complètement déterminer par plusieurs auteurs, par

exemple A.M.Cohen et A.G. Helminck [4].

Pour n = 8, cette classification est déterminer dans le cas oùK = R[5],C [6],K(algébriquement

clos)[17], Fq de caractéristiques différentes de 2 et 3[12, 18] et F2[21].

Cette classification joue un rôle important dans la théorie des codes [8, 15, 20, 22, 30] et

les courbes elliptiques généralisée CCEG [1].

LEs codes de Grassmann sont des codes linéaires associés au variété Grassmannienne

G(p, n) des sous-espaces de dimension p dans l’espace vectoriel Fnq de dimension

n. Un système projectif [m, k] est un ensemble de m points (pas nécessairement distincts)

dans l’espace projectif Pk−1 de dimension k − 1 sur Fq il est appelé non dégénérée

s’il n’est contenu dans aucun hyperplan. On utilise le système projectif pour définir
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les codes de Grassmann C(p, n) donné par le plongement de plücker de G(p, n) dans

P(∧pFnq ) et par les paramètres m et k des codes C(p,n) :

m = |G(p, n)| = (qn − 1)(qn−1 − 1) · · · (qn−p+1 − 1)

(qp − 1)(qp−1 − 1) · · · (q − 1)
,

k =

(
n

p

)
,

d = qp(n−p).

Pour p = 3, soit ω le trivecteur correspondant à un mot de code de C(3, n), et soit H

l’hyperplan correspondant le poids du mot de ω est définie par :

wt(ω) = |{Pi : 1 ≤ i ≤ n, Pi /∈ H}|.

Il existe une relation entre les classes d’équivalences des systèmes projectifs [m, k] non

dégénérées et les classes d’équivalences des codes linéaires [m, k] non dégénérées. On

peut décrire ces codes en utilisant la correspondance entre les codes linéaires et les

systèmes projectifs de ces codes sont décrits [29].

Les codes de Grassmann ont été introduits par C.Ryan [26] pour q = 2, et par D.Y.Nogin

[14] pour q quelconque, le spectre des poids de C(2, n) et C(3, 6) a était déterminé aussi

par D.Y.Nogin dans [14, 15], et C(3, 7) par K.V.Kaipa et H.K.Pillai dans [20], les poids

des codes des trivecteurs 2-scindables de rang 8 a été déterminer par M.A. Rakdi et

N.Midoune dans [22].

Dans cette thèse, nous étudions :

* La classifications des trivecteurs de rang 8.

* Application : nous utilisons cette classifications pour déterminer les poids des codes

des trivecteurs de rang ≤ 8.

Dans le premier chapitre, nous présentons des généralités sur les notions produit

extérieure, scindabilité, invariants, groupe d’automorphismes, commutant et polynôme

radical. Nous rappelons quelques définitions et propriétés de systèmes projectifs et des

codes de Grassmann, nous reprendrons le résultat qui nous donne la correspondance

enter les systèmes projectifs non dégénérées et les codes linéaires non dégénérées.

Dans le deuxième chapitre, nous rappelons l’essentiel des résultats déjà connu sur
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la classification des trivecteurs (les formes trilinéaires alternées) dans un espace de

dimension ≤ 8. Nous donnons aussi les cardinaux des groupes d’automorphismes et

d’orbites des trivecteurs, on calcule le cardinal de chaque groupe ensuite on déduit le

cardinal de chaque orbite.

L’étude de spectre des codes sont liée à celle des cardinaux des d’orbites des trivec-

teurs.

Dans le troisième chapitre, nous reprendrons un résultat connu dans [20] qui donne les

poids et spectres des codes des trivecteurs dans un espace de dimension 7 sur un corps

fini.

Dans le dernier chapitre, nous présentons un résultat nouveau concernant la détermi-

nation des poids des codes des trivecteurs 2-scindables dans un espace de dimension

8.

Les notions non redéfinies proviennent de [4, 7, 11, 13, 14].
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

Nous rappelons quelques généralités sur le produit tensoriel et produit extérieure,

système projectif et code de Grassmann [2],[14].

1.1 Produit tensoriel et produit extérieure

Soit V un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K.

Définition 1. Il existe un espace vectoriel sur V , notée V ⊗ V qui se lit V tenseur V et une

application bilinéaire :

ϕ1 : V × V → V ⊗ V

(u, v) 7→ ϕ1 (u, v)

tel que, pour toute forme bilinéaire :

ϕ2 : V × V → K

(u, v) 7→ ϕ2 (u, v)

il existe une unique forme linéaire ϕ : V ⊗ V → K telle que :

ϕ2 = ϕ ◦ ϕ1.

V × V ∀ϕ2−−→K

∃ϕ1 ↓ ↗∃!ϕ
V ⊗ V

l’ensemble des formes bilinéaires de V × V dans K, s’identifie l’ensemble des formes linéaires de

V ⊗ V dans K

4



ϕ1(V × V,K) ' (V ⊗ V,K)

ϕ2 → ϕ

et cette propriété caractérise V ⊗ V.

On pose T 3 (V ) = V ⊗ V ⊗ V = ⊗3V.

Définition 2. On note Λ3V le quotient de T 3(V ) par le sous-espace vectoriel engendré par les

éléments v1 ⊗ v2 ⊗ v3 où vi = vj pour 2 indices i 6= j.

On appelle Λ3V la puissance extérieure 3−ième de V.

On note v1 ∧ v2 ∧ v3 = v1 ⊗ v2 ⊗ v3 qui se lit v1 extérieur v2 extérieur v3.

Remarques 1.

1) Pour v1, v2 ∈ V, v1∧v2 = −v2∧v1 c’ est -à- dire le produit extérieure n’est pas commutative.

2) En particulier, ∧0V = K, ∧1V = V.

Corollaire 1.

Soit V un K-espace vectoriel de base B = (e1, . . . , en), alors

(ej1 ∧ · · · ∧ ej3)1≤j1<···<j3≤n

est une base de ∧3V et

dim ∧3 V = C3
n.

En particulier,

dim ∧n Kn = 1 et dim ∧3 (V ) = 0 si n < 3.

Définition 3. Une forme trilinéaire ϕ de V 3 dans K est dite alternée si pour tout (v1, v2, v3) ∈

V 3 vérifiant :

∃ i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j, vi = vj, alors ϕ(v1, v2, v3) = 0.

Notons Alt3(V ) l’espace des formes trilinéaires alternées.
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Théorème 1. Pour tout espace vectoriel V sur K, il existe une unique forme linéaire

ω : ∧3V −→ K détermine une forme trilinéaire alternée ω1 : V 3 −→ K par l’intermédiaire de

(v1, v2, v3) ∈ V 3 ∀ω1−→ K

ω2 ↓
∃!ω
↗

v1 ∧ v2 ∧ v3 ∈ ∧3V

tel que :

ω1 = ω ◦ ω2

ω2(v1, v2, v3) = v1 ∧ v2 ∧ v3

ω(v1 ∧ v2 ∧ v3) = ω1(v1, v2, v3)

L’application ω 7−→ ω1 est un isomorphisme alors

[∧3V ]∗ ' ∧3V ∗ ' Alt3(V ).

1.1.1 L’action de GL(V ) sur Alt3(V ) ou ∧3V

Définition 4. L’action du groupe linéaire GL (V ) sur l’espace des formes trilinéaires alternées

Alt3 (V ), est définie par :

Pour f ∈ GL (V ) et ω : V 3 → K une forme trilinéaire alternée, on a :

f · ω (v1, v2, v3) = ω(f(v1), f(v2), f(v3))

satisfaisant aux conditions suivantes :

pour tous f1, f2 ∈ GL (V ) , ω une forme trilinéaire alternée

1. (f1 ◦ f2) · ω = f1 · (f2 · ω)

2. IdV · ω = ω.

Définition 5. L’action du groupe linéaire GL(V ) sur l’espace vectoriel Λ3V, est définie par :

pour tous f ∈ GL (V ) , ω ∈ Λ3V, f.ω = (Λ3f) (ω) où Λ3f est un endomorphisme de Λ3V,

définie par :

Λ3f(v1 ∧ v2 ∧ v3) = f(v1) ∧ f(v2) ∧ f(v3).
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Du fait des isomorphismes ∧3V ∗ ' (∧3V )∗ on emploiera indifféremment le langage des

formes alternées ou des trivecteurs.

L’étude est essentiellement consacrée au cas n = 8 et K = Fq un corps fini, c’ est -à- dire

l’action de GL8(Fq) sur ∧3F8q.

1.1.2 Support et rang

Soit ω un trivecteur de ∧3V. On appelle support de ω et on note Sω le plus petit sous-

espace F de V tel que ω ∈ ∧3F, sa dimension est le rang de ω, noté rg(ω).

Exemple 1. Pour ω = e1 ∧ e2 ∧ e3, rg(ω) = 3.

- Soit ω ∈ ∧3V ∗ une forme trilinéaire alternée , le radical de ω est :

Rad(ω) = {v1 ∈ V, ω(v1, v2, v3) = 0, ∀v2, v3 ∈ V }.

- Si Rad(ω) = {0}, on dit que ω est non dégénérée ou de rang maximal.

Exemple 2. Si V = K6 et ω = e1 ∧ e2 ∧ e3 + e4 ∧ e5 ∧ e6, rg(ω) = 6 et Rad(ω) = {0}, donc

ω est non dégénérée.

1.1.3 Trivecteur décomposable

Soit ω un trivecteur de ∧3V. On dit que ω décomposable s’il existe v1, v2 et v3 dans V tel

que ω = v1 ∧ v2 ∧ v3.

Dans ce cas le support de ω est le sous-espace vectoriel F engendré par v1, v2 et v3,

Sω = vect{v1, v2, v3}, c’est à dire dimSω = 3 car {v1, v2, v3} est un système libre puisque

ω 6= 0.

Un trivecteur est somme de trivecteurs décomposables.

1.1.4 Eléments scindables

Pour V = V1 ⊕ V2.
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On dit que ω ∈ ∧3V est scindable s’il existe V1 et V2 supplémentaires dans V tel que

ω ∈ V1 ⊗ ∧2V2.

Si dimV1 = 2, on dit que ω est 2-scindable.

Exemple 3. Soit ω ∈ ∧3V, tel que : ω = e1∧e2∧e3+e4∧e5∧e6 = e1∧(e2∧e3)+e4∧(e5∧e6) =

e1u1 + e2u2 donc ω est 2-scindable.

1.2 Invariants et trivecteurs

Pour classifier les trivecteurs il est nécessaire d’utiliser les invariants nous utilisons 3

invariants : groupe d’automorphisme, commutant et polynôme radical.

1.2.1 Groupes d’automorphismes

Soit ω ∈ ∧3V, le groupe des automorphismes de ω, nôté Aut(ω), est le sous-groupe de

GL(V ) des automorphismes de V qui laissent ω invariant :

Aut(ω) = {f, f ∈ GL(V ) ∧3 f(ω) = ω}.

L’orbite de ω parGL(V ) est en bijection avec l’ensemble des classes à droiteGL(V )/Aut(ω).

Exemples 1.

1. Soit V un K-espace vectoriel, avec dimV = 3.

Si ω3 ∈ ∧3V − {0}, il existe une base {e1, e2, e3} de V telle que ω3 = e1e2e3.

Soit f ∈ Aut(ω3), alors ∧3f(ω3) = ω3, donc

f(e1e2e2) = e1e2e2,

et d’autre part

f(e1e2e2) = f(e1) ∧ f(e2) ∧ f(e3) = detfe1e2e2,

ce qui donne detf = 1 c-à-d Aut(ω3) = SL3(K).

2. Soit V un K-espace vectoriel de dimension 6, calculons le groupe d’automorphisme de ω6,1,

A6,1 = Aut(ω6,1),

où ω6,1 = e1e2e3 + e4e5e6.
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l’ensemble 〈e1, e2, e3〉 ∪ 〈e4, e5, e6〉 = V1 ∪ V2 est une partie stable pour f ∈ A6,1 i.e.

f(V1 ∪ V2) ⊂ V1 ∪ V2 et comme V1 ∩ V2 = {0}, donc {f(V1) ⊂ V1 et f(V2) ⊂ V2} ou

{f(V1) ⊂ V2 et f(V2) ⊂ V1},

ce qui permet de définir un homomorphisme de groupes ϕ

ϕ : A6,1 −→ Z/2Z

f 7−→ ϕ(f) =

1 si f(V1) ⊂ V1 et f(V2) ⊂ V2

0 si f(V1) ⊂ V2 et f(V2) ⊂ V1.

Cela permet de définir la suite exacte :

1 −→ A′ −→ A6,1 −→ Z/2Z −→ 1

où A′ = ker(ϕ) = {f ∈ GL(V ), ϕ(f) = 1}.

Évidemment pour f ∈ A′, donc f(V1) ⊂ V1 et f(V2) ⊂ V2 , on prend f1 = f/V1 et

f2 = f/V2.

Donc la matrice de f est de la forme :

A1 0

0 A2

 , A1 = MB(f1), A2 = MB(f2) ∈ GL3(K)

Comme f ∈ A6,1, alors ∧3f(ω6,1) = ω6,1 ce qui donne ∧3f(e1e2e3) + ∧3f(e4e5e6) =

e1e2e3 + e4e5e6, par suite

detA1e1e2e3 + detA2e4e5e6 = e1e2e3 + e4e5e6,

d’où detA1 = detA2 = 1 c’est à direA1 0

0 A2

 , A1, A2 ∈ SL3(K)

Alors A′ = SL3(K)× SL3(K).

ϕ est surjective car, ϕ(idV ) = 1 et ϕ(f3) = 0 avec f3 est définie par : {f3(e1) =

e4, f3(e2) = e5, f3(e3) = e6, f3(e4) = e1, f3(e5) = e2, f3(e6) = e3}.
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Enfin nous déduisons la suite exacte suivante :

1 −→ SL3(K)× SL3(K) −→ A6,1 −→ Z/2Z −→ 1,

d’où

Aut(ω6,1) = SL3(K)× SL3(K)o Z/2Z.

1.2.2 Commutant

Le deuxième invariant a été introduit par B.Kahn ([9]). Si ω ∈ ∧3V ∗, on appelle commu-

tant de ω et on note C(ω), l’ensemble des endomorphismes f : V −→ V tel que :

ω(f(v1), v2, v3) = ω(v1, f(v2), v3) = ω(v1, v2, f(v3)),pour tout v1, v2, v3 ∈ V.

Exemples 2.

1) Soit V un K-espace vectoriel de dimension 5, {e1, e2, e3, e4, e5} une base de V, soit ω ∈ ∧3V

avec ω5 = e1e2e3 + e1e4e5,

C(ω5) = {f : V −→ V, ω(f(ei), ej, ek) = ω(ei, f(ej), ek) = ω(ei, ej, f(ek)), 1 ≤ i, j, k ≤ 5},

si f ∈ C(ω5) alors la matrice associée à f est de la forme :

f(e1)f(e2)f(e3)f(e4)f(e5)

M(f) =



α1 β1 γ1 λ1 µ1

α2 β2 γ2 λ2 µ2

α3 β3 γ3 λ3 µ3

α4 β4 γ4 λ4 µ4

α5 β5 γ5 λ5 µ5



e1

e2

e3

e4

e5

.

Nous avons 
ω(f(e1), e2, e3) = ω(e1, f(e2), e3) = ω(e1, e2, f(e3))

et

ω(f(e1), e4, e5) = ω(e1, f(e4), e5) = ω(e1, e4, f(e5)).
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Comme 
ω(e1, e2, e3) = ω(e1, e4, e5) = 1

et

ω(ei, ej, ek) = 0.

Alors

ω(α1e1 + α2e2 + α3e3 + α4e4 + α5e5, e2, e3) = ω(e1, β1e1 + β2e2 + β3e3 + β4e4 + β5e5, e3)

= ω(e1, e2, γ1e1 + γ2e2 + γ3e3 + γ4e4 + γ5e5)

Calculons

?ω(α1e1 + α2e2 + α3e3 + α4e4 + α5e5, e2, e3) = α1ω(e1, e2, e3) + α2ω(e2, e2, e3) + α3ω(e3, e2, e3)

+ α4ω(e4, e2, e3) + α5ω(e5, e2, e3)

=α1 + 0 + 0 + 0

?ω(e1, β1e1 + β2e2 + β3e3 + β4e4 + β5e5, e3) = β1ω(e1, e1, e3) + β2ω(e1, e2, e3) + β3ω(e1, e3, e3)

+ β4ω(e1, e4, e3) + β5ω(e1, e5, e3)

=0 + β2 + 0 + 0 + 0

?ω(e1, e2, γ1e1 + γ2e2 + γ3e3 + γ4e4 + γ5e5) = γ1ω(e1, e2, e1) + γ2ω(e1, e2, e2) + γ3ω(e1, e2, e3)

+ γ4ω(e1, e2, e4) + γ5ω(e1, e2, e5)

=γ3

⇒ α1 = β2 = γ3,

de

ω(f(e1), e4, e5) = ω(e1, f(e4), e5) = ω(e1, e4, f(e5)),

i.e.

ω(α1e1 + α2e2 + α3e3 + α4e4 + α5e5, e4, e5) = ω(e1, λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 + λ4e4 + λ5e5, e5)

= ω(e1, e4, µ1e1 + µ2e2 + µ3e3 + µ4e4 + µ5e5)
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donc

ω(α1e1 + α2e2 + α3e3 + α4e4 + α5e5, e4, e5) = α1ω(e1, e4, e5) = α1

ω(e1, λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 + λ4e4 + λ5e5, e5) = λ4ω(e1, e4, e5) = λ4

ω(e1, e4, µ1e1 + µ2e2 + µ3e3 + µ4e4 + µ5e5) = µ5ω(e1, e4, e5) = µ5

⇒ α1 = β2 = γ3 = λ4 = µ5.

De même

β1 = γ1 = λ1 = µ1 = α2 = γ2 = λ2 = µ2 = α3 = β3 = λ3 = µ3 = α4 = β4 = γ4 =

µ4 = α5 = β5 = γ5 = λ5 = 0.

Finalement, la matrice associée à f prendra la forme :

MB(f) =



α1 0 0 0 0

0 α1 0 0 0

0 0 α1 0 0

0 0 0 α1 0

0 0 0 0 α1


= α1I5

d’où C(ω5) = K.

2) Soit ω6,2 le trivecteur e1e2e4 + e2e3e5 + e1e3e6, calculons C(ω6,2) :

Nous avons ω(e1, e2, e4) = ω(e2, e3, e5) = ω(e1, e3, e6) = 1

ω(ei, ej, ek) = 0.

Si f ∈ C(ω6,2) alors



ω(f(e1), e2, e4) = ω(e1, f(e2), e4) = ω(e1, e2, f(e4))

et

ω(f(e2), e3, e5) = ω(e2, f(e3), e5) = ω(e2, e3, f(e5))

et

ω(f(e1), e3, e6) = ω(e1, f(e3), e6) = ω(e1, e3, f(e6))
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la matrice associée à f dans la base B = {e1, e2, e3, e4, e5, e6} est de la forme :

MB(f) =



α1 β1 γ1 λ1 µ1 δ1

α2 β2 γ2 λ2 µ2 δ2

α3 β3 γ3 λ3 µ3 δ3

α4 β4 γ4 λ4 µ4 δ4

α5 β5 γ5 λ5 µ5 δ5

α6 β6 γ6 λ6 µ6 δ6


par un calcul direct on trouve :

ω(f(e1), e2, e4) = ω(e1, f(e2), e4) = ω(e1, e2, f(e4)) = α1 = λ4 = β2

ω(f(e2), e3, e5) = ω(e2, f(e3), e5) = ω(e2, e3, f(e5)) = β2 = γ3 = µ5

ω(f(e1), e3, e6) = ω(e1, f(e3), e6) = ω(e1, e3, f(e6)) = α1 = γ3 = δ6

et

α1 = β2 = γ3 = λ4 = µ5 = δ6 = λ, λ ∈ K.

Nous avons aussi

ω(f(e1), e2, e3) = ω(e1, f(e2), e3) = ω(e1, e2, f(e3))

⇒ α5 = −β6 = γ4 = β, β ∈ K

ω(f(ei), ej, ek) = ω(ei, f(ej), ek) = ω(ei, ej, f(ek)) = 0

⇒ α2 = α3 = α4 = α6 = β1 = β3 = β4 = β5 = γ1 = γ2 = γ5 = γ6

= λ1 = λ2 = λ3 = λ5 = λ6 = µ1 = µ2 = µ3 = µ4 = µ6 = δ1 = δ2

= δ3 = δ4 = δ5 = 0.

Donc, la matrice MB(f) =

A 0

C D

 où A = λI3 , D = λI3 avec C =


0 0 β

β 0 0

0 −β 0


où λ, β ∈ K,

désignons par ε : V −→ V l’application linéaire définie par ε(e1) = e5, ε(e2) = −e6,

ε(e3) = e4, ε(ei) = 0, si i ∈ {4, 5, 6}, donc f = λidV + βε, ε2 = ε ◦ ε = 0 ce qui prouve

que C(ω6,2) = K[ε], où ε2 = 0.
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1.2.3 Polynôme radical

Le troisième invariant a été introduit par Hora ([21]), le polynôme radical de ω. Soient

V un espace vectoriel de dimension n sur un corps fini Fq et ω une forme trilinéaire

alternée.

On fixe v ∈ V, on défini le radical Radω(v) de v par :

Radω(v) = {u ∈ V, ω(v, u, z) = 0, ∀z ∈ V }.

Le rang de v et le codimension de Radω(v) dans V ,

i.e. rω(v) = n− dimRadω(v).

On pose

p(ω) =
∑
v∈V

xr(v)yn−r(v).

p(ω) est un polynôme homogène de degré n, il s’écrit sous la forme :

p(ω) =
n−1∑
i=0

αix
iyn−i,

avec
∑n−1

i=0 αi = qn.

Exemple 4. Soit V un espace vectoriel de dimension 5 sur F2, pour ω5 = e1(e2e3 + e4e5) =

e1e2e3 + e1e4e5.

Calculons p(ω5) =
∑4

i=0 αix
iy5−i avec

∑4
i=0 αi = 25 = 32.

dimRadω5(0) = 5, donc rω5(0) = 0 , α0 = 1,

il existe 15 vecteurs :

e2, e3, e4, e5, e2 + e3, e2 + e4, e2 + e5, e3 + e4, e3 + e5, e4 + e5, e2 + e3 + e4, e2 + e3 + e5, e2 +

e4 + e5, e3 + e4 + e5, e2 + e3 + e4 + e5

où le radical est dimension 3 donc rω5(v) = 2 , α2 = 15,

il existe 16 vecteurs :

e1, e1+e2, e1+e3, e1+e4, e1+e5, e1+e2+e3, e1+e2+e4, e1+e2+e5, e1+e3+e4, e1+e3+e5, e1+

e4+e5, e1+e2+e3+e4, e1+e2+e3+e5, e1+e2+e4+e5, e1+e3+e4+e5, e1+e2+e3+e4+e5

où le radical est dimension 1 donc rω5(v) = 4 , α4 = 16.
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D’où le polynôme radical de ω5 est :

p(ω5) = y5 + 15x2y3 + 16x4y, avec 1 + 15 + 16 = 32 = 25.

1.3 Systèmes projectifs et codes de Grassmann

1.3.1 Système projectif

Le langage des systèmes projectifs ([28], Sec.1.12) est un outil pratique pour étudier les

codes linéaires.

Définition 6. Un système projectif [m, k] est un ensemble de m points (pas nécessairement

distincts) de l’espace projectif Pk−1 de dimension k − 1 sur Fq.

Définition 7. Deux systèmes sont équivalents s’il existe une transformation projectif du Pk−1

qui fait correspondre l’un d’eux à l’autre.

Définition 8. On appelle code de longueur m, de dimension k, un sous-espace vectoriel de Fmq .

Les éléments de ce sous espace vectoriel C sont appelés les mots du code.

Définition 9. Un code C est non dégénérée s’il n’y a pas de i tel que ci = 0 pour tous les mots

de code c = (c1, . . . , cm) ∈ C.

Pour un code linéaire C de paramètres [m, k], nous pouvons construire un système

projectif associé comme suit : Considérons les formes xi :

xi : C −→ Fq
(c1, . . . , cm) 7→ ci

Les restrictions xi|C sont des fonctions linéaires sur C, c’est-à-dire des éléments de

l’espace vectoriel dual C∗. Si le code est non dégénérée (c’est-à-dire que tous les xi|C
sont différents de zéro), alors les fonctions xi|C fournissent m points x̃i dans l’espace

projectif PC = Pk−1.

Un mot de code non nul c ∈ C correspond donc à un hyperplan H(c) ⊂ Pk−1 et son

poids est le nombre de formes des coordonnées, c’est-à-dire

wt(c) =| {x̃i | x̃i /∈ H(c)} | . (1.1)
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Pour la distance minimale d de ce code, nous avons

d = minH |{x̃i | x̃i /∈ H}| = m−maxH |{x̃i | x̃i ∈ H}|. (1.2)

Inversement, étant donné un système projectif {x1, . . . , xm} dans Pk−1 = PV on peut

construire un code linéaire associé de la manière suivante : soulever arbitrairement

chaque xi ∈ PV en un vecteur yi ∈ V et considérer l’application suivante,

(y1, . . . , ym) : V ∗ → Fmq .

Son image est un code. Si le système projectif n’est pas dégénérée, c’est-à-dire qu’il n’est

pas contenu dans un hyperplan, alors le code ainsi obtenu est un [m, k]-code .

Rappelons que les deux codes C1 et C2 sont appelés équivalents si C1 peut être obtenu à

partir de C2 par transposition de coordonnées et multiplication par des éléments non

nuls de Fq.

Théorème 2. Il existe une correspondance biunivoque naturelle entre l’ensemble des classes

d’équivalence des [m, k]-systèmes projectifs non dégénérées et l’ensemble des classes d’équiva-

lence des [m, k]-codes linéaires non dégénérées.

1.3.2 Codes de Grassmann

Soit V un espace vectoriel de dimension n sur un corps fini Fq. Notons V = V (n, q).

Définition 10. La variété de Grassmann (ou Grassmannienne) G(p, n) est la variété de tous

les sous-espaces de dimension p d’un espace de dimension n.

G(p, n) = { V (p, q) | V (p, q) ⊂ V (n, q)}.

Remarque 1.

Comme q est le cardinal de Fq, donc V (n, q) comporte exactement qn − 1 vecteurs non nuls.

Le nombre des points q-rationnels de G(p, n) est le nombre de sous-espaces de dimension p dans
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V (n, q) qui est égal au coefficient binomial de Gauss :

n
p


q

=
(qn − 1)(qn−1 − 1) · · · (qn−p+1 − 1)

(qp − 1)(qp−1 − 1) · · · (q − 1)
(1.3)

Les points Fq-rationnels du Grassmannien G(p, n) peuvent être identifiés avec le sous-

ensemble de P(∧pV ) ' P(n
p)−1 correspondant aux éléments décomposables du produit

extérieur ∧pV.

Le plongement de plücker de G(p, n) dans P(n
p)−1 est définie par :

G(p, n) ↪→ P(n
p)−1,

qui peut être défini :

pour un sous-espace L de V engendré par p vecteurs e1, . . . , ep considérons le produit

extérieur e1 ∧ . . . ∧ ep ∈ ∧pV, et le point L̃ est

L̃ = [e1 ∧ . . . ∧ ep] ∈ P(∧pV ) = P(n
p)−1.

Le point L̃ ne dépend pas du choix de la base de L.

Considérons maintenant le système projectif [m, k] c’est l’ensemble de tous les points

Fq-rationnels de l’image de plongement de plücker.

k =

(
n

p

)
, m = |G(p, n)| =

n
p


q

.

D’après le théorème 2, il existe des codes linéaires de paramètresm, k.Nous les appelons

codes de Grassmann, donc

G(p, n) (Fq) ↪→ Pk−1 ; [m, k]q − codeC(p, n).

Calculons la distance minimale en utilisant (1.2).
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Théorème 3. [14] La distance minimale d’un code associé au Grassmannien G(p, n) est

d = qp(n−p)

Proposition 1. [14] Tout hyperplan H contenue dans ∧pVn est un hyperplan de type

Hω = {ω′ ∈ ∧pVn, ω′ ∧ ω = 0} (1.4)

pour quelque ω ∈ ∧n−pVn.

En effet, un hyperplan peut être considéré comme un élément d’un espace dual (∧pV )∗,

et par la dualité (∧pV )∗ ∼= (∧n−pV ).

Proposition 2. [15] Soit ω ∈ ∧n−pV, e ∈ V. Alors e ∧ ω = 0 si et seulement si ω = e ∧ ω′ , où

ω
′ ∈ ∧n−p−1V.

Remarques 2.

1. Une base de V (n, q) est une famille de n vecteurs linéairement indépendants. Donc le nombre

de bases de V sur Fq est :

| GL(n, q) |= [n]q = (qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qn−1).

2. Le cardinal du groupe linéaire GL(n, q) est donné par :

|GL(n, q)| = |GLn(Fq)| = (q − 1)|SLn(Fq)| = q
n(n−1)

2

n∏
i=1

(qi − 1),

on aussi

|G(n, p)| = |Gn,p(Fq)| =
|GLn(Fq)|

|GLp(Fq)| · |GLn−p(Fq)| · qp(n−p)
,

où Gn,p(Fq) est la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension p de Fnq .

3. Pour X ,Y ∈ V (n, q), on définit une relation d’équivalence ∼, comme suit :

∀X, Y ∈ V \ {0}, X ∼ Y ⇔ ∃λ ∈ F∗q, Y = λX

L’ensemble des classes est,

(V (n, q) \ {0})\ ∼ = {X̄,X ∈ V (n, q) \ {0}} = PG(n− 1, q).
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Où PG(n− 1, q) c’est l’espace projectif de dimension n− 1 sur un corps fini.

Le nombre de points de PG(n− 1, q) est donné par :

|(V (n, q) \ {0})|
q − 1

=
qn − 1

q − 1
= |PG(n− 1, q)| = |Pn−1|.
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CHAPITRE 2

CARDINAUX DES GROUPES

D’AUTOMORPHISMES ET D’ORBITES

DES TRIVECTEURS DE DIMENSION ≤ 8

Dans ce chapitre , nous rappelons l’essentiel des résultats connus sur la classifi-

cation des trivecteurs de dimension n ≤ 8, puis nous déterminons les cardinaux des

groupes d’automorphismes et d’orbites sur un corps fini.

Lemme 1. Soit V un espace vectoriel de dimension n sur un corps fini Fq. Le cardinal de

Aut(ωni ), i < n des trivecteurs dans ∧3Kn est donné par :

|Aut(ωni )| = |GLn−i(Fq)| · |Aut(ωi)| · qi(n−i) (2.1)

Lemme 2. Soit V un espace vectoriel de dimension n sur un corps fini K = Fq. Le cardinal de

Aut(ωni ) et l’orbite O(ωni ), de trivecteur de rang inférieur à n, dans ∧3Kn, 3 ≤ i = rg(ω) ≤

p < n est donné par :

1)

|Aut(ωni )| = q
(n−p)(n+p−1)

2 · (qn−i − 1) · · · (qp+1−i − 1)|Aut(ωpi )| (2.2)

2)

|O(ωni )| = (qn − 1) · · · (qp+1 − 1)

(qn−i − 1) · · · (qp+1−i − 1)
× |O(ωpi )| (2.3)
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2.1 Cardinaux des groupes d’automorphismes et d’orbites

des trivecteurs en dimension 6

Nous calculons les cardinaux des groupes d’automorphismes des trivecteurs des

rang inférieur ou égale 6.

Théorème 4. [24] Soit V un espace vectoriel de dimension 6, sur un corps fini Fq, et soit (ei),

1 ≤ i ≤ 6 une base de V. Tout trivecteur de ∧3V de rang ≤ 6 équivalent à l’un des trivecteurs :

ωi Trivecteur Aut(ωi)

ω3 e1e2e3 SL3(Fq)

ω5 e1(e2e3 + e4e5) Sp4(Fq)× F4q
ω6,1 e1e2e3 + e4e5e6 (SL3(Fq))2 o Z/2Z

ω6,1,d1 e1(e3e4 + e5e6) + e2(e3e6 − d1e4e5) si car Fq 6= 2 SL3(Fq2)o Z/2Z

ω6,1,d2 e1(e2e3 + e4e5) + e6(e2e4 − d2e3e5 + e4e5) si car Fq = 2 SL3(Fq2)o Z/2Z

ω6,2 e1e2e4 + e2e3e5 + e1e3e6 GL3(Fq)× F8q

TABLE 2.1 – Trivecteurs de rang ≤ 6 sur Fq.

où, d1 /∈ (Fq∗)2, d2 ∈ (Fq∗)2.

1) Cardinal de Aut(ω6
i )

- Pour i = 3, 5, nous utilisons (2.1), on a

|Aut(ω6
3)| = q15(q3 − 1)2(q2 − 1)2(q − 1)

|Aut(ω6
5)| = q13(q − 1)2(q2 − 1)(q4 − 1)

(2.4)

- Cardinal de O(ω6
i )

On a |O(ω6
i )| =

|GL6(Fq)|
|Aut(ω6

i )|
donc

|O(ω6
3)| = (q5 − 1)(q3 + 1)(q2 + 1)

|O(ω6
5)| = q2(q6 − 1)(q5 − 1)(q2 + q + 1)

(2.5)

2) Cardinal de O(ω6,i)

Les cardinaux des groupes d’automorphismes des trivecteurs de rang 6 est
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donné par :

|Aut(ω6,1)| = |Z/2Z| · |SL3(Fq)|2 = 2q6(q3 − 1)2(q2 − 1)2

|Aut(ω6,1,d1d2)| = |Z/2Z| · |SL3(Fq2)| = 2q6(q6 − 1)(q4 − 1)

|Aut(ω6,2)| = |F8q| · |GL3(Fq)| = q11(q3 − 1)(q2 − 1)(q − 1)

donc le cardinal de l’orbite de ω6,i est donné par :

|O(ω6,i)| =
|GL6(Fq)|
|Aut(ω6,i)|

, d’où on a

|O(ω6,1)| = 1
2
q9(q5 − 1)(q3 + 1)(q2 + 1)(q − 1)

|O(ω6,1,d1d2)| = 1
2
q9(q5 − 1)(q3 − 1)(q2 − 1)(q − 1)

|O(ω6,2)| = q4(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)

Les cardinaux d’orbites des trivecteurs de rang ≤ 6 sont :

|O(ω6
3)| = (q5 − 1)(q3 + 1)(q2 + 1)

|O(ω6
5)| = q2(q6 − 1)(q5 − 1)(q2 + q + 1)

|O(ω6,1)| =
1

2
q9(q5 − 1)(q3 + 1)(q2 + 1)(q − 1)

|O(ω6,1,d1d2)| =
1

2
q9(q5 − 1)(q3 − 1)(q2 − 1)(q − 1)

|O(ω6,2)| = q4(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)

(2.6)

2.1.1 Spectres des codes des trivecteurs de rang ≤ 6

Rappelons les principaux résultats déjà connus sur les spectres des codes des trivecteurs

de rang ≤ 6 cité dans [15].
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Théorème 5. Les poids des codes des trivecteurs de rang ≤ 6 sur Fq, ωi, 3 ≤ i ≤ 6, 2 sont :

wt(ω3) = q9

wt(ω5) = q9 + q7

wt(ω6,1) = q9 + q7 + q6 − q4

wt(ω6,1,d) = q9 + q7 + q6 + q4

wt(ω6,2) = q9 + q7 + q6

Théorème 6. Les spectres des [(q4+q3+q2+q+1)(q3+1)(q2+1), 20, q9]-codes des trivecteurs

associés à la variété grassmannienne G(3, 6) sont :

A(ω3) = (q5 − 1)(q3 + 1)(q2 + 1)

A(ω5) = q2(q6 − 1)(q5 − 1)(q2 + q + 1)

A(ω6,1) =
1

2
q9(q5 − 1)(q3 + 1)(q2 + 1)(q − 1)

A(ω6,1,d1d2) =
1

2
q9(q5 − 1)(q3 − 1)(q2 − 1)(q − 1)

A(ω6,2) = q4(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)

(2.7)

où A(ωi) désigne le nombre des mots de code de poids wt(ωi).

Remarque 2. Remarquons que les poids wt(ω3), wt(ω5), wt(ω6,1), wt(ω6,1,d1d2), wt(ω6,2) sont

différent deux à deux, en plus si ω ∼ ωi alors wt(ω) = wt(ωi).

Dans ce cas, le nombre des mots sont exactement les cardinaux d’orbites des trivecteurs, c’est à

dire

A(ωi) = |O(ω6
i )|, 3 ≤ i ≤ 6, 2.

2.2 Cardinaux des groupes d’automorphismes et d’orbites

des trivecteurs en dimension 7

2.2.1 Classification des trivecteurs en dimension 7

Théorème 7. [4] Soit V un espace vectoriel de dimension 7, sur un corps fini Fq, et soit (ei),

1 ≤ i ≤ 7 une base de V. Tout trivecteur de ∧3V de rang ≤ 7 équivalent à l’un des trivecteurs
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dans le tableau suivant :

Nome Trivecteur

ω3 e1e2e3

ω5 e1(e2e3 + e4e5)

ω6,1 e1e2e3 + e4e5e6

ω6,1,d1 e1(e3e4 + e5e6) + e2(e3e6 − d1e4e5) si car Fq 6= 2

ω6,1,d2 e1(e2e3 + e4e5) + e6(e2e4 − d2e3e5 + e4e5) si car Fq = 2

ω6,2 e1e2e4 + e2e3e5 + e1e3e6

ω7,1 e1(e2e3 + e4e5 + e6e7)

ω7,2 ω7.1 + e2e4e6

ω7,3 e1e2e3 + e1e4e5 + e2e6e7

ω7,3,d1 e1(e2e5 + e3e7) + e4(e2e3 + d1e5e7) + e6e5e3 si car Fq 6= 2

ω7,3,d2 e1(e2e3 + e4e5) + e6(e2e4 − d2e3e5 + e4e5) + e1e6e7 si car Fq = 2

ω7,4 e1(e2e3 + e4e5) + e2e4e6 + e3e5e7

ω7,5 ω7.2 + e3e5e7

TABLE 2.2 – Trivecteurs de rang ≤ 7 sur Fq.

où d1 /∈ (Fq∗)2, d2 ∈ (Fq∗)2.

Les groupes d’automorphismes des trivecteurs de rang ≤ 7 sur Fq sont dans le tableau

suivante :
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ωi Aut(ω7
i )

ω3 F12q .(SL(3, q).GL(4, q))

ω5 F14q .(GL(2, q) · (Sp(4, q).F?q))

ω6,1 (F6q · (SL(3, q).SL(3, q).F?q)).Z2

ω6,1,d (F6q.F?q.SL(3,Fq2))).Z2 si car Fq 6= 2

ω6,2 F14q .(GL(3, q).F?q)

ω7,1 F6q.(Sp(6, q).F?q)

ω7,2 F12q .(GL(3, q).F?q)

ω7,3 (F10q .(GL(2, q).GL(2, q))).Z2

ω7,3,d (F10q (GL(2,Fq2)).Z2 si car Fq 6= 2

ω7,4 F8q.((GL(2, q).GL(2, q))�F?q)

ω7,5 G2(Fq).µ3

TABLE 2.3 – Groupes d’automorphismes des trivecteurs de rang ≤ 7.

Où µ3(Fq) = {x ∈ F∗q, x3 = 1}.

On calcule le cardinal de chaque groupe en suite on déduit le cardinal de chaque orbite.

Le tableau suivante donne les cardinaux |Aut(ω7
i )|, des trivecteurs de rang ≤ 7 :

ωi |Aut(ω7
i )|

ω3 q21(q4 − 1)(q3 − 1)2(q2 − 1)2(q − 1)

ω5 q19(q4 − 1)(q2 − 1)2(q − 1)2

ω6,1 2q12(q3 − 1)2(q2 − 1)2(q − 1)

ω6,1,d 2q12(q6 − 1)(q4 − 1)(q − 1)

ω6,2 q17(q3 − 1)(q2 − 1)(q − 1)2

ω7,1 q15(q6 − 1)(q4 − 1)(q2 − 1)(q − 1)

ω7,2 q15(q3 − 1)(q2 − 1)(q − 1)

ω7,3 2q12(q2 − 1)2(q − 1)2

ω7,3,d 2q12(q2 − 1)(q4 − 1)

ω7,4 q10(q2 − 1)2(q − 1)

ω7,5 εq6(q6 − 1)(q2 − 1)

TABLE 2.4 – Cardinaux des groupes d’automorphismes des trivecteurs de rang ≤ 7.

Où ε est défini par ε =

1 si pgcd(q − 1, 3) = 1

3 si non
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Puis nous calculons les cardinaux O(ω7
i ), i ≤ 7, tel que |O(ω7

i )| =
|GL7(Fq)|
|Aut(ω7

i )|
:

ωi |O(ω7
i )|

ω3 (q7 − 1)(q5 − 1)(q3 + 1)/(q2 − 1)

ω5 q2(q7 − 1)(q5 − 1)(q4 + q2 + 1)(q2 + q + 1)

ω6,1
1
2
q9(q7 − 1)(q5 − 1)(q3 + 1)(q2 + 1)

ω6,1,d
1
2
q9(q7 − 1)(q5 − 1)(q3 − 1)(q2 − 1)

ω6,2 q4(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)/(q − 1)

ω7,1 q6(q7 − 1)(q5 − 1)(q3 − 1)

ω7,2 q6(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)

ω7,3
1
2
q9(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q2 + 1)(q2 + q + 1)

ω7,3,d
1
2
q9(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q3 − 1)(q − 1)

ω7,4 q11(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q3 − 1)(q2 + 1)

ω7,5
1
ε
q15(q7 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)(q3 − 1)(q − 1)

TABLE 2.5 – Cardinaux d’orbites des trivecteurs de rang ≤ 7.

2.3 Cardinaux des groupes d’automorphismes et d’orbites

des trivecteurs en dimension 8

Théorème 8. [18] Sur un corps fini de caractéristique différent 2 et 3, il existe 20 orbites des

trivecteurs de rang 8. Dans une base ei, 1 ≤ i ≤ 8, de V, le représentant de chaque orbite dans

le tableau suivante :
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Nome Trivecteur

ω8,1 e1(e2e3 + e4e5) + e6e7e8

ω8,2 e1(e2e3 + e4e5 + e6e7) + e5e6e8

ω8,3 e1(e3e4 + e5e6) + e2(e3e5 + e7e8)

ω8,4 e1(e2e5 + e3e6) + e4(e7e2 + e8e3)

ω8,4,d1 e5(e1e2 + e3e4) + e6(e1e3 + d1e2e4) + e7(e1e4) + e8(e2e3)

ω8,5 e1(e2e3 + e4e5) + e6(e2e3 + e7e8)

ω8,5,d1 e1 (e5e4 + e7e8 + e6e3) + e2 (e5e3 − d1e4e6)

ω8,5,d3 e1(d3e3e4 + d3e5e6 + e7e8) + e2(e3e5 + e4e7 + e6e8)

ω8,6 e1(e2e3 + e4e5 + e6e7) + e8(e4e3 + e5e6)

ω8,7 e1(e2e3 + e4e5 + e6e7) + e2(e5e6 + e7e8)

ω8,8 e1(e2e8 + e3e6 + e4e7) + e6e7e8 + e3e4e5

ω8,9 e1[e2(e3 + e4) + e5e6] + e3e5e7 + e4e6e8

ω8,9,d1 e3 (e5e1 + d1e6e2) + e4 (e5e2 + e6e1) + e7 (e1e2 + e8e6)

ω8,9,d3 e2 [(e3 + e4) e1 + e7e6] + e8 [a (e6 + e7) e1 + e3e4] +

e5 (e3e7 + e6e4)

ω8,10 e1 (e2e8 + e6e7) + e2e3e5 + e3e4e6 + e4e5e7

ω8,10,d1 e5 (e1e2) + e6 [e2e3 + (e1 − e8) e4] + e7 [e2e4 + (d1e1 − e8) e3]

ω8,11 e1 (e3e7 + e5e4 + e8e2) + e8 (e4e3 + e6e7) + e2e4e6

ω8,12 e1 [(e4 − e7) (e3 − e8) + e5e7] + e2 (e3e4 + e5e6) + e6e7e8

ω8,13 e1 [e5 (e3 + e7) + e8e4] + e2 (e3e4 + e5e6) + e6e7e8

ω8,13,d1 e8 [(e2 − e1) e7 + d1e3e6 + d1e4e5] + e3 (e4e1 + e5e7) +

e6 (e2e5 + d1e7e4)

où d1 /∈ (Fq∗)2, d3 /∈ (Fq∗)3.

TABLE 2.6 – Les trivecteurs de rang 8 sur un corps fini de caractéristique différent 2 et 3.

Le tableau suivante donne les trois (3) invariants Aut(ω), C(ω) et p(ω) des trivecteurs

de rang 8.

27



ω Aut(ω) (Midoune et Noui) C(ω) (Noui) p(ω) ( sur K = F2) (Hora et Pudlák)

ω8,1 (SL3(K)× SP4(K)×K∗) ·K4 K ×K (y5 + 15x2y3 + 16x4y)(y3 + 7x2y)

ω8,2 ((SL2(K))2 × (K∗)2) · U(16) K[ε] y8 + 19x2y6 + 108x4y4 + 128x6y2

ω8,3 ((SL2(K))2 × (K∗)2) ·K9 K[ε] y8 + 6x2y6 + 89x4y4 + 160x6y2

ω8,4 (((SL2(K))2 × (K∗)2) ·K12) · Z2 K y8 + 9x2y6 + 102x4y4 + 144x6y2

ω8,5 (((SL2(K))3 ×K∗) ·K6) · S3 K y8 + 9x2y6 + 102x4y4 + 144x6y2

ω8,6 (SL2(K)× (K∗)2) · U(13) K y8 + 3x2y6 + 76x4y4 + 176x6y2

ω8,7 (SL2(K)× (K∗)2) · U(16) K y8 + 7x2y6 + 56x4y4 + 192x6y2

ω8,8 (SL2(K)× (K∗)2) · U(9) K y8 + 2x2y6 + 53x4y4 + 200x6y2

ω8,9 ((K∗)3 · U(9)) · S3 K y8 + 3x2y6 + 76x4y4 + 176x6y2

ω8,10 ((SL2(K)× (K∗)2) ·K6) · Z2 K y8 + x2y6 + 58x4y4 + 196x6y2

ω8,11 ((SL2(K)×K∗) · U(12)) · µ3(K) K y8 + x2y6 + 30x4y4 + 224x6y2

ω8,12 (PGL2(K)×K∗) ·K5 K y8 + 35x4y4 + 220x6y2

ω8,13 (PGL3(K)× Z2) · µ3(K) K y8 + 49x4y4 + 206x6y2

TABLE 2.7 – Les invariants des trivecteurs de rang 8 sur un corps fini.

2.3.1 Cardinaux des groupes d’automorphismes et d’orbites des tri-

vecteurs dégénérées

Les cardinaux des groupes d’automorphismes des trivecteurs de rang inférieur à 8 est

donné par la table :
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ωi |Aut(ω8
i )|

ω3 q28(q5 − 1)(q4 − 1)(q3 − 1)2(q2 − 1)2(q − 1)

ω5 q26(q4 − 1)(q3 − 1)(q2 − 1)2(q − 1)2

ω6,1 2q19(q3 − 1)2(q2 − 1)3(q − 1)

ω6,1,d1d2 2q19(q6 − 1)(q4 − 1)(q2 − 1)(q − 1)

ω6,2 q24(q3 − 1)(q2 − 1)2(q − 1)2

ω7,1 q22(q6 − 1)(q4 − 1)(q2 − 1)(q − 1)2

ω7,2 q22(q3 − 1)(q2 − 1)(q − 1)2

ω7,3 2q19(q2 − 1)2(q − 1)3

ω7,3,d1d2 2q19(q4 − 1)(q2 − 1)(q − 1)

ω7,4 q17(q2 − 1)2(q − 1)2

ω7,5 εq13(q6 − 1)(q2 − 1)(q − 1)

TABLE 2.8 – Cardinaux des groupes d’automorphismes des trivecteurs de rang < 8.

Puis, pour calculer le cardinal O(ω8
i ), i < 8, nous utilisons la formule (2.3) pour n = 8 et

p = 7 donc,

|O(ω8
i )| =

q8 − 1

q8−i − 1
× |O(ω7

i )|, 3 ≤ i ≤ 7.

Nous obtenons le tableau suivante :

ωi |O(ω8
i )|

ω3 (q7 − 1)(q4 + 1)(q3 + 1)(q2 + 1)

ω5 q2(q7 − 1)(q5 − 1)(q4 + 1)(q3 + 1)(q2 + 1)(q2 + q + 1)

ω6,1
1
2
q9(q7 − 1)(q5 − 1)(q4 + 1)(q3 + 1)(q2 + 1)2

ω6,1,d1d2
1
2
q9(q8 − 1)(q7 − 1)(q5 − 1)(q3 − 1)

ω6,2 q4(q8 − 1)(q7 − 1)(q5 − 1)(q3 + 1)(q2 + 1)(q2 + q + 1)

ω7,1 q6(q8 − 1)(q7 − 1)(q5 − 1)(q2 + q + 1)

ω7,2 q6(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q2 + 1)(q + 1)

ω7,3
1
2
q9(q8 − 1)(q7 − 1)(q5 − 1)(q3 + 1)(q2 + 1)(q2 + q + 1)2

ω7,3,d1d2
1
2
q9(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q3 − 1)

ω7,4 q11(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q2 + 1)(q2 + q + 1)

ω7,5
1
ε
q15(q8 − 1)(q7 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)(q3 − 1)

TABLE 2.9 – Cardinaux d’orbites des trivecteurs de rang < 8.

29



2.3.2 Cardinaux des groupes d’automorphismes et d’orbites des tri-

vecteurs non dégénérées

Dans [18], on trouve la classification des trivecteurs de rang 8 sur un corps finis de

caractéristique différent de 2 et 3. Les tableaux suivantes donne les cardinaux des

groupes d’automorphismes et d’orbites :

ω8,i |Aut(ω8
8,i)|

ω8,1 q11(q4 − 1)(q3 − 1)(q2 − 1)2(q − 1)

ω8,2 q18(q2 − 1)2(q − 1)2

ω8,3 q11(q2 − 1)2(q − 1)2

ω8,4 2q14(q2 − 1)2(q − 1)2

ω8,4,d1 2q14(q4 − 1)(q2 − 1)

ω8,5 6q9(q2 − 1)3(q − 1)

ω8,5,d1 2q9(q4 − 1)(q2 − 1)(q − 1)

ω8,5,d3 3q9(q6 − 1)(q − 1)

ω8,6 q14(q2 − 1)(q − 1)2

ω8,7 q17(q2 − 1)(q − 1)2

ω8,8 q10(q2 − 1)(q − 1)2

ω8,9 6q9(q − 1)3

ω8,9,d1 2q9(q2 − 1)(q − 1)

ω8,9,d3 3q9(q3 − 1)

ω8,10 2q7(q2 − 1)(q − 1)2

ω8,10,d1 2q7(q2 − 1)2

ω8,11 εq13(q2 − 1)(q − 1)

ω8,12 q6(q2 − 1)(q − 1)

ω8,13 2εq3(q3 − 1)(q2 − 1)

ω8,13,d1 2q3(q3 + 1)(q2 − 1)

TABLE 2.10 – Cardinaux des groupes d’automorphismes des trivecteurs de rang 8 de
caractéristique différent 2 et 3.
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ω8,i |O(ω8
8,i)|

ω8,1 q17(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 + 1)(q2 + 1)

ω8,2 q10(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q2 + 1)(q2 + q + 1)

ω8,3 q17(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q2 + 1)(q2 + q + 1)

ω8,4
1
2
q14(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q2 + 1)(q2 + q + 1)

ω8,4,d1
1
2
q14(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q3 − 1)(q − 1)

ω8,5
1
6
q19(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q3 − 1)(q4 + 1)(q2 + 1)2

ω8,5,d1
1
2
q19(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q3 − 1)

ω8,5,d3
1
3
q19(q8 − 1)(q7 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)(q3 − 1)(q2 − 1)

ω8,6 q14(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)(q2 + q + 1)

ω8,7 q11(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)(q2 + q + 1)

ω8,8 q18(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)(q2 + q + 1)

ω8,9
1
6
q19(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)(q2 + q + 1)(q + 1)

ω8,9,d1
1
2
q19(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)(q3 − 1)

ω8,9,d3
1
3
q19(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)(q2 − 1)(q − 1)

ω8,10
1
2
q21(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)(q2 + q + 1)

ω8,10,d1
1
2
q21(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q3 − 1)(q2 + 1)(q − 1)

ω8,11
1
ε
q15(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)(q3 − 1)

ω8,12 q22(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)(q3 − 1)

ω8,13
1
2ε
q25(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)(q − 1)

ω8,13,d1
1
2
q25(q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)(q3 − 1)2(q − 1)

TABLE 2.11 – Cardinaux d’orbites des trivecteurs de rang 8 de caractéristique différent 2
et 3.

Comme la somme des cardinaux d’orbites est égal au cardinal de l’espace ∧3F8q. Ceci

signifie que la classification est complète sur un corps finis de caractéristique différent 2

et 3.
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CHAPITRE 3

SPECTRE DES CODES ASSOCIÉS À LA

VARIÉTÉ GRASSMANNIENNE G(3, 7)

Dans ce chapitre , nous reprendrons les résultats des spectres des codes des

trivecteurs de rang ≤ 7 déterminer par K.V.Kaipa et H.K.Pillai [20].

Les paramètres des codes associés à la variété grassmannienne G(3, 7) sont :

m = |G(3, 7)| = (q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)

(q3 − 1)(q2 − 1)(q − 1)
, k = 35 et d = q12.

3.1 Poids des codes des trivecteurs en dimension 7

Définition 11. Considérons l’application suivante :

φω : V → ∧2V ∗

v ↪→ ιvω

où ιv est l’opération de multiplication intérieure est définit par :

〈ιvω, β〉 = 〈ω, v ∧ β〉, ∀β ∈ ∧2V,

où , 〈, 〉 c’est l’appariement entre ∧jV ∗ et ∧jV pour j.

Soit λ ∈ ∧2V ∗ une bivecteur, pour tout k ≥ 1, le k-Pfaffian de λ nôté Pfk(λ) ∈ ∧2kV ∗

définie par :

ιvλ ∧ Pfk−1(λ) = ιvPfk(λ), ∀v ∈ V. (3.1)

Où Pfk(λ) = λk

k!
= 1

k!
(λ ∧ · · · ∧ λ) et Pf0(λ) = 1.

Proposition 3. (k-Pfaffian des bivecteurs)
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1) Soit λ ∈ ∧2V ∗ un bivecteur, λ 6= 0, pour tout k ≥ 1 il y a un unique élément Pfk(λ) ∈

∧2kV ∗, vérifier (3.1)

2)

Pfk(λ1 + λ2) =
k∑
j=0

Pfj(λ1) ∧ Pfk−j(λ2). (3.2)

3) Si Pfr(λ) 6= 0 et Pfr+1(λ) = 0 alors le rang de λ, rg(λ) = 2r.

Proposition 4. Soit λi ∈ ∧2V i = 1, . . . , n, n bivecteurs, alors

1) Pour n ≥ 2

Pf2(
n∑
i=1

λi) =
n∑
i=1

Pf2(λi) +
n∑
i<j

λiλj (3.3)

2) Pour n ≥ 3

Pf3(
n∑
i=1

λi) =
n∑
i=1

Pf3(λi) +
∑

1≤i<j≤n

[λiPf2(λj) + Pf2(λi)λj] +
∑

1≤i<j<k≤n

λiλjλk (3.4)

Preuve.

1) Pour n ≥ 2, on utilise la formule (3.2), soit λi ∈ ∧2V :

Pf2

(
n∑

i=1

λi

)
= Pf2(λ1 + (λ2 + · · ·+ λn))

= Pf2(λ1) + Pf2(λ2 + · · ·+ λn) + λ1(λ2 + · · ·+ λn)

= Pf2(λ1) + [Pf2(λ2) + Pf2(λ3 + · · ·+ λn) + λ2(λ3 + · · ·+ λn)]

+ λ1(λ2 + · · ·+ λn)

...

=

n−2∑
i=1

Pf2(λi) + Pf2(λn−1 + λn) +

n−2∑
i<j

λiλj

=

n−2∑
i=1

Pf2(λi) + [Pf2(λn−1) + Pf2(λn) + λn−1λn] +

n−2∑
i<j

λiλj

=

n∑
i=1

Pf2(λi) +

n∑
i<j

λiλj .

2) D’après (3.2), Pour n = 2, on a :

Pf3(λ1 + λ2) = Pf3(λ1) + Pf3(λ2) + λ1Pf2(λ2) + Pf2(λ1)λ2.
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Pour n ≥ 3 :

Pf3

(
n∑

i=1

λi

)
= Pf3(λ1 + (λ2 + · · ·+ λn))

= Pf3(λ2 + · · ·+ λn) + λ1Pf2(λ2 + · · ·+ λn) + Pf2(λ1)(λ2 + · · ·+ λn)

+ Pf3(λ1)

= Pf3(λ2 + · · ·+ λn) + λ1

 n∑
j=2

Pf2(λj) +

n∑
j<k

λjλk

+

n∑
j=2

Pf2(λ1)λj

+ Pf3(λ1)

= Pf3(λ2 + · · ·+ λn) +

n∑
j=2

λ1Pf2(λj) +

n∑
j<k

λ1λjλk +

n∑
j=2

Pf2(λ1)λj

+ Pf3(λ1)

...

= Pf3(λn−1 + λn) +

n−2∑
i<j

λiPf2(λj) +

n−2∑
i<j<k

λiλjλk +

n−2∑
i<j

Pf2(λi)λj

+

n−2∑
i=1

Pf3(λi)

= [Pf3(λn−1) + Pf3(λn) + λn−1Pf2(λn) + Pf2(λn−1)λn]

+

n−2∑
i<j

λiPf2(λj) +

n−2∑
i<j<k

λiλjλk +

n−2∑
i<j

Pf2(λi)λj +

n−2∑
i=1

Pf3(λi)

=

n∑
i=1

Pf3(λi) +
∑

1≤i<j≤n

[λiPf2(λj) + Pf2(λi)λj ] +
∑

1≤i<j<k≤n

λiλjλk

Remarque 3. Si λi ∈ ∧2V i = 1, . . . , n, n bivecteurs décomposables, alors

1) Pour n ≥ 2

Pf2(
n∑
i=1

λi) =
n∑
i<j

λiλj

2) Pour n ≥ 3

Pf3(
n∑
i=1

λi) =
∑

1≤i<j<k≤n

λiλjλk.

3.1.1 Poids des codes des trivecteurs dégénérées

Soit V un espace vectoriel de dimension n.

Proposition 5. [20] Soit ω ∈ ∧3V un trivecteur de rang < n, alors le poids d’ un code C est
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donné par :

wt(ω) = q3rwt(ω̃),

où ω̃ est un trivecteur d’un espace de dimension n− r.

Preuve. Nous avons

[3]q · wt(ω) = |{[v1, v2, v3], 〈ω, v1 ∧ v2 ∧ v3〉 6= 0}|

où [v1, v2, v3] désigne une matrice n×3 avec des colonnes v1, v2 et v3. Pour un trivecteur ω

en termes dans la base duale {e1, . . . , en} est indépendant de en−r+1, . . . , en, les dernières

lignes de la matrice sont arbitraires. De plus, si la sous-matrice [u1, u2, u3] formé par les

premières n− r lignes, alors

[3]q · wt(ω) = q3r|{[u1, u2, u3], 〈ω̃, u1 ∧ u2 ∧ u3〉 6= 0}|

= q3r[3]q · wt(ω̃)

= q3r · wt(ω̃).

La proposition 5 montre que pour calculer les poids des mots des codes de C(3, n),

il suffit de connaître les poids des mots des codes non dégénérées deC(3, ñ), ñ ≤ n.

Théorème 9. Les poids des codes des trivecteurs sur F7q, ωi, 3 ≤ i ≤ 6 sont :

wt(ω3) = q12

wt(ω5) = q12 + q10

wt(ω6,1) = q12 + q10 + q9 − q7

wt(ω6,1,d) = q12 + q10 + q9 + q7

wt(ω6,2) = q12 + q10 + q9

(3.5)

Preuve. D’après la proposition 5, le poids d’un trivecteur dégénérée ω est q3 fois le

poids de ω considéré comme un trivecteur sur F6q de base {e1, . . . , e6}. On obtient le

poids de ω :

wt(ω7
i ) = q3wt(ωi), 3 ≤ i ≤ 6, 2.
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3.1.2 Poids des codes des trivecteurs non dégénérées

Définition 12. Soit ω un trivecteur non dégénérée de ∧3V sur Fq, la k-variété de poids de ω

est la sous-variété de Pn−1 donnée par :

Xk(ω) = P{x ∈ Fnq \{0} | Pfk+1(ιxω) = 0}.

On a

∅ = X0(ω) ⊂ X1(ω) ⊂ · · · ⊂ Xbn−1
2
c(ω) = Pn−1.

Théorème 10. Le rang de ω est 2r, où 1 ≤ r ≤ bn
2
c, alors le poids d’un mot de code de C(2, n)

est :

wt(ω) = q2(n−r−1)
q2r − 1

q2 − 1
.

Théorème 11. Soit ω un trivecteur non dégénérée sur Fnq alors

Le poids wt(ω) est donné par :

wt(ω) =
q2n−4

(q2 − 1)(1 + q + q2)

bn−1
2
c∑

i=1

ni(1− q−2i) (3.6)

avec

ni := |Xi(ω)| − |Xi−1(ω)|.

Preuve. Pour tout v1 6= 0, soit {e1, . . . , en} base de V tel que e1 = v1. Soit W le sous-

espace engendré par {e2, . . . , en} et soit π : V −→ W la projection sur les dernières

n− 1 coordonnées. Soit ωv1 un bivecteur sur W obtenu par restriction à W. Une paire de

vecteurs v1, v2 ∈ V, vérifier 〈ιv1ω, v2 ∧ v3〉 6= 0 si et seulement si 〈ωv1 , π(v2) ∧ π(v3)〉 6= 0.

Puisque les premiers composants sont arbitraires, le cardinal de telles paires {v2, v3} est

q2[2]qwt(ωv1).
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Nous avons donc

[3]q · wt(ω) = |{[v1, v2, v3], 〈ω, v1 ∧ v2 ∧ v3〉 6= 0}|

=
∑
v1 6=0

|{[v2, v3], 〈ιv1ω, v2 ∧ v3〉 6= 0}|

= q2[2]q
∑
v1 6=0

wt(ωv1).

Dans la somme de tous les v1, il y a (q − 1)ni termes pour les quelles la ligne

passant par v1 est Xi(ω) \Xi−1(ω). Pour v1, le rang de ωv1 est 2i en tant que bivecteur

sur W . Par le théorème 10, on a

wt(ωv1) = q2(n−1−i−1)
q2i − 1

q2 − 1
,

et nous avons

[3]q · wt(ω) = q2[2]q
∑
v1 6=0

wt(ωv1),

donc

wt(ω) =
q2[2]q(q − 1)

[3]q

bn−1
2
c∑

i=1

ni
q2i − 1

q2 − 1
q2n−4−2i

=
q2n−4

(q2 − 1)(1 + q + q2)

bn−1
2
c∑

i=1

ni(1− q−2i).

Exemple 5. Pour n = 6, on utilise la formule (3.6), avec n1 + n2 = |P5|, nous obtenons les

poids des codes des trivecteurs de rang 6 :

wt(ω6,i) = q4
[
(q5 + q3 + q2 + 1)− n1

1 + q + q2

]
. (3.7)

Remarque 4. En utilisant la formule (3.7), nous pouvons facilement calculer les poids des

codes des trivecteurs non dégénérées dans la table 2.1.
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Pour n = 7 et n1 + n2 + n3 = |P6|, par la formule (3.6), on trouve

wt(ω7,i) = q4
[
(q8 + q6 + q5 + q4 + q3 + q2 + 1)− n2 + n1(1 + q2)

1 + q + q2

]
= q12 + q10 + q9 + q8 + q7 + q6 + q4 − q4

(
|X2(ω7,i)|+ q2|X1(ω7,i)|

1 + q + q2

)
.

(3.8)

Où, ω7,i le trivecteur non dégénérée dans la table 2.2.

Les variétés X1(ω) des trivecteurs non dégénérées sur F7q

Calculons X1(ω7,i), 1 ≤ i ≤ 5, où

X1(ω7,i) = P{x ∈ F7q\{0} | Pf2(ιxω7,i) = 0}.

Proposition 6. Les variétés X1(ω7,i), 1 ≤ i ≤ 5 et leurs cardinaux sont :

X1(ω7,1) = P5, n1(ω7,1) = |P5|

X1(ω7,2) = P2, n1(ω7,2) = 1 + q + q2

X1(ω7,3) = P2 ∪P0 P2, n1(ω7,3) = 1 + 2q + 2q2

X1(ω7,3,d) = P0, n1(ω7,3,d) = 1

X1(ω7,4) = P1, n1(ω7,4) = 1 + q

X1(ω7,5) = ∅, n1(ω7,5) = 0

où d ∈ F∗q.

Preuve. Pour ω7,1 = e1(e2e3 + e4e5 + e6e7) : nous avons

X1(ω7,1) = P{x ∈ F7q\{0} | Pf2(ιxω7,1) = 0}.

Soit x =
∑7

i=1 xiei, nous avons
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

ιe1ω7,1 = e2e3 + e4e5 + e6e7

ιe2ω7,1 = e3e1

ιe3ω7,1 = e1e2

ιe4ω7,1 = e5e1

ιe5ω7,1 = e1e4

ιe6ω7,1 = e7e1

ιe7ω7,1 = e1e6

Pf2(ιejω7,1) =

e2e3e4e5 + e2e3e6e7 + e4e5e6e7 si j = 1

0 si j = 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Remplaçons dans la formule (3.3), on trouve

Pf2(ιxω7,1) =
7∑
j=1

x2jPf2(ιejω7,1) +
∑
i<j

xixj(ιeiω7,1) ∧ (ιejω7,1)

= x21(e2e3e4e5 + e2e3e6e7 + e4e5e6e7) + x1[x2(e4e5e3e1 + e6e7e3e1)

+ x3(e4e5e1e2 + e6e7e1e2) + x4(e2e3e5e1 + e6e7e5e1)

+ x5(e2e3e1e4 + e6e7e1e4) + x6(e2e3e7e1 + e4e5e7e1)

+ x7(e2e3e1e6 + e4e5e1e6)] = 0

⇒ x1 = 0.

Donc

X1(ω7,1) = {x1 = 0} ' P5.

Pour ω7,2 : calculons Pf2(ιxω7,2), on trouve les coefficients de e2e3e4e5+e2e3e6e7+e4e5e6e7,

e1e3e4e6, e1e2e5e6 et e1e2e4e7, sont x21, −x22, −x24 et −x26, respectivement.

Si Pf2(ιxω7,2) = 0, alors

X1(ω7,2) = {x1 = x2 = x4 = x6 = 0} ' P2.
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Ensuite, considérons ω7,3 : calculons Pf2(ιxω7,3), on trouve

Pf2(ιxω7,3) = x21e2e3e4e5 + x22e3e1e6e7 + x1[x2(e2e3e6e7 + e4e5e3e1 + e4e5e6e7)

+ x3e4e5e1e2 + x4e2e3e5e1 + x5e2e3e1e4 + x6e4e5e7e2 + x7e4e5e2e6]

+ x2(x3e6e7e1e2 + x4e6e7e5e1 + x5e6e7e1e4 + x6e3e1e7e2 + x7e3e1e2e6)

+ x4(x6e5e1e7e2 + x7e5e1e2e6) + x5(x6e1e4e7e2 + x7e1e4e2e6).

Les coefficients de e2e3e4e5 et e3e1e6e7 sont x21 et x22 respectivement.

Si x1 = x2 = 0, on obtient :

Pf2(ιxω7,3)|x1=x2=0 =x4(x6e5e1e7e2 + x7e5e1e2e6) + x5(x6e1e4e7e2 + x7e1e4e2e6)

= e1e2 ∧ (x4e5 − x5e4) ∧ (x7e6 − x6e7).

Donc

X1(ω7,3) ={x1 = x2 = 0} ∩ ({x4 = x5 = 0} ∪ {x6 = x7 = 0})

=P{e3, e6, e7} ∪P{e3} P{e3, e4, e5} ' P2 ∪P0 P2.

Les coefficients dans Pf2(ιxω7,3,d1) de e7e1e4e2+e7e1e6e5+e4e2e6e5 et d1e1e2e7e4+e1e2e3e6+

d1e7e4e3e6 sont x23 et x25. Ainsi, x3, x5 doit être nulles. Les coefficients de e2e5e3e7 et

e5e1e3e4 sont x21 + d1x
2
4 et x22 + d1x

2
7, alors x1, x2, x4 et x7 devient tous être nulles pour

Pf2(ιxω7,3,d1) est nulle. Alors

X1(ω7,3,d1) = {x1 = x2 = x3 = x4 = x5 = x7 = 0} ' P0,

de même pour Pf2(ιxω7,3,d2). Les coefficients de e2e3e4e5+e2e3e6e7+e4e5e6e7 et e2e4e7e1−

d2e2e4e3e5 − d2e3e5e7e1 + e4e5e7e1 sont x21 et x26 respectivement, Ainsi, x1 et x6 doit être

nulles. Les coefficients de e5e1e6e2 et e3e1e4e6 sont d2x23 + x24 − x3x4 et x22 + d2x
2
5 − x2x5

respectivement. Les deux dernières formes quadratiques sont irréductibles et donc x2,

x3, x4 et x5 et doivent toutes être nulles pour que Pf2(ιxω7,3,d2) = 0. Donc

X1(ω7,3,d2) = {x1 = x2 = x3 = x4 = x5 = x6 = 0} ' P0.

C’est-à- dire

X1(ω7,3,d) = P0.
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Pour Pf2(ιxω7,4) : les coefficients de e3e1e4e6, e1e2e5e7, e6e2e5e1 et e1e4e7e3 sont x22, x23, x24

et x25, respectivement. Comme x2, x3, x4 et x5 sont zéro, donc

Pf2(ιxω7,4) = (x21 − x6x7)e2e3e4e5 = 0.

Alors

X1(ω7,4) = {x2 = x3 = x4 = x5 = x21 − x6x7 = 0} ' P1,

et l’application suivante :

P1 −→ X1(ω7,4)

(t, s) 7→ (ts, 0, 0, 0, 0, t2, s2)

est un isomorphisme, donc X1(ω7,4) ' P1.

Et enfin pour ω7,5 : on a

ιxω7,5 = x1(e1e3 + e4e5 + e6e7) + x2(e3e1 + e4e6) + x3(e1e2 + e5e7) + x4(e5e1 + e6e2)

+ x5(e1e4 + e7e3) + x6(e7e1 + e2e4) + x7(e1e6 + e3e5).

Si Pf2(ιxω7,5) = 0, alors les coefficients de e1e3e4e5+e1e3e6e7+e4e5e6e7, e3e1e4e6, e1e2e5e7,

e5e1e6e2, e1e4e7e3, e7e1e2e4, et e1e6e3e5 sont x21, x22, x23, x24, x25, x26 et x27, respectivement,

donc il suffit que les xi sont égal à 0, pour i = 1, . . . , 7.

C’est-à- dire

X1(ω7,5) = ∅.

Les variétés X2(ω) des trivecteurs non dégénérées sur F7q

La variété X2(ω) est une hypersurface quadrique donné par l’annulation d’une forme

quadratique Qω, la forme Qω est définie par :

Hη(Pf3(ιxω)) = Qω(x) · x ∀x ∈ F7q. (3.9)
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Où Hη : ∧6(F7q)∗ → F7q est l’isomorphisme définie par :

α ∧ β = 〈β,Hη(α)〉η, ∀α = Pf3(ιxω) ∈ ∧6(F7q)∗, β ∈ (F7q)∗,

et Soit η une base de 1-D espace ∧6(F7q)∗.

Appliquer Hη à l’équation :

6Pf3(ιxω) = (ιxω)3 = ιx(ω ∧ ιxω ∧ ιxω).

Nous trouvons 6Qω(x)η = ω ∧ ιxω ∧ ιxω. Si car(Fq) 6= 2, 3 cette relation définit Q(x). Si

car(Fq) = 2, 3, nous avons utilisé (3.9) et défini Q(x).

Nous commençons par le calcule de X2(ω7,i), 1 ≤ i ≤ 5 où

X2(ω7,i) = P{x ∈ F7q\{0} | Pf3(ιxω7,i) = 0}

= P{x ∈ F7q\{0} | Qω7,i
(x) = 0}.

Remarque 5. Nous avons x =
∑7

i=1 xiei.

Soit ∗ : ∧6(F7q)∗ → F7q est l’isomorphisme définie par :

e1 ∧ · · · ∧ ei−1 ∧ ei+1 ∧ · · · ∧ e7 = (−1)i−1ei.

Il existe une forme quadratique Qω7,i
unique sur F7q, tel que ,

∗(Pf3(ιxω7,i)) = Qω7,i
(x) · x.

Proposition 7. Les variétés X2(ω7,i), 1 ≤ i ≤ 5 et leurs cardinaux sont :

X2(ω7,1) = P5, |X2(ω7,1)| = |P5|

X2(ω7,2) = P5, |X2(ω7,2)| = |P5|

X2(ω7,3) = P5 ∪P4 P5, |X2(ω7,3)| = 2|P5| − |P4|

X2(ω7,3,d) = P4, |X2(ω7,3,d)| = |P4|

X2(ω7,4) = (P1 × P1 × F3q) ∪ P2, |X2(ω7,4)| = q3|P1|2 + |P2|

|X2(ω7,5)| = |P5|,

où d ∈ F∗q.
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Preuve. Nous avons x =
∑7

i=1 xiei.

Commençons pour X2(ω7,1) : nous avons

X2(ω7,1) = P{x ∈ F7q\{0} | Pf3(ιxω7,1) = 0}.

On a

Pf3(ιejω7,1) =

e2e3e4e5e6e7 si j = 1

0 si j = 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Utilisons ιejω7,1 et Pf2(ιejω7,1) des précédents et lorsque remplaçons dans la formule

(3.4), on trouve :

Pf3(ιxω7,1) = x31e2e3e4e5e6e7 + x21[x2e4e5e6e7e3e1 + x3e4e5e6e7e1e2 + x4e2e3e6e7e5e1

+ x5e2e3e6e7e1e4 + x6e2e3e4e5e7e1 + x7e2e3e4e5e1e6] = 0.

Puis

∗(Pf3(ιxω7,1)) = x31e1 + x21x2e2 + x21x3e3 + x21x4e4 + x21x5e5 + x21x6e6 + x21x7e7

= x21

7∑
i=1

xiei = x21 · x = Qω7,1(x) · x = 0

⇒ Qω7,1(x) = x21 = 0

⇒ x1 = 0.

Donc

X2(ω7,1) = {x1 = 0} ' P5.

Ensuite, considérons Pf3(ιxω7,2), nous avons
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

ιe1ω7,2 = e2e3 + e4e5 + e6e7, Pf2(ιe1ω7,2) = e2e3e4e5 + e2e3e6e7 + e4e5e6e7

ιe2ω7,2 = e3e1 + e4e6, Pf2(ιe2ω7,2) = e3e1e4e6

ιe3ω7,2 = e1e2, Pf2(ιe3ω7,2) = 0

ιe4ω7,2 = e5e1 + e6e2, Pf2(ιe4ω7,2) = e5e1e6e2

ιe5ω7,2 = e1e4, Pf2(ιe5ω7,2) = 0

ιe6ω7,2 = e7e1 + e2e4, Pf2(ιe6ω7,2) = e7e1e2e4

ιe7ω7,2 = e1e6, Pf2(ιe7ω7,2) = 0,

et on a

Pf3(ιejω7,2) =

e2e3e4e5e6e7 si j = 1

0 si j = 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Remplaçons dans la formule (3.4), on obtient : Pf3(ιxω7,2) = Pf3(ιxω7,1) = 0,

et par la suite,

∗(Pf3(ιxω7,2)) = Qω7,2(x) · x = 0

implique que x1 = 0, d’où

X2(ω7,2) = {x1 = 0} ' P5.

Pour ω7,3 : nous avons

Pf3(ιxω7,3) = x21x2e2e3e4e5e6e7 + x1x
2
2e4e5e3e1e6e7 = 0

Puis

∗(Pf3(ιxω7,3)) = x21x2e1 + x1x
2
2e2

= x1x2

2∑
i=1

xiei = x1x2x = 0

⇒ Qω7,3(x) = x1x2 = 0.
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Donc

X2(ω7,3) = {x1x2 = 0}

⇒ X2(ω7,3) = {x1 = 0} ∪ {x2 = 0}

= P{e2, e3, e4, e5, e6, e7} ∪P{e3,e4,e5,e6,e7} P{e1, e3, e4, e5, e6, e7}

' P5 ∪P4 P5.

Maintenant, pour ω7,3,d1 :

Pf3(ιxω7,3,d1) = x33e7e1e4e2e6e5 + d1x
3
5e1e2e7e4e3e5 + x23[x4e7e1e6e5e2e3 + x5e7e1e4e2e3e6

+ x6e7e1e4e2e5e3 + x7e4e2e6e5e1e3] + d1x
2
5[x6e1e2e7e4e5e3 + x7e1e2e3e6e4e5]

+ x1[x
2
3e3e7e4e2e6e5 + d1x

2
5e2e5e7e4e3e6] + x2[x

2
3e3e4e7e1e6e5

+ d1x
2
5e5e1e7e4e3e6] + d1x3x

2
5e6e5e1e2e7e4 + d1x4x

2
5e5e7e1e2e3e6 = 0.

Puis

∗(Pf3(ιxω7,3,d1)) = (−x23 + d1x
2
5)x1e1 + (−x23 + d1x

2
5)x2e2 + (−x23 + d1x

2
5)x3e3

+ (−x23 + d1x
2
5)x4e4 + (−x23 + d1x

2
5)x5e5 + (−x23 + d1x

2
5)x6e6

+ (−x23 + d1x
2
5)x7e7 = 0

= (−x23 + d1x
2
5)

7∑
i=1

xiei = (−x23 + d1x
2
5)x = 0

⇒ Qω7,3,d1
(x) = −x23 + d1x

2
5 = 0⇒ x3 = x5 = 0.

Où d1 /∈ (Fq∗)2.

Donc

X2(ω7,3,d1) = {x3 = x5 = 0} ' P4.

Considérons ω7,3,d2 , par le calcul de Pf3(ιxω7,3,d2), on trouve

Qω7,3,d2
(x) = x21 + d2x

2
6 + x1x6,

où d2 ∈ (Fq∗)2, la forme quadratique est irréductible. Donc Qω7,3,d2
(x) est nulle si et

seulement si x1 = x6 = 0. Ce qui on donne :

X2(ω7,3,d2) = {x1 = x6 = 0} ' P4.
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Alors

X2(ω7,3,d) = X2(ω7,3,d1) = X2(ω7,3,d2) = P4.

Pour ω7,4 : nous avons

Pf3(ιxω7,4) = x22x3e3e1e4e6e5e7 + x24x5e5e1e6e2e7e3 + x2x
2
3e4e6e1e2e5e7

+ x4x
2
5e6e2e1e4e7e3.

Puis

∗(Pf3(ιxω7,4)) = −x22x3e2 − x24x5e4 − x2x23e3 + x4x
2
5e5

= −x2x3(x2e2 + x3e3) + x4x5(−x4e4 + x5e5)

⇒ Qω7,4(x) = −x2x3 + x4x5.

La variété X2(ω7,4) est l’union disjointe de la sous-variété pour la quelle au moins l’un

de x2, x3, x4, x5 est différent de zéro, puis la sous-variété pour x2, x3, x4, x5 sont tous

nulles. La première sous-variété est immédiatement considéré comme P1 × P1 × F3q par

le plongement de Segre, et la deuxième sous-variété est P2.

Donc

X2(ω7,4) = {−x2x3 + x4x5 = 0} ' (P1 × P1 × F3q) ∪ P2.

Finalement pour ω7,5 : nous avons

Pf3(ιxω7,5) = x31e2e3e4e5e6e7 + x21[x2e4e5e6e7e3e1 + x3e4e5e6e7e1e2 + x4e2e3e6e7e5e1

+ x5e2e3e6e7e1e4 + x6e2e3e4e5e7e1 + x7e2e3e4e5e1e6] + x22x3e3e1e4e6e5e7

+ x24x5e5e1e6e2e7e3 + x26x7e7e1e2e4e3e5 + x2x
2
3e4e6e1e2e5e7

+ x4x
2
5e6e2e1e4e7e3 + x6x

2
7e2e4e1e6e3e5.

Donc

∗(Pf3(ιxω7,4)) = x21(
7∑
i=1

xiei)− x2x3(x2e2 + x3e3)− x4x5(x4e4 + x5e5)

− x6x7(x6e6 + x7e7) = 0

⇒ Qω7,5(x) = x21 − x2x3 − x4x5 − x6x7 = 0.
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D’où

X2(ω7,5) = P{x ∈ F7q\{0}, x21 − x2x3 − x4x5 − x6x7 = 0}.

On utilise le théorème 5.2.6 dans [7], on trouve

|X2(ω7,5)| =
q6 − 1

q − 1
= |P5|.

Théorème 12. Les poids des codes des trivecteurs non dégénérées ω7,i sont :

wt(ω7,1) = q12 + q10 + q8

wt(ω7,2) = q12 + q10 + q9 + q8

wt(ω7,3) = q12 + q10 + q9 + q8 − q7

wt(ω7,3,d) = q12 + q10 + q9 + q8 + q7

wt(ω7,4) = q12 + q10 + q9 + q8

wt(ω7,5) = q12 + q10 + q9 + q8 + q6

(3.10)

Preuve. On remplace X1(ω7,i) et X2(ω7,i) pour 1 ≤ i ≤ 5 dans la formule (3.8) nous

obtenons :

wt(ω7,1),wt(ω7,2),wt(ω7,3),wt(ω7,3,d),wt(ω7,4),wt(ω7,5).
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Théorème 13. Les spectres des trivecteurs des codes de Grassmann C(3, 7) sont :

A(ω3) = (q7 − 1)(q5 − 1)(q3 + 1)/(q2 − 1)

A(ω5) = q2(q7 − 1)(q5 − 1)(q4 + q2 + 1)(q2 + q + 1)

A(ω6,1) =
1

2
q9(q7 − 1)(q5 − 1)(q3 + 1)(q2 + 1)

A(ω6,1,d) =
1

2
q9(q7 − 1)(q5 − 1)(q3 − 1)(q2 − 1)

A(ω6,2) = q4(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)/(q − 1)

A(ω7,1) = q6(q7 − 1)(q5 − 1)(q3 − 1)

A(ω7,2) = q6(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)

+ q11(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q3 − 1)(q2 + 1)

A(ω7,3) =
1

2
q9(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q2 + 1)(q2 + q + 1)

A(ω7,3,d) =
1

2
q9(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q3 − 1)(q − 1)

A(ω7,5) =
1

ε
q15(q7 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)(q3 − 1)(q − 1)

Preuve. Les quantitésA(ω3), . . . , A(ω7,1), A(ω7,2), . . . , A(ω7,5) sont respectivement égales

à |O(ω7
3)|, . . . , |O(ω7

7,1)|, |O(ω7
7,2)| + |O(ω7

7,4)|, . . . , |O(ω7
7,5)|, où |O(ω7

i )| es le cardinal de

l’orbite d’un trivecteurs ωi de rang ≤ 7.
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CHAPITRE 4

POIDS DES CODES DES TRIVECTEURS

2-SCINDABLES DE RANG 8 SUR UN

CORPS FINI

LE but de ce chapitre, est de présente un résultat nouveau concernant la détermi-

nation des poids des codes des trivecteurs 2-scindable de rang 8 [22], Ces poids sont

utiles pour déterminer les spectres du code.

Les paramètres m, k et d des codes associés à la variété grassmannienne G(3, 8)

sont :

m = |G(3, 8)| = (q8 − 1)(q7 − 1)(q6 − 1)

(q3 − 1)(q2 − 1)(q − 1)
, k = 56 et d = q15.

4.1 Poids des code des trivecteurs dégénérées ( trivec-

teurs de rang < 8)

Détermination des poids des codes des trivecteurs dégénérées sur F8q.
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Théorème 14. Les poids des codes des trivecteurs sur F8q, ωi, 3 ≤ i ≤ 7, 5 sont :

wt(ω3) = q15

wt(ω5) = q15 + q13

wt(ω6,1) = q15 + q13 + q12 − q10

wt(ω6,1,d) = q15 + q13 + q12 + q10

wt(ω6,2) = q15 + q13 + q12

wt(ω7,1) = q15 + q13 + q11

wt(ω7,2) = q15 + q13 + q12 + q11

wt(ω7,3) = q15 + q13 + q12 + q11 − q10

wt(ω7,3,d) = q15 + q13 + q12 + q11 + q10

wt(ω7,4) = q15 + q13 + q12 + q11

wt(ω7,5) = q15 + q13 + q12 + q11 + q9.

Preuve. Selon la proposition 5, le poids d’un trivecteur dégénérée wt(ω8
i ) est q3 fois le

poids de ω considéré comme un trivecteur sur F7q engendre par {e1, . . . , e7}. Des poids

wt(ω7
i ) sont déterminés dans (3.5) et (3.10), on obtient :

wt(ω8
i ) = q3wt(ω7

i ), 3 ≤ i ≤ 7, 5.

4.2 Poids des codes des trivecteurs 2-scindables non dé-

générées ( trivecteurs de rang 8)

Nous déterminons les poids des code des trivecteurs 2-scindables de rang 8, pour

ce faire, on utilise X1(ω8,i) et X2(ω8,i).

Lemme 3. Soit ω8,i un trivecteur non dégénérée sur F8q.

Les poids wt(ω8,i) est donné par :

wt(ω8,i) = q15 + q13 + q12 + q11 + q10 + q9 + q8 + q6− q6
(
|X2(ω8,i)|+ q2|X1(ω8,i)|

1 + q + q2

)
, (4.1)
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Preuve. Pour n = 8, nous avons :

∅ = X0(ω8,i) ⊂ X1(ω8,i) ⊂ X2(ω8,i) ⊂ X3(ω8,i) = P7.

Nous utilisons le théorème 11, on a :

n1 = |X1(ω8,i)|

n2 = |X2(ω8,i)| − n1

n3 = |P7| − (n2 + n2),

on trouve :

wt(ω8,i) =
q12

(q2 − 1)(1 + q + q2)

3∑
i=1

ni(1− q−2i)

=
q12

(q2 − 1)(1 + q + q2)
[n1(1− q−2) + n2(1− q−4) + n3(1− q−6)]

=
q12

(q2 − 1)(1 + q + q2)
[n1(1− q−2) + n2(1− q−4) + (|P7| − (n2 + n2))(1− q−6)]

=
n1(q

12 − q10) + n2(q
12 − q8)− (n1 + n2)(q

12 − q6)
(q2 − 1)(1 + q + q2)

+
|P7|(q12 − q6)

(q2 − 1)(1 + q + q2)

=
n1q

10 + n2q
8(q2 + 1)− (n1 + n2)q

6(q4 + q2 + 1)

1 + q + q2
+
|P7|q6(q4 + q2 + 1)

1 + q + q2

= q6
[
|P7|(q2 − q + 1) +

n1q
4 + n2q

2(q2 + 1)− (n1 + n2)(q
4 + q2 + 1)

1 + q + q2

]
= q6

[
q9 + q7 + q6 + q5 + q4 + q3 + q2 + 1− n1q

2 + n1 + n2

1 + q + q2

]
= q15 + q13 + q12 + q11 + q10 + q9 + q8 + q6 − q6

(
|X2(ω8,i)|+ q2|X1(ω8,i)|

1 + q + q2

)
.

Théorème 15. Soit V un espace vectoriel de dimension 8 sur un corps fini Fq, il existe 11

orbites des trivecteurs 2-scindable de rang 8 qui sont :
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Name Trivecteur

ω8,1 e1(e2e3 + e4e5) + e6e7e8

ω8,2 e1(e2e3 + e4e5 + e6e7) + e5e6e8

ω8,3 e1(e3e4 + e5e6) + e2(e3e5 + e7e8)

ω8,4 e1(e2e5 + e3e6) + e4(e7e2 + e8e3)

ω8,4,d1 e5(e1e2 + e3e4) + e6(e1e3 + d1e2e4) + e7(e1e4) + e8(e2e3) si car Fq 6= 2

ω8,4,d2 e8(e1e4 + e3e2) + e7(e1e4 + e4e2 + d2e1e3) + e6e1e2 + e5e3e4 si car Fq = 2

ω8,5 e1(e2e3 + e4e5) + e6(e2e3 + e7e8)

ω8,5,d1 e7(e1e2 + e3e4 + e5e6) + e8[e1(e4 + d1e5) + e2e6 +
1

d1
e3e5] si car Fq 6= 2

ω8,5,d2 e3(e1e2 + e4e7 + e6e8) + e5(e1e4 + e8e2 + d2e6e7) si car Fq = 2

ω8,5,d3 e1(d3e3e4 + d3e5e6 + e7e8) + e2(e3e5 + e4e7 + e6e8) si car Fq 6= 3

ω8,6 e1(e2e3 + e4e5 + e6e7) + e8(e4e3 + e5e6)

TABLE 4.1 – Trivecteurs 2-scindables de rang 8 sur un corps fini de caractéristique
différent de 3 .

Où d1 /∈ (Fq∗)2, d2 ∈ (Fq∗)2, d3 /∈ (Fq∗)3.

Preuve. La classification des trivevteurs 2-scindables de rang 8 où Fq est un corps fini

de caractéristique différente de 2 et 3 a été fair dans [12], en la caractéristique 2, il suffit

d’étudier les orbites de type ω8,i, i = 4, 5.

Si L est l’extension quadratique de K, il existe un trivecteur ωL ∈ ∧3V tel que ωL 6' ω8,4

et ωL ⊗ L ∈ ∧3(V ⊗K L) est L-isomorphe à ω8,4. nous pouvons construire ωL comme

suit :

ω8,4 = e1(e2e5 + e3e6) + e4(e7e2 + e8e3) est 4-scindable et s’écrit :

ω8,4 = e5u1 + e6u2 + e7u3 + e8u4 où u1 = e1e2, u2 = e1e3, u3 = e2e4 et u4 = e3e4, ainsi

E = vect{u1, u2, u3, u4} est un sous-espace de dimension 4 de ∧4K4.

Posons, ωL = ω8,4,d2 = e5v1 + e6v2 + e7v3 + e8v4, avec v1 = e3e4, v2 = e1e2, v3 = e1e4 +

e4e2 + d2e1e3, et v4 = e1e4 + e3e2, où K ′ = K(α), α2 + α = d2, α ∈ K.

A chacune des formes ω8,4, ω8,4,d2 , nous associons une forme quadratique sur E [12] :

γ2(xu1 + yu2 + zu3 + tu4), alors nous obtenons :

γ2(xu1 + yu2 + zu3 + tu4) = (xt− yz),
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et

γ2(xv1 + yv2 + zv3 + tv4) = (y2d2 − x2 + zt)

respectivement.

Les deux formes ne sont pas équivalentes sur K mais ils devient équivalents sur une

clôture algébrique K. Nous pouvons aussi prouver que ω8,4 n’est pas équivalent à ω8,4,d2

en utilisant l’invariant arithmétique d1(ω) définit dans [12]. Où nous remarquons que

d1(ω8,4) = 5 mais d1(ω8,4,d2) = 6.

De même, pour ω8,5.

4.2.1 Poids des codes sur F8q

Pour déterminer les poids des codes des trivecteurs non dégénérées, on doit trouver

d’abord les variétés X1(ω8,i) et X2(ω8,i).

Les variétés X1(ω8,i) des trivecteurs non dégénérées sur F8q

Commençons d’abord par le calcul de X1(ω8,i), où ω8,i, 1 ≤ i ≤ 6 les trivecteurs

non dégénérées, elle est définie par :

X1(ω8,i) = P{x ∈ F8q\{0} | Pf2(ιxω8,i) = 0}.

Proposition 8. La variété X1(ω8,i), 1 ≤ i ≤ 6 avec leur cardinal est donné par la Table :

ω8,i X1(ω8,i) n1(ω8,i)

ω8,1 P2 ∪ P3 q3 + 2q2 + 2q + 2

ω8,2 P2 ∪P1 P3 q3 + 2q2 + q + 1

ω8,3 P1 ∪ P1 2q + 2

ω8,4 P1 × P1 q2 + 2q + 1

ω8,4,d1d2 P1(Fq2) q2 + 1

ω8,5 P1 ∪P0 P1 2q + 1

ω8,5,d ∅ 0

ω8,6 P1 q + 1

TABLE 4.2 – La variété X1(ω8,i).

Preuve. Soit x =
∑8

i=1 xiei, d’après la formule (3.3).
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Nous commençons d’abord par ω8,1, nous calculons :

Pf2(ιxω8,1) = x21e2e3e4e5 + x1[x2e4e5e3e1 + x3e4e5e1e2 + x4e2e3e5e1 + x5e2e3e1e4

+ x6(e2e3e7e8 + e4e5e7e8) + x7(e2e3e8e6 + e4e5e8e6 + x8(e2e3e6e7

+ e4e5e6e7)] + x2(x6e3e1e7e8 + x7e3e1e8e6 + x8e3e1e6e7) + x3(x6e1e2e7e8

+ x7e1e2e8e6 + x8e1e2e6e7) + x4(x6e5e1e7e8 + x7e5e1e8e6 + x8e5e1e6e7)

+ x5(x6e1e4e7e8 + x7e1e4e8e6 + x8e1e4e6e7) = 0.

Le coefficient de e2e3e4e5 est x21, x1 = 0 est nécessaire pour que Pf2(ιxω8,1) = 0. On prend

x1 = 0 dans l’équation ci-dessus, on obtient :

Pf2(ιxω8,1)x1=0 = x2(x6e3e1e7e8 + x7e3e1e8e6 + x8e3e1e6e7) + x3(x6e1e2e7e8

+ x7e1e2e8e6 + x8e1e2e6e7) + x4(x6e5e1e7e8 + x7e5e1e8e6 + x8e5e1e6e7)

+ x5(x6e1e4e7e8 + x7e1e4e8e6 + x8e1e4e6e7)

= e1 ∧ (x3e2 − x2e3 + x5e4 − x4e5) ∧ (x6e7e8 + x7e8e6 + x8e6e7).

Donc

X1(ω8,1) = {x1 = 0} ∩ [{x2 = x3 = x4 = x5 = 0} ∪ {x6 = x7 = x8 = 0}]

= P{e6, e7, e8} ∪ P{e2, e3, e4, e5} ' P2 ∪ P3.

Pour Pf2(ιxω8,2) : les coefficients de e2e3e4e5+e2e3e6e7+e4e5e6e7, e1e4e6e8 et e7e1e8e5 sont

x21, x
2
5 et x26 respectivement, x1 = x5 = x6 = 0 est nécessaire pour que Pf2(ιxω8,2) = 0.

On prend x1 = x5 = x6 = 0 dans l’équation Pf2(ιxω8,2) = 0 , on obtient :

Pf2(ιxω8,2)x1=x5=x6=0 = e1 ∧ (x3e2 − x2e3) ∧ x8e5e6.

Donc

X1(ω8,2) = {x1 = x5 = x6 = 0} ∩ [{x2 = x3 = 0} ∪ {x8 = 0}]

= P{e4, e7, e8} ∪P{e4,e7} P{e2, e3, e4, e7} ' P2 ∪P1 P3.

Considérons maintenant Pf2(ιxω8,3) : les coefficients de e3e4e5e6, e3e5e7e8, e4e1e5e2 et

e6e1e2e3 sont x21, x22, x23 et x25, respectivement, donc au cas x1, x2, x3 et x5 tous égal à zéro,
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Pf2(ιxω8,3) est réduit à

e1e2 ∧ (x4e3 + x6e5) ∧ (x8e7 − x7e8).

Alors

X1(ω8,3) = {x1 = x2 = x3 = x5 = 0} ∩ [{x4 = x6 = 0} ∪ {x7 = x8 = 0}]

' P1 ∪ P1.

De même pour ω8,4, et après calcul on trouve

Pf2(ιxω8,4)x1=x2=x3=x4=0 = (x5x8 − x6x7)e1e2e3e4 = 0,

i.e.

X1(ω8,4) =


x1 = x2 = x3 = x4 = 0

et

x5x8 − x6x7 = 0

Comme x1, x2, x3 etx4 sont tous nuls, nécessaire il existe au moins l’un des xi, i = 5, . . . , 8

différent de zéro, ce qui donne

X1(ω8,4) ' P1 × P1.

Pour ω8,4,d1d2 , nous avons :

Pf2(ιxω8,4,d1)x1=x2=x3=x4=0 = (x25 − d1x26 + x7x8)e1e2e3e4 = 0,

et

Pf2(ιxω8,4,d2)x1=x2=x3=x4=0 = (d2x
2
7 − x28 − x7x8 + x5x6)e1e2e3e4 = 0,

on trouve

X1(ω8,4,d1) =


x1 = x2 = x3 = x4 = 0

et

x25 − d1x26 + x7x8 = 0
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et

X1(ω8,4,d2) =


x1 = x2 = x3 = x4 = 0

et

d2x
2
7 − x28 − x7x8 + x5x6 = 0,

par conséquent

X1(ω8,4,d1d2) = X1(ω8,4,d1) = X1(ω8,4,d2) ' P1(Fq2).

Par le calcul de Pf2(ιxω8,5), nous trouvons :

X1(ω8,5) = 2q + 1.

De la même manière, on peut calculer Pf2(ιxω8,5,d1), Pf2(ιxω8,5,d2), et Pf2(ιxω8,5,d3), on

trouve,

X1(ω8,5,d1) = X1(ω8,5,d2) = X1(ω8,5,d3) = ∅.

Enfin pour ω8,6 :

Pour que Pf2(ιxω8,6) = 0, il suffit que

x21(e2e3e4e5 + e2e3e6e7 + e4e5e6e7) + x23e1e2e8e4 + x26e7e1e8e5 + x28e4e3e5e6

+ (x24 + x2x6)e5e1e3e8 + (x25 + x3x7)e1e4e6e8 = 0,

implique 
x1 = x3 = x6 = x8 = 0

et

x24 + x2x6 = x25 + x3x7 = 0

Donc

X1(ω8,6) = {x1 = x3 = x4 = x5 = x6 = x8 = 0}

= P{e2, e7} ' P1.
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Les variétés X2(ω8,i) des trivecteurs non dégénérées sur F8q

Calculons X2(ω8,i), 1 ≤ i ≤ 6, où

X2(ω8,i) = P{x ∈ F8q\{0} | Pf3(ιxω8,i) = 0}.

Proposition 9. La variété X2(ω8,i), 1 ≤ i ≤ 6 avec leur cardinal est donné par la Table :

ω8,i X2(ω8,i) |X2(ω8,i)|

ω8,1 P6 ∪P3 P4 |P6|+ |P4| − |P3|

ω8,2 P6 |P6|

ω8,3 P5 ∪P3 P4 ∪P3 P4 |P5|+ 2|P4| − 2|P3|

ω8,4 P5 ∪P3 P5 2|P5| − |P3|

ω8,4,d1d2 P3 |P3|

ω8,5 (P5 ∪P3 P4 ∪P3 P4) ∪ (Fq)2 |P5|+ 2|P4| − 2|P3|+ q2

ω8,5,d1d2d3 P5 |P5|

ω8,6 P5 ∪P3 P4 |P5|+ |P4| − |P3|

TABLE 4.3 – La variété X2(ω8,i).

Preuve. Soit x =
∑8

i=1 xiei, commençons par le calcule de X2(ω8,1) :

En utilisant la formule (3.4), on obtient :

Pf3(ιxω8,1) = x21x6e2e3e4e5e7e8 + x21x7e2e3e4e5e8e6 + x21x8e2e3e4e5e6e7.

Les coefficients de e2e3e4e5e7e8, e2e3e4e5e8e6 et e2e3e4e5e6e7 sont x21x6, x21x7 et x21x8, res-

pectivement, donc x1 = 0 ou bien x6 = x7 = x8 = 0. Si Pf3(ιxω8,1) = 0 donc

X2(ω8,1) = {x1 = 0} ∪ {x6 = x7 = x8 = 0}

= P{e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8} ∪P{e2,e3,e4,e5} P{e1, e2, e3, e4, e5} ' P6 ∪P3 P4.

Pour ω8,2 : calculons Pf3(ιxω8,2), on trouve le coefficient de e2e3e4e5e6e7 est x31, en plus

de cela x1 divise Pf3(ιxω8,2), par la suite :

X2(ω8,2) = {x1 = 0} ' P6.
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Pour ω8,3,, on a :

Pf3(ιxω8,3) = x21x2e3e4e5e6e7e8 + x21x7e3e4e5e6e8e2 + x21x8e3e4e5e6e2e7

+ x22x3e3e5e7e8e4e1 + x22x5e3e5e7e8e6e1 + x2x
2
3e7e8e4e1e5e2

+ x2x
2
5e7e8e6e1e2e3 = 0

⇒



x1x2 = 0

x1x7 = 0

x1x8 = 0

x2x3 = 0

x2x5 = 0

⇒ {x1 = x2 = 0} ∪ {x2 = x7 = x8 = 0} ∪ {x1 = x3 = x5 = 0}. Donc

X2(ω8,3) = {x1 = x2 = 0} ∪ {x2 = x7 = x8 = 0} ∪ {x1 = x3 = x5 = 0}

= P{e3, e4, e5, e6, e7, e8} ∪P{e3,e4,e5,e6} P{e1, e3, e4, e5, e6} ∪P{e4,e6,e7,e8} P{e2, e4, e6, e7, e8}

' P5 ∪P3 P4 ∪P3 P4.

Le même principe pour ω8,4, on trouve pour ω8,4 :

Pf3(ιxω8,4) = x21x2e2e5e3e6e4e7 + x21x3e2e5e3e6e4e8 + x22x4e5e1e4e7e8e3

+ x23x4e6e1e4e8e7e2 + x1x
2
2e3e6e5e1e4e7 + x1x

2
3e2e5e6e1e4e8

+ x2x
2
4e5e1e7e2e8e3 + x3x

2
4e6e1e7e2e8e3 = 0

⇒ {x1 = x4 = 0} ∪ {x2 = x3 = 0},

d’où

X2(ω8,4) = {x1 = x4 = 0} ∪ {x2 = x3 = 0}

= P{e2, e3, e5, e6, e7, e8} ∪P{e5,e6,e7,e8} P{e1, e4, e5, e6, e7, e8}

' P5 ∪P3 P5.

Pour Pf3(ιxω8,4,d1) et Pf3(ιxω8,4,d2), les coefficients de e2e5e3e6e4e7, d1e5e1e4e6e3e8,

e4e5e6e1e8e2 et d1e5e3e6e2e7e1 pour Pf3(ιxω8,4,d1), et d2e4e8e3e7e2e8, e8e3e7e4e6e1,

d2e2e8e7e1e4e5 et e8e1e2e7e5e3 pour Pf3(ιxω8,4,d2) sont x31, x32, x33 et x34.

Si Pf3(ιxω8,4,d1) = Pf3(ιxω8,4,d2) = 0 il suffit que x1 = x2 = x3 = x4 = 0.
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Donc

X2(ω8,4,d1d2) = X2(ω8,4,d1) = X2(ω8,4,d2) = {x1 = x2 = x3 = x4 = 0}

= P{e5, e6, e7, e8} ' P3.

De même pour ω8,5 :

Pf3(ιxω8,5) = (x21x6 + x1x
2
6)e2e3e4e5e7e8 + x21x7e2e3e4e5e8e6 + x21x8e2e3e4e5e6e7

+ x4x
2
6e5e1e2e3e7e8 + x5x

2
6e1e4e2e3e7e8 = 0.

Alors

X2(ω8,5) = P{x ∈ F8q \ {0}, x1x6(x1 + x6) = 0, x21x7 = 0, x21x8 = 0, x4x
2
6 = 0, x5x

2
6 = 0} =

= {x1x6 = 0, x1x7 = 0, x1x8 = 0, x4x6 = 0, x5x6 = 0}

∪ {x1 + x6 = 0, x1x7 = 0, x1x8 = 0, x4x6 = 0, x5x6 = 0}

= X2(ω8,5){x1=0 ou x6=0} ∪X2(ω8,5){x1 6=0 et x6 6=0}.

Donc

X2(ω8,5){x1=0 ou x6=0} = {x1 = x6 = 0} ∪ {x1 = x4 = x5 = 0} ∪ {x6 = x7 = x8 = 0}

= P{e2, e3, e4, e5, e7, e8} ∪P{e2,e3,e7,e8} P{e2, e3, e6, e7, e8} ∪P{e2,e3,e4,e5} P{e1, e2, e3, e4, e5}

' P5 ∪P3 P4 ∪P3 P4.

Pour

X2(ω8,5){x1 6=0 et x6 6=0} = {x1 + x6 = 0, x1x7 = 0, x1x8 = 0, x4x6 = 0, x5x6 = 0}

= {x1 = (q − 1)x6 6= 0, x4 = x5 = x7 = x8 = 0}

' F2q.

Ainsi

X2(ω8,5) = (P5 ∪P3 P4 ∪P3 P4) ∪ (Fq)2,

et

|X2(ω8,5)| = |P5|+ 2|P4| − 2|P3|+ q2.

Maintenant, pour ω8,5,d1 , ω8,5,d2 et ω8,5,d3 . On utilise Pf3(ιxω8,5,d1), Pf3(ιxω8,5,d2) et
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Pf3(ιxω8,5,d3), on obtient,

X2(ω8,5,d1) = X2(ω8,5,d2) = X2(ω8,5,d3) = P5.

Enfin, pour ω8,6,

Pf3(ιxω8,6) = x31e2e3e4e5e6e7 + x21[x2e4e5e6e7e3e1 + x3(e2e3e6e7e8e4 + e4e5e6e7e1e2)

+ x4(e2e3e6e7e5e1 + e4e5e6e7e3e8) + x5(e2e3e6e7e1e4 + e2e3e4e5e6e8)

+ x6(e2e3e4e5e7e1 + e2e3e6e7e8e5) + x7e2e3e4e5e1e6]

+ (x23e1e2e8e4e5e6 + x26e7e1e8e5e4e3)x8

+ x1[x
2
3e6e7e1e2e8e4 + x24e6e7e5e1e3e8 + x25e2e3e1e4e6e8 + x26e2e3e1e7e8e5]

+ (x3e1e2e4e3e5e6 + x6e7e1e4e3e5e6)x
2
8 = 0.

Si x1 = 0, on trouve

Pf3(ιxω8,6)x1=0 = (x23e1e2e8e4e5e6 + x26e7e1e8e5e4e3)x8 + (x3e1e2e4e3e5e6

+ x6e7e1e4e3e5e6)x
2
8 = 0.

Donc

X2(ω8,6) = {x1 = x8 = 0} ∪ {x1 = x3 = x6 = 0}

= P{e2, e3, e4, e5, e6, e7} ∪P{e2,e4,e5,e7} P{e2, e4, e5, e7, e8}

' P5 ∪P3 P4.

Théorème 16. Soit V un espace vectoriel de dimension 8 sur un corps fini Fq de caractéristique
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différente de 3, les poids des codes des trivecteurs non dégénérées ω8,i sont :

wt(ω8,1) = q15 + q13 + q12 + q11 − q8

wt(ω8,2) = q15 + q13 + q12 + q11

wt(ω8,3) = q15 + q13 + q12 + q11 + q10 − q8

wt(ω8,4) = q15 + q13 + q12 + q11 + q10 − q9

wt(ω8,4,d) = q15 + q13 + q12 + q11 + q10 + q9

wt(ω8,5) = q15 + q13 + q12 + q11 + q10 − q8

wt(ω8,5,d) = q15 + q13 + q12 + q11 + q10 + q8

wt(ω8,6) = q15 + q13 + q12 + q11 + q10

Preuve. En utilisant la formule (4.1), dans lequel les quantités |X1(ω8,i)| et |X2(ω8,i)| ont

été calculées dans la proposition 8 et 9.

Pour wt(ω8,1), nous avons |X1(ω8,1)| = q3 + 2q2 + 2q + 2 et |X2(ω8,1)| = |P6|+ |P4| − |P3|

= q6 + q5 + 2q4 + q3 + q2 + q+ 1, lorsque nous remplaçons dans cette formule (4.1), nous

trouvons

wt(ω8,1) =

q15 + q13 + q12 + q11 + q10 + q9 + q8 + q6− q6
(
|P6|+ |P4| − |P3|+ q2(q3 + 2q2 + 2q + 2)

1 + q + q2

)
= q15 + q13 + q12 + q11 − q8.

De la même manière pour wt(ω8,2), . . . ,wt(ω8,6).
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Conclusions générales

+ La classification des trivecteurs sur un corps fini joue un rôle important pour ré-

soudre certains problèmes dans la théorie de codes et CCEG et BMC et les spectres

des codes est très liée à celle aux poids des codes et aux cardinaux d’orbites des

trivecteurs, comme le montre le diagramme suivante :

wt(ω) (poids de ω) |O(ω)| cardinal de l’orbite de ω

ω (trivecteur)

A(ω) (spectre de ω)

+ Le tableau suivante résume tous les poids des codes et certain spectres des

trivecteurs de rang ≤ 8.
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≤ n ωi wt(ωi) A(ωi)

6 ω3 q9 (q5 − 1)(q3 + 1)(q2 + 1)

ω5 q9 + q7 q2(q6 − 1)(q5 − 1)(q2 + q + 1)

ω6,1 q9 + q7 + q6 − q4 1
2q

9(q5 − 1)(q3 + 1)(q2 + 1)(q − 1)

ω6,1,d q9 + q7 + q6 + q4 1
2q

9(q5 − 1)(q3 − 1)(q2 − 1)(q − 1)

ω6,2 q9 + q7 + q6 q4(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)

7 ω3 q12 (q7 − 1)(q5 − 1)(q3 + 1)/(q2 − 1)

ω5 q12 + q10 q2(q7 − 1)(q5 − 1)(q4 + q2 + 1)(q2 + q + 1)

ω6,1 q12 + q10 + q9 − q7 1
2q

9(q7 − 1)(q5 − 1)(q3 + 1)(q2 + 1)

ω6,1,d q12 + q10 + q9 + q7 1
2q

9(q7 − 1)(q5 − 1)(q3 − 1)(q2 − 1)

ω6,2 q12 + q10 + q9 q4(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)/(q − 1)

ω7,1 q12 + q10 + q8 q6(q7 − 1)(q5 − 1)(q3 − 1)

ω7,2 q12 + q10 + q9 + q8 q6(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)

+q11(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q3 − 1)(q2 + 1)

ω7,3 q12 + q10 + q9 + q8 − q7 1
2q

9(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q2 + 1)(q2 + q + 1)

ω7,3,d q12 + q10 + q9 + q8 + q7 1
2q

9(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q3 − 1)(q − 1)

ω7,4 q12 + q10 + q9 + q8

ω7,5 q12 + q10 + q9 + q8 + q6 1
εq

15(q7 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)(q3 − 1)(q − 1)

8 ω3 q15

ω5 q15 + q13

ω6,1 q15 + q13 + q12 − q10

ω6,1,d q15 + q13 + q12 + q10

ω6,2 q15 + q13 + q12

ω7,1 q15 + q13 + q11

ω7,2 q15 + q13 + q12 + q11

ω7,3 q15 + q13 + q12 + q11 − q10

ω7,3,d q15 + q13 + q12 + q11 + q10

ω7,4 q15 + q13 + q12 + q11

ω7,5 q15 + q13 + q12 + q11 + q9

ω8,1 q15 + q13 + q12 + q11 − q8

ω8,2 q15 + q13 + q12 + q11

ω8,3 q15 + q13 + q12 + q11 + q10 − q8

ω8,4 q15 + q13 + q12 + q11 + q10 − q9

ω8,4,d q15 + q13 + q12 + q11 + q10 + q9

ω8,5 q15 + q13 + q12 + q11 + q10 − q8

ω8,5,d q15 + q13 + q12 + q11 + q10 + q8

ω8,6 q15 + q13 + q12 + q11 + q10

TABLE 4.4 – Poids et spectres des codes des trivecteurs de rang ≤ 8.
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Abstract
Let V be a finite dimensional vector space n over a commutative field K. The

classification of trivectors is the study of the action of the linear group GL(V ) on
the vector space ∧3V, this classification plays an important role in solving some
problems in code theory, CCEG and BMC. We study the classes of trivectors of
rank ≤ 8 over a finite field and we give the cardinalities of groups of
automorphisms and orbits of trivectors. we determine the weights of the codes of
the trivectors in space of dimension ≤ 8 and some spectrums of the codes.

Keywords : trivector, finite field, classification, orbit, weight, spectrum.

Résumé
Soit V un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K. La

classification des trivecteurs est l’étude de l’action du groupe linéaire GL(V) sur
l’espace vectoriel ∧3V, cette classification joue un rôle important pour résoudre
certains problèmes dans la théorie des codes, CCEGs et BMC. Nous étudions les
classes des trivecteurs de rang≤ 8 sur un corps fini et nous donnons les cardinaux
des groupes d’automorphismes et les orbites des trivecteurs. Nous déterminons
les poids des codes des trivecteurs sur un espace de dimension ≤ 8 et quelques
spectres des codes.

Mot clés : trivecteur, corps fini, classification, orbite, poids, spectre.
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