MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE MOHAMED BOUDIAF - M’SILA
e FACULTE DE MATHEMATIQUES ET DE L'INFORMATIQUE il
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

ﬁ"ﬁ REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE ﬁ

N° d’ordre : .oeevvneiinninnnnn

THESE

Présentée pour l'obtention du diplome
de Doctorat de Troisieme Cycle (LMD)

Domaine
Mathématiques et Informatique
Spécialité
Algébre et Mathématiques Discréte
Par

MOHAMED ANOUAR RAKDI

Théme

Classification des trivecteurs de rang 8 sur un corps fini et applications

Soutenue le devant le jury composé de :

Lemnaouar ZEDAM Prof. Université de M’sila Président
Noureddine MIDOUNE M.C.A. Université de M’sila Directeur de thése
Douadi MIHOUBI Prof. Université de M’sila Examinateur
Abdelaziz AMROUNE  Prof. Université de M’sila Examinateur
Soheyb MILLES M.C.A. Centre universitaire de Barika Examinateur

Année Universitaire : 2020/2021



UNIVERSITE DE MSILA
FACULTE DE MATHEMATIQUES ET

D'INFORMATIQUE

CLASSIFICATION DES TRIVECTEURS DE RANG 8
SUR UN CORPS FINI ET APPLICATIONS

"CLASSIFICATION OF TRIVECTORS OF RANK 8
OVER A FINITE FIELD AND APPLICATIONS"

RAKDI MOHAMED ANOUAR

THESE SOUMISE POUR REPONDRE AUX
EXIGENCES DU DEGRE DE

DOCTORAT DE MATHEMATIQUES

ANNEE ACADEMIQUE 2020-2021




Table des matiéres

[Remerciements| iv
[Liste des tableauxi v
[Notations| vi
Introduction 1
i Préliinaires 1
(1.1 Produit tensoriel et produit extérieure| . . . . . . ... ... ........ 4
[1.1.1  L'actionde GL(V) sur Alts(V)ou A’V | . ... ... ... ... .. 6
(112 Supportetrang| . . . ... ... ... ... ... ... ... 7
(1.1.3 Trivecteur décomposable] . . . . .. ... ... ... o000 7
[1.1.4  FElémentsscindablesl . ... ... ... ... ... ... ....... 7
(1.2 Invariants et trivecteursl . . . . . . . . . . . . e 8
(1.2.1 Groupes d’automorphismes|. . . . . .. ... ............ 8
1.2.2 mmutant . . . . . . . . e e e e e e e 10
1.2.3 Polynomeradicall . . . . ... .. ... ... 14

I y
(1.3 Systemes projectifs et codes de Grassmann| . . . .. ... ... ...... 15
(I.3.1 Systemeprojectiff . . . .. ... .. ... . oo oL 15
[1.32 CodesdeGrassmannl. . . . ... ... ... ... ... ....... 16

2 Cardinaux des groupes d’automorphismes et d’orbites des trivecteurs de di- |

i



|  mension < §|

2.1 Cardinaux des groupes d’automorphismes et d’orbites des trivecteurs en

| dimension 6. . .. ... ... . 21
2.1.1  Spectres des codes des trivecteursderang < 6. . . . . . ... .. 22

2.2 Cardinaux des groupes d’automorphismes et d’orbites des trivecteurs en |

| dimension 7| . . .. ... ... ... 23
2.1 Classification des frivecteurs en dimension7 . . . . ... ... .. 23

2.3 Cardinaux des groupes d’automorphismes et d’orbites des trivecteurs en |

| dimension 8l . . .. ... ... 26
2.3.1 Cardinaux des groupes d’automorphismes et d’orbites des trivec- |

| teursdégénérées| . . .. ... ... Lo Lo L 28
[2.3.2 Cardinaux des groupes d’automorphismes et d’orbites des trivec- |

| teursnondégénérées|. . . . . ... ... L. 30
3 Spectre des codes associés a la variété grassmannienne G(3,7)| 32
3.1 Poids des codes des trivecteurs en dimension 71 . . . . . . ... ... .. 32
3.1.1 Poids des codes des trivecteurs dégénérées|. . . . . .. ... ... 34

3.1.2  Poids des codes des trivecteurs non dégénérées| . . . . ... ... 36

4  Poids des codes des trivecteurs 2-scindables de rang 8 sur un corps fini| 49
.1  Poids des code des trivecteurs dégénérées ( trivecteurs derang <38)| . . 49
4.2 Poids des codes des trivecteurs 2-scindables non dégénérées ( trivecteurs |

| derang 8)[. . . . . . .. 50
“21 PoidsdescodessurFy|. ... ... .......... ... .. ... 53
[Conclusions générales| 62
63

[Bibliographie|

1ii



Remerciements

En tout premier lieu, louanges a Dieu, le tout puissant, pour tous ces bienfaits, celui qui
m’a crée et qui m’a donné ce rare privilége et la force de réaliser mon réve d’enfance :

celui d’atteindre la plus haute distinction académique.

En second lieu, je remercie mes trés chers parents et sceurs qui m’ont tout donné et

m’ont soutenu depuis toujours auxquels je dois reconnaissance et fierté.

J’adresse également mes sinceres remerciements a mon enseignant Mr. Noureddine

Midoune qui m’a guidé dans mon travail au long de cette thése.

Mes plus vifs remerciements vont aussi aux membres du jury pour l'intérét qu’ils ont
porté a ma recherche en acceptant d’examiner mon travail et de I’enrichir par leurs

propositions. Il s’agit de :

Mr. Lemnaouar Zedam Mr. Douadi Mihoubi Mr. Abdelaziz Amroune MTr. Soheyb
Milles
Je tiens surtout a exprimer mes sinceres remerciements a tous les professeurs de
"Université Mohamed Boudiaf de M’sila qui m’ont enseigné et qui m’ont soutenu pour

la pour suite de mes études.

Mes remerciements vont également a ’encontre de tous mes amis qui par leur prieres et

leurs encouragements, j’ai pu surmonter tous les obstacles.

Merci, enfin a toute personne qui a participé de pres ou de loin a I’achevement de ce

travail.

iv




Liste des tableaux

2.1 Trivecteursderang < 6surlf,| . ... ... ... ... . ... ...

2.2 Trivecteursderang < 7surl,| ... ... ... .. 0 00000,

2.3 Groupes d’automorphismes des trivecteursderang < 7. . . . ... ...

2.4 Cardinaux des groupes d’automorphismes des trivecteurs de rang < 7.

2.5 Cardinaux d’orbites des trivecteursderang <7, . . . . . ... ... ...

25
25
26

2.6 Les trivecteurs de rang 8 sur un corps fini de caractéristique différent 2 et 3.| 27

2.7 Les invariants des trivecteurs de rang 8 sur un corps fini.|. . . . . . . .. 28
2.8 Cardinaux des groupes d’automorphismes des trivecteurs de rang < 8.|. 29
2.9 Cardinaux d’orbites des trivecteursderang <8 . . . . . ... ... ... 29
2.10 Cardinaux des groupes d’automorphismes des trivecteurs de rang 8 de |
caractéristique différent2et3.. . . . . ... ... Lo Lo oL 30

2.11 Cardinaux d’orbites des trivecteurs de rang 8 de caractéristique dittérent |
2et3] . 31

4.1 Trivecteurs 2-scindables de rang 8 sur un corps fini de caractéristique |
| différentde 3 . . . ... .. .. Lo 52
B2 Lavariété Xq(ws,)| . . . . .. .. 53
4.3 Lavariété Xo(ws,)| . . . . . . .. 57
4.4 Poids et spectres des codes des trivecteursderang <8, . . . . ... ... 63




Notations

e S, support d'un trivecteur w.

o Aut(w) groupe de automorphisme de w.

o [F, corps fini a ¢ élément.

e Gy(IF,) groupe de Chevalley.

e O(w) l'orbite de w.

¢ ('(w) le commutant de w.

e p(w) le polynome radical de w.

e P*~1 I'espace projectif de dimension k — 1 sur F,,.

e V(n, q) I'espace vectoriel de dimension n sur un corps fini F,,.

e G(p,n) variété de Grassmann (ou Grassmannienne) de dimension p dans un espace

vectoriel V' dimension n.

e GL(n,q) groupe linéaire sur un corps fini .

e |GL(n,q)| = [n], cardinal de groupe linéaire GL(n, q).
ec; Ney... Neyindique ejes .. . €.

e wt(w) poids du code de w.

e A(w) spectre de w.

vi



Introduction

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K. La clas-
sification des trivecteurs est I’étude de 1’action du groupe linéaire GL(V') sur I'espace
vectoriel A*V. Comme A*V* ~ (A3V)*, on parle indifféremment des formes trilinéaires

alternées ou trivecteurs.

Pour classifier les trivecteurs, on utilisera le plus souvent les invariants, par exemple, le
groupes d’automorphisme d’un trivecteur w, Aut (w), car, deux trivecteurs w; et w, sont
équivalents si et seulement si leurs groupes d’automorphismes Aut (w;) et Aut (w2) le

sont. Plusieurs auteurs ont étudié les formes trilinéaires alternées.

Pour n < 7, la classification est completement déterminer par plusieurs auteurs, par

exemple A.M.Cohen et A.G. Helminck [4].

Pour n = 8, cette classification est déterminer dans le cas ou K = R[5], C [6], K (algébriquement

clos)[17], F, de caractéristiques différentes de 2 et 3[12,[18] et F.[21]].

Cette classification joue un role important dans la théorie des codes [8, 15} 20, 22, 30] et

les courbes elliptiques généralisée CCEG [1].

Es codes de Grassmann sont des codes linéaires associés au variété Grassmannienne
L G(p,n) des sous-espaces de dimension p dans I’espace vectoriel F; de dimension
n. Un systeme projectif [m, k] est un ensemble de m points (pas nécessairement distincts)
dans I'espace projectif P*~! de dimension k — 1 sur F, il est appelé non dégénérée

s’il n’est contenu dans aucun hyperplan. On utilise le systeme projectif pour définir



les codes de Grassmann C(p, n) donné par le plongement de pliicker de G(p, n) dans

P(APF}) et par les parametres m et k des codes C(p,n) :

"D 1) (P -1
(= (gr ' =1)---(¢g—1)

m = G(p.n)| = 1

()

d= qp(n—p)_

Pour p = 3, soit w le trivecteur correspondant a un mot de code de C'(3,n), et soit 1

I'hyperplan correspondant le poids du mot de w est définie par :
wtw)=|{P; : 1<i<n, P;¢H}

I1 existe une relation entre les classes d’équivalences des systemes projectifs [m, k] non
dégénérées et les classes d’équivalences des codes linéaires [m, k] non dégénérées. On
peut décrire ces codes en utilisant la correspondance entre les codes linéaires et les

systemes projectifs de ces codes sont décrits [29].

Les codes de Grassmann ont été introduits par C.Ryan [26] pour ¢ = 2, et par D.Y.Nogin
[14] pour ¢ quelconque, le spectre des poids de C'(2,n) et C'(3,6) a était déterminé aussi
par D.Y.Nogin dans [14}[15], et C'(3, 7) par K.V.Kaipa et H.K.Pillai dans [20], les poids
des codes des trivecteurs 2-scindables de rang 8 a été déterminer par M.A. Rakdi et

N.Midoune dans [22].
Dans cette thése, nous étudions :

* La classifications des trivecteurs de rang 8.

* Application : nous utilisons cette classifications pour déterminer les poids des codes

des trivecteurs de rang < 8.

Dans le premier chapitre, nous présentons des généralités sur les notions produit
extérieure, scindabilité, invariants, groupe d’automorphismes, commutant et polynéme
radical. Nous rappelons quelques définitions et propriétés de systémes projectifs et des
codes de Grassmann, nous reprendrons le résultat qui nous donne la correspondance

enter les systemes projectifs non dégénérées et les codes linéaires non dégénérées.

Dans le deuxiéme chapitre, nous rappelons l’essentiel des résultats déja connu sur



la classification des trivecteurs (les formes trilinéaires alternées) dans un espace de
dimension < 8. Nous donnons aussi les cardinaux des groupes d’automorphismes et
d’orbites des trivecteurs, on calcule le cardinal de chaque groupe ensuite on déduit le

cardinal de chaque orbite.

L’étude de spectre des codes sont liée a celle des cardinaux des d’orbites des trivec-

teurs.

Dans le troisiéme chapitre, nous reprendrons un résultat connu dans [20] qui donne les
poids et spectres des codes des trivecteurs dans un espace de dimension 7 sur un corps
fini.

Dans le dernier chapitre, nous présentons un résultat nouveau concernant la détermi-

nation des poids des codes des trivecteurs 2-scindables dans un espace de dimension

8.

Les notions non redéfinies proviennent de [4, 7, 11} 13, [14].



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Nous rappelons quelques généralités sur le produit tensoriel et produit extérieure,

systeme projectif et code de Grassmann [2],[14].

1.1 Produit tensoriel et produit extérieure

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K.
Définition 1. II existe un espace vectoriel sur V, notée V@ V qui se lit V tenseur V et une

application bilinéaire :
pr1: VxV = VeV
(u,v) = @1 (u,v)

tel que, pour toute forme bilinéaire :

pa: VXV — K

(u,v) +— o (u,v)

il existe une unique forme linéaire p : V @ V — K telle que :

P2 = @O P1.

VxV ‘v’ﬂK
dpy /‘a!p
VeV

'ensemble des formes bilinéaires de V' x V dans K, s’identifie I'ensemble des formes linéaires de

V®Vdans K



VX VEK) =~ (VoK)

et cette propriété caractérise V @ V.

OnposeT? (V) =VaVeV =gV
Définition 2. On note A3V le quotient de T?(V') par le sous-espace vectoriel engendré par les

éléments v; ® vy ® v3 011 v; = v; pour 2 indices i # j.
On appelle A3V la puissance extérieure 3—ieme de V.

On note v, A\ vy A\ v3 = 11 ® v @ vs qui se lit vy extérieur vy extérieur vs.

Remarques 1.
1) Pour vy, vy € V, 01 Avg = —va A0y C est -a- dire le produit extérieure n'est pas commutative.

2) En particulier, \°V = K, \'V = V.

Corollaire 1.

Soit V un K-espace vectoriel de base B = (ey, . .., e,), alors

(ejy A A ejy)i<ii<<js<n

est une base de N3V et

dim N*V = C2.

En particulier,

dim A" K" =1 et dimA* (V) =0 si n<3.

Définition 3. Une forme trilinéaire o de V* dans K est dite alternée si pour tout (vy,vq,v3) €

V3 vérifiant :

di,j€{1,2,3}, i # j, v =v;, alors p(vi,vs,v3) = 0.

Notons Alt;(V') I'espace des formes trilinéaires alternées.



Théoreme 1. Pour tout espace vectoriel V sur K, il existe une unique forme linéaire

w : A3V — K détermine une forme trilinéaire alternée w, : V3 — K par l'intermédiaire de

(Ul,vg,’Ug) c V3 M K
Alw

wy /‘
Ul/\Uz/\Uge/\?’V

tel que :

W1 = W O Wy
wo(v1, Vg, v3) = V1 A Vg A U3

w(vr A vg A vs) = wi (v, va, v3)
L’application w —— wy est un isomorphisme alors

NPV = APV~ Alts(V).

1.1.1 L’action de GL(V) sur Alt3(V) ou A3V
Définition 4. L'action du groupe linéaire GL (V') sur l'espace des formes trilinéaires alternées
Alts (V), est définie par :

Pour f € GL (V) et w: V3 — K une forme trilinéaire alternée, on a :

[rw (v, v9,v3) = w(f(v1), fv2), f(v3))

satisfaisant aux conditions suivantes :

pour tous fi, fo € GL (V') , w une forme trilinéaire alternée

1. (fio fo) w=f1-(f2-w)
2. Idy - w=w.
Définition 5. L'action du groupe linéaire GL(V') sur 'espace vectoriel A3V, est définie par :
pour tous f € GL(V),w € AV, fw = (A3f) (w) oit A3f est un endomorphisme de A3V,
définie par :
A f(vy Avg Aws) = fF(v1) A flva) A f(v3).

6



Du fait des isomorphismes A*V* ~ (A3V)* on emploiera indifféremment le langage des
formes alternées ou des trivecteurs.
L’étude est essentiellement consacrée au cas n = 8 et K = [F, un corps fini, ¢’ est -a- dire

l'action de G Lg(F,) sur A°F.

1.1.2 Support et rang

Soit w un trivecteur de A*V. On appelle support de w et on note S,, le plus petit sous-
espace F de V tel que w € A3F, sa dimension est le rang de w, noté rg(w).

Exemple 1. Pour w =e; A ey A es, rg(w) = 3.

- Soit w € A*V* une forme trilinéaire alternée , le radical de w est :
Rad(w) ={v1 € V, w(v1,ve,v3) =0, Yvg,v3 € V}.

- Si Rad(w) = {0}, on dit que w est non dégénérée ou de rang maximal.

Exemple 2. SiV = KSetw =€ ANea Aeg+e4 Aes Aeg, rg(w) = 6 et Rad(w) = {0}, donc

w est non dégénérée.

1.1.3 Trivecteur décomposable

Soit w un trivecteur de A*V. On dit que w décomposable s’il existe vy, vs et v3 dans V' tel

quew:vl/\vg/\vg.

Dans ce cas le support de w est le sous-espace vectoriel F' engendré par vy, vy et vs,
S. = vect{vy, vo,v3}, Cest a dire dim.S,, = 3 car {vy, v, v3} est un systéme libre puisque

w # 0.

Un trivecteur est somme de trivecteurs décomposables.

1.1.4 Eléments scindables

PourV =V, ¢ V,.



On dit que w € A*V est scindable s'il existe V; et V, supplémentaires dans V' tel que

wE VL @AV,

Si dimV; = 2, on dit que w est 2-scindable.
Exemple 3. Soit w € NPV tel que : w = ey NeaAes+esNesNeg = erA(eaNes)+esA\(esAeg) =

e1uy + eats donc w est 2-scindable.

1.2 Invariants et trivecteurs

Pour classifier les trivecteurs il est nécessaire d’utiliser les invariants nous utilisons 3

invariants : groupe d’automorphisme, commutant et polyndme radical.

1.2.1 Groupes d’automorphismes

Soit w € A3V le groupe des automorphismes de w, noté Aut(w), est le sous-groupe de

GL(V') des automorphismes de V' qui laissent w invariant :
Aut(w) = {f, feGL(V) N f(w)=w}.

L'orbite de w par GL(V') est en bijection avecl’ensemble des classes a droite GL (V') /Aut(w).
Exemples 1.

1. Soit V un K-espace vectoriel, avec dimV = 3.
Siws € N*V — {0}, il existe une base {e1, ez, e3} de V telle que w3 = ejeqe3.

Soit f € Aut(ws), alors A f(w3) = ws, donc

f(erezes) = ejeqes,

et d’autre part

f(erezes) = f(er) A flea) A f(es) = detrereses,

ce qui donne dety = 1 c-a-d Aut(ws) = SLs(K).

2. Soit V un K-espace vectoriel de dimension 6, calculons le groupe d’automorphisme de w1,
A6,1 = Aut(w(;,l),

ol We,1 = €1€2€3 + eqeseq.



I'ensemble (e1, e2,e3) U (eq, €5,e6) = Vi U V; est une partie stable pour f € Ag; i.e.
FVLUVa) € ViU Vs et comme Vi N Vy = {0}, donc {f(V1) C Vyet f(Va) C Va}ou
{f(Vi) € Vaet f(Va) C Vi},

ce qui permet de définir un homomorphisme de groupes ¢

SO:A6,1 — Z/QZ
1 sif(Vi) cViet f(Vo) C Vs

[ o) =
0 sif(Vi) C Vet f(Va) C VL.

Cela permet de définir la suite exacte :
1— A — A1 — Z)2Z — 1

oit A' = ker(p) = {f € GL(V), @(f) = 1}.
Evidemment pour f € A, donc f(Vi) C Viet f(Vo) C Vo, onprend f = f/V; et
fa=f/Va.

Donc la matrice de f est de la forme :

A0
( ) . Av = Mpg(f1), Ay = Mp(f2) € GL3(K)
0 A,

Comme f € Agq, alors N*f(we1) = w1 ce qui donne NP f(ereses) + A° f(eseses) =

e1exe3 + eqeseq, par suite
det Ajeieqses + det Asegeseg = e1e063 + €656,

d’ott detA, = detAy = 1 c’est a dire

A O
, Ay, Ay € SL3(K)
0 A

Alors A = SL3(K) x SL3(K).
@ est surjective car, p(idy) = 1 et o(f3) = 0 avec f; est définie par : {fs(e;) =
e, fa(ez2) = es, fa(es) = eq, f3(ea) = e1, fs(es) = e, fa(es) = es}.



Enfin nous déduisons la suite exacte suivante :

1 — SL3(K) x SL3(K) — A¢1 — Z/2Z — 1,

Aut(wg,) = SLy(K) x SLs(K) x Z/21.

1.2.2 Commutant

Le deuxiéme invariant a été introduit par B.Kahn ([9]). Si w € A*V*, on appelle commu-

tant de w et on note C'(w), I'ensemble des endomorphismes f : V' — V tel que :

w(f(v1),v2,v3) = w(vy, f(v2),v3) = w(vi, va, f(vs)), pour tout vy, vs,v3 € V.

Exemples 2.

1) Soit V un K-espace vectoriel de dimension 5, {e1, e, €3, ey, €5} une base de V, soit w € N3V

avec ws = €193 + €e16465,

Clws) ={f:V —V, w(f(e),ej ex) =wle;, fle), ex) =wles, €5, fler)), 1<i,j,k <5},

si f € C(ws) alors la matrice associée a f est de la forme :

fler)f(ea) f(es)f(ea) f(es)
ar B M ) e

ay Ba 2 Ao o | e
M(f): as P33 Az us | es-

oy By Ya A pa | €a

as Bs 5 A5 s/ es
Nous avons

(

w(f(e1),ea,e3) = w(er, flez), e3) = w(er, e, f(es))

et

w(f(e1),eq,e5) = wler, flea), e5) = wler, ea, fles)).

\

10



Comme

w(eh 62763) = w(€17€4,€5> =1

et

\w(ei,ej,ek) =0.

Alors

w(arey + agey + azes + agey + ases, e, e3) = w(er, frer + Baey + Paes + Baes + Pses, e3)
= w(ey, e2,71€1 + Y262 + Y3€3 + Ya€4 + V5€5)

Calculons

*xw(are] + ages + ages + ageq + ases, ez, e3) = ajw(er, ez, e3) + asw(es, ez, €3) + asw(es, ez, €3)
+ ayw(eq, €2, €3) + asw(es, ez, e3)

=a1+04+0+0

*w(er, Brer + Paea + Bses + Baes + Pses, e3) = Piw(er, er, e3) + fow(er, ea, e3) + Baw(er, e, e3)
+ Baw(er, e, e3) + Psw(er, es, e3)

=0+B2+0+0+0

*w(er, e, v1e1 + y2€2 + y3€3 + ae4 + y5€5) = Nw(er, €2, e1) + yaw(er, ez, e2) + y3w(er, ez, e3)
=+ ’74("}(61’ €2, 64) + 750'](617 €2, 65)

=73

= oy = [F2 = 73,

de
W(f(ﬁ); €4, 65) = w(ela f(€4)7 65) = w(eb €4, f(€5)),
ie.
w(arer + ages + azes + ageq + ases, eq,e5) = w(er, Adrer + Azea + Azesz + Ageq + Ases, e5)

= w(ey, eq, pr1e1 + poes + pzes + paeq + pises)

11



donc

w(arer + ages + ages + agey + ases, eq, e5) = aqw(er, eyq, e5) = ag
w(er, Ad1e1 + Ages + Azes + Ageq + Ases, e5) = Aw(er, eq,€5) = Ay

w(er, eq, ey + poes + f13es + pueq + fses) = psw(er, es, es5) = fis

= a1 =By =73 =\ = Us.

De méme
bi=n=M=m=a=m=N=ls =03 =0 =N =3 =04 =4 =y =
py = a5 = Ps =7 = As = 0.

Finalement, la matrice associée a f prendra la forme :

o 0 0 0 0
0 a;g 0 0 0
Mp(f)=10 0 a 0 0 |=als
0 0 0 a; 0

0 0 0 0 a

d'oit C(ws) = K.

2) Soit wg 2 le trivecteur ejegey + eseges + ereseq, calculons Cwg o) :
Nous avons

w(€1, €2, 64) = w(€2,€37€5) = w(€17€3, 66) =1
w(e;, ej, er) = 0.
Si f € C(wgz) alors

(

w(f(e1), ez, e4) = wle, f(ea), e4) = wle, ea, f(eq))

et

w(f(e2), es,e5) = w(ea, fles), es) = w(ea, e, f(es))

et

w(f(e1),e3,e6) = w(er, f(es), e6) = w(er, es, f(es))
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la matrice associée a f dans la base B = {e1, e, €3, €4, €5, €6} est de la forme :

ar B Mo 6
Qg B2 Y2 A2 p2 Oy
as B3 3 Az ps 03
s Ba Y4 M opa 04
as Bs 5 As ps 05

as Bs Y6 Ae Mo O

par un calcul direct on trouve :

w(f(e1), e, eq) = wler, flez), es) = wler, ez, fea)) = a1 = Ay = o

w(f(ez),e3,e5) = wlea, flez), e5) = wleg, e3, fles)) = Po =13 = ps

w(f(er), es, es) = w(er, f(es), es) = w(er, es, fles)) = ar = y3 = ds
et

ar=0F=13=M=us=0=A AEK.

Nous avons aussi

w(f(e1),ea,e3) = w(er, flez), e3) = wler, e, f(es))
Sas=—Fs=nu=0 BeK

w(f(ei), e, ex) = wlei, fle;), ex) = wlei, €5, f(er)) =0
>m==a=a=0=F=0=0C0=1=%"=7%="7

Z/\lZ/\QZ)\3=)\5=>\6:M1=/~L2=M3:M4=/~L6=51=52

:53:54:55:0.
0 0 B
, A0
Donc, la matrice Mg (f) = ( ) ot A= XN ,D = XNgavecC= 1|5 0 0
C D
0 -8 0
ou )\, p e K,
désignons par ¢ : V. — V 'application linéaire définie par c(e1) = es, e(ez) = —eg,

e(es) = ey, e(e;) = 0,sii € {4,5,6}, donc f = Nidy + e, €2 = £ o e = 0 ce qui prouve
que C(wg2) = Ke], ot e2 = 0.
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1.2.3 Polyndme radical

Le troisiéme invariant a été introduit par Hora ([21]), le polyndme radical de w. Soient
V un espace vectoriel de dimension n sur un corps fini I, et w une forme trilinéaire
alternée.

On fixe v € V, on défini le radical Rad,,(v) de v par :
Rad,(v) ={u eV, w(v,u,z)=0, Vze€ V}.
Le rang de v et le codimension de Rad,,(v) dans V,
ie. r,(v) =n—dimRad,(v).

On pose
p(w> _ Z :Cr(v)ynfr(v).

veV

p(w) est un polyndme homogene de degré n, il s’écrit sous la forme :
n—1
p(w) _ Zaixzynfz’
i=0

-1
avec y oy o; =q".
Exemple 4. Soit V un espace vectoriel de dimension 5 sur Fo, pour ws = e;(eses + eqe5) =

e16263 + €e1e4€s5.
_\d ) 5—i 4 _ 95 _
Calculons p(ws) = Y .y ox'y> " avec Y ,_ oy = 2° = 32.

dimRad,,(0) = 5,doncr,,(0) =0, ay =1,

il existe 15 vecteurs :

€9, €3, €4, €5, 1+ €3, 62 1 €4, €5 + €5, €3 1+ €4, €3 + €5, €4 + €5, €9 4 €3 + €4, €9 + €3 + €5, €9 +
€4+ e5,e3+e4+e5,62+e3+eq+ e

oit le radical est dimension 3 donc r,,, (v) = 2, ag = 15,

il existe 16 vecteurs :

€1,e1teg,e1+e3,€1+¢€4,€1+€5,e1+€2+€3,€1+€2+€4, €1+e2+€5,e1+€3+€4,€1+€3+€5, €1+
estes,e1tex+e3tey,e1+extegtes e +ex+estes,e1+estestes e +es+eztestes

oit le radical est dimension 1 donc r,,,(v) =4, oy = 16.
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D’ot1 le polynome radical de ws est :

p(ws) =9 + 152%y> + 162y, avec 1+ 15+ 16 = 32 = 2°.

1.3 Systemes projectifs et codes de Grassmann

1.3.1 Systéme projectif

Le langage des systéemes projectifs ([28], Sec.1.12) est un outil pratique pour étudier les
codes linéaires.

Définition 6. Un systéme projectif [m, k| est un ensemble de m points (pas nécessairement
distincts) de l'espace projectif P*~! de dimension k — 1 sur F,.

Définition 7. Deux systémes sont équivalents s'il existe une transformation projectif du P*~!
qui fait correspondre I'un d’eux a I'autre.

Définition 8. On appelle code de longueur m, de dimension k, un sous-espace vectoriel de IF;".
Les éléments de ce sous espace vectoriel C' sont appelés les mots du code.

Définition 9. Un code C est non dégénérée s'il n'y a pas de i tel que c; = 0 pour tous les mots

de code c = (cy,...,cp) € C.

Pour un code linéaire C' de parametres [m, k|, nous pouvons construire un systéme

projectif associé comme suit : Considérons les formes z; :

x; C — I,

(Clyeevtm) — ¢

Les restrictions z;|¢ sont des fonctions linéaires sur C, c’est-a-dire des éléments de
'espace vectoriel dual C*. Si le code est non dégénérée (c’est-a-dire que tous les ;|
sont différents de zéro), alors les fonctions z;|- fournissent m points «; dans 'espace

projectif PC = PF~1,

Un mot de code non nul ¢ € C correspond donc a un hyperplan H(c) C P*~! et son

poids est le nombre de formes des coordonnées, c’est-a-dire

wt(c) =|{z; | i ¢ H(c)} | (1.1)
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Pour la distance minimale d de ce code, nous avons

d=ming {z; | ;¢ H}| =m —mazxy {z; | T; € H}|. (1.2)

Inversement, étant donné un systéme projectif {zy, ..., z,} dans P*~! = PV on peut
construire un code linéaire associé de la maniére suivante : soulever arbitrairement

chaque z; € PV en un vecteur y; € V' et considérer 1'application suivante,
(Y15 Ym) V=

Son image est un code. Si le systéme projectif n’est pas dégénérée, c’est-a-dire qu'il n’est
pas contenu dans un hyperplan, alors le code ainsi obtenu est un [m, k]-code .
Rappelons que les deux codes C; et (5 sont appelés équivalents si C; peut étre obtenu a
partir de C; par transposition de coordonnées et multiplication par des éléments non
nuls de F,.

Théoréme 2. II existe une correspondance biunivoque naturelle entre I'ensemble des classes

d’équivalence des [m, k|-systémes projectifs non dégénérées et I'ensemble des classes d’équiva-

lence des [m, k]-codes linéaires non dégénérées.

1.3.2 Codes de Grassmann

Soit V un espace vectoriel de dimension n sur un corps fini F,. Notons V' = V'(n, q).
Définition 10. La variété de Grassmann (ou Grassmannienne) G(p,n) est la variété de tous

les sous-espaces de dimension p d'un espace de dimension n.

G(p,n) ={Vp,q) | V(p,q) CV(n,q}

Remarque 1.

Comme q est le cardinal de F,, donc V (n, q) comporte exactement g™ — 1 vecteurs non nuls.

Le nombre des points g-rationnels de G(p, n) est le nombre de sous-espaces de dimension p dans
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V(n, q) qui est égal au coefficient binomial de Gauss :

nl_ (¢"— D(g" ' =1)--(¢" P = 1)
p (=Dt =1) (g - 1) (1.3)

q

Les points [F-rationnels du Grassmannien G(p, n) peuvent étre identifiés avec le sous-
ensemble de P(APV) ~ p(;)— correspondant aux éléments décomposables du produit

extérieur APV.

Le plongement de pliicker de G(p, n) dans P(;) " est définie par:
G(p,n) = PG,

qui peut étre défini :

pour un sous-espace L de  engendré par p vecteurs ey, . .., ¢, considérons le produit

extérieur e; A ... Ae, € APV, et le point L est

L=l A...Ney) € PAPYV) = PG,

Le point L ne dépend pas du choix de la base de L.

Considérons maintenant le systeme projectif [m, k] c’est I’ensemble de tous les points

[F,-rationnels de I'image de plongement de pliicker.

D’apres le théoreme P il existe des codes linéaires de parameétres m, k. Nous les appelons

codes de Grassmann, donc

G(p,n) (F,) < P!~ [m, k], — code C(p,n).

Calculons la distance minimale en utilisant (1.2).
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Théoréeme 3. [14] La distance minimale d’un code associé au Grassmannien G(p,n) est

d = qp(n—p)

Proposition 1. [14] Tout hyperplan H contenue dans \PV,, est un hyperplan de type

H,={J €NV, &'ANw=0} (1.4)

pour quelque w € \"7PV,,.

En effet, un hyperplan peut étre considéré comme un élément d'un espace dual (APV)*,
et par la dualité (A\PV)* = (A" 7PV).

Proposition 2. [15] Soit w € A" PV, e € V. Alors e Aw = 0 si et seulement siw = e A w', oil
w € APV

Remarques 2.

1. Une base de V (n, q) est une famille de n vecteurs linéairement indépendants. Donc le nombre

de bases de V sur F, est :

| GL(n,q) |=[nlg = ("= )" —q)--- (¢"— " 7).

2. Le cardinal du groupe linéaire GL(n, q) est donné par :

GL(n,q)| = |GLa(Fy)| = (¢ — DISLL(F,) = ¢" 7 [[(@ - 1),

i=1

01 aussi
|GL,(F,)|

G nap = G”L IF = ’
| ( >| | P( Q)| ‘GLp(]Fq” ) |GLn_p(IE‘q)‘ . qp(n*p)

oit G, p(IF,) est la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension p de F7.

3. Pour XY € V(n,q), on définit une relation d’équivalence ~, comme suit :
VX, Y e V\{0}, X ~Y s INeF, ¥V =)X
L’ensemble des classes est,

(V(n,0) \ {0})\ ~ = {X, X € V(n,q) \ {0} = PG(n — 1,q).
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Ot PG(n — 1, q) c’est l'espace projectif de dimension n — 1 sur un corps fini.

Le nombre de points de PG(n — 1, q) est donné par :

‘<V(nc’]q_)}{o}>’ = qq”_—ll = |PG(n—1,q)| = [P"7|.
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CHAPITRE 2

CARDINAUX DES GROUPES
D’AUTOMORPHISMES ET D’ORBITES

DES TRIVECTEURS DE DIMENSION < &

Dans ce chapitre , nous rappelons 'essentiel des résultats connus sur la classifi-
cation des trivecteurs de dimension n < 8, puis nous déterminons les cardinaux des
groupes d’automorphismes et d’orbites sur un corps fini.

Lemme 1. Soit V' un espace vectoriel de dimension n sur un corps fini IF,. Le cardinal de

Aut(w?), i < n des trivecteurs dans N> K™ est donné par :
|[Aut(wi')| = |GLn—s(F,)| - |Aut(w;)] - ¢"" (2.1)

Lemme 2. Soit V' un espace vectoriel de dimension n sur un corps fini K = F,. Le cardinal de
Aut(w?) et U'orbite O(wl'), de trivecteur de rang inférieur a n, dans N3K™, 3 < i = rg(w) <
p < nest donné par :

1)

(n—p)(ntp—1)
2

| Aut(w}')] = g (" = 1) (@ = 1) Aut (W) (2.2)
2)

my (@ =1)- (P = 1) P
0(w])| = = 1) (=) O(w))] (2.3)
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2.1 Cardinaux des groupes d’automorphismes et d’orbites

des trivecteurs en dimension 6

Nous calculons les cardinaux des groupes d’automorphismes des trivecteurs des
rang inférieur ou égale 6.
Théoreme 4. [24] Soit V' un espace vectoriel de dimension 6, sur un corps fini IF,, et soit (e;),

1 <'i < 6 une base de V. Tout trivecteur de N3V de rang < 6 équivalent a I'un des trivecteurs :

Wi Trivecteur Aut(w;)

w3 e1€963 SLs(F,)

ws e1(ezxes + eqes) Spa(Fy) x Fy

We.1 e1ese3 + eseseq (SL3(F,))* x Z/2Z
We.1,d, e1(eseq + eseg) + ea(eseg — dyeges) sicar Fy # 2 SLs(Fp2) % Z/2Z

We,1,ds €1 (6263 + 6465) + 66(6264 — d2€365 -+ 6465) Si car Fq =2 SLg (FqZ) X Z/2Z

We.,2 €1€9€4 + €9€3€5 + €1€3€4 GL3 (Fq) X Fg

TABLE 2.1 — Trivecteurs de rang < 6 sur F,.
OT:[, d1 ¢ (Fq*)z, d2 S (Fq*)2.

1) Cardinal de Aut(w?)
- Pour i = 3,5, nous utilisons ([2.1)), on a

|[Aut(wg)] = ¢"(¢° = 1)*(¢* = 1)*(¢ — 1)

(2.4)
|Aut(wf)| = ¢"*(q — 1)*(¢* — 1)(¢* — 1)
- Cardinal de O(w?)
GLg(F
Ona |O(w))| = %
donc Z
0§ = (¢* = (¢’ + 1)(¢* + 1) (2.5)

O(ws)l = *(¢° = D(¢* = D(¢* +q+1)

2) Cardinal de O(ws,)

Les cardinaux des groupes d’automorphismes des trivecteurs de rang 6 est
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donné par :

| Aut(we,1)| = |Z/2Z] - |SLs(F) [ = 2¢°(¢° — 1)*(¢* — 1)?
| Aut (we1.d10,)| = |Z/2Z] - |SL3(Fy2)| = 2¢°(¢° — 1)(¢" — 1)

| Aut(ws2)| = [FG| - |GLs(Fy)| = 4" (¢° = 1)(¢* = 1)(¢ — 1)

donc le cardinal de 'orbite de ws ; est donné par :

O(we)] = 1GLeEa)|

,d’ottona
[Aut(ws,)]

O(we,1)| = 5¢°(¢° — D)(¢* + 1)(¢* + 1)(g — 1)
0(we,1.d000)| = 30°(¢° = 1)(¢* — 1) (¢ = 1)(¢ — 1)

O(we2)| = ¢*(¢® = 1)(¢° — 1)(¢* = 1)
Les cardinaux d’orbites des trivecteurs de rang < 6 sont :

0Ws)| = (¢° = 1)(¢® + 1)(¢* + 1)

OWE)l =*(¢" = 1)(¢" = )(¢* + g+ 1)

0o = 3¢°(6 ~ V(@ + (g + (g — 1) 26
0Wsraa)] = 56 ~ Dia® (e~ (g~ 1)

O(we2)| = a*(¢" — 1)(@* = 1)(¢" — 1)

2.1.1 Spectres des codes des trivecteurs de rang < 6

Rappelons les principaux résultats déja connus sur les spectres des codes des trivecteurs

de rang < 6 cité dans [15].
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Théoréme 5. Les poids des codes des trivecteurs de rang < 6 sur Iy, w;, 3 <1i < 6,2 sont :

t ws)

<

=

tws) =¢"+4¢"

4

=

(

(
twer) =" +q" +¢° -
wt(weia) =¢" +q +¢°+¢*
(

wt WGQ)—C] +q"+ ¢

Théoréme 6. Les spectres des [(¢* +¢* +q* +q+1)(¢*+1)(¢? +1), 20, ¢°]-codes des trivecteurs

associés a la variété grassmannienne G(3,6) sont :

Alws) = (¢ = (> + 1)(¢* + 1)
Aws) = ¢*(¢° = 1)(¢" = 1)(¢* +q+1)

Al = 506 = D@ + (g +1)(g ~ 1) 27)
S0(@ = D@~ (@~ (g~ 1)

Aws2) = ¢*(¢° — (¢ — 1)(¢* — 1)

A(we1,d1dy) =

ot A(w;) désigne le nombre des mots de code de poids wt(w;).
Remarque 2. Remarquons que les poids wt(ws), wt(ws), Wt(we 1), Wt(We 1,dyd, ), Wt(we 2) sont

différent deux a deux, en plus si w ~ w; alors wt(w) = wt(w;).

Dans ce cas, le nombre des mots sont exactement les cardinaux d’orbites des trivecteurs, c’est a
dire

Alw;) = [0OW?)], 3<i<6,2.

2.2 Cardinaux des groupes d’automorphismes et d’orbites

des trivecteurs en dimension 7

2.2.1 Classification des trivecteurs en dimension 7

Théoreme 7. [4] Soit V un espace vectoriel de dimension 7, sur un corps fini F,, et soit (e;),

1 <'i < 7 une base de V. Tout trivecteur de N*V de rang < 7 équivalent a I'un des trivecteurs
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dans le tableau suivant :

Nome Trivecteur

W3 €1€2€3
Ws 61(6263 + 6465)
We,1  €1€2€3 + €4€5€5
We,1,d, 61(6364 + €5€6> + 62(6366 — d1€4€5) si car ]Fq 7é 2
We,1,ds 61(6263 -+ 6465) -+ €6<€264 — d263€5 —+ 6465) si car Fq =2
W2  €1€2€4 1+ €2€3€5 + €1€366
W771 €1 (6263 + €4€5 -+ 6667)
Wr2 W71+ €2e4€6
Wr.3 €1€2€3 + €1€4€5 + €2€6€E7
W7737d1 61(6265 + 6367) + 64(6263 + d165€7) + €6€E5€3 Si car Fq 7& 2
W73 d, 61(6263 + 6465) + €6<€264 — d263€5 + 6465) + ejeger si car Fq =2
w7,4 61(6263 + 6465) + €9€4€E¢5 + €3€5€E7

wrs W7o T ezeser

TABLE 2.2 — Trivecteurs de rang < 7 sur F,.
ot dy ¢ (]Fq*>2, dy € (Fq*>2.

Les groupes d’automorphismes des trivecteurs de rang < 7 sur I, sont dans le tableau

suivante :
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w;  Aut(w])

ws  F2(SL(3,q).GL(4,q))

ws  FL.(GL(2,9) - (Sp(4,9).F;))

w1 (FS-(SL(3,q).SL(3,q).F})).Zy
wWora (FS.F:.SL(3,Fp)).Z, sicarF, #2
we2 Fi'.(GL(3,q).F})

wr.1 FS.(Sp(6, q).Fy)

Wr.2 F;Q.(GL(?), q).F;)

wr3 (F;O-(GL(Z q).-GL(2,q))).Z,
Wr.3.d (]F;O(GL(Q, F,2)).Zy sicarF, #2
wra  Fg.((GL(2,9).GL(2,q)) /F)

wrs  Gao(Fy).us

TABLE 2.3 — Groupes d’automorphismes des trivecteurs de rang < 7.
Ou u3(F,) = {z € F*,, 2® =1}
On calcule le cardinal de chaque groupe en suite on déduit le cardinal de chaque orbite.

Le tableau suivante donne les cardinaux | Aut(w])|, des trivecteurs de rang < 7:

wi | Aut(w])]

wy gt = 1)@ =D - 1D)*(g—1)
ws  q°(q" —1)(¢* = 1)*(q — 1)
We,1 26112(93 - 1)2(q2 )2((1 —1)
weia  2¢(¢° —1)(¢* = 1)(g—1)
we2 ¢ (¢ —1)(¢* = 1)(g —1)?
wrn ¢ =1 =1 -1)(g—1)
W2 q15(q3 1)(q2 —1(g—1)
w73 26_112(92 - 1)2(q - 1)2
wrza 2¢"(¢* —1)(¢* — 1)
W74 qlo(q2 - 1)2(q —1)
W5 5q6(q6 - 1)(Q2 —1)

TABLE 2.4 — Cardinaux des groupes d’automorphismes des trivecteurs de rang < 7.

1 sipged(qg—1,3) =1
Ou ¢ est défini par ¢ =

3 sinon
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_ |GL(F,)|

Puis nous calculons les cardinaux O(w)), i < 7, tel que |O(w])| = Aut@])] -
ut (w)

wi O]

ws ("= =1)(@+1)/(¢* = 1)
ws Pl =)@ =D)(¢*+@+1) (¢ +q+1)

wer  30°(¢" =)@ = D(@+1D(¢*+1)
wera 34°(q" = 1)@ = 1(¢* —1)(¢> = 1)
wez q'(¢" = 1(¢° = 1)(¢° —1)(¢" —1)/(g—1)
wra o ¢°(¢" = D(¢° = 1)(¢’ - 1)
“(¢" = D(¢° - (" - (¢" — 1)

q

q
Wwra (
1
wr3 g
1

2

wra ¢ =D - - -D(*+1)
1% =D = 1)(¢* = D)(¢* = 1) (g — 1)

TABLE 2.5 — Cardinaux d’orbites des trivecteurs de rang < 7.

W75

2.3 Cardinaux des groupes d’automorphismes et d’orbites

des trivecteurs en dimension 8
Théoreme 8. [18] Sur un corps fini de caractéristique différent 2 et 3, il existe 20 orbites des

trivecteurs de rang 8. Dans une base e;, 1 < i < 8, de V, le représentant de chaque orbite dans

le tableau suivante :
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Nome Trivecteur

Ws.1 e1(eges + eqes) + egeres
Ws.2 eq(ezes + eqes + eger) + eseges
Ws.3 e1(eseq + eseg) + ea(eses + eres)
Ws 4 e1(ezes + eseq) + eq(eres + eses)
W8 4.dy es(e1ea + esey) + egleres + diesey) + er(ereq) + es(ezes)
Ws 5 e1(eges + eqes) + eg(ezes + ereg)
W8.5.d; e1 (eseq + eres + eges) + €2 (ese3 — dieqes)
W85 ds e1(dseseq + dseseg + eres) + ea(eses + eqer + eges)
Ws.6 e1(eges + eges + eger) + es(eses + eseq)
Ws.7 e1(ezes + eges + eger) + ea(eseq + eres)
ws 8 e1(ezes + eseg + eqer) + egeres + eseqes
Ws.9 e1]ea(es + e4) + eseqg) + ezeser + eqepes
Ws.9.d, es (ese1 + dieges) + e4 (esex + eger) + er (erea + esep)
W8.9.ds es [(es + e4) e1 + eveg| + esa(eg + e7) e1 + ezeq] +

es (eser + egey)
Ws,10 e1 (eges + eger) + eseses + eseqseq + egeser

w87107d1 €5 (6162) -+ €g [6263 + (61 — 68) 64] + €7 [6264 + (d161 — 68) 63]

w811 e1 (eser + eseq + eges) + es (ege3 + eger) + eseqeq

Ws 12 er [(eqs —er) (e3 — es) + eser] + ea (eseq + e5e6) + egeres

w8,13 €1 [65 (63 + 67) —+ 6864] -+ €9 (6364 -+ €5€6> -+ €gErEyg
W8,13,d; es[(e2 — e1) er + dieses + dieges] + es (eser + eser) +

eg (eae5 + dyeqey)

oitdy & (Fp)% ds & (Fp)3.

TABLE 2.6 — Les trivecteurs de rang 8 sur un corps fini de caractéristique différent 2 et 3.

Le tableau suivante donne les trois (3) invariants Aut(w), C(w) et p(w) des trivecteurs

de rang 8.
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w Aut(w) (Midoune et Noui) C(w) (Noui) | p(w) (sur K = Fy) (Hora et Pudlak)
wsy | (SL3(K) x SPy(K) x K*) - K* KxK (4 + 1522° + 162%y) (4 + Tay)
ws 2 ((SLa(K))? x (K*)?) - U(16) K[e] y® 4+ 19228 + 108x%y* + 12825y
ws.3 ((SLy(K))? x (K*)?) - K® K|e] Y8 + 6225 4 89x*y* 4 1602°%>
wga | (((SLa(K))? x (K*)?) - K'?) - Zy K yB + 9228 4 1022%y* + 144252
wes | ((SLa(K))? x K*)- K°) - S K Y8 + 92298 + 10224y + 14425y
w6 (SLy(K) x (K*)?)-U(13) K Y8 4 3225 4 762 y* 4 176205
ws,7 (SLy(K) x (K*)?) - U(16) K y® 4+ 7Tx2y8 4 56xty* 4 192202
wg g (SLy(K) x (K*)?)-U(9) K y® + 222y% 4 53zty* + 20025y
Ws,9 (K*)*-U(9)) - Ss K y® 4 3228 4 762yt 4 1762052
Ws,10 ((SLy(K) x (K*)?) - K®) - Z K y® + 22y8 + 58xy* + 19625y
ws i1 | ((SL2(K) x K7) - U(12)) - M3<K) K B 4 2295 4 304yt + 224252
Wg, 12 (PGLy(K) x K*) - K° K Y8 + 352y 4 220252
ws,13 (PGL3(K) X Zs) - ps(K) K Y8 + 4924y + 206252

TABLE 2.7 — Les invariants des trivecteurs de rang 8 sur un corps fini.

2.3.1 Cardinaux des groupes d’automorphismes et d’orbites des tri-

vecteurs dégénérées

Les cardinaux des groupes d’automorphismes des trivecteurs de rang inférieur a 8 est

donné par la table :
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Wi

]
Ws
We,1
We,1,d1da
We,2
w71
Wt 2
w73
W7,3,d1do
W74

W75

¢**(¢° = D(¢* = 1)(¢* = 1)*(¢* = 1)*(¢ — 1)
¢*(¢" = 1)(¢® = 1)(¢* = 1)*(¢ — 1)°

2¢"(¢* = 1)*(¢* = 1)*(¢ = 1)

2¢"(¢° = D)(¢* = 1)(¢* = (g — 1)

*(¢® = D(¢* = 1)*(g — 1)

¢**(¢° = 1)(¢" = 1)(¢* = 1)(¢ — 1)?

¢*(¢* = 1)(¢* = 1)(g— 1)

2¢"(¢* = 1)*(¢ = 1)°

2¢"(¢" = 1)(¢* - (¢ - 1)

q""(¢* = 1)*(¢ — 1)
eq®(¢® = 1)(¢* = 1)(¢ — 1)

TABLE 2.8 — Cardinaux des groupes d’automorphismes des trivecteurs de rang < 8.

Puis, pour calculer le cardinal O(w?), i < 8, nous utilisons la formule (2.3) pour n = 8 et

p = 7 dong,

0(wf)| = -

81
x |OW])|, 3<i<T.

? q871 -1

Nous obtenons le tableau suivante :

wi  |O@W)|

ws ("= +D)(E+1)(*+1)

ws  ¢*(¢" —
We,1 %qg

1
We,1,d1d> 39

We,2 q*(q
wr.1 q6 (q
W72 qﬁ (q
w73 %qg
W7.3,d1ds %qg
Wr.a qll (q
w75 %q o

=D = D¢+ D(¢*+1)(¢* + 1)
~ (" =1 - 1)(¢* - 1)

- D@ = D@ - )@+ )@+ 1)(¢*+q+1)

- D" =@ -1 +q+1)

=@ = 1(¢® = 1)(¢® = (> + (g + 1)
~D(¢" =) - D@+ 1)(¢*+1)(¢* + ¢+ 1)
= 1(¢" = 1(¢° = (¢ = 1)(¢’ = 1)

TABLE 2.9 — Cardinaux d’orbites des trivecteurs de rang < 8.
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2.3.2 Cardinaux des groupes d’automorphismes et d’orbites des tri-

vecteurs non dégénérées

Dans [18], on trouve la classification des trivecteurs de rang 8 sur un corps finis de

caractéristique différent de 2 et 3. Les tableaux suivantes donne les cardinaux des

groupes d’automorphismes et d’orbites :

Wws.i

ws 1
Ws.2
ws,3
W8 4
Wse.4,d;
w5
Ws,5,d;
W8.5,ds3
Ws.6
ws,7
Ws 8
Wws.9
W8,9,d;
W8,9,ds
Ws 10
W8,10,dy
Ws, 11
wg.12
wg 13

Ws,13,d;

| Aut(wg, )|

¢"'(¢* = 1(¢* - 1)(¢* = 1)*(¢ - 1)
q"%(¢* = 1)*(¢ - 1)?
q"(¢* —1)*(¢ — 1)?
2¢'(¢* = 1)*(q — 1)
2¢"(¢* = 1)(¢* = 1)
6¢°(¢* —1)*(¢ — 1)

2¢°(¢* = 1)(¢* = 1)(g— 1)
3¢°(¢° = 1)(g— 1)

q"(¢®> = 1(g — 1)

q"(¢* = 1)(g — 1)

¢"(¢*> = 1)(g — 1)

64°(¢ — 1)°

2¢°(¢° = 1)(g — 1)

3¢°(¢° = 1)

2¢"(¢° = 1)(g — 1)

2¢"(¢* = 1)°

(¢’ + 1)(¢* = 1)

TABLE 2.10 — Cardinaux des groupes d’automorphismes des trivecteurs de rang 8 de

caractéristique différent 2 et 3.
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Wws i

|O(ws.i)|

F+1)(*+q+1)

~— ~— =

ws.3

~—~~ I/~ ~~

~— ~— ~— ~— ~—
~—~~

~— ~— ~— ~— ~~—

~— ~— ~— ~— ~~—
P

~— ~— ~— ~— ~—
N N e T

~— ~— ~— ~— ~—

114
59

wsg 4

1 14
54

W8 4.d;

1,19
64

ws,5

1,19
59

W8 5,d;

q19

1
3

W8.5,ds

~—

~— ~—

~—

~— ~— =

Wws.6

Wws.8

—~

—

+ — —~
jwy] — —
S~—

i Q.lq
+ =t =
lw I e = T S |
+ 1+ +
o I~ I A A A A a)
. . e e -

~— — ~— ~— ~— ~~—
P

— — — — — —
_ _ _ _ _ _
< < < < ™ <
=) =) = =) =) =
S~— ~— ~— S~—r S~— ~—
—~ e ) ) e ~~
i — i i i —
_ _ _ _ _ _
0 0 10 0 0 10
=y = = = i) =
~— ~— ~—~ ~— ~—" ~—~"
~—~ ~~ ~ —~ —~
i i i i i —
_ _ _ _ _ _
© el © © Nel el
=y =y = =y =y =

~— — ~— ~— ~— ~—
P

~— ~— ~— ~—t vt ~—
P

i — i
_ _ _
0 o0 0 0 o0 o0
= = = = = =
N~— SN~— N~— N~— SN~— S~——
(=] D =] — — 0
— — — ™~ o~ —
= = = = = =
O —HN —H[Mn —H N —H N W
— n 5
i~
o = < = S a
0 [=2] =] o5 = 0
3 ) ) 3 6 3
3 3 3

~—

~—r

~—

~—r

Ws 12

(¢ =1)(¢" = 1)(* = D(¢" = D(¢" = 1)(¢g — 1)

1
2¢e

Ws,13

3¢°(¢" = D(¢" = D(° = D(@ = (¢" = D(¢® = 1)*(¢ = 1)
TABLE 2.11 — Cardinaux d’orbites des trivecteurs de rang 8 de caractéristique différent 2

et 3.

Wsg,13,d;

Comme la somme des cardinaux d’orbites est égal au cardinal de I’espace A’F;. Ceci

signifie que la classification est compleéte sur un corps finis de caractéristique différent 2
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CHAPITRE 3

SPECTRE DES CODES ASSOCIES A LA

VARIETE GRASSMANNIENNE ((3,7)

Dans ce chapitre , nous reprendrons les résultats des spectres des codes des
trivecteurs de rang < 7 déterminer par K.V.Kaipa et H.K.Pillai [20].

Les parametres des codes associés a la variété grassmannienne G/(3,7) sont :

("= 1)(¢® —1)(¢° - 1)
(@ -D(P-1)(g-1)"

m=|G(3,7)| = k=35et d=q".

3.1 Poids des codes des trivecteurs en dimension 7

Définition 11. Considérons 'application suivante :

b Vo o— AZVF

VO LW

ol v, est I'opération de multiplication intérieure est définit par :
(Low, B) = (w,v A B), VB € AV,

oit, (,) c’est I'appariement entre NVV* et NIV pour j.
Soit A € A’V* une bivecteur, pour tout k > 1, le k-Pfaffian de A noté Pfy()\) € A%V

définie par :

LA A PE_1(A) = ,PE(\), Yo €V (3.1)

Ou Pfy(\) =27 = L(AA -~ AX) et Pfy(N) = 1.

Proposition 3. (k-Pfaffian des bivecteurs)
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1) Soit A € A?*V* un bivecteur, X # 0, pour tout k > 1il y a un unique élément Pf,(\) €
NV vérifier (3.1))
2)
k
Pfe(Ar 4 A) = Y PEj(A) APE_;(Na). (3.2)

=0
3) SiPf,.(\) # 0et Pf,11(\) = 0alors le rang de X\, rg(\) = 2r.
Proposition 4. Soit \; € A*V i = 1,...,n, n bivecteurs, alors

1) Pourn > 2

Pg(i i) Z Pfa(A Z A\ (33)

1<J

2) Pourn >3

PfS(zn: Ai) = Zn:PfSO\i) + Z [(APEa (X)) + Pla( X)) Aj] + Z AiNiAk (3.4)

1<i<j<n 1<i<j<k<n

Preuve.

1) Pour n > 2, on utilise la formule (3.2)), soit \; € A2V :

(ZA) Pfa(M + (A2 + -+ )

=Pfo(A) +Pfa(da 4+ X)) F A (Da + -+ )
= Pfo(A) + [Pfa(A2) + Pfa(As + -+ An) + A2(Az + - + 2]

FA A+ )

n—2

*Z% )+ P2 (A1 + An) + D Aid
1<J
n—2

= Z Pfa () + [Pha(Ano1) + Pfa(An) + Ano1dn] + 3 Aidj

1<J
= Z Pfy(\) + Z Aidj.
i=1 i<j

2) D’apres (3.2), Pourn =2,0na:

Pf3(A1 + A2) = Pf5(A1) + Pf3(A2) + A\ Pfa(As) + Pfa(A1) Ae.
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Pourn > 3:

Pf, (

n

PO

i=1

) =Pfs(M+ Ao+ + X))

=Pls(Aa+ -+ ) + MPla(da+ -+ X)) + Pla( M) (Do + -+ An)
+ Pf3()Ay)
=Pfs(Aa+ -+ M) + A1 | DUPE(A) + D> XAk | + D Pa(A)
j=2 j<k j=2
+ Pf3(A1)
=Pls(Aa+ -+ Aa) + 3 MPHOG) + D MAe+ > Pha(M)),
Jj=2 j<k j=2

+ Pf3(\)

n—2

n—2 n—2
=Pls(Ano1 4 An) + D APR ) + Y AdAk+ > Pha(A))

i<j i<j<k i<j
n—2
+ ) Pfs(\)
i=1

n—2 n—2

n—2 n—2
+ Y CANPERA) + D A+ Y Pha(A)X; + > Pfa(A)
=1

i<j i<j<k i<j

:i:Pfg()\,»)—i— > NP FPRADNT+ Y AN

1<i<j<n 1<i<j<k<n

Remarque 3. Si \; € A’V i = 1,...,n, n bivecteurs décomposables, alors

1) Pourn > 2

2) Pourn >3

PO X)) =D A\
=1

1<j

P> A= Y AN
=1

1<i<j<k<n

3.1.1 Poids des codes des trivecteurs dégénérées

Soit V' un espace vectoriel de dimension 7.

Proposition 5. [20] Soit w € A3V un trivecteur de rang < n, alors le poids d” un code C' est
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donné par :
wt(w) = ¢ w(®),
ol & est un trivecteur d'un espace de dimension n — r.

Preuve. Nous avons
3]y - wt(w) = [{[v1, va, v3], (w,v1 Ava Awz) # 0}

ol [vy, v2, v3] désigne une matrice n x 3 avec des colonnes vy, vy et v3. Pour un trivecteur w
en termes dans la base duale {ey, ..., e, } estindépendant de e,,_, 11, . .., e,, les dernieres
lignes de la matrice sont arbitraires. De plus, si la sous-matrice [u, us, u3] formé par les

premieéres n — r lignes, alors

[8q - wt(w) = ¢ [{[ur, ua, ug], (@, ur Auz Aug) # 0}
= ¢ (3], - wt(®)

= ¢ - wt(@).

]

La proposition [flmontre que pour calculer les poids des mots des codes de C'(3, n),
il suffit de connaitre les poids des mots des codes non dégénérées de C'(3,7), i < n.

Théoreme 9. Les poids des codes des trivecteurs sur F}, w;, 3 < i < 6 sont :

wt(ws) =

wt(ws) = ¢** + ¢"

wt(we1) = ¢+ ¢+ ¢ — ¢ (3.5)
wt(we1a) = ¢ 2+ ¢ + ¢ +4"

wi(we2) = ¢ + ¢ + ¢’

Preuve. D’aprés la proposition 5| le poids d'un trivecteur dégénérée w est ¢° fois le
poids de w considéré comme un trivecteur sur F? de base {ei,...,es}. On obtient le
poids de w :

wt(w!) = Pwt(w;), 3<i<6,2.
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3.1.2 Poids des codes des trivecteurs non dégénérées

Définition 12. Soit w un trivecteur non dégénérée de N*V sur B, la k-variété de poids de w

est la sous-variété de P! donnée par :

Xip(w) = P{x € Fy\{0} | Pfyy1(taw) = 0},

7= Xo(w) C Xi(w) C+++ C Xjnaj(w) = Pt

Théoréme 10. Le rang de w est 2r, 0i 1 < r < |3, alors le poids d’un mot de code de C(2,n)

est :
(n—r—1) qQT —1
¢ -1

wt(w) = ¢

Théoréme 11. Soit w un trivecteur non dégénérée sur ¥ alors

Le poids wt(w) est donné par :

¢! & —2i
W) = A T T ) Z ni(1—q %) (3.6)
avec
n; = | Xi(w)| = [Xic1(w)]-
Preuve. Pour tout vy # 0, soit {e;,...,e,} base de V' tel que e; = v;. Soit W le sous-
espace engendré par {es,...,e,} et soit 7 : V. — W la projection sur les dernieres

n — 1 coordonnées. Soit w,, un bivecteur sur W obtenu par restriction a W. Une paire de
vecteurs vy, vy € V, vérifier (1, w, vs A v3) # 0 si et seulement si (w,,, 7(ve) A w(v3)) # 0.

Puisque les premiers composants sont arbitraires, le cardinal de telles paires {v,, v5} est

¢ [2]qwt(wy, ).
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Nous avons donc

Blg - wt(w) = [{[v1, v2,v3], (w,v1 Avz Aws) # 0}

- Z [{[va, vs], (Lo, w,va Avz) # 0}

v17£0
= q2 [2]11 Z wt(wm)'
v17£0
Dans la somme de tous les v, il y a (¢ — 1)n; termes pour les quelles la ligne
passant par v; est X;(w) \ X;_1(w). Pour vy, le rang de w,, est 2i en tant que bivecteur

sur W. Par le théoréeme[10} on a

2(n—1—i—1)q2i -1
¢ —1

wt(wy,) = q

et nous avons

By - wi(w) = ¢*2]g Y wit(wsy),

v17#0

donc

2 2
q [Q]q(q— 1) =1 54
wt(w) = ————= ni————q-" !
3lg ; ¢ -1
q2n—4 LnT_lJ 0
- i 1 —qg .
@ Dargrd 2 e

]

Exemple 5. Pour n = 6, on utilise la formule (3.6), avec ny + ny = |P°|, nous obtenons les

poids des codes des trivecteurs de rang 6 :

ni

wtlwe)=¢* | (PP+P++1)— ———|.
(Wei) =¢" |(° +¢" +q" +1) T

(3.7)

Remarque 4. En utilisant la formule (3.7)), nous pouvons facilement calculer les poids des

codes des trivecteurs non dégénérées dans la table[2.1]
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Pour n = 7 et ny + ny + ng = |P°|, par la formule (3.6)), on trouve

wt(wr)) = ¢ [+ + P+ + PP+ 1) —

ng +ny (1 + qQ)]

1 2
ety (3.8)

Xo(wr )| + ¢?| X1 (wr
:q12+q10_|_q9+q8+q7+q6+q4_q4(l 2(wr,0)| + ¢7[ X ( 7)‘)

1+q+ ¢

O, wr; le trivecteur non dégénérée dans la table[2.2]

Les variétés X, (w) des trivecteurs non dégénérées sur F;

Calculons X;(w7;),1 <i <5, 0l
Xl(wm) = ]P{l’ € FZ\{O} | Pfg(LJ;w'Li) = O}

Proposition 6. Les variétés X, (wy7;), 1 < i <5 et leurs cardinaux sont :

Xi(wr1) =P, ny(wry) = |P?|
Xi(wro) = P2, ni(wra) =1+ q+¢*
Xi(wrz) = P2 Upo P2, my(wrz) =1+ 2q + 2¢*
Xi(wrsa) =P, ni(wrsa) =1
Xi(wrq) =P, ni(wra) =1+¢q
Xi(wrs) =9, ni(wrs) =0

oir d € F;.

Preuve. Pour wr; = ej(eses + eqe; + eger) : nous avons
Xi(wry) =P{x € FZ\{O} | Pfo(tpwr1) = 0}

- 7
Soit x = )_._, w;e;, nous avons
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p
L51W771 — €2€3 + €4€5 + €glr

le,W71 = €3€1
lesW71 = €1€2
le,W71 = €5€1
lesW7,1 = €164

legWr1 = €7€1

\ le;W71 = €166

€g€3e465 + e2€3€6e7 + eqe5e6e7 St J =1
Pfg(bejah,l) =
0 s17=2,3,4,5,6,7.

Remplagons dans la formule (3.3)), on trouve

Pts(towr,1) Zx Pla(te,wrn) + Y 23 (tewr1) A (te,wr1)

1<J
= 23 (egeseqe5 + enezeser + eqeseger) + r1[To(eseseser + egereser)
+ x3(egeseren + egereres) + xya(eseseser + egereser)
+ z5(ezesereq + egererey) + xo(eseserer + eqeseqrer)
+ z7(ezese1e6 + egese166)] = 0

= x1 = 0.

Donc

Xl(CU771) = {I‘l = 0} ~ PB.

Pour wy 5 : calculons Pfy(t,wr2), on trouve les coefficients de esezeses+esezeser+eseseser,
e1e3e46q, €1626566 et e1egese7, sont 13, —x3, —ui et —x3, respectivement.

Si Pfy(i,wr2) = 0, alors

Xi(wrg) = {z1 =13 = 14 = 26 = 0} = P*

39



Ensuite, considérons wy 5 : calculons Pfy(t,wy 3), on trouve

2 2
Pfg(LxW773) = X{€2€3€4€5 + Ty€3€1€6€E7 + 1’1[1’2(62636667 + eqe5e3€e1 + 64656667)
+ ZTgeqese1e9 + Taere3e5€1 + Tpeoezeres + Teaeseres + Treseseseg]
+ xg(a:366676162 + xyeg€7€5€1 + Tregere1€4 + Tgeze1e7€ + I763€1€266)

+ zy(zeese167€0 + Tres5€1€9€6) + T5(T6E1€467€0 + T7E1E4E2€6).

Les coefficients de esezeqes et ezereger sont 22 et 23 respectivement.

Siz; = 29 = 0, on obtient :

Pfy(towr,3)je1=2o=0 =Ta(Tees€107€2 + T7€5€1€2€66) + T5(T6e1€4€7€2 + T7€1€4€2€6)

= e1e9 N\ (I465 - {23'564) AN (ZE7€6 - 1'667).
Donc

Xl(w773) :{xl = T9 = 0} N ({I4 = Ty = 0} U {$6 = T7 = 0})

=P{es, €6, €7} Upes) P{es, €4, €5} ~ P? Upo P2

Les coefficients dans Pfg(bzwzg,dl) de erei1eqeoterereges+eqeseges et d16162€764+6162€366+
dieresezeq sont x3 et x2. Ainsi, x3, T5 doit étre nulles. Les coefficients de eyesezer et
eserezey sont x3 + dyaf et 3 + dy2?, alors 1, xq, 24 et 17 devient tous étre nulles pour

Pfy(1,w7,3.4,) est nulle. Alors
Xi(wrga) = {21 =2y = 23 = 24 = 5 = 27 = 0} = P,

de méme pour Pf;(i,wr3.4,). Les coefficients de esezeses +eseseger +eseseqer et eseqerer —
doesegeses — dyesesere; + egeserer sont o et o respectivement, Ainsi, z; et 26 doit étre
nulles. Les coefficients de ese;eges et ezeieqeq sont doxs + 22 — x314 €t 13 + dox? — Tow5
respectivement. Les deux dernieres formes quadratiques sont irréductibles et donc z,

3, 24 et x5 et doivent toutes étre nulles pour que Pf;(t,wr34,) = 0. Donc
Xi(wraa) ={r1 =12 =23 =14 =125 =26 =0} ~P°.

(C’est-a- dire

X1 (W7,37d) = ]P)O.
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Pour Pfy(1,wr.4) : les coefficients de ezejeqes, e1eseser, egeaese; et ereseres sont a3, 3, o4

et x%, respectivement. Comme x5, 3, 24 et x5 sont zéro, donc
2
Pfy(towr4) = (2] — xew7)eseseses = 0.
Alors
2 1
Xl(u}774) = {ZL’Q = T3 =Ty = Ty = Il — Ty = 0} ~ P s
et I'application suivante :

Pl — X1 (CL)7,4)

(t,s) +— (ts,0,0,0,0,1%, s?)

est un isomorphisme, donc X; (w7 4) ~ P'.

Et enfin pour w5 : on a

Lywrs = T1(e1es + eqes + eger) + xa(eser + egeq) + w3(eren + eser) + xy(eser + egez)
+ w5(e1eq + ere3) + xg(erer + esey) + x7(er1e6 + ezes).

Si sz(%wm) = 0, alors les coefficients de €1€3€4€5+ €1€3€66€E7 + €4€5€6€C7, €3€1€4C¢, €1€2€5€7,

e561€66€a, €1€4€7€3, €7€169¢y, €t ejegeszes sont x%, x%, x%, xi, x%, x% et x%, respectivement,

donc il suffit que les z; sont égal a 0, pouri=1,...,7.
C’est-a- dire

Xl(a)775) = .

Les variétés X,(w) des trivecteurs non dégénérées sur F;

La variété X,(w) est une hypersurface quadrique donné par I’annulation d"une forme

quadratique @Q,,, la forme @, est définie par :

H,(Pf3(t,w)) = Qu(z) -z Vz € F,. (3.9)
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Ou H,, : N°(F})* — F! est I'isomorphisme définie par :
aAf=(B,Hy(a))n, VYa=Pls(,w) e (F)", B e (F),

et Soit 1) une base de 1-D espace A°(IF )*.
Appliquer H, al’équation :

6Pf3(1,w) = (1,w)> = 12(W A Lz A 1w).

Nous trouvons 6Q,,(x)n = w A t,w A t,w. Si car(F,) # 2,3 cette relation définit Q(x). Si
car(F,) = 2,3, nous avons utilisé (3.9) et défini Q(x).

Nous commengons par le calcule de X5(w7,), 1 <1i < 5ol

Xo(wr;) =P{x € IFZ\{O} | Pfs(tpwr;) =0}
= P{z € F\{0} | Qu,,(z) = 0}.

Remarque 5. Nous avons = = Y 1_, x¢;.

Soit x : NO(F})* — F} est l'isomorphisme définie par :
erN-ANei ANegi A Nep = (—1) e,
Il existe une forme quadratique Q.,,, , unique sur F, tel que,,
*(Pf3(towri)) = Qu,, () - 2.
Proposition 7. Les variétés Xo(wz;), 1 < i <5 et leurs cardinaux sont :

X2(W7,1) = PB, |X2(W7,1)| = ’PS,

XQ(O.)773) = ]P5 U]p4 ]P)5,
XZ(W7,3,d) = ]P’47

| Xa(wr2)| = [P
| Xo(wr3)| = 2|P°| — [P
| Xa(wrs.4)| = [P

XQ(CL)774) = (]Pl X ]Pl X ]Fg) U IP)Q, |X2(W774>| = q3|]P)1|2 + |IP)2|

oir d € F:.
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7
Preuve. Nous avons «z = ) ,._, x;e;.

Commengons pour Xs(wz1) : nous avons

Xa(wr1) = P{z € F)\{0} | Pf3(t,wr,1) = 0}.

eqsezeqeseger St j =1
Pf3(te;wr1) =
0 s17=2,3,4,5,6,7.

Utilisons ., w71 et Pfy(ie,wr,1) des précédents et lorsque remplagons dans la formule

(3.4), on trouve :

3 2
Pfg(wau) = xjeseze e5e6e7 + $1[I264€56667€361 + X3€4€5€6€7€162 + T4L2€3€6€7€5€1

+ Tsese3egerei1€y + Tgeolzeylserey + [E7€263€4656166] =0.

Puis
2 2 2 2 2 2
#(Pf3(1,w71)) = Tie; + 2imgey + 251303 + XiT404 + TiT5E5 + TiT606 + T TTE7
7
2 2
=z} g Tie; =7 = Qu, (x) -2 =0
i=1
2
= QW71<37> =T = 0
=2, =0
Donc

Xg(w'nl) = {ZEI = 0} ~ P5.

Ensuite, considérons Pf;(i,w72), nous avons
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(
Ley W72 = €263 + €4€5 + eger, Pla(te,wr2) = eseseses + eseseger + eseseger
Le,W72 = €3€1 + €466, Pfy(te,wr2) = eseieqeq
lesW7 2 = €1€2, PfQ(Le3CU7’2) =0

\ Leswr,2 = e5€1 + egea, Pfy(te,wr2) = eseresen

lesW72 = €1€4, Pfg(be5w772) =0
Le6(U772 = ere1 + €9€4, PfQ(Le6CU7’2) = €7€1€29€4

| LesWr2 = €166, Pfy(te,wr2) =0,

etona

eseseseseger St ] =1
Pfg(Lejw'Lg) =

0 sij=2,3456T.

Remplagons dans la formule (3.4)), on obtient : Pf3(s,wr2) = Pf3(t,wr1) =0,
et par la suite,

*(Pf3(tawr,2)) = Quypo() -2 =0
implique que z; = 0, d’out
XQ(W772) = {1’1 = 0} ~ P5.

Pour wy 3 : nous avons

2 2
Pfg(%wm) = X T2€2€3€4€E5€E6E7 + T1T9€4€E5€E3€1€6E67 = 0
Puis

*(Pf3(L,wr3)) = wiw0e; + 112500
2

= X129 E r6; = x1T90 =0
i=1

= Qw7y3 ($) = X1T9 = 0.
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Donc

XQ(CL)’?’?)) = {.fCliL'Q = O}
= XQ(W7,3) = {ZEl = 0} U {ZL’Q = O}
- ]P){€27 €3, €4, €5, €6, 67} UP{63764,€5785,€7} P{@l, €3, €4, €5, €6, 67}

~ PE) UHM ]P)S.
Maintenant, pour wy 3 4, :

Pfs(tpwr34,) = $§e76164626665 + d1$§€16267€46365 + x§[$4e76166656263 + Tser€1e4696366
+ Tgereieqeae5e3 + $7€4€2€6€56163] + dﬂg [%6162676465@3 + x7ejexezeseqes
+ 1 [73eserese0e6es + diTEesesereseses) + Tolrieseserereqes
+ d1x§e5ele7e46366] + d1x3$§€66561626764 + d1x4x§e5e761626366 = 0.

Puis

*(Pf3(towr3a,)) = (=23 + diwd)wier + (=23 + dyxd)moes + (—23 + dy22) 363

+ (=23 + dy2d)zseq + (=25 + d12d) w565 + (—25 + d172) T606
+ (—x% + d1$§)x767 =0

7
= (—23 + dyz3) Z zie; = (=23 + dyxd)r =0
i=1

= Qw7,3,d1 (IL“) = —933 + dlxg =0=x3 =25 =0.

Oud, ¢ (F, )2
Donc
Xo(wrza) = {3 =25 =0} ~P".

Considérons wr 3 4,, par le calcul de Pf3(¢,wr 3 4,), On trouve
Quir 5.4, (2) = 7 + doizg
wr,3,dy \T) = X1 + doxg + T1T6,

ot dy € (IFy+)? la forme quadratique est irréductible. Donc Q. ,, () est nulle si et

seulement si x; = 24 = 0. Ce qui on donne :

Xo(wrgd,) = {21 = 26 = 0} ~ P,
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Alors
XQ(W7,3,d) = Xz(w7,3,d1) = Xz(w7,3,d2) =P

Pour wy 4 : nous avons

2 2 2
Pfg(waM) = X5T3€3€1€4€6€E5€7 + T T5€5€1€6€2E7€3 + Lol364€6E1E2€E5€E7

2
+ LyT5€6€2€1€4€7€3.
Puis

*(Pf3(Lowr4)) = —T50360 — TIT5€4 — ToT3€3 + T4T2€5
= —2ox3(xeey + x3e3) + 4w5(—T 464 + T5E5)

= Quy (1) = —2273 + 1475,

La variété X, (w7 4) est 'union disjointe de la sous-variété pour la quelle au moins l'un
de 3, x3, x4, 5 est différent de zéro, puis la sous-variété pour z,, z3, 4, x5 sont tous
nulles. La premiére sous-variété est immédiatement considéré comme P* x P! x IF} par
le plongement de Segre, et la deuxiéme sous-variété est P2.

Donc

XQ(W7’4) = {—51321133 + Tyx5 = 0} ~ (]Pﬂ X ]Pl X ]Fg) @) IP)2.

Finalement pour wr 5 : nous avons

3 2
Pf3(1.wr5) = xjeseseseseger + wi[raesesesereser + Teseseereres + Tyeae3ese7€5e
2
+ Tsea€e3€6e7€1€4 + TC2€3€4€E5€E7€1 + $7egege4e5ele6] + x5x3€3€1€4E6€E5€E7
2 2 2
+ Ty T5€5€1€6€2€7€3 + Lgl7€7€1€2€4€3€5 + Lo 3€4€6€1€2€E5€E7

2 2
+ LygT5€6€E2€1€4€7€3 + LeL7€2€4€1€6€3€5.

Donc

7

*(Pfg(anhA)) = I%(Z ZL‘Z‘SZ‘) — IQI’g(ZEQ@Q + ZL‘363) - 1’4{[‘5(1’464 + ZE565)
i=1

— l‘6$7(l‘6€6 + .1'767) =0

= szs(x) = x% — ToXy — T4x5 — Tex7 = 0.
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Xo(wrs) =P{x € IFZ\{O}, T} — Tox3 — 1475 — w7 = 0}.
On utilise le théoreme 5.2.6 dans [7]], on trouve

61
= |P|.
1

| Xo(wrs)| = 1

Théoreme 12. Les poids des codes des trivecteurs non dégénérées wy ; sont :

wt(wr1) = ¢2 + ¢ +¢°

)

wt(wre) = ¢+ ¢+ ¢* + ¢

tw773)=q12+q10+q9+q8—q7

(
(
( (3.10)
(
(
(

<

wt(wrza) = ¢+ ¢+ ¢+ +4¢
wt(wrg) = ¢+ ¢ +¢° + ¢
wt(wrs) = ¢+ ¢ +¢” + ¢+ ¢°

Preuve. On remplace X;(wr7;) et Xa(wr;) pour 1 < i < 5 dans la formule (3.8) nous
obtenons :

Wt(u}771), Wt(w'ng), Wt(a)773), Wt(w'y,gd), Wt((ﬂ774), Wt(a)775).
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Théoreme 13. Les spectres des trivecteurs des codes de Grassmann C(3,7) sont :

Aws) = (¢" = D¢ =)@ +1)/(¢* — 1)

Aws) = ¢*(¢" = 1)(¢" = D(¢" + ¢ + 1)(¢* + ¢ + 1)
Alwnr) = 506"~ (@~ V(@ + (g + 1)
) = 50(¢" = D@ = D(a® ~ (e ~ 1)

N
—~
&

&

[}
~
I

(S
IS
—~
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|
—_
~—
—~
[}
(=)
|
—_
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at
|
—_
~—
—~
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|
—_
~—
~
—
(S
|
—_
~—

Awrz) = ¢°(¢" = 1(¢° - 1)(@* - 1)(¢" — 1)

+q"(@" = 1)(¢" = D@ = 1)(¢" = D(¢* +1)

Alwrs) = 506" = D& = D@ = D@ + D@ +q+ 1)
Alwrsa) = 50"~ (@~ V(@ = Dlg* ~ g~ 1)

Alwrs) = 20 =~ D@ = Dlg" - e ~ (g~ 1)

Preuve. Les quantités A(ws), ..., A(wr1), Alwr2), ..., A(wrs) sont respectivement égales
a |0wi)l,- -, [0wiy)], Ol )] + 10wl - -, [0(w75)], ot [O(w])] es le cardinal de
'orbite d"un trivecteurs w; de rang < 7. O]
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CHAPITRE 4

POIDS DES CODES DES TRIVECTEURS

2-SCINDABLES DE RANG 8 SUR UN

CORPS FINI

LE but de ce chapitre, est de présente un résultat nouveau concernant la détermi-

nation des poids des codes des trivecteurs 2-scindable de rang 8 [22], Ces poids sont

utiles pour déterminer les spectres du code.

Les parametres m,k et d des codes associés a la variété grassmannienne G/(3,8)

sont :

8 T 6

m =668 = =1

4.1 Poids des code des trivecteurs dégénérées ( trivec-

teurs de rang < 8)

Détermination des poids des codes des trivecteurs dégénérées sur ;.
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Théoréme 14. Les poids des codes des trivecteurs sur IFS, w;, 3<1<7,5sont:

t

=

(U3)
wt(ws) = g + ¢t

t(we1) =g + ¢+ ¢ — ¢

=

Wtw61d)_(] +C] +C] +q

wi W62)—q15+q13+q

W )

wt(wr2) = ¢ + ¢ + ¢ + ¢
wt(wrs) = ¢ + ¢ + ¢ +¢' ="

Wtw73d)—q + B 4 g2+ gt

(
(
(
(
(
twra) = ¢ +¢" + 4"
(
(
(
wt(wra) = ¢ +¢" + ¢ +¢"
(

wt(wrs) = q° + ¢ + ¢ + ¢ + ¢’

Preuve. Selon la proposition[f] le poids d’un trivecteur dégénérée wt(w?) est ¢* fois le

poids de w considéré comme un trivecteur sur F; engendre par {e;, ..., er}. Des poids

wt(w) sont déterminés dans (3.5)) et (3.10]), on obtient :

wt(w?) = Pwt(w!), 3<i<7,5.

4.2 Poids des codes des trivecteurs 2-scindables non dé-

générées ( trivecteurs de rang §)

Nous déterminons les poids des code des trivecteurs 2-scindables de rang 8, pour

ce faire, on utilise X (ws ;) et Xo(ws;).
Lemme 3. Soit ws; un trivecteur non dégénérée sur If;.

Les poids wt(ws ;) est donné par :

| Xa(ws,i)| + @2 X1 (ws,)|

Wt(u)&i) — q15+q13+q12_’_q11+q10+q9+q8+q6_q6 (
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Preuve. Pour n = 8, nous avons :
g = X()((JJ&Z') C Xl(UJ&i) C XQ((.U&i) C X3(Cd87i) = ]P)7.
Nous utilisons le théoreme[11] on a:

ny = | X1 (ws;)|
Ng = |X2(W8,i)| —n

ng = [P — (n2 +n2),

on trouve :
q12 3 )
wt(ws ;) = ni(l—q %
(87) (q2—1)(1+q+q2); ( q )
e , , )
“ @D o) = a1 - )
g2

=@ rr ) F =g ) (P = (4 m)(1 - )]

_ (@ = ¢) +n2(q"? — %) — (n1+12) (¢ — ¢°) IP7(q"* — ¢°)
(> =11 +q+¢) (> =11 +q+¢)

~ g e+ 1) = (m +n2)¢° (¢ + ¢+ 1) N P7|¢%(¢" + ¢ + 1)

B 1+q+¢ L+q+¢

n1G* + nog?(? + 1) — (ny +n9)(¢* + ¢ + 1
:qﬁ {\]P?\(qQ—q%—l)—i— 19 29 (q ) (1 2)<q q )]

L+q+ ¢

2
ni1q°+ny+n
—_q6[q9—|—q7+q6+q5+q4+q3—|—q2+1— 1 - 21

1+q+¢

Xo(ws )| + ¢°1 X1 (ws
:q15+q13+q12+q11+q10+q9+q8+q6_q6<| (ws) | X1 (wsi)] .

1+q+¢?
[

Théoreme 15. Soit V' un espace vectoriel de dimension 8 sur un corps fini F,, il existe 11

orbites des trivecteurs 2-scindable de rang 8 qui sont :
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Name Trivecteur

(JJ871 61(6263 + 6465) + €gE7ESR

ws 2 e1(eses + ege5 + 6667) + eseges
ws.3 €1(€3€y + €5€¢ + 62(6365 + 6768)
wga  e1(exes + eseq) + es(eren + eges)

)

)
)
Wsad, es(eres + eseq) + egleres + diesey) + er(eres) + es(exes) sicar Fy # 2
)+ er(eres + egeq + daeres) + egeren + esezey  sicar F, = 2
wss  e1(eaes + eqes) + egleaes + eres)

1 .
Ws.5.d; erl€1€g + €364 -+ 6566) —+ €] [61 (64 + d165) + €266 + d—6365] St car Fq 7é 2
1

W sd, €3leit2 + eqer + €6€8> + 65(6164 + egea + d26667) si car ]Fq =2

(
(
(
(
Wgady, €s(€1€4 + e3e2
(
(
(
Wspdy €1(dseses + dseseg + eres) + ea(eses + eqer + eges)  sicar Fy # 3
(

w&ﬁ €1l€q€3 + €4€5 + 6667) + 68(6463 + 6566)

TABLE 4.1 — Trivecteurs 2-scindables de rang 8 sur un corps fini de caractéristique
différent de 3 .

Oitdy ¢ (Fp)?,dy € (Fye)?,ds & (Fye)?.

Preuve. La classification des trivevteurs 2-scindables de rang 8 ou1 I, est un corps fini
de caractéristique différente de 2 et 3 a été fair dans [12]], en la caractéristique 2, il suffit
d’étudier les orbites de type wsg;, 7 = 4, 5.

Si L est 'extension quadratique de K, il existe un trivecteur wy, € A3V tel que wy, % ws 4
etw, ® L € N3(V ®k L) est L-isomorphe a ws 4. nous pouvons construire w;, comme
suit :

wsa = e1(ezes + ezeq) + eq(eres + eges) est 4-scindable et s’écrit :

Wg 4 = €5U] + €Uz + ez + egliy OU Uy = €16, Ug = e1€3, Uz = eze4 €t uy = ezeyq, ainsi
E = vect{uy, us, uz, us} est un sous-espace de dimension 4 de A*K*.

Posons, wy, = W8 4,d, = €501 + €gU + €703 + €Uy, AVEC U1 = €3y, Uy = €162, U3 = €164 +
eqes + doeres, et vy = €164 + €369, OU K = K(a), o +a=dy, acK.

A chacune des formes ws 4, ws 4 4,, NOUS associons une forme quadratique sur £ [12] :

Ya(xuy + yug + zug + tuy), alors nous obtenons :

Ya(xuy + yug + zug + tuy) = (xt — yz),
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et

Y2 (V1 4+ Yyvg + 2v3 + tuy) = (y2d2 — 2 + 2t)

respectivement.

Les deux formes ne sont pas équivalentes sur K mais ils devient équivalents sur une
cloture algébrique K. Nous pouvons aussi prouver que ws 4 nest pas équivalent a ws 4 4,
en utilisant I'invariant arithmétique d; (w) définit dans [12]. Ot nous remarquons que
di(ws 4) = 5 mais dy (ws 4.4,) = 6.

De méme, pour ws 5. ]

4.2.1 Poids des codes sur IFS

Pour déterminer les poids des codes des trivecteurs non dégénérées, on doit trouver

d’abord les variétés X (ws;) et Xo(ws.;).

Les variétés X, (ws;) des trivecteurs non dégénérées sur IF;

Commengons d’abord par le calcul de X (ws;), ot ws;, 1 < i < 6 les trivecteurs

non dégénérées, elle est définie par :
Xl(w&i) = ]P){ZL’ € Fg\{O} | Pfg(wa&i) = O}

Proposition 8. La variété X, (ws;), 1 < i < 6 avec leur cardinal est donné par la Table :

Ws,i X1 (WS,i) n1 (WS,i)

wgr | PPUPP | ¢ +2¢% +2¢+2

wso | PPUmP?| @427 +q+1

Ws.3 Pt U P! 2q + 2

ws 4 P! x P! ¢ +2¢+1
wsadidy | P(Fg2) ¢ +1

wss | P Upo P! 2q + 1

Wg 5.4 %] 0

ws,6 P! qg+1

TABLE 4.2 — La variété X, (ws).

Preuve. Soitz =" | x;e;, d’apres la formule (3.3).
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Nous commencons d’abord par ws 1, nous calculons :

sz(wa&l) = x%egege4e5 + xl[arge4e5egel + x3e4€5€169 4+ Ty e0€365€1 + Tse9e3€1€64
+ x6(e2e3e7€8 + eqeseres) + T7(e2e368€66 + eqese866 + Ts(eaezeger
+ eqeseger)] + xo(wgesereres + xresereges + rgezereger) + r3(xgereseres
+ wrejegegeq + rgeieseper) + xy(xgesereres + rreseeses + Tyeseieger)

+ x5(x6e16467€8 + TrE1E46866 + T3ereqeger) = 0.

Le coefficient de esezeqes est 27, x1 = 0 est nécessaire pour que Pfy(1,ws 1) = 0. On prend

r1 = 0 dans I’équation ci-dessus, on obtient :

Pty (t,ws 1)2—0 = T2(Teese1e768 + Tre3€1€8€66 + Tseseieger) + T3(wgereqeres
+ xre1eg9eg€g + ZE86162€667) + ZE4<JZ665€1€768 + xreseegeq + ZE8€56166€7)
+ 1’5(1’661646768 + xre1€e4€3€g + l’8€1€4€6€7>

= e1 N\ (T362 — Tae3 + Tseq — wye5) N (Teeres + Treges + Tgeger).
Donc

Xl((,Ug’l) == {xl = 0} N [{IQ = T3 = Ty = X5 = 0} U {ZEG = T7 =g = 0}]

= P{es, e7, 5y UP{ey, €3, €4, €5} ~ P2 UP,

Pour Pfy(1,ws o) : les coefficients de eseseqes +eaeseger +-esese6er, e1e4e6es et erereges sont

x3, x% et a2 respectivement, x; = x5 = x6 = 0 est nécessaire pour que Pf(1,ws2) = 0.

On prend z; = 25 = 26 = 0 dans I"équation Pf5(¢,ws2) = 0, on obtient :
Pfo(tows 2)e)=as=26=0 = €1 A\ (Z3€2 — T2€3) A Ts€5€6.
Donc

Xi(wse) = {ri=25=26=0}N[{re =23 =0} U{zs =0}

= ]P){€47 €7, 68} UP{64,€7} ]P){627 €3, €4, 67} = PQ Up1 ]P3'

Considérons maintenant Pfy(c,ws 3) : les coefficients de eseseses, eseseres, esereses et

ege160€e3 sont %, 3, 2 et 22, respectivement, donc au cas x1, xo, 73 et x5 tous égal a zéro,
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Pfy(1,ws 3) est réduit a

erea A (r4e3 + wges) A (rger — xreg).

Alors

Xi(wss) ={x1 =20 =23 =25 =0} N [{xy = 26 = 0} U{zy = 25 = 0}]

~ Pl UPL

De méme pour wyg 4, et apres calcul on trouve

Pty (148 4) 11 —zp—wg—zs—0 = (T52s — TeT7)ere2ezeq = 0,

i.e.

X1 (w8,4) = et

T5Xg — gLy = 0

\

Comme x1, 79, r3 etr, sont tous nuls, nécessaire il existe au moins 'undes x;,7 = 5, . ..

différent de zéro, ce qui donne
X1 (wsy) ~ Pt x P
Pour wg 4 4,4,, NOUS avons :
P2 (taws ady )uy—wpmrsmzs=0 = (T2 — d1 TG + T718)e1e0e364 = 0,
et

2 2
Pty (12w 4,dy )2y —ws—as—aa—0 = (do7 — x5 — X723 + T526)e1€2e364 = 0,

on trouve )

I1:I2:$3:l‘4:0
Xi(wsaar) = et

22 —dizt+ 25 =0

\
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et
.

Ty =x9=x3=24=20
Xi(wsaa,) = et

deZ% — [L’g — T7X8 + X5xg = 0,

par conséquent

X1 (Wsadan) = X1(wsaa) = Xi(wsaa) ~ P (F,e).

Par le calcul de Pf;(,ws 5), nous trouvons :
Xl(a}gﬁ) = 2q + 1

De la méme maniere, on peut calculer Pfy(t,ws 5.4, ), Pfa(tows 5.4,), €t Pla(tpws 5.45), ON
trouve,

X (W8,5,d1) =X, (w8,5,d2) =X, (ws,s,dg) = (.

Enfin pour wg :

Pour que Pfy(t,ws ) = 0, il suffit que

2 2 2 2
xl(egege4e5 + eseseger + 64656667) + x3e1€9€5€4 + TEre18€65 + Tg€4€3€E5€6

2 2
+ (27 + xomwg)eserezes + (x5 + x327)eresees = 0,

implique
.
T1=T3=T5=25=0
et
xi + Xoxg = x% + 2307 =0
\
Donc

Xl(w&G) = {.Tl = T3 =Ty = X5 = Tg — g — O}

= P{es, e7} ~PL.

56



8

Les variétés X,(ws;) des trivecteurs non dégénérées sur I,

Calculons Xs(ws;), 1 <i <6, 0l
XQ((U&Z‘) = ]P{.I’ € Fg\{O} | Pfg(LJ;UJ&i) = O}

Proposition 9. La variété Xy (ws;), 1 < i < 6 avec leur cardinal est donné par la Table :

Ws,i Xo (WS,i) |X2(w8,i)|

Ws 1 P® Ups P* [PO] + [P4] — | P

Ws.2 6 |PO|

ws 3 P Ups P* Ups P* |P5| + 2|P*| — 2| P3|

Ws 4 P° Ups P5 2|P5| — | P3|
W8,4,d1da P |P3|

ws.5 (P5 Ups P* Ups P*) U (F,)? | |P5| + 2|P*| — 2|P3| + ¢
Ws,5,d1dads P |P5|

Ws,6 P? Ups P* [P°] + [P4] — ||

TABLE 4.3 — La variété X, (ws).

. 8
Preuve. Soit x =) ._, x;e;, commengons par le calcule de X(ws1) :

En utilisant la formule ({3.4]), on obtient :
Pf 2 2 2
3(taws 1) = T1Tee2e3€4€5€7€8 + T]T7€2€3€4€5€58€6 + L1 T3€2€3€4€5E6€7.

Les coefficients de eyeseseseres, eaezeqeseses et exeseseseger sont x2xg, xivy et xivg, res-

pectivement, donc z; = 0 ou bien ¢ = 27 = x5 = 0. Si Pf3(t,ws 1) = 0 donc

XQ(WSJ) = {Qil = 0} U {LEG = X7 = Ig — O}

6 4
= ]P){e% €3, €4, €5, €g, €7, 68} UP{62,63,64,65} ]P){eb €9, €3, €4, 65} ~P U]P’3 P*.

Pour wg 5 : calculons Pf3(t,ws 2), on trouve le coefficient de esezeseseser est 23, en plus

de cela z; divise Pf3(t,ws ), par la suite :

Xg(w&g) = {LIZ‘I = 0} ~ PG.
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Pour wg 3,, ona:

2 2 2
Pfg(LxCUg,g) = X{T2€3€4€5€6€7€ + L1 T7€3€E4E5E6ERE + XL1T8E3E4E5€E6E2€E7
2 2 2
+ xyT3e3€65€7€8€4€1 + THT5€3€5€7€8€6€1 1 LT 3€7€8€4€1€5€2

2
+ Tawzeregegereges = 0

513'1.1’2:0
J]1$7:0
= r128 =0 :{Z)’Jl:[EQ:O}U{IQZZL"y:ZL‘g:O}U{$1:$3:$5:O}.DOHC

Toxg =0
3

Toxs =0

XQ((:}&g):{l’l:IQZO}U{J?Q:.T7:I'8:O}U{[E1 =x3 =x5 =0}

= P{es, €4, €5, €6, €7, €8} Upfes cnres,c6) P11, €35 €4, €5, €6} Ubfey cq.er,e5} P1€2, €45 €6, €7, €8}
~ P° Ups P* Ups P4

Le méme principe pour wg 4, on trouve pour wg 4 :

2 2 2
Pf3(t,ws ) = xiT260€5€6566€4€7 + T]T32€5€3€6€4€8 + T5T4€5€1€4€7€5€3
2 2 2
+ T3T4€66€1€4€8€7€2 + T1X56366C5€1€467 + X1L56265€6€1€4C8
2 2
+ Tax eseiereae3es + TaT eseiereaeze3 = 0

:>{£L'1:ZL‘4:O}U{I‘2:I‘3:0},

XQ(CUgA) = {ZEl = Ty = 0} U {ZL‘Q = I3 = O}

- ]P){€27 €3, €5, €6, €7, 68} UP{@s,es,emeg} P{617 €4, €5, €6, €7, 68}

12

P° Ups P°.

Pour Pfg(wa8,47d1) et Pfg(bxw8747d2), les coefficients de €9€5€3€6C4 L7, d1€5€1€4€6€368,
esesegeregey et d16563€66267€1 pour Pfg(Lm(UgA’dl), et d264€86367€2687 €8€3€7€ €64€1,
doesegerereges et egeresereses pour Pls(i,ws 4.4,) sONt 27, 23, 235 et a3,

Si Pfg(wa8747d1) = Pfg([,xw8747d2) = 01l suffit quer; = Tg = T3 = Tg4 = 0.
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Donc

XQ(WSA,dldg) = Xz(w8,4,d1) = Xz(w8,4,d2) = {1'1 =Ty =T3 = T4 = 0}

~Y 3
- ]P){657667677€8} ~ P
De méme pour wys :

2 2 2 2
Pf3(tws5) = (2726 + 2125 e2esese567€8 + TiT7€0€3€4€5€8€6 + T1TgE2€3€4€5€6€7

2 2
+ TyTg€5€1€2€3€7€8 + T5Tg€1€4€2€3€E7€8 = 0.
Alors

Xo(wss) =P{x € IFS \ {0}, 2176 (21 + 76) = 0, 2377 = 0, 2308 = 0, w423 = 0, 2575 = 0} =
= {Jfll'ﬁ = 07 T1T7 = O,IlIg = O, Tyalg = 0, T5Lg = 0}
U{z1 + a6 =0,21207 = 0,128 = 0, 2426 = 0, 25206 = 0}

= X5(wWs,5){z1=0 ou z6=0} U X2(Ws5) {2120 et 260} -

Donc
Xo(Ws5) {2120 ou wg=0} = {71 =26 =0} U{x1 =24 = 25 = 0} U {wg = 27 = 15 = 0}
= P{e, €3, €4, €5, €7, €8} Upfeg es.en,05) P12, €3, €6, €7, €8} Ubfes eq.e4,e5} P11, €2, €3, €4, €5}

~ P5 UPS ]P4 UPB IED4.

Pour
Xo(Ws5) fz1£0 et g0} = 121 + 26 = 0, 2127 = 0, 2128 = 0, 2426 = 0, 2526 = 0}

={r1=(¢—1Dag # 0,24y = x5 = 27 = 23 = 0}
2
~ 2.

Ainsi

Xo(ws5) = (P° Ups P* Ups P*) U (F,)?,
et

| Xa(ws,5)| = [P°] + 2|P*| — 2P%| + ¢*.

Maintenant, pour wss4,, wssa, €t wssa,. On utilise Pfs(t,wss4,), Pla(tawssa,) et
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Pf3(i,ws 5.44), ON oObtient,
X2(w8,5,d1) = Xz(w&s,dQ) = X2(w8,5,d3) =P

Enfin, pour wg g,

3 2
Pf3(1,ws6) = xieseseseseser + oi[raesesesereser + w3(esesegereses + esesegereres)

+ x4(esezepereser + esesegereses) + x5(esesegereres + esezeseseqes)
+ ZL’6(€263€46567€1 + 626366676865) + 137626364656166]

2 2
+ (z35e1e2e8e4e566 + Tiere1€8€5€4€3) T8

2 2 2 2

+ ZE1[$366€76162€864 + Tieeere5€1€3€8 + T5€2€3€1€4€6€8 + LgC2€3E1E7€5Es

2
+ (z3e1€9e4e365€66 + Terereseseseq)ry = 0.

Si 1 = 0, on trouve

2 2
Pf3(1,ws.6)z—0 = (5€1€265€4€5€6 + Tgereieseseses)rs + (T3e1eaeq€e3es566

2
+ zgerereseseses)rg = 0.

Donc

XQ((U&(;) = {331 = Xg = O} U {l’l = T3 = Tg = O}
= P{es, e3, 64,65, €6, €7} Upfey eqe5.e0) PLE2, €4, €5, €7, €38}

~ P5 Ups P

O]

Théoreme 16. Soit V' un espace vectoriel de dimension 8 sur un corps fini F, de caractéristique
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différente de 3, les poids des codes des trivecteurs non dégénérées ws; sont :

&
90
N— 83_/ N— SN—

Il
<
_|_
rQ
_|_
rQ
+
SN
+
»Q
»Q

(

(

(

(

wh(wsaa) = ¢ +¢° + ¢ +¢" +¢° +¢

wt(wss) = ¢+ ¢ +¢? + ¢ + ¢ =

wh(wssa) = ¢ +¢° +¢%+¢" +¢"° +¢°
(

wtw86)—q + ¢+ ¢+ gt gl

Preuve. En utilisant la formule (4.1]), dans lequel les quantités | X (ws;)| et | Xa(ws;)| ont
été calculées dans la proposition [§|et[9]

Pour wt(ws 1), nous avons | X (ws1)| = ¢ + 2¢* + 2q + 2 et | Xa(ws1)| = [P®| + \IP"‘\ — |P3
= ¢"+¢° +2¢* + ¢ + ¢* + ¢ + 1, lorsque nous remplacons dans cette formule (4.1)), nous
trouvons

Wt(a)&l) =

PO + [P — P3| + ¢2(¢® + 2¢° + 2q + 2
q15_'_q13+q12_'_q11+q10+q9+q8+q6_q6(| | | | | | ( )

14+qg+¢°
:q15+q13+q12+q11_q8'

De la méme maniere pour wt(wss), ..., Wt(wsg). O
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Conclusions générales

1= La classification des trivecteurs sur un corps fini joue un role important pour ré-
soudre certains problemes dans la théorie de codes et CCEG et BMC et les spectres
des codes est tres liée a celle aux poids des codes et aux cardinaux d’orbites des

trivecteurs, comme le montre le diagramme suivante :

/ w (trivecteur) \

wt(w) (poids de w) |O(w)| cardinal de 1’orbite de w

\ A(w) (spectre de w) /

1w Le tableau suivante résume tous les poids des codes et certain spectres des

trivecteurs de rang < 8.
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<n w; wi(w;) A(wi)
6 | ws q¢° (¢° =) +1)(¢* +1)
ws ¢ +q *(¢® = 1)(¢° = 1)(¢* +q+1)
we,1 @ +q +q¢°—q* 1@ - 1)@+ 1)+ 1)(g—1)
we,1,d @ +q +¢"+q* 367 = 1)(* - 1)(* = 1)(g—1)
we,2 ¢ +q" +q° ¢*(¢° = 1)(¢® = 1)(¢* = 1)
7 | ws q'? (¢" =@ -D(@®+1)/(¢* 1)
ws q'? +¢" @ =) -+ + 1) +q+1)
we,1 2+ ¢+ - 3¢°(@" = 1)(¢° = )(¢* + 1)(¢* + 1)
we,1,d "+ + ¢+ 37" =1 (¢° - 1)(¢* - D(¢* - 1)
we,2 "+ ¢+ ¢ g*(¢" = 1)(¢* = 1)(¢" = D)(¢* = 1)/(g = 1)
wr1 "+ ¢+ "= 1)(" - 1)(¢* - 1)
w72 "+ ¢+ ¢+ ¢*(¢" = D(¢® = 1)(¢" — D)(¢* = 1)
+¢'"(¢" = 1)(¢° = (" = 1)(¢* = (¢* +1)
wr3 ¢ +¢°+¢"+¢ - 307" = D(¢® - 1)(¢® = (¢ + 1)(¢* +q+1)
w7,3,d 0%+ + ¢+ ¢+ 30°(¢" = D(@° = 1)(¢" = D)(¢* = 1)(¢ - 1)
w74 2 +q"+¢+¢°
wr5 " +d°++ ¥+ 200" - D - D(¢" -~ (@ - (g - 1)
8 w3 q'?
ws q15 +q13
WG,I q15 + q13 + q12 _ q10
w6,17d q15 + q13 + q12 + ql()
w6,2 q15 + q13 + q12
OJ771 q15 + q13 + qll
W772 q15 + q13 + q12 + qll
w773 q15 + q13 + q12 + qll _ ql()
w7,3,d q15 + q13 + q12 + qll + qIO
w774 q15 +q13 +q12 +q11
W775 q15 _|_q13 _|_q12 +q11 +q9
wS,l q15 + q13 + q12 + qll _ q8
WS,Q q15 +q13 +q12 +q11
W&S q15 + q13 + q12 + qll + q10 _ qS
w874 q15 + q13 + q12 + qll + qlo _ q9
w874,d q15 + q13 + q12 + qll + qIO + q9
WS,S q15 + q13 + q12 + qll + q10 _ qS
w8,57d q15 + q13 + q12 + qll + q10 + qS
w8,6 q15 + q13 + q12 + qll + qlo

TABLE 4.4 — Poids et spectres des codes des trivecteurs de rang < 8.
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Abstract

Let V' be a finite dimensional vector space n over a commutative field K. The
classification of trivectors is the study of the action of the linear group GL(V') on
the vector space A3V, this classification plays an important role in solving some
problems in code theory, CCEG and BMC. We study the classes of trivectors of
rank < 8 over a finite field and we give the cardinalities of groups of
automorphisms and orbits of trivectors. we determine the weights of the codes of
the trivectors in space of dimension < 8 and some spectrums of the codes.

Keywords : trivector, finite field, classification, orbit, weight, spectrum.

Résumé

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie 7 sur un corps commutatif X. La
classification des trivecteurs est 1I’étude de I’action du groupe linéaire GL(V) sur
I’espace vectoriel A3V, cette classification joue un role important pour résoudre
certains problemes dans la théorie des codes, CCEGs et BMC. Nous étudions les
classes des trivecteurs de rang < 8 sur un corps fini et nous donnons les cardinaux
des groupes d’automorphismes et les orbites des trivecteurs. Nous déterminons
les poids des codes des trivecteurs sur un espace de dimension < 8 et quelques
spectres des codes.

Mot clés : trivecteur, corps fini, classification, orbite, poids, spectre.
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