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Abstract

In this work, we investigate the Lane-Emden differential equations by transforming them
into integro-differential equations, aiming to obtain approximate solutions. We employ the
Collocation-Touchard method and compare the results with exact solutions to assess the
accuracy and effectiveness of the proposed approach.

Keywords : integro-differential equations, Lane-Emden equation, numerical methods
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Résumé

Dans ce travail, nous étudions les équations différentielles de Lane-Emden en les trans-
formant en équations intégro-différentielles afin d’obtenir des solutions approchées. Nous
utilisons la méthode de Collocation-Touchard et comparons les résultats avec des solutions
exactes pour évaluer la précision et Uefficacité de 'approche proposée.

Mots-clés : équations intégro-différentielles, équation de Lane-Emden, méthodes numé-

riques
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Notations

Notations
IRl norme
f terme libre dans ’équation intégrale
(.) le produit scalaire
(H.||.]|) espace de Hllbert
E.I equation integraie
E.I.D  Equation integro-differentielle
k(x,t)  noyau
L.E Equation de Lane-Emden
E.F Equation de Emden-Fowler
/ signe intégral
gy la dérivée n—iéme
T polynome de Touchard,
Yy la fonction inconnue dans 1’équation intégrale
Yn solution approchée



Introduction

Introduction

L’équation de Lane-Emden, souvent appelée ’équation d’Emden-Fowler dans sa forme
généralisée, constitue une équation différentielle non linéaire classique qui joue un role cen-
tral dans la modélisation du comportement thermique de nuages sphériques de gaz. Ces
systémes sont soumis a l'attraction gravitationnelle mutuelle de leurs molécules et évoluent
conformément aux lois classiques de la thermodynamique. Cette équation a été initialement
développée dans le contexte de la physique stellaire et a été étudiée en profondeur par
Chandrasekhar (1958) et d’autres chercheurs tels que Nagle et al. (2011).

En astrophysique, I’équation d’Emden permet de décrire le potentiel gravitationnel d’'un
fluide autogravitant, ayant une symétrie sphérique et suivant une relation polytropique entre
la pression et la densité. Elle s’applique particuliérement aux modeles d’étoiles ot ’équilibre
hydrostatique est atteint, c’est-a-dire lorsque les forces de pression interne compensent exac-
tement la force gravitationnelle. Ce type d’équation est fondamental pour comprendre la
structure interne des étoiles, des planétes, ou encore des nuages moléculaires interstellaires.

L’équation s’écrit généralement sous la forme :
" k !
y oty +fly)=0k>1

Ce mémoire est organisé en trois chapitres :

Le premier chapitre traite des notions de facteurs, en plus de la définition et de
la classification des équations intégrales et intégro-différentielles, en plus des équations de
Lan-Emdan.

Le deuxiéme chapitre dans ce chapitre, nous étudions l'existence et 1'unicité des
équations intégro-différentielles, et nous présenterons quelques méthodes analytiques et nu-
mériques importantes pour résoudre des équations intégro-différentielles.

Le troisiéme chapitre contient 1'utilisation des polynémes de Touchard avec la mé-
thode de collocation pour résoudre des équations intégro-différentielles sous la forme d’équa-

tions de Lane-Emden et les compare avec des solutions exactes.



Chapitre 1

Notions sur les équations intégrales et

les équations différentielles

Dans ce chapitre, on donne les concepts de base des équations intégrales et intégro-
différentielles sont présentés, en plus des équations différentielles, notamment les équations

de Lane-Emden et Emden-Fowler.

1.1 Espaces fonctionnelles
Définition 1.1 (espace vectoriel normé)

Soit £ un espace vectoriel sur le corps k = R ou C.On dit qu'une application notée ||.||
de F dans R est une norme sur £ si et seulement si pour tout (z,y) € E et A € k les
conditions suivates sont satisfaites

(i) ||z|| = 0 implique que z = 0.

(ii) [[Azl| = [Al ]

(i) [l + yl| < =[] + llyll

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.
Définition 1.2 (Suite de Cauchy)

Soit (£, ||.]|) un espace normé.On dit que La suite (u,,) est de Cauchy si et seulement si



1.1. Espaces fonctionnelles

Ve >0, 3 No, Vm,n > N,, ona d(upm,u,) <e

Toute suite convergente est évidemment de Couchy.La réciproque est fausse en général

Lemme 1.3 Soit u,, une suite de Cauchy dans un espace normé (E, ||.||) contient une sous

suite u, convergente vers u alors la suite u,, est aussi convergente vers le meme élément u.
Définition 1.4 (Espace métrique complet)

Un espace vectoriel normé (F, ||.||) est dit complet, si toute suite de Cauchy w,, d’éléments

de E est une suite convergente dans E.Un tel espace est aussi appelé espace de Banach
Proposition 1.5 Tout espace vectoriel normé (E, ||.||) de dimension finie est complet
Définition 1.6 (Espace de Banach)

On appelle espace de Banach (E,||.||) tout espace vectoriel normé et complet pour la

distance déduite de sa norme ||.|| .
Définition 1.7 (Produit scalaire)

Soit H un espace vectoriel sur k = R ou C.Un produit scalaire sur H est une application
de H x H — k,notée (., .) telle que :

pour tout x,y; 2 dans H et «, 3 dans R

(i) (ox + By, 2) = a(z,2) + By, 2)

(iD) {z,y) = (y,2)

(iii)(xz,xz) > 0 et (x;2) =0 = z = 0.

Définition 1.8 (Espace de Hilbert)

Un espace vectoriel normé (H, ||.||) sur C ( ou R ) est de Hilbert si sa norme provient

d’un produit scalaire et s’il est complet

Définition 1.9 (Espace L*([a,b]))



1.2. Les équation intégrales

On dit qu'une fonction f est de carrée intégrable sur [a, b] si l'intégrale

b
/f2(x)d:v < 00

L’ensemble de toutes les fonctions de carré intégrable sur [a, b] sera noté L?([a, b))

Définition 1.10 (Espace C*([a,b]))

les éléments de cet espace sont touts les fonctions définies sur [a, b] et qui ont des dérivées
continues jusqu’a 'ordre /.

La norme d’une élément f(z) € C*([a,b]) est définit par

4

171l = > max |f*(x)|
-

a<z<b
=0

1.2 Les équation intégrales

Définition 1.11 Une équation intégrale est définie comme une équation dans laquelle la
fonction inconnue figure sous le signe d’integration [.La forme générale d’une équation

intégrale est :

o (2)y (@) = f(z) + /\/K(x,t)y () dt, (1.2)
Q

ot a(x), f(x), K (z,t) sont des fonctions données, la fonction y (x) qui figure a lintérieur
et a lextérieur du signe intégral est linconnu a déterminer, \ est un paramétre réel ou
compleze différent de zéro, et ) un ensemble fermé, borné et mesurable d’un espace euclidien

de dimension finie.

1.3 Classification des équations intégrales

Equation intégrale de Fredholm

Une équation de la forme (1.2) dont les bornes d’intégration sont fizées est dite équation

intégrale linéaire de Fredholm.



1.3. Classification des équations intégrales

i) Si a(x) =1, ’équation s’écrit :

b

y(z) = f(x)+ )\/K (x,t)y (t)dt, (1.3)

a

et elle est dite de seconde espéce.

it) Si a(x) =0, léquation s’écrit :

b

f(a:)+)\/K(:c,t)y(t)dt:0,

a

et elle est dite de premiére espéce.

iii) St f (x) =0, l’équation s’écrit :

b

y (2) =A/K<x,t>y<t>dt,

a

et elle est dite homogéne.

Equation intégrale de Volterra

La forme la plus classique de Volterra est de la forme :

a(@)y (@) = £ (@) + ) [ K (@) ()t (1.9
ou les bornes de l'integration sont fonction de x et la fonction inconnue y (x) apparait
linéairement sous le signe intégral.
i) Si a(x) = 1, Uéquation s’écrit :
yle) = o)+ [K (mt)y (o)t
Cet équation est connue comme [’équation intégrale de Volterra de deuziéme espéce.

it) Si a(x) = 0, léquation s’écrit :

f(x)+)\/K(x,t)y(t)dt:0,



1.4. Classification des équations intégro-diftérentielles

qui s’appelle l’équation intégrale de Volterra de premiére espéce.

iti) Si f (z) =0, Uéquation s’écrit :

y (2) —A/K<x,t>y<t>du

et elle dite homogéne.

Equations intégrales singulier

Une équation intégrale singulier est définie comme une intégrale avec les limites infinies
ou lorsque le noyau de l'intégrale devienne non lié¢ a un certain moment dans l'intervalle.
Comme pour obtenir des exemples

1

y(x) = f(z) + /Ox Wy(t)dt, 0<a<l (1.5)

1.4 Classification des équations intégro-différentielles

Equation intégro-différentielle de Fredholm

L’équation de la forme (1.2) dont les bornes d’intégration sont fizées est dite équation
intégro-différentielle linéaire de Fredholm.

L’(E.I-D) de Fredholm s’écrit sous la forme :

y ™ () = f () + A / K (2.0)y (1) dt, (1.6)

oty y™ (z) indique la dérivée niéme de y(z). Autre dérivés de l’ordre moins peuvent

apparaitre avec u™ sur le coté gauche. Des exemples de Fredholm intégro-différentielles

1

y'(:c)—l—%x—l—/xy(t)dt,y(O) 0,

et



1.4. Classification des équations intégro-diftérentielles

y'(z)+y (z) =x —sinz — [ xty(t)dt,y(0) =0,y (0) = 1.

o\
INJE]

Equation intégro-différentielle de Volterra

Les équation intégro-différentielle de Volterra de premiére espéce , de seconde espéce
ou ho-mogéne sont définies de la méme maniére précédente sauf que le borne d’intégration
supérieure est variable, i.e b = x.

L’équation intégro-différentielle de Volterra s’écrit sous la forme :

y ™ () = f () + A / K (2,0 y (1) dt. (1.8)

Exemples d’équations l’intégro-différentielle de Volterra sont :

T

1
y (z) = —1—1—5352 —rexpx — /ty(t)dt,y(()) =0,

0
et

y' (2)+y () =1—x — (sinz + cosz) — /ty(t) dt,y (0) = —1,4'(0) = 1.

Equation intégro-différentielle de Volterra-Fredholm
Si les deux opérateurs de l'intégration de Fredholm et Volterra consistent alors I'(E.I-D)
est dite de Fredholm-Volterra ou Volterra-Fredholm.

L’équation intégro-différentielle de Volterra-Fredholm s’écrit sous la forme :

ol \1et Ao sont des paramétres numériques, Ky (x,t) et Kg (x,t) les noyauz de l’équation

intégrale (1.8), f(x) est la fonction donnée et y (t) est la fonction inconnue. Et la forme

mixte :



1.5. Equation de Lane-Emden

z b
V@) = )+ [ Ky
Un exemple de Volterra-Fredholm intégro-différentielles :

T 1

y’(a;):24a:+a:4+3—/(a;—t)y(t)dt—/ty(t)dt,y(o):0.

0 0

1.5 Equation de Lane-Emden

Les équations de Lane-Emden sont des problémes a valeurs initiales singuliers relatifs
aux équations différentielles ordinaires (EDO) du second ordre qui ont été utilisées pour
modéliser plusieurs phénomeénes en physique mathématique et en astrophysique tels que les
explosions thermiques, la structure stellaire, le comportement thermique d’un nuage sphé-
rique de gaz, de sphéres de gaz isothermes et de courants thermoioniques [5]. Les équations

de Lane-Emden ont la forme suivante :
1" k: ’
y + -y +flr,y)=g(), k>0,0<z<1 (1.10)
T

avec des conditions supplémentaires :

y(0) = A,y (0) = B (L11)

ou A et B sont des constantes, f(z,y) est une fonction continue a valeur réelle et g(x) €

0, 1].

1.6 Equation d’Emden-Fowler

Les équations de Lane-Emden ont été étudiées par Ralph H. Fowler [15] qui a développé
un nouvel ensemble de solution pour différents valeurs de n et pour tous les types de condition
aux limites. Celles-ci sont devenues connues sous le nom d’équation différentielle de type
Emden-Fowler. Récemment, beaucoup d’attention s’est portée sur I’étude des problémes

de valeurs initiales singuliéres dans les équations différentielles ordinaires du second ordre

10



1.6. Equation d’Emden-Fowler

(EDO). De nombreux problémes de physique mathématique et d’astrophysique peuvent
étre modélisés par les problémes dits de valeur initiale de 1’équation de type Emden-Fowler,

I’équation d’Emden-Fowler est de la forme :

V2 el ()e) =0, w1 (112
y(0) =, y'(0) =0 (1.13)

Ot est une constante et f(z) et g(y) sont des fonctions données dex et y respectivement.

Lorsque f(z) =1 et a =1, ’équation (1.12) se réduit a I’équation de Lane-Emden.

11



Chapitre 2

Existence et unicité de la solution des

équation intégro-différentielle

Dans ce chapitre nous rappelons les théorémes célébres du point fixe que nous allons
utiliser pour obtenir des résultats d’existence variés. Nous commencons par la définition d’un
point fixe, et nous présenterons quelques méthodes analytiques, et numériques importantes

pour résoudre les équations intégro-différentielles de la deuxiéme espéce.

2.1 Existence et unicité de la solution E.I.D

Définition 2.1 Soit f une application d’un ensemble E dans lui méme. On appelle point
fixe de f tout point x € F,
tel que :
f@) =
Rappelons que le principe de contraction de Banach, qui garantit ’existence d’un point fize
unique d’une contraction d’un espace métrique complet a valeurs dans lui-méme, est certai-

nement le plus connu des théorémes de point fixe.

Ce théoréme donne 'existence et 'unicité d’un point fixe pour une contraction sur un

espace métrique complet.

12



2.1. Existence et unicité de la solution E.I.D

Théoréme 2.2 (Picard) Soient (E,d) un espace métrique complet et, ¢ € E — E une
application contractante, i.e Lipschitzienne par rapport k < 1. Alors, @ admet un unique
point fize a € E. De plus, pour tout point initial xo € E, la suite itérée (x,)yen,avec xg € E

quelconque et x,.1 = ¢(z,) converge vers a.

Théoréme 2.3 Soit T un opérateur défini dans un espace de Banach X, tel que T" est

contractant sur X, pour un entier positif n, alors T" a un point fixe unique.

Lemme 2.4 Soit l'opérateur T' tel que T : C([a,b]) — C([a,b]), u et v € C([a,b]), et

L € R, est le constant de Lipschitz de la fonction K au troisiéme variable,
K :a,b] x [a,b] x R — R.
Alors :
) - )l < L

et l’équation intégro-différentielle de Fredholm :
b

Y (z) = f(z) + /k(m,t,y(t))dt ,x € [a,b]

K] [

(2,1)
yla)=a , a €R.
Admet une seule solution point fize.
Théoréme 2.5 Supposons que f € C[J x R" R"], K € C[J x J x R",R"| tel que :
t
[rrosyoyir <
to
pour
lo<s<t<th+a,
avec
y € Hy={¢ e ClJxR"]:y(to) = uo et |y(t) —uo| < b},
pour certain 0 < a < a. Alors l’équation intégro-différentielle de Volterra .
t
y(x) = f(t,z(t +/k‘t,s,yt dt
() = f(t, z(t)) (t,s,y(t)) 2.2)

y(to) = uo

Admet une solution unique.

13



2.2. Méthodes de résolution des (E.I-D)

2.2 Meéthodes de résolution des (E.I-D)

2.2.1 Meéthodes analytiques

Définition 2.6 Le noyau K(x,t) d’une équation intégro-différentielle de Fredholm est dite
degénérée s’il est la somme d’un nombre finie de produit des fonctions de variable x seul par

des fonctions de variable t seul i.e il est de la forme :
k() =) gi(z)hi(t).
i=0

Les fonctions g;(x) et hy(t) (i = 1,2,...,n) seront supposées continues dans le carré

fondamental a < x, t < b et linéairement indépendantes.

Remarque 2.7 Le noyau non degénéré peut réduice o noyau degénérée par développement

de Taylor.

Meéthode de calcul direct

Cette méthode peut étre utilisée pour résoudre ’équation intégro-différentielle de Fredholm
de deuxiéme espéce directement au lieu d’une forme série.

Pour lapplication de cette méthode, nous considérons le noyau séparable de la forme :

K (z,t)=g(x)h(t). (2.3)

Nous considérons [’équation intégro-différentielle de Fredholm de la forme générale :

w%wzﬂm+/K@wmmw (2.4)

aux conditions initiales

y® (0) =bp,0<k<n—1.

En substituant (2.3) dans (2.4), on trouve :
J 5) = o)+ g (@) [y 25)

14



2.2. Méthodes de résolution des (E.I-D)

Puisque l'intégrale dans l’équation (2.5) est une intégrale bornée et ne dépend que d’une

seule variable t, alors nous pouvons assigner cet intégrale par une constante 3 c’est-a-dire :

/ h(#)y (t)dt = . (2.6)

L’équation (2.5) devient :

y™ (2) = f (x) + By (x). (2.7)

En intégrant les deux cotés de (2.7) n fois de 0 a x ,en utilisant également les condition
initiales,nous pouvons trouver une formule pour y (x) qui dépend de [ et x.Cela signifie que

nous pouvons écrire :

y(z)=y(z,f). (2.8)

En substituant (2.8) dans le coté droit de (2.6) ,en calculant l’intégrale, en résolvant
également résultante. Quand on a déterminé [3, nous obtenons la solution exacte y (x) aprés
avoir substitué B dans (2.8).

Considérons I’équation intégro-différentielle de Fredholm :

1
y (z) =122 + /y (t)dt avec y (0) = 0. (2.9)
0
Cet éqution peut s’écrire :

Y (x) =122+ 3, y(0)=0. (2.10)

On pose :

/@@ﬁﬁzﬁ- (2.11)

En intégrant les deux cotés de (2.10) de 0 a x ,et en utilisant la condition initiale, nous

obtenons :

15



2.2. Méthodes de résolution des (E.I-D)

y (z) = 62° + B (2.12)

En remplagant (2.12) dans (2.11) et évaluer le rendement intégral :

1
ﬂz/y(t)dt:2+%ﬁ.
0

On trouve :

La solution exacte est donnée par :

y (z) = 62% + 4.

La méthode de décomposition Adomian

La méthode de décomposition Adomian (M DA) a été introduite et développée par George
Adomain. (M DA) donne la solution dans un infini série de composants. L’idée de la méthode
de décomposition Adomian transforme [’équation intégro-différentielle de Fredholm en une
équation intégrale.

Nous considérons ’équation intégro-différentielle de Fredholm du second ordre et du se-

cond type :

y' (2) = f (2) + / K (2,1)y (1) dt, (2.13)

avec les conditions initiales y (0) = by, 3’ (0) = by.

Intégrant les deux cotés de (2.13) de 0 a = deux foizr, nous obtenons :

y(x) = by + brz + L (@) + LY / Kz, )y(t)dt), (2.14)

a

ot les conditions initiales sont utilisées et L' et un opérateur intégral double .

16



2.2. Méthodes de résolution des (E.I-D)

y(@) =y (@), (2.15)

Nous utilisons la série de décomposition (2.15) dans les cotés de (2.14), on obtient :

b

> wnla) = o+ bua o L) + L7 [ KG) 3 wn(t)a),

ou de fagon équivalent :

T T

(e) + (@) ) + oo = ot b+ L) + L7 Ko@) + L7 Kz @y
0 0
+L—1(/k(a;,t)y2(t)dt) +...
0
Par conséquent, pour déterminer les composant yo (x), y1(x), y2 (z),ys3(x),..., de la

solution y (x) , nous définissons la relation de récurrence :

Yo(x) = bo+bix+ L7 (f(2))

wer() = L[ Ko, wult)dt), k= 0.

Notons que yo () est défini par tous les termes qui me sont pas inclus sous le signe

intégral, c’est -a-dire :

Yo (z) = bo+bi(x)+ L7 (f () (2.16)

b
Yy () = L1 /K (z,t)yp (t)dt, >0

En utilisant (2.16) , la série obtenue converge vers la solution ezxacte si une telle solution

existe.

Utilisez la méthode de décomposition d’Adomain pour résoudre I’équation intégro-différentielle

de Fredholm :
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2.2. Méthodes de résolution des (E.I-D)

1

y" (r) =€" —x + /xty t)dt avec y(0) =y (0) =y" (0) = 1. (2.17)
0

Intégrant les deux cotés de l’équation (2.17) trois fois de 0 & x, nous obtenons :

1
1 1 3
r)=¢" — —2° ty (t) dt
yio) == g+ oot | [t
0
D’aprés la procédure, nous définissons les relations de récurrence :

1

1
yo () = €” —51: 3 ey (2) = 3' /tyk( )dt, k> 0.
0
Cela on donne :
1
Yo (I) = e — ng

_  — .3
wle) = go [ttt = oo

1 45 29 3 1 1
=€’ — = — 14+ —=4+—+4...].
ylo) = =g+ g < T30 900 " >
La somme de série géométrique infinie
1 1 =30
S=14 =+ — —
* 30 * 900 - 29

Loutilisation de se résultat donne la solution ezacte y(x) = €”.
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2.2. Méthodes de résolution des (E.I-D)

2.2.2 Méthodes numériques
Rappel Integration Numérique

Le but de ce rappel est donner des méthodes permettant de calculer la valeur approchée

d’intégrale .

/ f()dt. (2.18)

Sur le plan pratique, pour obtenir une approximation lorsque les primitives de f ne sont
pas calculabes. Sur le plan théorique, de connaitre des méthodes permettant d’obtenir des
encadrements d’amplitude aussi petite que souhaitée. Lorsque la fonction f est de classe
C™ sur l'intervalle réel I = [a, b], on note : M; = max {f(")‘ x € [a,b],1=0,1,2,3,...n, on
subdivise I'intervalle [a, b] en n intervalles n € N* de méme longueur h = (b —a)/n que 'on

appelle le pas de la subdivision. Et pour tout ¢ = 0,1,2,3,...n, on note x; = a + th.

Méthode des trapézes

Principe des méthodes On remplace la courbe représentative de f, sur chaque segment
de la subdivision, par le segment qui joint (x;, f(z;)) @ (%41, f(xi11)). Cela revient donc a
interpoler la fonction f sur le segment [x;, z;,1] par le polynéme de Lagrange de degré 1 aux

points x; et x;1.

Proposition 2.8 la valeur approchée de l'intégrale f sur I par le méthode des trapézes est

alor donnée par :

7, =2 (f(a) — /) +if(mi)> . (2.19)

2 ;
=0

(@ip1—i) (f@)+f(wip)) _ h(f()+f(@it1))
2 2

Preuve. L’aire de trapézes en baze |[x;, ;11| est
On déduit que :

n—

T, S0 )+ F o) 2 (M D <fvi>> (2:20)

1
=0

=0
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2.2. Méthodes de résolution des (E.I-D)

La méthode des fonctions de Haar rationalisées

Définition 2.9 Pour n € N, et 0 < k < 2", les fonctions de Haar est définie comme :

U, x(t) =¥(2" — k+1).

Une autre facon :

2% si e (35, 2]
\:[JnJg(t) - _22 SZ t € [2711117 23&1]
0si te[o1]

pourn >0 et, k=1,2,...2"
De maniére analogue, définir la famille de l’extension des fonctions.
Les fonctions de Haar rationalisées

Définition 2.10 Les fonctions de Haar rationalisées sont composées seulement de trois

valeurs +1, —1 et 0 et peuvent étre définie sur lintervalle [0,1) comme :

1si t € [W ,22]'71}
Von(t) =4 —1si te
0sit¢ []22 ’2;[

3]

Méthode de perturbation d’homotopie(HPM)

La méthode de perturbation homotopique a été introduite et développée par Jihvan He
[11]. La méthode de perturbation homotopique couple une homotopie technique de topologie
et technique de perturbation.

Considérer 1’équation integro-différentielle de Fredholm suivante de la deuxiéme type de

formulaire.

v (z) = f(x)+ )\/k(ac,t)v(t)dt. (2.21)
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2.2. Méthodes de résolution des (E.I-D)

Nous définissons 'opérateur :

1

’

L(u) =u (x) — )\/k:(m, tyu(t)dt — f(x) = 0. (2.22)

0

Ou u' (x) = v' (). En suite, nous définissons ’homotopie H (u,m), m € [0, 1] par :
H(u,0) = F(u) , H(u,1)=L(u). (2.23)

Ou F(u) est un opérateur fonctionnel.Nous construisons une homotopie convexe de la

forme :

H(u,m) = (1 —m)F(u) +mL(u). (2.24)

Cette homotopie satisfait (2.23) pour m = 0 et m = 1 respectivement.Le paramétre
d’intégration m augmente monotone de zéro a 'unité comme le probléme trivial F'(u) =0
est continuellement déformé au probléme d’origine L(u) = 0. HPM utilise le parameétre

Homotopy m comme parameétre d’extension pour obtenir :
u = wo + mw; + miws +m3ws + .. ., (2.25)

quand m — 1,(2.25) correspond 4(2.24) et devient le solution de (2.22), c.-a-d.

v=lim u=wy+w; +ws +ws+... (2.26)

m—1
La série (2.33) est convergente pour la plupart des cas et le taux de convergence dépend
de L(u).
Supposons que F(u) = u(x) — f(z), et substituant(2.25) dans (2.22) et assimilant les

termes avec la puissance identique de m, nous avons :

m® : wy(z) = f(x) (2.27)
m" s (z) = /k(:c,t)wnl(t)dt =12 (2.98)
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Chapitre 3

Collocation-Touchard pour résoudre

les équations de Lane-Emden sous

forme IDV

Dans ce section, la série de Touchard est introduite par la méthode d’agrégation et son
utilisation pour résoudre le type Lane-Emden [9]. Les propriétés du polynome de Touchard
sont ensuite exploitées via la méthode d’agrégation pour réduire les équations intégrales en
un systéme d’équations algébriques résolubles numériquement grace au logiciel MATLAB.
Enfin, quelques exemples sont présentés pour vérifier 'efficacité de la méthode et la comparer
a ceux étudiés par des auteurs précédents.

L’équation généralisée de Lane-Emden du facteur de forme de k£ > 1 est de la forme
" k !
vty + fly) =0,k >1 (3.1)
Avec les conditions initiales suivantes
y(0) = a,y (0) =0

ot f(y) peut prendre plusieurs formes linéaires ou non linéaires.

Pour convertir (3.1) en une forme intégrale, nous définissons d’abord
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3.1. Méthode de collocation-Touchard

) =a— [0 - L) o) (3.2)

En différenciant (3.2) deux fois, en utilisant la régle de Leibniz, on obtient
zk

k
Y (@) = - / ) p ()t (3.3)

V') = ~1t) + K s

Propriétés des polyndmes de Touchard

Le n**™¢ polynome de Touchard T;,(x) est défini par Tp(z) = 1 et la relation suivante

k=0 k

Notant que le polyndéme de Touchard 7),(z) est un polyndéme a coefficients rationnels

Tn
1

1+z
14 2z + 22

1432+ 322+ 23

N lw | o~ o3

1+ 4z + 622 + 423 + 24

3.1 Meéthode de collocation-Touchard

on va résoudre numériquement des équations intégro-différentielles de Volterra en utili-
sant les méthodes de collocation- Touchard [9)].
On considére I’équation intégro-différentielle de Volterra (3.3), et on applique la technique

de la méthode de collocation-Touchard collocation. Pour ceci, nous estimons la fonction
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3.1. Méthode de collocation-Touchard

inconnue y(x) comme suit
y(x) >y, () = agTo(z) + a1y (z) + ... +a, T, (v) = Z arTy (x) (3.4)

alors
y'(x) =) aT () (3.5)
k=0
ou Tysont les polynéme de Touchard de degré k(k = 0,1,...,n), et, aj, sont des para-
meétres inconnus, & déterminé.

On remplace (3.4) et (3.5) dans I’équation(3.3), nous obtenons

n

/ tk .
Zaka (x) = —/ —k Zaka )dt,j =0,1,...,n
L
0

k=0

ou
tk’

() / any dt =0 (3.6)
0 J

f
<)
i%

les conditions initiales de probléme(3.3) sont donné

n

y(0) =Y aTp(0) =« (3.7)
k=0

Les inconnus ay(k = 0,1, ...,n), sont déterminés en résolvant le systéme d’équations (3.6)
et (3.7). La substitution de ces valeurs dans (3.4) donne la solution approximative.

Analyse de 'erreur

Pour illustrer les idées sous-jacentes, la validité, I’efficacité, la précision et la performance
de la technique proposée, nous analysons plusieurs équations linéaires de Lane—Emden—
Fowler. Tout au long des calculs, I'erreur absolue est définie par e = |y(z) — ye. ()| o0
Yer () désigne la solution exacte.

Exemples illustratifs

Example 1. Considérez 1’équation homogene linéaire de Lane-Emden suivante [4, 9].

1" k/
Yy +Ey +y(z)=0,0<z=1
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3.1. Méthode de collocation-Touchard

les conditions initiales

L’équation considérée est équivalente a la forme intégro-différentielle suivante.

x

v =- [

0

Yy (t)dt, 0 <z =<1

x | Exact solution y | Approx solution y,, | Error for n = 3 | Error for n = 6
0.0 1 1 4.440892e-16 0.000000e+00
0.1 0.998 3 0.9985 1.417858e-04 4.736365e-09
0.2 0.9934 0.9943 9.693085e-04 2.284724e-07
0.3 0.9851 0.9879 2.806885e-03 1.985339e-06
0.4 0.9735 0.9793 5.728431e-03 8.597233e-06
0.5 0.958 8 0.9685 9.660725e-03 2.549619e-05
0.6 0.9411 0.9555 1.444737e-02 5.962280e-05
0.7 0.9203 0.9402 1.988864e-02 1.184792e-04
0.8 0.896 7 0.9225 2.576646e-02 2.091261e-04
0.9 0.8704 0.9022 3.186045e-02 3.373001e-04

1 0.841 47 0.8794 3.795823e-02 5.067347e-04

Tableau 1 : Solutions approximatives et exactes pour l'exemple 1
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3.1. Méthode de collocation-Touchard

1.02 T T T 1.04 T T T
exacte Solution exacte Solution
#*  approx. Solution 1.02 +  approx. Solution
\\ pp
0.98 I !
N ~
\ 0.98
0.96
*
0.96
0.94
> > 0.94
0.92
0.92 *
0.9
‘\ 0.9
0.88 \ 0.88
0.86 \ 0.86
0.84 i 0.84
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

I

Figure 1. Comparaison entre la solution approximative et exacte de l'exemplel, n=3, n=6

example2 Consider the following Lane-Emden-Fowler equation

2
Y'Yy =227 +3)y =0, y(0)=1,5(0)=0, 0<z=1
T

subject to the initial conditions

avec la solution exacte y(x) = e

de cette équation peut étre transformée en une forme intégro-différentielle comme suit :

Y () = 2/:(;—22) (22 + 3) y(t)dt,y(0) = 1
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3.1. Méthode de collocation-Touchard

x | Exact solution y | Approx solution yg | Error for n = 8
0.0 1.0000 1.0000 1.421085e-14
0.1 1.0101 1.0101 1.303713e-11
0.2 1.0408 1.0408 2.375549e-09
0.3 1.0942 1.0942 4.558485e-08
0.4 1.1735 1.1735 3.565202e-07
0.5 1.2840 1.2840 1.744087e-06
0.6 1.4333 1.4333 6.487693e-06
0.7 1.6323 1.6323 2.049910e-05
0.8 1.8965 1.8965 5.924052e-05
0.9 2.2479 2.2481 1.653550e-04

1 2.7183 2.7187 4.636227e-04

Tableau 2 : Solutions approximatives et exactes pour I'’exemple 2

2.8 T T T
exacte Solution I
2.6 %  approx. Solution []
2.4 //
2.2 %
? /

> 1.8 /
1.6 /7
A

1.4 /
1.2 /(/*
1 e
0.8
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

X

Figure 2. Comparaison entre la solution approximative et exacte de 1'exemple2, n=8
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Conclusion

Conclusion

Dans ce mémoire, la méthode de collocation a été utilisée avec les polynémes de Touchard
pour résoudre les équations de Lane-Emden sous différentes formes, notamment sous forme
d’équations intégro-différentielles de Volterra. Nous avons également confirmé efficacité de
cette méthode, en particulier grace a 'utilisation des polynémes de type Touchard. Plus le
degré N du polyndéme est élevé, plus les résultats obtenus sont précis. Plusieurs exemples

ont été présentés afin de démontrer la performance et la précision de la méthode.
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Résumé

Dans ce travail, nous étudions les équations différentieclles de Lane-Emden en les
transformant en équations intégro-différentielles afin d'obtenir des solutions
approchées. Nous utilisons la méthode de Collocation-Touchard et comparons les
résultats avec des solutions exactes pour €valuer la précision et I'efficacité de
'approche proposée.

Mots-clés: équations intégro-différentielles, équation de Lane-Emden, méthodes
numériques.

Abstract

In this work, we investigate the Lane-Emden differential equations by transforming
them into integro-differential equations, aiming to obtain approximate solutions.
We employ the Collocation-Touchard method and compare the results with exact
solutions to assess the accuracy and effectiveness of the proposed approach.

Keywords: integro-differential equations, Lane-Emden equation, numerical
methods



