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Résumé
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ans ce mémoire, un probleme aux limites semi linéaire pour les équations de 1’élasticité linéaire

( systeme de Lamé) avec terme source fortement non linéaire est considéré. On commence par

ontrer 1'existence et l'unicité d’une solution faible en se basant sur les approximations de Faedo-

Galerkin combinées avec la méthode de Compacité. En suite, un résultat de régularité est obtenu en
utilisant la méthode de Compacité et les techniques de Faedo-Galerkin avec une base spéciale.

Mots-Clés : Approximations de Faedo-Galerkin, Equation hyperbolique, Méthode de Compacité,
Existence et unicité, Probléeme aux limites.

n this work, a semi-linear boundary problem for the linear elasticity equations (Lamé system) with

strongly nonlinear source term is considered. We start by showing the existence and uniqueness
of a weak solution by basing on the Faedo-Galerkin approximations combined with the compactness
method. Next, a regularity result is obtained by using the compactness methode and the Faedo-Galerkin
techniques with special basis.

Keywords : Boundary value problem, Compactness method, Existence and uniqueness,
Faedo-Galerkin approximations, Hyperbolic equation.
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Introduction générale

otre compréhension des phénomeénes du monde réel et notre technologie sont aujour-

d’hui en grande partie basées sur les équations aux dérivées partielles, qui seront no-
tées en abrege EDP dans la suite. C’est en effet grace a la modélisation de ces phénomenes au
travers d’EDP que l'on a pu comprendre le role de tel ou tel parameétre, et surtout obtenir des
prévisions parfois extrémement précises. L'étude mathématique des EDP nous a aussi appris a
faire preuve d'un peu de modestie : on a découvert I'impossibilité de prévoir a moyen terme
certains phénomeénes gouvernés par des EDP non linéaires - pensez au désormais célébre ef-
fet papillon : une petite variation des conditions initiales peut en temps trés long conduire a
des treés grandes variations. D’un autre c6té, on a aussi appris a "entendre la forme d’un tam-
bour" : on a démontré mathématiquement que les fréquences émises par un tambour lors de
la vibration de la membrane - un phénomene d’écrit par une EDP, permettent de reconstituer
parfaitement la forme du tambour. L'une des choses qu'il faut avoir a 1'esprit a propos des EDP,
c’est qu’il n’est en général pas question d’obtenir leurs solutions explicitement! Ce que les ma-
thématiques peuvent faire par contre, c’est dire si une ou plusieurs solutions existent, et d’écrire
parfois trés précisément certaines propriétés de ces solutions.

Notre objectif dans ce travail consiste a analyser la question d’existence, d"unicité et la régu-
larité des solutions pour un probleme aux limites hyperbolique semi linéaire pour les équations
de Lamé décrivant I’évolution d"un corps élastique linéaire en se basant sur les approximations
de Faedo-Galerkin combinées avec la méthode de Compacité. Ces techniques sont utilisées par
Lions [9] pour des problemes particuliers.

Ce mémoire est structuré en trois chapitres, dans le premier chapitre on rappelle de quelques
résultats fondamentaux sur les espaces de sobolev, topologie faible, application trace, ainsi que

les résultats de compacité.
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Dans le second chapitre, on considere un probleme aux limites hyperbolique semi linéaire gou-
verné par les équations de Lamé qui modilisent 1’évolutions des matériaux élastiques. Plus
précisément, on désigne par €2 un ouvert de R", a frontiere assez régulieres I', {I';,T's} est une
partition de I'. On suppose que mes I'y > 0. Soit () le cylindre de R} x R, : () = Q2x]0, T fini, de

frontiere ¥ ; on dénote par L le systéme de lamé défini, au moyen des coefficients de lamé, par
Lu = pAu+ (A + p)Vdivu;

ou A et i sont les coefficients de lamé. ug, u, f sont des fonctions données, p > 0 ( on pourrait
supposer seulement p > —1).

On s’intéresse a 'existence et 1'unicité d’une fonction u = u(x,t),z € Q,t €]0,7T[ solution du

probleme (1)-(3);
0%u

@—Lu+]u’|p '=f; dansQ = Q x (0,7), (1)

avec les conditions aux limites mixtes Dirichlet-Neumann :

0
u=0 sur ¥, (3: = uVun—+ (A+ p)divunp =h sur X, (2)
L

et les conditions initiales :

du

u(z,0) = ug(x), =€, 5

(x,0) = us(z), =€ (3)

Sous certaines hypothéses sur les données, en se basant sur la méthode de Compacité et les ap-
proximations de Faedo-Galerkin on démontre que le probléme considéré admet une solution
faible unique ayant certaine régularité.

Dans le dernier chapitre, on considere le méme probléme qui a été considéré dans le chapitre
précédent. Sous certaines hypotheses plus fortes, en utilisant les approximations de Faedo-
Galerkin, pour une base spéciale, combinées avec la méthode de Compacité, on analyse la

question de la régularité des solutions.
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Notations

si (2 est un domaine ouvert de R" on a:

Q: L’adhérence de (.

=y, I;: La frontiere de €2 supposée souvent réguliere.

Ii(i=1,2): Une partie mesurable de la frontiere I".

Q = Qx]0,T]: cylindre de R} x R,.

n: La normale unitaire sortante a I .

D(9Q) : L’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables

et a support compact contenu dans 2.

D'(Q) :
D(0,T;X) :

L’espace des distributions sur €2 .

L’ensemble des fonctions continues a support compact

dans (0,7") a valeurs dans X.
D'(0,7;X) : L'espace des distributions des fonctions U : [0,7] — X .
C'\CLi=1,2,...,n:
C,C;,i=1,2,...n:
KK, ,i=12 ..n:

des constants génériques strictement positifs .

des constants génériques strictement positifs .

oy A

pA + (A + p)VDiv

des constants génériques strictement positifs .
sont des constantes de lamé.

Le systeme de lamé.

837772 = (uVu.n + (A + p)divu.n) La dérivée normale de u sur I's.

Au =N, ‘327%‘ = div (Vu) le laplacien de la fonction u : R* — R.

T Les dérivées premiéres et secondes de u par rapport aux temps .
Yi,t=10,1,2 sont des applications de trace .

Yo(u) = ur Trace de usur I

Yo(u') = U//m Trace de v’ sur T, .

Yo(u') = u'/'FQ Trace de v sur T .

Uy, —> U La convergente faible étoile de la suite (u,,, ) vers I'élément



TABLE DES MATIERES 9

u dans V.

Uy Uppyy Wy Suites.

Up, sous-suite de u,,.
V= (%, 8%2, " %) Le gradient.

! 1" 2. P LN
faf: Les dérivées premieres et secondes de f par rapport aux temps .

p . t
Vf:= (%, 57];7 g—afg o %) Le gradiant de la fonction f : R* — R.

divf = (69:1 + &EJ; + 2L 4+ %) La divergence de f.

o3
3(D(0,T); X) : L'espace des applications linéaires et continues de D(0,7")
dans X .
H: L’espace de Hilbert .
(g Le produit scalaire d"une espace de Hilbert H .
(5 ) x e x Le produit dualité entre X' x X.
dr : La mesure superficielle sur I" induite par dz.
mesl’y : La mesure de Lebesgue (n — 1) dimensionnelle de T';.

) 4 . . D
e(u) = e(uy) = 3 (8“1 - ) . Le tenseur des déformations linéarisé.

RE La norme euclidienne sur R".

C(0,T;R) : L'espace des fonctions continues sur [0, 7] dans R .

S(V; H Q) : L'espace des applications linéaires et continues de V dans H*(2).
H3(T) {u e LA(I), tel que ffrxp|“;7|dl“( ) dI'(y) < oo}.

lull 3 (leal 7o o +ffrxr%df( z) dl(y) )",

H3(T) : {ue H'('),Ya € N*,|o] = 1,5 € H3()} .

CHICOUCHE HAMINA S. Probléme hyperboliques semi linéaire pour les équations de lamé



CHAPITRE 1

QUELQUES RAPPELS D’ANALYSE
FONCTIONNELLE

ans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats d’analyse fonctionnelle que nous
allons utiliser dans les chapitres suivants. Plus précisément, nous commengons par
donner quelques notions sur la topologie faible ( convergence faible, convergence faible étoile)
et sur les espaces fonctionnels, ainsi que leurs propriétés, en suite nous présentons quelques

techniques d’analyse fonctionnelle permettant la démonstration des résultats souhaités.

Contenu :

1. Topologie faible;
2. Espace des Distributions;
3. Les espaces L?;
4. Espace de Sobolev ;
(a) Espace de Sobolev d’ordre entier;
(b) Injection de Sobolev ;
5. Théoremes fondamentaux;
(a) Théoreme de Rellich;
(b) Théoreme de Traces;
(c) Théoreme de Compacité;

6. Inégalités;

10
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7. Lemmes de Granwall ;

8. Méthode de Compacité;

CHICOUCHE HAMINA S. Probleme hyperboliques semi linéaire pour les équations de lamé



1.1. TOPOLOGIE FAIBLE 12

1.1 Topologie faible

Soient (X, ||.||x) un espace de Banach, X' son dual (topologique) et (., .) le crochet de dualité
entre X' et X.

1.1.1 Convergence faible

Définition 1.1. Soit (u,),eny une suite de X et u un élément de X. On dit que; (u,) converge

faiblement vers u dans X si:

ou encore :

et on écrit :

u, — udans X.

La convergence forte (i.e. la convergence au sens de la norme ||u,, — u||, — 0) sera notée :
u, — udans X.

Proposition 1.1. ([4l]) Si la limite faible d’une suite de X existe, elle est unique.

1.1.2 Convergence faible *

([5] , [11]]) Soit X un espace de Banach, X " son dual, X" son bidual topologique muni de la

norme :

1€l 5 = SUP e x 1f1l.s [SERIE

x'<1

En effet, pour tout élément = € X, on définit J, € X ! par:

. . s . . !/ .
J, est bien une forme linéaire continue sur X puisque :

[ (N = 1F (@) < lzllx (115 -

CHICOUCHE HAMINA S. Probleme hyperboliques semi linéaire pour les équations de lamé



1.1. TOPOLOGIE FAIBLE 13

Définition 1.2. Soient (u,),ex € X etu € X'. On dit que; (u,) converge vers u dans X " faible *
Si:

U () =% u(z), Vo € X,

ou encore :

(umx)X’xX TH—O;) <u7x>X'><X7

et on écrit :

u, = udans X'
Remarque 1.1. ([4]) Si la limite faible * d"une suite de X existe, elle est unique.
Soit H un espace de Hilbert pour le produit scalaire (.,.),; et H son dual topologique.

Proposition 1.2. ([1l]) Une suite (u,),en de H converge faiblement vers w dans H si et seulement si :
len—mo <un7y>H = <u7y>Ha \V/y € H

1.1.3 Espace réflexif , espace séparable

Soit X un espace de Banach et J : X — X" l'injection canonique de X dans X", définie

par:
J.(f) = f(z) pour tout: z € X, f € X .

Définition 1.3. (Espace réflexif)([11])
L'espace X est dit réflexif, si: J(X) = X". On a le résultat :

Théoreme 1.1. ([11]) Toute suite bornée d'un espace de Banach réflexif X, admet au moins une sous-

suite faiblement convergence dans X .

Preuve :
Une démonstration détaillée de ce théoreme se trouve dans le livre de H.Brezis ([5]), analyse

fonctionnelle théorie et applications (Théoreme II1.27, page 50).

Définition 1.4. ( Espace séparable)([11]])
Un espace métrique séparable est un espace métrique qui contient un sous ensemble D C X

dense et dénomblable. On donne le résultat :

CHICOUCHE HAMINA S. Probleme hyperboliques semi linéaire pour les équations de lamé



1.2. ESPACE DE DISTRIBUTIONS 14

Théoréme 1.2. ([11]]) Si X est un espace de Banach séparable, alors de toute suite bornée de X' on peut

. . . /
extraire une sous-suite faiblement-* convergente dans X .

Preuve :
La démonstration de ce théoréeme est détaillée dans le livre de H.Brezis ([5]]), analyse fonction-

nelle théorie et applications (Corollaire II1.26, page 50).

Corollaire 1.1. ([5l], page45) Soit X est un espace de Banach. Alors X est réflexif si et seulement si X'
est réflexif .

Preuve (voire a [5] page46 ).

1.2 Espace de Distributions
1.2.1 Distributions sur (2

Soit Q2 un ouvert de " .

Définition 1.5. On note par D({2) l'espace des fonctions réelles ou complexes sur 2, indéfini-
ment dérivables a support compact inclus dans €2 .

C’est a dire :
D) ={u:Q — K;u e C*(Q) et Suppu est compact C 2},

ou:

Suppu = {z € Q,u(z) # 0}.

Définition 1.6. L'espace des distributions sur (2 est 'ensemble des formes linéaires et continues

sur 2, c’est a dire les éléménts de D'(12), o1 :

!

D (2) ={u:Q — K; Linéaire et Continue } .

1.2.2 Distributions sur (0,7") a valeurs dans X

Définition 1.7. D(0,T; X') I'ensemble des fonctions continues a support compact dans (0,7") a

valeurs dans X, c’est a dire :

D(0,T;X) ={u:]0,T[— X;u € C*(0,T), Suppu = X compact C|0,7[}.

CHICOUCHE HAMINA S. Probleme hyperboliques semi linéaire pour les équations de lamé



1.3. LES ESPACES L” 15

Définition 1.8. L'espace des distributions sur (0, 7’) a valeurs dans X, noté par D'(0,T; X), est

défini par :
D'(0,T;X)=(D(0,T); X) = {u: D(0,T) — X;Linéaire et Continue}

muni de la topologie de la convergence uniforme sur les ensembles bornés de D (0, T').

1.3 Les espaces L*
1.3.1 Les espaces LP((2)

([4]) Soit 2 un ouvert de R™ avecn > 1.
Pour:1 < p < oo, on note LP(2) = LP(Q), R), I'espace vectoriel des (classes des ) fonctions

u : 2 — R mesurables de p-ieme puissance intégrable ( au sens de Lebesgue) sur (), i.e.

P dals
| @) de < oo,

Jull ooy = [ el da )5’.

Pour p = oo, on désigne par L>(Q2) = L>(Q2, R) I'espace vectoriel des (classes des ) fonctions

muni de la norme :

u : ) — R mesurables et essentiellement bornées dans €2, i.e.
dM >0, telle que : |u(z)| < M, p.p.x € Q,
muni de sa norme :
[ull oo () = Supesszeq |u(z)| = Inf{M > 0; Ju(z)| < M, p.p.x € Q}.

Propriétés 1.1. .

1. Pour tout 1 < p < o0, (LP(Q), ||.||LP(Q)) est un espace de Banach;

2. Pour:1 < p < oo, l'espace LP(f2) est séparable;

3. Pour:1 < p < oo, 'espace LP((2) est réflexif, et le dual de L”(2) s’indentifie avec rr (Q),

+4 =1
p

ou:

B =

Pour : p = 2, on obtient 'espace L*(2) qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(W, V) p2q) = /Qu(x)v(x) dx |

el oy = (/Q () dx)é'

CHICOUCHE HAMINA S. Probleme hyperboliques semi linéaire pour les équations de lamé

et la norme associée :




1.3. LES ESPACES L” 16

1.3.2 Les espaces LP(I)

Définition 1.9. Si on note dI' la mesure superficielle sur I' induite par la mesure de Lebesgue
dx, alors on définit LP(I'), 1 < p < oo comme 'ensemble des fonctions v : I' — R telles que,

|u|” soit intégrable sur I'; muni de la norme :

ol ey = ([ @ dr)”.
1.3.3 Les espaces L(0,7T; X)

Soit X un espace de Banach, avec; 1 < p < oo.

Définition 1.10. On désigne par L?(0,7"; X) 'espace des (classes des) fonctions u mesurables

sur [0, 7] a valeurs dans X et telles que :

3 =

T
Oy = ( ] IO @ ) < 01 < < 0
Pourp = o0

1w oo 0,;x) = Supessieo,) lul®)llx < oo

Définition 1.11. ([1]) Soit X un espace de Banach. On dit que; la suite (u,,) converge vers u dans

I'espace LP(0,T; X) faible étoile si :

[ ntt). o) @t =5 [ (o) o0) de, g € 190,75 ),

Propriétés 1.2. Sil <p <ooona:
1. Pour:1 <p < oo, Si X est séparable, alors L?(0,T"; X) est séparable.
2. Pour:1 < p < oo, Si X est réflexif, alors L?(0,7T; X) est réflexif.

3. Pour: 1 < p < oo, LP(0,T; X) est un espace de Banach et en particulier, L?(0,T; X) est

un espace de Hilbert, lorsque X est un espace de Hilbert.

4. Pour:1<¢g<r<oo:

Lr<07 TJ X) > Continue Lq(07 T7 X) (11)

CHICOUCHE HAMINA S. Probleme hyperboliques semi linéaire pour les équations de lamé



1.4. ESPACES DE SOBOLEV 17

5. L'espace dual de LP(0,T; X) est 53 (0,7;X"), pour 1 < p < oo; ot % + }% = 1.

6. Si X et Y sont deux espaces de Banach tels que : X —continue Y, alors :
LP(0,T; X) —continue LP(0,T;Y) pour 1 < p < oo. (1.2)

7. D(0,T; X) estdense dans L”(0,7"; X), c’esta dire L?(0,7; X) = D(0,7; X ). On peut iden-
tifier le dual L” (0,75 X) de L*(0,T; X) a un espace des distributions sur (0,7") 4 valeurs
dans X,

pour: 1 < p < 0o, D(0,T; X) — D(0,T; X) = LP(0,T; X) C L? (0,T; X) € D'(0,T; X).

(1.3)
8. Si L'(0,T; X), alors la fonction; t — [ u(s)ds est continue et :
;i ( /O " il ds) 3 /0 Y (s)ds = ut) — u(0). (1.4)
Lemme 1.1. ([9], page7) Soit X un espace de Banach. Si :
f e L0, T; X),
et (1.5)

flelP(0,T;X), 1 <p<oo.

Alors : fest apres modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0,T'), continue de [0,T] —

X, (f:[0,T] = X).

1.4 Espaces de Sobolev

Les espaces de sobolev sont les espaces fonctionnels dont les dérivée au sens faible sont
intégrables, ces espaces sont complets ce qui est un avantage considérable pour 1'étude des

solutions des équations aux dérivées partielles.

1.4.1 Espace de Sobolev d’ordre entier
Espace de Sobolev H™({2)

Définition 1.12. Soit m € N(m > 1), ’espace de Sobolev d’ordre m, noté H™({2) est 'ensemble
défini par :

H™(Q) = {u/u € L*(Q); D*u € L*(Q);Ya € N™; |a] < m},

CHICOUCHE HAMINA S. Probleme hyperboliques semi linéaire pour les équations de lamé



1.4. ESPACES DE SOBOLEV 18

ou:

D = o (1, 0,y 0n) € N ] = @1 4 @0 + .+
1 -----

et sont au sens des distributions.

Proposition 1.3. Les espace H™(S)) sont des espaces de Hilbert, pour le produit scalaire :

<U7U>Hm(ﬂ) = Z (D%, DaU>L2(Q)>

|al<m
2 2
Y
L)

L2(Q) .

et la norme associée :

[un

ou
8%

N
2
”uHHm(Q) = (H““L?(Q) + Z

=1

ou la norme équivalente :
ou

3xi

N
lll gy = Nl g2y + D
i=1

Remarque 1.2. L'espace H™((2) est séparable.

1.4.2 Injection de Sobolev
Soit £, F' deux espaces de Banach tels que £ C F'.

Définition 1.13. On dit que £ s’injecte dans F' de maniere continue.
Sil'application :
I:E— F

r— I(x) =z,

est continue, et on note :

E > continue F7

de maniere équivalent; E < ,niinue F Si:
3C > 0: [[I(@)|p = llzllp < Cllallp -

Définition 1.14. On dit que £ s’injecte dans I’ de maniere compacte.
Sil'application :
I:E+— F

r— I(x) =z,
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est compacte, et on note :

E <_>campacte F.

C’est a dire : de toute suite bornée (z,,),, de £ on peut extraire une sous-suite convergente dans

F.

1.5 Théorémes fandamentaux

Nous considérons maintenant quelques théorémes importants qui sont utilisés le long de ce

mémoire.

1.5.1 Théoréme de Rellich

On suppose que Q un ouvert borné de classe C*!, on a :
H™(Q) — H™(Q),Vm € N*, (1.6)

ou:

[ull 1) < Cllull gm gy , Yu € H™(Q).

En particulier, on a toujours :
Hm(Q) ;)compacte LQ(Q); (17)
c’est-a-dire :
lull 20y < Cllull ey - Yu € L),

et de toute suite bornée de H™ () on peut extraire une sous-suite convergence dans L?(2).

1.5.2 Théoréme de trace

On supposons que 2 est de classe C, alors; D(Q) (or : Coo(ﬁ)) est dense dans H'(02) et
'application, v, : D(Q) — C(I'), définie par : vo(u) = ur,
c’est a dire :

D(Q) — C(I)

u — Yo(u) = ur,
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se prolonge par un application linéaire continue de H*(2) dans L*(T") , encore notée par .

En générale, se prolange par une application continue de H™ dans H™ ~3,
H™(Q) — H™73(T)

u — Yo(u) = uyr.

En particuliére pourm =letj =0:
Yoo H'(Q) — H2(T) — L*(T)

u — Yo(u) = ur,

et la norme définie par :
o)y < 040y < Clullimay

pourm =2etj=1:

Yo : H2(Q) — H™2(T') — L(T)

ou
U —>70 (8']7) )

@
Yo a1

et la norme définie par :

30 >0 < C Jlull ya(ey -

(1)

Espace de Sobolev H}(Q)

Définition 1.15. ([1]) H}(Q2) est I'adérence de D(f2) dans H'(Q).

’

Proposition 1.4. L'espace H} () est I'ensemble des fonctions " nulles ” sur T.

C’est a dire :
Hy() = {u € H(Q);70(u) = 0},

et dont la norme est définie par :

1 1
N 2 2 N 2 2
ou ou 2 %
el o = (22 ZEEEDY = (IVul o)
o 20791023 | 12(q) i=0110%i || 20 ( ( ))
ou la norme équivalente :
[l gy o) = 1Vl p2(q) -

Proposition 1.5. L'espace dual de H}(Q) est H™*(Q2), c’est a dire :

(H}()) = H(Q).
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Espace V'

On note par V' le sous-espace fermé de H*((2), défini par :
V = {v € H'(Q) :v:OsurFl}.
L'espace V est séparable .

Proposition 1.6. D(X) est dense dans V, c’est a dire :

V = D(Q); telle que : Yv € V;Jv, € D(Q) : v, —> vdans V. (1.8)
On peut identifier le dual V' de V & un espace des ditributions sur () :

D(Q) = D(Q) =V cL*Q) cV cD(Q). (1.9)

1.5.3 Théoréeme de Compacité

Les résultats de compacité faible et faible * énoncés ci-dessous sont largement utilisés pour
" passage a la limite " dans la plupart des méthodes constructives de résolution des problémes

aux limites.

Théoréme 1.3. ( Compacité faible * des bornés du dual d’un espace séparable)

Soit X un espace de Banach séparable et soit (u,),en une suite bornée de X " ( Clest a dire; il
existe C' € Ry tq:||u,| v < C pourtout n € N ). Alors il existe une sous-suite, encore notée (uy, ) et
u € X' telle que :

Up, — u dans X faible*.

Une application importante de ce théoreme est la suivante :
si § est un ouvert de R" et (u,)nen est une suite bornée de L*>(S2), alors il existe une sous-suite encore

notée (u,, ) et u € L>(Q) tels que :

/unknpda: —>/u<pdx pour tout p € L' ().
Q Q

Théoreme 1.4. (Compacité faible des bornés d’un espace réflexif)

Soit X un espace de Banach réflexif, et soit (u,)n,eny une suite borneé de X. Alors il existe une

sous-suite encore notée (u,, ) , et u € X telle que :

Up, — wdans X faiblement.
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Remarque 1.3. Noter qu'un espace de Hilbert est toujours un espace de Banach réflexif.
Définition 1.16. ([15]) On dit qu'une forme bilinéaire a(u,v) : V' x V — Rest:
1. continue s’il existe une constante C' > 0 telle que :
la(u, 0)] < Cllully vl Vu,0 eV, (1.10)
2. coercive s'il existe une constante a > 0 telle que :

a(u,u) > ollull} Yu eV, (1.11)

alors, de (1.10) et (1.11), il résulte que :

2
a(u, u) = fully -

1.6 Inégalités
1.6.1 Inégalité de Young

Soit1 < p,g<o00.Sia,be R,alors:

1 1
ab < —aP + b1,
p q

Démonstration

Cette inégalité provient facilement du fait que la fonction logarithme est concave. En effet,
ona:
a? b

Ln(ab) = ;Ln(ap) 4 ;Ln(bq) <In(%+2),

Il suffit ensuite d’appliquer la fonction exponentielle a 1'inégalité précédente pour obtenir le
résultat voulu.

Une des conséquences classique de 1'inégalité de Young est I'inégalité de Holder.

1.6.2 Inégalité de Cauchy-Schwartz

Siu,v € L*() alors on a I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

{10, 0) 2oy | < Tl 2y 10] 2200 - (1.12)
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1.6.3 Inégalité de Poincaré

Soit 2 un ouvert borné a frontiere de R"; alors, il existe une constante ( dépendant seulement
p

de Q) C =C(Q) > 0, telle que :
| ) < CIVUmll 20y > Vuum € Ho(Q). (1.13)

Autrement dit, sur Hy(Q2) la quantité [[Vul|,., est une norme équivalente a la norme de

1
2 2
L2(Q)>

Remarque 1.4. L'inégalité de Poincaré réste valable dans tout sous espace de H'(2), dont u = 0

“u”Hl(Q)

Oy,

89@-

HUmHHl(Q) ||Vum||L2 Q) — (Z

i=1

sur une partié de la frontiére.

1.6.4 Inégalité de Korn

([1) Soit © un ouvert borné de R", a frontiere I' C'! par morceaux. Supposons que I' = I’ UT’,,
'y NIy = ¢ est une partition de I'. Si mesl'; > 0, alors il existe une constante C' = C'(€2) > 0 telle

que:

le(w)ly = Y leis(w)* = Cllullip g, Yu eV, (1.14)

ij=1

ot H = L2(Q)™" et e(u) = 3 (3% + 52) = § (Vu+ V7u) .

Preuve (voir a [6]).

1.6.5 Formule de Green

Cette formule est un outil fondamental pour la résolution des EDP. Elle coincide, en dimen-

sion 1, avec la formule d’intégration par parties.

Formule de Green

Soit © un ouvert borné a frontiére lipschitzienne de R". Pour tout u,v € H'(2) ona:

gz.vdx :/F(u.m)vds —/Qu(x)g;}Z dr,1<i<navec:u.n = g;i

De plus, si:u € H*(Q) etv € H(Q),

/QAu.vdx :/F(Vu.n)vds —/QVqud:U _/1“<Z

" Ou Ov
)vds —/ 92, idw. (1.15)
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1.7 Lemme de Granwall

Lemme 1.2. ([15]) Soit n € C(0,T; R) telle que n(t) > 0. Pour tout t € [0,T), si, p € C(0,T; R) est

une fonction telle que :
t
o(t) <a +/ n(s)p(s)ds ,vt e [0,T],a >0, (1.16)
0

alors :

o(t) < aexp(/otn(s) ds)) ,Vtel0,T].

1.8 Fonction convexe
Soit X un ensemble convexe. La fonction réelle F' définie sur X est dite convexe si :

F(tu+ (1 —t)v) <tF(u) + (1 —t)F(v),Yu,v € X, Vt €]0, 1].

1.9 La méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin est une méthode trés générale et trés robuste. L'idée de la méthode
est la suivante. Partant d’un probleme posé dans un espace de dimension infinie, on procede
d’abord a une approximation dans une suite croissante de sous-espaces de dimension finie. On
résout ensuite le probleme approché, ce qui est en général plus facile que de résoudre direc-
tement en dimension infinie. Enfin, on passe d"une fagon ou d’une autre a la limite quand on
fait tendre la dimension des espaces d’approximation vers l'infini pour construire une solution
du probleme de départ. Il convient de noter que, outre son intéret théorique, la méthode de

Galerkin fournit également un procédé constructif d’approximation.
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CHAPITRE 2

EXISTENCE ET UNICITE D’UNE SOLUTION
FAIBLE

ans ce chapitre, nous allons considérer un probleme aux limites hyperbolique semi
linéaire pour les équations de lamé avec des conditions aux limites mixtes Dirichlet-
Neumann. Apres avoir montré que ce probleme, sous certaines conditions, est équivalent
au probléme variationnel, en utilisant les techniques de Faedo-Galerkin combinées avec la

méthode de Compacité on démontre I'existence et 1'unicité d"une solution faible.

Contenu :

1. Position du probleme;
2. Formulation variationnelle;
3. Existence et unicité;

(a) Existence;

(b) unicité;

25
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2.1 Position du probléme

On désigne par €2 un ouvert borné de R" a frontiére assez réguliere I' et par U un vecteur
(u1,us,us, ..., uy,) tel que :

u;: Q =0x]0,T[— R".
Soit {I';, 'y} une partitionde I', i.e :
F=T,Ulsetl, NI, = ¢.
On note par @ le cylindre de R? x R, défini par :
Q=Qx(0,T),
ou T est un nombre réel fini, et par X la frontiére de () défini par :
> =TI'x]0,T].

On pose :
21 = F1X]0,T[ et 22 = FQX]O,T[.

On s’intéresse a la recherche d"une fonction U = u(z,t), t € (0,7") solution du probleme (2.1)-
(2.3) :

2
g;—LuHu’]” '=f; dansQ=Qx (0,1); 2.1)
=0 Y
{lgu , sur Xj; | (2.2)
= uNVun+ (A + p)divun = h, sur Xo;
u(@0) = w(e), @€ 2.3)
5i(2,0) = uy(x), v €,

Ou L est l'opérateur de Lamé défini au moyen des coefficients de Lamé X et p

A+u>0 et pu>0)par:

Lu = pAu+ (A + p)Vdivu, (2.4)
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et ug, u, f sont des fonctions données, p est un entier naturel > -1.

Nous allons utiliser les notations suivantes :

“ 0%u
Au = :
2. 922
@ . u, . ( u/ u/ u/ u/ ) . 8”1 aUQ 8U3 aun .
8t - - 1’ 2’ 3’ """ 9 n - at 9 8t ) at g eeesee ) 8t 9
62/(,6 " ( noonn ” ) 62161 827,62 82U3 82un
— =" = Uy, uy,ug, .y, ) = , ) R —— |
ot b o2’ o ot ot?

L
2 .

WP = (u? + w4+ us'2 4 ...+ u?)
Le systeme (2.1) est un systeme hyperbolique non linéaire pour les équations de Lamé.
2.1.1 Hypothéses

Pour I'étude de ce probleme précédent on aurra besoin des hypotheses suivantes :

feL*(Q), (L*(Q) = L*(0,T; L*())); (2.5)

ug €V, (ug € L*=(0,T;V)); (2.6)

uy € LA(Q), (ug € L=(0,T; L*())),p = p+ 2; 2.7)

he L*(Ty x (0,T)), (L*(T2 x (0,T)) = L*(0,T; L*(I'y))) . (2.8)

2.2 Formulation variationnelle

Dans ce paragraphe on démontre que sous les hypotheses qu’on a considérées, le probléme

(2.1)-(2.3) est équivalent a un probléme variationnel.

Lemme 2.1. Sous les hypotheses 2.5)-(2.8), le probleme Q2.1)-(2.3) est équivalent au probléme varia-

tionnel noté (P.V'), suivant :

Trouver uw € V tel que :

(u",v) + a(u,v) + (|'|" ', v) = (f,v) + Jp, hvdl",
u(z,0) = up(x), z € Q,

U (2,0) = uy(z), x € Q,

(PV): Vo e V.

a(u,v) = M/Q VuVvdr + (A + p) /Q(divu)(divv) dx |

V={ve H(Q):v=0 sur I'}.
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Démonstration

Soit u une solution du probleme (2.1I)-(2.3), en multipliant I'équation (2.1) par v € H'(2), on

obtient :
(u",v) + (= Lu,v) + (Ju'|” ', v) = (f,v). (2.9)
En remplagant dans (2.9), on trouve :
(u”,v) — (pAu + (A + p)V.divu,v) + (|Ju/|° o', v) = (f,v), Yo € H(Q),
ou encore sous la forme :
(u",v) — u/QAuvdx —(A+ ,u)/QV.divu.v dz + (W), v) = (f,v), Yo € HY(Q).
En utilisant la formule de Green, (voir a (1.15)), on obtient pour tout v € H'(Q) :
(u",v) — ,u/F (Vu.n)vdl +,LL/Q VuVvdr — (A + p) /F (divu.n) vdl + (A + p) /Q (divu) (divv) dx

+ (\u’]pu’,v) = (f,v).
En utilisant le fait que I'y,I'; est une partition de I', il vient :

(u",v) = [p, (uVun + (XN + p)divun)vds — [, (tVun + (A + p)divun)vds + p o VuVode

+(A + ) Jo(divu)(divv) dx + (Ju'|°u',v) = (f,v) , Yv € H(Q).

En posant v = 0 sur I'; et en utilisant le fait que (uVu.n+ (A +p)divu.n) = h sur I'y, on obtient:
(u”,v) + ,u/ VuVuods + (A + p) / (divu)(divv) dz + (]|, v) = (f,v) + | hvds , Yv e V.
Q Q Iy

D’ou la formulation variationnelle :
(u",v) + a(u,v) + (|u'|” v, v) = (f,v) + Jp, vds , Yv e V;
(PV): qu(z,0) = up(x),z € Q;
w(x,0) =wu(z), v €
Reste a montrer que toute solution de (P.V') est une solution de probléme (2.1)-(2.3).
Soit v une solution de (P.V),on a:

(u",v) + a(u,v) + (Ju'|° ', v) = (f,v) + | hvdl |, Yv eV,
s
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ou encore :

(u",v) + u/QVqu dr + (A4 p) /Q(dz'vu)(divv) dr + (||’ v, v) = (f,v)+ | hvdl |, Vv eV.

Iy
En utilisant la formule de Green, on obtient :
(v’ v) — ,u/QAuv de — (A + ) /Q V.divuv dx —{—/ (uVu.n + (A + p)divu.n)v ds
Iy

+ | (pVun+ A+ p)divun)vdl + (Ju'|° ', v) = (f,v)+ | hvdl | YoeV.
Ty T2

Comme v € V,doncv = 0surI'y, alors :

(u",v) — /Q(,uAu + (A + p)V.divu)vde + | (pVun+ (A + p)divu.n)vdl

T2

+(| )P’ v) = (f,v) + n hvdl' |, Yv e V. (2.10)
En utilisant le fait que D(f2) est dense dans V (voir a proposition [1.6]), alors de (2.10), on tire :
(', ) - /Q(uAu + A+ W V.diva) U dz + (o], ) = (£, W), YO € D(9),
ou sous forme équivalente :

/Q (u” — Lu +

D’apres (I'égalité p.p.), nous avons :

’
u

"u) W de :/Qf\Ifdx, YU € D(Q). 2.11)

u — Lu + ’u"pu' = f p.p-dans Q.
D’autre part en remplagant dans (2.10), on obtient :
/F (uVun + (A + p)divun)vdl' = A hvdl', YveV.
2 2
Donc :
h = (uVu.n+ (A + p)divu.n) dans T's.

Alors, le probleme (2.1)-(2.3) est formellement équivalent au probleme variationnel (P.V).

Lemme 2.2. Sous les hypotheéses (2.5)-(2.8)), a (u, v) est une forme bilinéaire, continue et coercive sur

V, et par conséquent a (u, u) une semi norme équivalente a la norme de V'

a (u,u) ~ ||ully -
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Démonstration

1. Bilinéairité : Elle est évidente.

2. La contunuité : Pour tout u,v € V,ona:

la(u,v)| = ‘,u/QVuVU dr + (A + u)/g(dz’vu)(divv) dx

< u/ﬂ |Vu| V| de + ()\+/L)/Q|divu| |divv| dx

=1

L avj

=1

:,u/Q|Vu||Vv| dx +()\+,u)/Q dx

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz (1.12), il vient :

oz (s (S0 (5

< wl[Vullpa) IVl 20y + (A + ) [[Vull o) [Vl 20

8uz
ox;

9v;
(9xj

1
2 3
dx)

= (2u+ ) ||quL2(Q) ||VUHL2(Q)

En posant C = (211 + ), il en découle :
la(u, v)] < Cllully (lvlly - (2.12)

D’ot la continuité .

3. Coercivité : Pour toutuw € Vona:

a(u,u) = ,u/QVuVudx —i—()\—i—,u)/g(divu)(dwu) dr = ,u/Q(Vu)2 dx —I—()\—i-u)/g(divu)Q dx

= 1| Vull iz + A+ 1) [l divul (g - (213)
En utilisant 1'inégalité de Korn (1.14) :
/Q (divu)> da = ||dival|% gy = Ct [[ul? . (2.14)
En utilisant 'inégalité de Poincaré :

| ()t de = [Vulffag = Callully (2.15)
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il vient :
a(u,u) > « ||u||%/ : (2.16)
D’ot1 la coercivité .
Dans 1’équation (2.12), on pose v = u, on obtient :
ja(u,w)| < Cllully Jully = C lully.

En utilisant la continuité (I'équation (2.12) ) et la coercivité (I’équation (2.16) ) de a(.,.),
on trouve :

2 2
allully < au,u) < Cully .
D’ot1, on déduit que a(u, u) est une semi linéaire équivalente a la norme |ju|| de V' (||u]|,,)

a(u, u) ~ ||ulfy, . (2.17)

2.3 Existence et unicité d’une solution faible
2.3.1 Existence de la solution

En se basant sur les approximations de Feado-Galerkin combinées avec la méthode de
Compacité, on arrive a démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.1. Sous les hypotheses [2.5)-[2.8), il existe au moins une fonction u solution de
probleme Q2.1)-(2.3) ayant la régularité suivante :

u € L>(0,T;V), (2.18)
u' € L0, T; L*()), (2.19)
u' € LPT2(0,T; LPH2(9Q)). (2.20)

Lemme 2.3. ([15]) L'inclusion de (V,||.||,,) dans (L*(Q), |-[p2(q)) est continue et 'V est dense
dans L?(Q).
Nous notons par V' 'espace de dual de V, V est identifié avec L*($2) et avec son propre dual, nous

pouvons écrire le triple de Gelfand .

V > Continue L2(Q) > Continue Vlu (221)

[l < Az gy < -l
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Lemme 2.4. Sous les hypotheses (2.5)-(2.8), les conditions initiales (2.3)) ont un sens.

Preuve du Lemme (2.4) :

On montre que 4, a un sens :

De (2.18) et (2.19) et (2.21) et de propriété et de lemme (1.1)), il résulte en particulier

que u, u appartienta L>(0,T; L?(12)), et par conséquent u est continue de [0, ] — L?(Q2),
de sorte que 1, a un sens.
On montre que u; a un sens:

pour vérifier que u; a un sens, on doit utiliser 1’équation (2.1), qui s’écrit :

2
gtg =f+Lu— ‘ul‘pu/. (2.22)

Comme :
L e S(V; H(Q),
ona:
Lu € L>*(0,T; H(Q)).

De (2.19)-(2.20) et des propriétés (1.1)-(1.2), on déduit que :

1 -
|| u' € L*(0,T; L*(2)) avec v L.

De sorte que (2.22) entraine :

2
g;j e L2(0,T; L3(Q)) + L=(0,T; H~1()).

De propriété (1.1), on déduit que :

u' e L*0,T; HH(Q) + L*(Q)).

En particulier v, u” apprtient a L(0,7; H~*(Q) + L*(12)), et par conséquent grace au
lemme (T.I) v est continue de [0, 7] — H~(Q) + L?(f2), de sorte que u; a un sens.

Démonstration du Théoréme (2.1)

La démonstration se fera en quatre étapes :

- Etape (1) : Solutions approchées : on construit des solutions approchées parla méthode
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de Faedo-Galerkin.

- Etape (2) : Estimation a priori : on établit sur ces solutions approchées, des estimations
(majorations) a priori.

- Etape (3) : Passage a la limite : en utilisant la propriété de compacité ( pour passer a la
limite dans les termes non linéaires).

- Etape (4) : Vérifications des conditions initiales.

Premiére étape : on cherche des solutions approchées.

L’espace V est séparable ( i.e. admet un ensemble dénombrable dense ) dong, il existe

une suite wy, ws, ....., W, .... des fonctions ayant les propriétés suivantes :
w;, €V, Visi=1,2,.....m,
VYm,wi, ....... , Wy, sontlinéairement indépendants,
Vi = ({w1,wa, ooy wi ) I'éspace engendré par la famille {w;};*, est dense dans V.

On cherche alors; u,, = u,,(t) solution "approchée" du probléme sous la forme :

tm(t) = 3 gim(Hwi(@),
i=1
qui doit vérifier :

(ta (1), wj) + altm (t),wj) + (
(Pm) : um(o) = Uom;

U (0) = Uppm;

P

u;n(t) um(t)ij) 1 (f(t)ij) + sz hwj ds ) 1 S] <

(2.23)
et telle que :
U (0) = Uom 5 Uom = i Gim(0)w; — ug ,lorsque m — oo dans V. (2.24)
i=1
u, (0) = Uy 3 U = i g5 (0)w; = 1y ,lorsque m — oo dans L*(Q2). (2.25)
i=1

Il est clair que P, est un systéme d’équations différentielles ordinaires non linéaires et

comme la famille {wq,ws, w3, ...... ,wm } est linéairement indépendantes, alors le systeme

composé de (2.23), (2.24) et (2.25) admet au moins une solution défine sur [0, ¢,,,] et telle

que :
Up(t) € L*0,t, Vi) , U, (t) € L*0, tm, Vi) , U (t) € L0, tm, Vin).

Les estimations a priori qui suivent montreront que t,, est indépendant de m (i.e. t,, =T

).
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Deuxiéme étape : les estimations a priori.

On multiplie I'équation (2.23)) d'indice j par g;m(t) et 'on somme en j, on obtient :

’ / !

(100,10, (8)) + @ (s (8), 0, 0)) + ([ )] 100,201, (1) = (F(8), 0 (8)) + [ () (s) ds
(2.26)

En utilisant la bilinéairité de a(.,.) :

0 (U (t), up (b)) = jt (tm(t), um () = @ (ty (£), tm (£)) + @ (tn (), 1, (8)) = 20 (i (£), 1, (1) ) -

Donc, on peut écrire :

/ 1d

1d 2
@ (um(t), (1)) = 5 0 (m (), (1)) = 5 2 Jum (1] (2.27)

Ona:

/ " ! ’ "

(tt (£), 1 (£)) = 0 (tn (8), 0 (8)) = (i (), 1 (8)) + (11 (£), 11 (£)) = 2 (10 (8), 1, (1)) -

Donc, on peut écrire :

(101 (0) = 5 (a0, (0)) = 5 i) (228)

Ona
([t 10 (00 (8)) = [ a0 D] [u0)] o = [ el da = [, @77, -
(2.29)

En remplagent (2.27)-(2.29) dans (2.26), on obtient :

| <t>\2 + Hum<t>u2] '

p+2 ’ /

Loty (F@), (@) + /FQ h(s)u,,(s)dr .

/

Upy (1)

Ce qui donne, en valeur absolue :

;CZ u, (t)\2+\|um(t)”2] 0 Zﬁm) < |(f(t),uin<t>)\+/mlh<s> u

D’apres l'inégalité de Cauchy-Shwartz (1.12), on a :

/

1d [ i (5)

2 dt

un()|]7

’ 2 9
)+ T I |+ 7 ) < 1Oy [0 0)] yy HH ry

L2(Tg)

Donc; on intégre entre 0, ¢ (voir a propriété (1.4) ), on déduit que :
]
2
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]. 2 ]. 2 t ! t !/
< 5 huanl + 5 Ttomll? + [ 1505) 1y ()] g @5 + [ 1505) ey [ (9)] o, 5
(2.30)
En tenant en compte la continuité de la fonction trace :
)] ) < Ot llmlly (2.31)

et par conséquent de (2.30) il vient :
1l
2

t /
< [ 1762y (s

En utilisant I'inégalité; ab < 1 (a® + b?), il résulte :
S
2

1

2@mA+mmn+/u umww+c/vLuWﬂ )

AR+ f ol )

D’apres (2.5)-(2.8), nous avons :

ql

/

um(t)] + [l (t) )  dt

ot 1, 5, 1 )
H@d8+Q1ﬂMMBBHMA$MdS+§Wm|+§MWH-

/

)] + (1) ) x dt

p+2

dz dt

o + ()1 ds ) ).

!

@) + lum @) +

(2.32)

/ t ! t
C, = Max (;u1m|2 + ||eom]|? +/O |f(s)yig(m ds + Cl/o |h(s)y;(r2) d5,1> .

On déduit dong, en particulier de (2.32) que :
5
2

ou encore :

En utilisant le lemme de Granwall (De 6) pour :p = ‘u (t ’ + |Jum ()| etn=Cheta= C;),

2

w0+l 1) < 565 (14 [ (e

() ds ) ).

’

O + lunI?) < 5+ 6 [ (furn(s)

oy + () ds ).

il découle :

!

! t ! / /
u, (O + (DI < Chexp ( /0 c, ds) — Cexp () < C, (indépandent de m). (2.33)
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Et de (2.32); on déduit que :

Iy

p+2

]. / t !/
Let2() dt < 56’2 (1 +/0 (‘um(s)

1 ! 1 ! t /

’

Uy (1)

/ p+2 ot 2 9
w0 do ar = | ooy (@I s )

Ce qui implique :
t ’ p+2 1 / 1 ’o "o, ,
/0 ‘um(t) L@ dt < 502 + 5020316 < K (indépandent de m). (2.34)
Alors :
/ 2 3 / p+2
um(t)‘ s Hum(t)||2+/0 U, (1) — dt <K.

D’out I'indépendance de ¢, par rapprt a m. De (2.33) et (2.34) on conclut :

(u,) demeure dans un borné de L>°(0,7; V). (2.35)
(u,,) demeure dans un borné de L>(0, T; L*(Q)). (2.36)
(u,,) demeure dans un borné de L*%(0, T; L*+%(Q)). (2.37)

Troisiéme étape : passage a la limite .
De (2.35) et (2.36) ; on déduit qu’on peut extraire un sous-suite (u,,, ), de (u,,) telle que :

Um, — u dans L>°(0,T; V) faible étoile.
U, —u dans L>(0,T;L*(Q)) faible étoile.

m

De (L.2); pour: X =V ,Y = L*(Q2) , p = cc et d’apres (2.21)), on obtient :
L=(0,TV) < continue L=(0,T; L*(Q)). (2.38)
De (L.I); pour: X = L*(Q),r = 00, ¢ = 2, on obtient :
L=(0,T; L*(92)) = continue L*(0,T; L*(52)), (2.39)

alors : de 2.39) (u,,) est bornée dans L*(0,T; L*(Q2)) = L*(Q) .

Comme L>®(0,T;V) {resp. L=(0,T; L*(Q))} estle dual de L'(0,T; V") {resp. L*(0,T; L*(2))},
alors il existe une sous-suite (u,,, ) telle que :

T

Vg e L'0,T; V') : /

(" (01, 9(6)) e ™5 [ (u(e) 9(0) .
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Ce qui implique :

U, — u faible étoile dans L>(0,T;V) et dans L*(0,T; L*(Q2)) = L*(Q) fort et p.p.

(2.40)
D’apres l'injection suivante :
L*(Q) = D'(Q). (2.41)
On déduit que :
Uy, — udans D'(Q) = D'(0,T; D'(Q)).
Donc :
Ju,, — u dans D'(0,T; D'()),
ce qui implique que :
u,, — u dans L*(0, T; L*(Q2)) et dans L*°(0, T; L*(2)). (2.42)

Alors en particulier (u,,) est bornée dans H' (), mais on sait que l'injection suivante est

compacte :

Hl (Q) > Compacte Lz(Q)’

et d’apres la définition de 'injection compacte, on peut supposer que la suite (u,,, ) ex-

traite de (u,,) vérifie (2.40) et (2.42), donc u, v existent et dans L?(Q) alors :

Up, — udans L*(0,T; L*(Q2)) fort et p.p. dans Q. (2.43)
u,,, — u dans L*(0,T; L*(2)) fort et p.p. dans Q. '
Etudions la convergence de (‘u;n‘p u,)
Soit (u,) € LP*2(0,T; LP+%(12)), alors on a :
pt2 P2
[ e i ()] )7 dw
LT (0751 5 ()
t i de "
zf)‘p+2 dx dt = / u,, (t) S < K <o
0 Lrt2(Q)
D’ou, il vient :
(|t ) € L# (0, T3 L5 (2)). (2.44)
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Ce qui implique que :

(

et par conséquent :

!

Uy,

P o+2 o+2
um) demeure dans un borné de L1 (0, T, L»+1(1Q2)),

!

Umk

P

u,, — W dans L5 (0, T; L5 (Q)) faible. (2.45)

m

On doit montrer que :

W= | (2.46)

Pour cela on aurra besoin du Lemme suivant :

Lemme 2.5. ([9], page12) Soit 6 un ouvert borné de R X Ry, g, et g des fonctions de L1(6),1 <
q < oo telles que :
19mill ooy < Cs Gm —> g p-p. dans 6.
Alors :
Gm, —> g dans L7 faible.

En posant 0 = Q, g, = ’u;nk pulmk; q = ZTJ? =7, d’apres (2.44), il résulte :

| | _H u, pul —H u, pu/ 2 —H u pu/ <

gmk La(o) — mp my La(0) 1 mp my L%(Q) _ mp mg LP/(Q) =
et d’apres (2.43) :

U, — u dans L*(Q) (p.p.) ,
donc :
. / P ard r p’
Imy = ’umk Uy — ‘u ‘ u =g (p.p.) dans L? (Q).

Telle que : p' = % =gq(car:p=p+2),etdapres (2.45):

/

umk

P

u, — W dans I? (Q). (2.47)

Puisque la limite est unique donc :

!

u

p

u =W.

g:
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On montre que cette solution vérifie 'équation (2.23) donc quand on pose; m = m;, et on

fixe j tel que my, > j, alors:

(t, (8, 105) + @ (U (1), 105) + ([ (1) 11, (), 05) = (F(£),w5) + [ h(s).w; dT . (2.48)

Iy

D’apres :

(u;nk(t),wj) — (u'(t),wj) dans L>°(0, 7).
D'oui:

(tt, (8), w;) — (u'(t),w;) dans D'(0,7).
Donc :

(tty, (), w5) = jt (tty, (£),w05) — jt (u'(t),w;) = (u'(),w;) dans D'(0,T).

D’apres :

a (U, (t), w;) — a(u(t), w;) dans L>(0,T),

et d’apres (2.45)-(2.46) :

(

On déduit donc de (2.48) que :

d2
dat?

ty, (8)] 10, (8), ;) — (U’ (1) (), w;) dans (0, T),

/ P

a0 (1), ;) = (F(8), wy) +/F2 how; dT .

(ult), wy) +a (ult), wy) + (

Pour tout w; € V, ettout1 < j <m.
En utilisant la densité de V;,, dans I'espace séparable V, on trouve que :

d2
iz (), v) +a (u(®),v) + (

o (1) (1), 0) = (f(t),0) + [ howdl, YveV

I

Alors la solution u satisfait (2.1)-(2.3).

Quatriéme étape : vérifications des conditions initiales.
Reste a montrer que la solution u vérifie les conditions initiales (2.3) :

u(0) = up; w (0) = uy.

D’apres (2.40) et (2.42) on a:

Uy, — udans L>®(0,T;V) et dans L>(0,T; L*()),
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’

U, — u dans L*(0,T; L*(2)).
Donc (u,,, ) est continue sur [0,T] alors continue en 0 et ona :
Uomy, = Um,, (0) — u(0) = up dans V.

D’ou (2.6) .
Par la meme technique on vérifie que :

/

u'(0) = uy.
Et encore :
(tny ;) = (u',w;) dans L(0,T),
(umk wj) = (u wj) dans L>(0,T).
Alors :
(tr (0), ) = (W' 05) _ = (' (0), ;) ,
et d’apres :
(th (0),05) = (ua, )
Ona
(w/(0),w5) = (ur, ),
Alors :
u (0) = uy
D’ou (2.7).

2.3.2 Unicité de la solution

Théoreme 2.2. Sous les hypotheses (2.5)-(2.8) du Théoreme (2.1)), la solution obtenue dans le
théoreme (2.1)) est unique.

Démonstration du Théoréme (2.2) :

Soient u, v deux solutions de 2.1)-(2.3); alors w = u — v vérifie w € L*(0,T;V),w €
L>(0,T; L*()) et

12 /
w — Lw+ |u

Pu = ’v"pv' =0, dans Q =Q x (0,7T);
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w =0, sur X; (2.49)
g: =0, sur X; (2.50)
L
w(z,0) =0, dans €; (2.51)
w (x,0) = 0, dans Q. (2.52)
Ona:
(w"(t),w' (1)) = (Lw(t),w' () = = (|| v = || 0", 0" (1)),
ou encore sous la forme :
(w"(t), w/(t)) +a (w(t), w/(t)> S (’u/’pul -+ ’U,‘pl),, w/(t)> : (2.53)
d’otril vient :
;jt ‘wl(t)‘2 + ;;lt Jw(t)||* = —/Q Oul‘pQ u — ’vl‘}%2 vl) (u/ — v/> dx , (2.54)
on va démontrer que :
(‘u,‘p_Q y o ‘vl’p_Q v,u — vl) > 0. (2.55)
D’apres les équations (2.53) et (2.54) , on remarque que :
(‘u"pul — ‘v"pvl,u/ — v') = /Q (‘u"pu' - ‘v"pvl) (u/ - v') dx .
Pour cela, on doit vérifier que :
0 =) 2 LS ) 25
On pose f(t) = ‘ (1 —t)u + tv ‘ = ’u + t(v —u)’ ,p > 1, alors la fonction f est déri-
vableetona:
()= g ‘u/ +t (vl - u/)‘piz 2. (u/ +tv — ul)) (vl - u')
=plu +t (o =) (0 e ) (o )
Aussi f est convexe, car pour t € [0,1],ona:
ft) = ‘(1 — ) + tv/‘p <(1-1%) ‘u/‘p +t ‘vl‘p = ’ul’p +t (‘v/’p - ‘ul‘p> : (2.57)
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D’aprés la formule de Taylor on a
F(£) = fO) + f(0)(t = 0) + te(t), 0t €(t) = 0.
Ce qui applique :
= u'|" + pt \u/\H u' (W =) + te(t).
D’apres (2.57) et (2.58), on déduit que :
'[! +pt‘u ‘ W =)+ te(t) < o+t (o] = ],
donc :
ple [ (0 — )+ ety < (o] = [u]).

En faisant tendre ¢t — 0, il vient :

il =y < 3 (T - ).
d’our: (2.56) .
En permuttant les notations,
f—2 . . W 1
o @ =) 2 (W] ]

En utilisant (2.56)) et (2.59), on obtient :
/ ’p*Q

u

C’est a dire

(el =) (o =) e >0

D’ou (2.55) .
Alors, de I'équation (2.54)), on déduit que :
;jt ' () + ;jt @l == [ (o] = ") (4 - v () do <0

Par intégration sur |0, ¢|, on obtient :

1QwaW+mew)—;waﬁ+wmmw)so
D’apres (2.51) et (2.52), il vient :
0< - (\w )| +Hw(t)|]2> <0

ce qui implique 'unicité.

ro / /p72/ 1 ' "p
W =)+ P ) 2 (=) (- ) =

(2.58)

(2.59)
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CHAPITRE 3

REGULARITE DE LA SOLUTION

ans ce chapitre, on va considérer le méme probleme que dans le chapitre précé-
dent. Sous certaines hypothéses plus fortes, en se basant sur les approximations
de Faedo-Galerkin, avec une base propre spéciale, ainsi que la méthode de Compacité

on arrive a montrer la régularité de la solution.

Contenu :
(a) Régularité de la solution;

i. Théoréme;

ii. Démostration du Théoreme;

43
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3.1 Régularité de la solution

On s’intéresse dans cette section a la démonstration de la régularité de solution
pour le méme probleme considéré auparavant. Les techniques utilisées sont les

approximations de Faedo-Galerkin combinées avec la méthode de Compacité.

Théoreme 3.1. On suppose que S) est un ouvert borné, de frontiere réguliere, on donne f,

Up, U Avec :

f e L*(0,T; L*(Q)); (3.1)
f € L*(0,T; L*(Q)); (32)
ug € (V N H?*(Q)); (3.3)
uy, € VN LA (Q); (3.4)
h e L*(Ty x (0,7)); (3.5)
K e L*(y x (0,T)); (3.6)

alors, il existe une fonction u et une seule solution de (2.1)-2.3)), avec :
u € L0, T;V N H*(N)); (3.7)
u € L®0,T;V); (3.8)
u” € L®(0,T; L*(Q)); (3.9)
u € LPY0,T; LPH23(Q)). (3.10)

Démonstration du Théoreme (3.1) :
Premiére étape : on cherche des solutions approchées.

On va utiliser la méthode de Faedo-Galerkin avec une base spéciale.
Soient w; les fonctions propres de — L pour le probleme :

ow;

—ij = (5jwj,j = 1, 2, ......
= puNVw;.n+ (A + p)divw;.n = h, sur I's.

onr

Ot la famille {w; } est une base de l'espace spéciale de :

VN H*(Q).
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On suppose que la frontiere I' de (2 assez réguliere pour que :

w]- c H2<Q) NV et wj c LZ(PJrl)(Q)'

On choisit wop,, u1m € [wy, ..., wy,] de fagon que :
Uom — U dans H*(Q) N'V. (3.11)
Uy — uy dans V N L2 (Q). (3.12)

On cherche alors u,, = u,,(t) solution de probleme sous la forme :

i=m
»f]

1

qui doit vérifier :

(v (), 05) + @ (um(8), w;) + (| )] 203 (£), w5) = (F(2),w5) + Ji, haw; dT
(Pl>: L<ji<m, un(t) € [wi, .., W] ;
Um (0) = ugm;

(3.14)

Le systeme (P,'n) admet une solution locale dans [ 0, ¢,, ].

Les estimations a priori qui suivent montreront que ¢,, est indépendant de m (i.e. t,, = T
)-

Deuxieme étape : les estimations a priori.

Estimation a priori (1).

De (3.14) on a:

! !

ty (8)] 10, (), 05 ) = (F(8),w5) + |yl

(trn(t),5) + @ (1), ) + (

D’apres le chapitre précédent, on conclut :

u;n(t)‘2 + ||um(t)||* < Cy, (indepandent de m), (3.15)

et:
N[ dt < K, (indepandentd 3.16
/0 u,, (t) g & S K (indepandent de m). (3.16)
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D’ou l'indépendance de t,, par rapport a m. De (3.15) et (3.16), on conclut :

(u,) demeure dans un borné de L>°(0,7; V). (3.17)
(u,,) demeure dans un borné de L>®(0, T; L*()). (3.18)
(u,,) demeure dans un borné de L*%(0, T; L*+%(Q)). (3.19)

Estimation a priori ( 2).

Ona:

P

wn (B)] e (0), ) = (F(0)s005) + /F haydl.(3.20)

(1), w5) + @ (), w5) + (

En multipliant (3.20) par J;, on obtient :

P

'me(t), 5jw]'> = (f(t), (5jwj) . /1_‘2 héjw]' dr’.
(3.21)

(t (), 6505 + @ (um(£), 65603) + (|t (1)

On remplace dans (3.21)), §;w; par —Lw,, on obtient :

(t (), — L) + @ (tm (), — L) + (|t (8)] 207 (£), = Lewy) = (£(£), —Luwy) + [ h(~Lwj) T
(3.22)
En multipliant (3.22) par g;-m(t) et sommant en j, il vient :

h(s). (L, (5)) dT + ([t (8)] 101, (£), — Ly, () )
(3.23)

(1 (£), = Lty (8)) + @ (tm (), = Ltiy (1)) +/

T2

= (f(t), —Lu, (1)) -

"

En utilisant la formule de Green pour (um(t), —Lu%(t)) :

(u;(t), —Lu;n(t)) = _/QU;(t) (,uAu;n(t) + (A + /L)deu;n(t)) dr = u/Q Vu,, (t)Vu,, (t) dz

7

+(\+ p) /Q (diva (1)) (divid, (1)) dz — / wp, (t) (1l (0.0 + A+ p)divu, (t).n) dT

s

Donc, on peut écrire :

1"

(e (8), — Ly (8)) = a (i (0), () — /F t(5)-h(s) T (3.24)
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En utilisant la formule de Green pour ( f(t), —Lu;n(t)) :
( / f(t) ,uAu + (A + p)Vdivu,, (t )) dr = /L/QVf(t)Vulm(t) dx

+(O+ 1) /Q (divf (£))(divu,, (1)) dz / ()(Wu ()1 + (A + w)divi, ().7) dT

INRL

Donc, on peut écrire :

(F8), =L ) = a (£, w0, (0) = [ F(s)h(s)dT . (3.25)

I

En utilisant la formule de Green pour a (um(t), —Lu;n(t)) ]
a( — = u/ Vu,,V ) dx +(/\+,u)/ (divun,(t)) (div(—Lu;n(t))) dx
y / (AU (2) + (A + 1) Vvt (1)) (1At () + (A + ) Vdivid, (1)) da

= | (@(Vum(8).n) + (A + p) (divum ()-n)) (pAum () + (A + p)Vdivu,(t)) dU

Lum / h(s
T2

Dong, on obtient :

a (um(t), —Lu;n(t)) + /

Iy

h(s) (Lt (£) dE = (Lt (t), Lt (£)) (3.26)
En utilisant la formule de Green pour (‘ulm(t) ‘p u, (1), —Lu;n(t)> §
([ @) =2 () = = [ (Jen()] 0, (0)) (L)) e

I /Q ([ ()] () (At (1)) da — (A + ) /Q (Jup ()] i (8)) (Vdiva, () da
=t [ (9 (Jun(®)] () (T i+ Oct0) [ (v ([ur, (8] 0, (1)) (divd (1)) dx
- /F ([t (O] 0 (1)) (11 (Vi (8).0) + A+ p0) (divedl (0)-1) ) AT = a (Jupn (0] i (), i (1))

~ [ (@ ) by =3 [

=y, /
)\+M/Zax (CACISTAC LZ%(um(t))jdx_/“(
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Dongc, on peut écrire :

@ (U, (£), 11, (1)) + (Lt (1), Lu +u2/ ((91: (Jtnn ()] 20 (2 )) (;ﬂu;(t)) dx

= 0 =0
e [ B 0 ), e ),
:a<f(t) um(t)) —/F2 ar +/ al’ + 3 (um(s)‘ um(s)) h(s) dl’

D’une part, nous avons :

uij/ﬂ (aii (\u;n(t)]"uin(t))> (&u@(t)) da zﬂ(p+1)i§§/ﬂ (\u;n(t) 8 0

D’autre part, nous avons :

j=n

k) [ 35 (0 0), X o (),

=) [ 5 (Wl 2 (), z (5 (1(0),) s
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= 4o+ 1) [ [ 0] (div, () do

14
2

= 0t o+ 1) [ () @iva,0)) e

Donc, on peut écrire :

i—n

) 3 (] 100), 2 5 (10, o = (o1 [ (Jfe

P 2

g (dwu;n(t))> dz
(3.30)

En remplagent (3.29) et (3.30) dans (3.28), on obtient :

o (00 0) + (B0 0, 0) 03 [ (o]} o) o

st w1 [ (0 <dwu;n<t>>)2 s

= a(fO)un(®) = [ FRE) T + [l (s)h(s)d + [

ty,(5)| 103, (5)) h(s) dI .

21i=n

o) (5 1) 3% [, (e

On déduit donc de (3.32) :

e+ [ (Jiao]f L (o) Cir - D (2 ()
= Ja oz; (§+1> — Ja \Ox;

5 3i (u;n(t)))Qd:v. (3.32)

D’apres (3.32)) :

05 [ (o (Jumto)f
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Dongc, on peut écrire :

(p+1)/Q (‘ulm(t) ® div (u;n(t))>2 dr = <(f:3))2/9(dw (‘u/m(t)

En remplagent (3.33)-(3.34) dans (3.31), on obtient :

g%@)))2 dr . (334)

@ (1), (1)) + (Ltm(t), Lut (1)) + é’):)’z >, (aa (et

a (um(t) um(t)) + (Lum(t), Lulm(t)) + (z)p:ll)Qa (‘um(t) gum(t), u,, (t) gum(t))
< a(f(t),u,(t) —/FQf(s)h(s) dr + | (s)-h(s)dl + [ (|t (9)|” 11 (5)) (5 T .
(3.35)
Ona
(Lt (£), Ly, (1)) = jt (Lt (£), Lt () = (Lt (), Lt () + (Lt (£), Lty (£) )
=2 (Lum(t), Lum(t)>
Donc, on peut écrire :
(Lum(t), Ly (8)) = ;Ci Lun (). (3.36)

2 2
En utilisant et le (a (’u/m(t) L), ‘“;n(t) ? um(t)) = H’um(t) m(t)H ), de (3.35),
on obtient :
1dy ., 2 p+1 ) 2 2
5 g @]+ 5@ Lun()? + LD [ (D] 107 (1)

ty,(5)| 103, (5)) h(s) dI .
(3.37)
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En valeur absolue (3.37) devient :

@ + 2L ey + L,

14
2 dt (g_%l)Q

2 dt

< Ja (£(t), w0 (0)) [+ / F(5)] [h(s)
D’apres la continuité (2.12) et l’megahte de Cauchy-Schwartz (1.12), on déduit que :

" ()| (s ydr+/ Hu ) ti(s)| 1h(s)] T

la (£(1), 1, (1) < N+ 20) | ] (3.38)

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz et en utilisant (3.38), on a :

’ (p+1) ’ g ’ 2
+ g D OF + 2250 i 04,0
il + et + 2
< A 200) [ FL gy [[em ], 4 1) oy 1) oy + [tn(s)] o ) 1) 2y (B39)

o o)

L2(T5) |h(8) |L2(F2) |

Par intégration sur [0,t] (voir a propriété (1.4) ), de (3.39) on obtient :

; (@] + Eun(o)?) + (”“)g/ot

(5+1)

< ; (Hu;n(O)HQ + [Lum(0)|2) + (A +2p) /Ot £ ()] r2(q)

2

ds

g,
Uy (5)

I

U (8)

(3.40)
LQ FQ ( )|L2 FQ (S) LQ(FQ) |h(8)’L2(F2) dS :
En tenant en compte la continuité de la fonction trace :
()] 2,y < Collmlly (3:41)
Par la majoration de (3.41), (3.40) devient :
1 2 + 1 t ’ L, 2
> (o + 1)) + (p)) [ i)t s

(5+1

< ; (Hu’m(mH2 + ]Lum(0)|2)+()\+2ﬂ) /Ot £ ()] 120

oz |h(8)]2p,) ds -

t t
4G [ ()l 116y ds +Ci [
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En utilisant les inégalités; a.b <

5 (B

s(a® +b?) et —ab < 1 (a®+b?), il résulte :

H | L, (t 2> + 4@ i 1)2 /Ot

(5+1)

2

ds

Ty
Uy (5)

/

U (8)

1 ’ 2 t t
< SO +1Luwn(OF + 4 20 [ 1F($)iagey ds +Cr [ 1F(5)f3qey ds
t 9 t 9 t 9 P 2
[0y ds + [ Tun()I ds +Co [ 1) o, ()] 22 o
(3.42)

t
+Cs [ |h(s)3aqr, ds

De (3.42), il vient :
1 ’ 2 1 p+1 t ’ 27y 1
§‘um t)H +2\Lum(t)|2+(p)2/o m(8)]” up () d 5 (1+/ Hu ) :
(il
(3.43)
ou:

’ t t
Ks = Maa((fu, 0"+ 12un(0) + A+ 200 [ 1) ay ds +Cr [ 17(6)[ia(e ds

2

2 ds
Lptl (Q)

t 5 t 5 t A ty o, ~
[ R ey ds + [ lun ) ds +Ca [ 1h(s) ey ds + [ [[un()] w5
t

+08/0 IR(s) 22y, ds , 1).

On déduit dong, en particulier de (3.43) que:

O < Ko+ 55 [ (o) s

En utilisant le lemme de Granwall (De : (1.16) pour :p = Hu;n(t)Hz etn = Kseta = K5),

il en découle :

i t 1
[, @ < Kseap ( | 5 ds) — Kseap (Kst) < K (indépandent de m),  (3.4)
0
et de (3.44) ; on obtient :
2 1 t / L, 2
O + 1 F + L 9] (5)| s
(5+1) %
t ! t 17 1" 1"
< K5+K5/ un ()| ds < K5+K5/ K"ds < K5+ KsK't < K" (indépandent de m).
0 0
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On conclut :
/ 1 t / £ / 2 n
() | L (8) + o lp D) / w (s)|? . (s)| ds < K" (indépandent de m).
(5+1)
(3.45)
Alors, de (3.45) on déduit que :
| Ly, (H)]? < K. (3.46)
Donc :
Lu,,(t) € L*(Q). (3.47)
En utilisant 1'inégalité (voir a Lions ([9]), page41), il vient :
Clum @) g2y < [Lum(t)| pour um(t) € V, Lum(t) € L*(Q). (3.48)
De (3.46) et (3.48), on remarque que :
CHlum (@) g2y < |Lun,(t)]* < K (indépandent de m).
D’ot, on conclut :
K/// | |
[t ()] () < Ko avec Ky = e (indépandent de m). (3.49)
De (3.45), il en résulte :
t / £ / 2 n
/ (um(s) “u,,(s)]| ds <K (indépandent de m). (3.50)
0

D’ou I'indépandance de ¢, par rapport a m. De (3.49) et (3.44) et (3.50), et par consé-

quent :
(t,,) demeure dans un borné de L>(0,T; H*(1)). (3.51)
(u,,) demeure dans un borné de L>(0,T; V). (3.52)
< u, |’ u;n> demeure dans un borné de L*(0, T; L*(2)). (3.53)

Estimation a priori ( 3).

On montre que :
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De (P;,), il vient :
(1 (0),w5) = (£(0) + Lutgm — [tam|” tm, ;) , 1< 5 < m. (3.54)

D’apres le lemme (1.I); ona:
f(0) € L*(9),

| £(0)| 20y < Ch. (3.55)
De et (3.47), il en découle :
| Luig| < Cs. (3.56)
sl w1y = [ lisnl? vl o < [ Jjurnl™'[" da

D’ aprésB4)
§/§2’u1m|2(l7+1) dl‘ = HU1mHi(2le+11))(Q) S 03,

Donc :
[[1m]” Wi 20y < Cs. (3.57)
D ’ot1 on conclut :
(|tu1m|” U1,n) demeure dans un borné de L*(12).
En multipliant par g;/m(()) et sommant en j, il vient :

u O < (F(0)] + |Lton| + sl w1m])

y, (0)]

Ce qui implique :

Uy (0)| < (IFO)] + | Lttom] + [[t1m]” wim])

D’apres (3.55)-(3.57), on conclut :

Uy, (0)] < Ci. (3.58)

Ona:

(t (1), ;) + @ (i (£), ) + (| ()] v (1), 05) = (F(1),07) + /F hw;jdl.  (3.59)
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Dérivons (3.59) en ¢, il vient :

(s 005) + @ (w8, 5) + (1) (fua 0] i (0), ) = (7' (0)005) + [ W)y
(3.60)

7 2, () (B () + [ ()]l (0)

’ . 1% ’
tp (£) = 5 [t (1)
=(p+1) ‘u;n(t)’pu;(t) ;avec:p=p—2.
En multipliant (3.60) par g;/m(t) et sommant en j, on obtient :
(te (), 107 (8)) + @ (11 (), 17, (1)) + (0 + 1) ([un () 2 (8), 107, (8)) = (£ (1), () (3.61)
+ | RB(s)u,,(t)dr.
1)

Ona
(i (1), 10 (8)) = = (100 (8), 1 (8)) = (2 (0, i () + (1 (8), (1)) = 2 (1, (0), e (1))
Donc, on peut écrire :
(1 (®) () = 5 = (), (8)) = 52 [um(®)] - (3.62)

On a

d

@ (t (), 1 () = i (trn(8); (1)) = @ (11 (8), 13 (8)) + @ (107 (8), 03 (8)) = 20 (0 (1), 0 (1)) -

Donc, on peut écrire :

Ly
2dt

2

@ (161, (9) = 5550 (0 (1)) = 5.5 (0] (3.63)

En utilisant et etle(a (u;n(t), m(t ) Hu H ); (3.61) de vient :

;jt‘“m ”’2 2dt H” +p+1) /\“ t) dx —(f'(t),ul;(t))+/r2 B (s)ul (s) dT .
(3.64)
Ona:

u;/n(t)>2 dx

(p+1) /‘u t)dx = p—l—l)/ <’ulm(t)
— (ot 1) /Q (dt (Ji gu’mu)))g s
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— 1) f, (e
=1 [ (241) (w0

Donc, on peut écrire :

(1) [ i 20 dr = ((5:11))2 [ (5 (o

En remplagent (3.65) dans (3.64), on obtient :

s 0 + o) 0 (5 (s

Ce qui donne, en valeur absolue;

1 d " 2 f 2 1 d ,
3t @ + oo ) + ((Sp 5 1))2 (G (0

< \(f/(t>,u§;(t))\+/ h (s

Iy

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz on a :

L (i + ) + (@:11)) 1, (5 (e gu;n<t>))2 o
<|f'e ) oy [ (®)

Par intégration sur [0, ¢| de (3.66), on obtient :

3 (st + o)+

(3.66)

. ’h/(s

() ‘um(t) L2(Iy)

B 2
(dt(m ms)) dr ds

1 " "
= 5 (‘ Um + H Um H ) / ’f L2(Q) ‘u L2(Q) ds +/0 ‘h L2(T7) m(s) L2(T2) ds .
(3.67)
Par la majoration de (3.41), (3.67) devient :
o 2
;(\U;;L<t>f+|\u;l<t>u2)+ (/f:)? [ (i (\ms)m;(s))) dx ds
< 5 (Jon O+ Tl + [ 176 [55) gy 85 +Co [ )] el s
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En utilisant I'inégalité; a.b < 3(a” 4 b?), il résulte :

; (u;/n(zf)\2 uin(t)HQ) + ((;:11))2/;/9 (i (“

Nk :n(s))>2 dr ds

+]

2 t
N oy @5+ Co [ () ds>

1, (0) DI,
(3.68)
ds .
De (3.68), ona:
1 17 t d ! !/ 2
3 u,, (t ‘ H //Q(dt (um(s) 2um(s)>> dx ds
(p+1) ’ (3.69)
" 1K 1 LT 2 J
) 1( +/o Un(3)] a0 8)’
ou:
. 17 2 2 t ! 2 t !/ t 2
K1 = Maz ( Jup, (0)] + [Jum|l” + i £(s) o %t | |1 (s) Loy @5 4 Co | lum()Ily ds 1)

On déduit dong, en particulier de (3.69) que :

1

2 t
Um<t)’ §K1+K1 u
0

"

2
ds .
()

()

1" 2
En utilisant le lemme de Granwall (De : (1.16) pour :p = ‘um(t)‘ etn=K,eta= K1>,

il en découle :

1"

t !
um(zf)‘2 < Kiexp (/0 K ds) = Kjexp (Kit) < K (indépandent de m). (3.70)

De (3.69), on remarque que:

2
p + 1 / 1 ( t " 2 >
< —
// (dt< tn m(3>>> 0 e T 1+./o Un(8)] gy 45 )
D’apres , on déduit que :
t e, 2
/ / (;t (u;n(s) : um(s)>> dr ds < K. (3.71)

D’ot1 'indépandance de t,, par rapport a m. De (3.70) et (3.71), et par conséquent :

(u,,) demeure dans un borné de L>®(0, T; L*()). (3.72)
(jt ( u,, (s) : u;n(s)>> demeure dans un borné de L*(0, T; L*(12)). (3.73)

De (3.17) et (3.51), on conclut :
() demeure dans un borné de L>=(0,T;V N H?*(Q)). (3.74)
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Troisieme étape : passage a la limite.

De (3.74) et (3.18) et (3.52) et (3.72); on déduit qu'on peut extraire un sous-suite

(U, ), de (uy,) telle que :

U, — uwdans L=(0,T;V N H*(Q)) faible étoile.
u,,, — u dans L>(0,T; V) faible étoile.

U,,, — u dans L>(0,T; L*(Q)) faible étoile.

u,, — u dans L=(0,T; L*(2)) faible étoile.

m

De ([1.2); pour: X =V N H*Q),Y =V ;p= oo, on obtient :
L0, T; V N HA(Q)) < L2(0,T; V), (3.75)

alors : de et (u,,) estbornée dans L?(0,T; L*(Q2)) = L*(Q).
Comme : L>=(0,T;V N H?(Q)) {resp. L=(0,T; L*(Q))} estle dual de L'(0,T; V" + (H?))
{resp. L'(0,T; L*(R2))}.
C’est a dire :
(L0, T3V + (H?))) = L™(0,T;V N H*(%),
(LM0, T3 L(2))) = L*(0,T; L(Q),

Dong, il existe une sous-suite (u,,, ), de (u,,) telle que :

Vg € DOV + (HAQ)) < [ (i (0),000) dt "5 [ u(t), g(0)) dt.

Ce qui implique :
Uy, — u faible étoile dans L>(0,T; V N H*(Q)) et dans L>°(0,T; V)
(3.76)
etdans L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q) fort et p.p.
D’apreés les injections (3.75) et (2.38) et (2.39) et (2.41), on déduit que :
Uy, — udans D'(Q).
Alors :
u;nk — u dans D'(Q).
Donc :
u/mk — u dansL?(Q)et dans L>(0, T; L*(Q2)) et dans L=(0,T; V). (3.77)
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D’apres les injection (2.39) et (2.41), on déduit que :
u/m]c — « dans D'(Q).

Alors :

"

Uy — u' dans D'(Q).

Donc:

1"

u,, — u" dans L*(Q) et dans L*(0,T; L*(9)). (3.78)

Alors en particulier (u,,) est bornée dans H*()) , mais on sait que l'injection suivante est

compact:
H2 (Q) ;)Compact L2 (Q)v

et d’apres la définition de la l'injection compacte, on peut suppose que la suite (u,,, )

extraite de (u,,) vérifie (3.76) et (3.77) et (3.78), donc u,u’, u" existent et dans L?(Q) et par

conséquent :

Uy, —> udans L*(0,T; L*(Q2)) fort et p.p. dans@Q.
u L u dans L*(0,T; L*(9)) fort et p.p. dansQ. (3.79)

m

u,, — u dans L*(0,T; L*(2)) fort et p.p. dans Q.

Etudions la convergence de (‘u;n‘p u;n) : Comme dans le chapitre précédent.

P
’ u;n> : De (3.53) et (3.73); on déduit qu'on peut ex-

traire un sous-suite (u,,, ), de (u.,) telle que :

Etudions la convergence de (‘u;n

14
2

i, |* 1, — [u|* o dans L2(0, T L2(Q) faible.
( B u;nk(s)> — 4 <‘u'(s) ? u’(s)) dans L?(0,T; L*(9)) faible.

d
dt

Up, (5)
Donc, on pose :

4
’ ’

U, ()| Uy, (£) — W dans L*(0, T'; L*(2) faible. (3.80)

On doit montrer que :

14
’

S (t),

’

U = |u(t)

en se basant sur le lemme (2.5).

[SisY

/

U, (t);q = 2, d’apres (3.50) il résulte :

En posant: 0 = Q, g, = ’u’mk (t)

[y
Upy, (1)

1l ooy = H‘umk(t) PN H

L2(Q)
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et d’apres :
u,,, — u dans L*(Q) (p.p.),
Alors :
Gmy = u,mk ’ u/mk - ‘u' gul = g (p.p.) dans L*(Q).
Et d’apres :
Upy, : U, — ¥ dans L*(0,T; L*(2)). (3.81)

Puisque la limite est unique donc :

/g/
u =W,

o= u

D’apres l'injection (2.41)), on déduit que :

L
4 2

Umk

* o dans D'(Q).

!

Alors :
d / g ! d ! g / ’ d / g / d / % /
dt(um’“ umk>—>dt(u u>dansD(Q):>dt(umk um’“)—>dt<u u)
(3.82)
dans L*(Q) .

Alors en particulier <|um|§ um) est bornée dans H'(Q), mais on sait que l'injection sui-

vante est compact :

Hl (Q) <_>Compacte L2(Q)7

et d’apres la définition de la I'injection compacte, on peut supposer que la suite (u,,, )
£ ! ’ s / .

extraite de (u,,) vérifie (3.81) et (3.82), donc ‘u/‘Q u, 4 <‘u ’2 u > existent et dans L?(Q) et

ona:

’

‘“mk * Uy, — ‘ulf u dans L?(Q) fort et p.p. dans Q.
2 u;nk> — 4 <‘u' 2 u’) dans L*(Q) fort et p.p. dans Q.

da
dt

On montre que cette solution vérifie 'équation (3.14), donc quand on pose; m = my et

/

Umk

on fixe j tel que my, > j, alors :

(t (8),05) + @ (i, (1), 05) + ([t (8)] 11, (8), 05) = (F (1), ;) +/F2 hw;dl . (3.83)
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3.1. REGULARITE DE LA SOLUTION 61

De (3.78), on tire :
(tt, (£), ;) — (" (t),w;) dans L*(0,T). (3.84)
Et de (3.76), il résulte :
a (U, (), w;) — a (u(t), w;) dans L=(0,T),
et d’apres (2.45)-(2.46) on a :

(

On déduit donc de (3.83) que :
d2
dat?

De (3.60), il vient :

(tmy (1), 05) + @ (11, (8):05) + (p + 1) ([t @) 1, (1), 05) = (' (0), ) +/r h () dI.

2

Uy, (8)] 101, (8),005) — (|u' ()] /' (£),w;) dans £(0,T).

(u(t),w;) + a (u(t), wy) + (o (O] (t)o0y) = (£(0),0;) + /F h.av; dT .

D’apres ona:
(th, (), w5) = jt (th (8), w5) — jt (w'(t),w;) = (u"(t),w;) dans L(0,T).

D’apres (3.77) :
a (u/mk(t),wj) — d] (ul (1), wj) dans L*(0, 7).

Grace a (3.82), on conclut :
(P4 1) (|t ()]t (8),005) — (o + 1) (o' @) " (1), )

On déduit donc de (3.85) que :

d—3(u(t) w)+ia(u(t) w.)+i(u’(t)"u’(t) wj) = i(f(t) w;) + [ B aw;dl
dt3 T dt T dt ) dt T r, 7
Par intégration on obtient :
&2 : ,
= (u(t),wy) + a(u(t),w) + ([o' () 0/ (0),05) = (F(0),w5) + /F h.aw; dT .

Pour tout w; € VN H*(Q) ettout1 <j <m.

En utilisant la densité de V;, dans V N H?(2), on trouve que :

d2
75 (u(t).v) +a(u(t),v) + (

D’ott on conclut que u satisfait (2.1)-(2.3).

o (1) (1), v) = (f(£),0) + [ howdl, YveVnHAQ).

I
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Conclusion et Perspectives

Dans ce mémoire, nous avons étudié un probleme aux limites hyperbolique semi li-
néaire pour les équations de lamé avec des conditions aux limites mixtes Dirichlet-
Neumann et des conditions initiales.

Dans ce mémoire, nous avons traité les deux points suivants :

v Existence et Unicité : Sous certaines conditions sur les données, nous avons analysé

la question d’existence et d"unicité d'une solution d'un probléme aux limites hyper-
boliques semi linéaires pour les équations de Lamé (Elasticité linéaire). Les tech-
niques principales de la démonstration sont celles de Lions ([9]) bésées sur les ap-

proximations de Faedo-Galerkin et la méthode de Compacité.

v Régularité : Sous certaines conditions plus fortes, en se basant sur le approximations
de Faedo-Galerkin, avec une base spéciale, combinées avec la méthode de Compacité,

nous avons démontré la régularité de la solution obtenue au second chapitre.

1 En suivant les mémes techniques appliquées aux EDP non linéaires, nous allons trai-
ter d’autres problemes plus compliquées en considérant des conditions aux limites de
contact avec ou sans forttement. D’autre part, nous allons proposer une étude com-
parative entre la méthode de Compacité et celle de Monotonie pour une famille de

problemes particuliers.
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