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Introduction

Les équations intégro-différentielles sont des modéles mathématiques qui apparaissent fréquem-
ment dans d’autres disciplines I’étude des intégrales et des équations intégro- différentielles
remontent aux travaux d’Abel, Lokta, Fredhorm et Voltéra & propos de problémes de mé-
canique, biologie, mathématiques et d’économie. Les travaux de Volterra sur les espéces
concurrentes sont d’une importance fondamentale pour le développement d’un modéle math-
ématique adapté aux problémes du monde réel. Les théories et applications des équations
intégro-différentielles de Volterra (équations avec retard borné ou a retard illimité sont
depuis devenues des domaines d’étude). Ce développement continu pendant les derniéres
décennies se ressent dans le large nombre de publications et livres partants c’est sujet.

Cependant, aucun de ces livres est exclusivement déviré a la théorie et I'application
des équations intégro-différentielles comme sujet propre. La monographie suivante a pour
but de couler ce manque elle apporte la théorie basique et les propriétés qualitatives des
solutions des équations intégro-différentielles de Volterra avec un large nombre d’applications
et découpée en 2 chapitres:

chapitre 1: est un rappel sur les équations intégrales et les équations intégro-différentielles
linéaire et non linéaire.

chapitre 2: traite de la théorie basique notamment 'existence l'unicité, la théorie des
inégalités, la comparaison des résultats, la dépendance continue, variation linéaire et non

linéaire, et Existance et unicité de ’EID de type Volterra.
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Chapitre 1

Introduction a la théorie des
équations différentielles ordinaires,

intégrales et intégro-différentielles

Dans ce chapitre, on va faire un rappel de quelques notions sur les équations différentielles

ordinaires, intégrales et intégro-différentielles.

1.1 Equations différentielles ordinaires

Equation différentielle

Définition 1.1.1 On appelle équation différentielle une équation établissement une solution

entre la variable indépendante x, la fonction inconnue y = o(x) et ses dérivées y,1/, ..., y™.
c’est a dire

f,y, 9y y™) =0, (1.1.1)
ou

dy d? d™
v oy Ny=0 (1.1.2)

f(x7y7%7wa“'7w y

si la fonction y = p(x) est d’une seule variable indépendante x, ’équation est dit ordinaire.



1.1. Equations diftérentielles ordinaires

On appelle ordre d’une équation différentielle l’ordre le plus élevé de la dérivée dans cette

équation.

Solution d’une équation différentielle

Définition 1.1.2 On appelle solution ou intégrale d’une équation différentielle toute fonc-
tion y = (x) de la variable indépendante x,définie sur lintervalle |1, x5] et vérifiant iden-
tiquement cette équation en tout point de cet intervalle.

" interval |x1, z5] est dite intervalle de définition de la solution y = ()

(le cas x = +00,x = —00 ne sont pas exclus)

Condition initiale

Définition 1.1.3 Soit [’équation différentielle du premier ordre est de la forme

y = f(z,9), (1.1.3)

avec la solution y = ¢(x) satisfait la condition

©(x0) = o, (1.1.4)

la solution (1.1.4) est dite condition initiale de l’équation différentielle (1.1.3) et les éléments

Zo, Yo sont appellés les valeurs initiales de la solution y = ¢(x).voir[05]

Solution générale d’une équation différentielle

Définition 1.1.4 On appelle solution générale d’une équation différentielle (1.1.3) la fonc-
tion y = @(x, c) dépendant de variable indépendante = et une constante c et satisfaisant auz
conditions suivantes:

1) la solution y = p(x) satisfait I’équation différentielle pour tout les valeurs de la constante
c.

2) pour tout valeurs initiales (o, yo) on peut trouver une valeur canstante ¢ = cq telle que la

fonctiony = p(x, co) vérifie la condition initiale donnée (1.1.4) autrement dit yo = ©(xo, Co)-



1.2. Equations intégrales

Solution particuliére d’une équation différentielle

Définition 1.1.5 On appelle solution particuliére d’une équation différentielle (1.1.3) une
solution de cette équation doit la quelle 'unicité a lieu en particulier toute fonction y =
o(z,co) déduit de la solution générale y = @(z,c) en posant ¢ = co est une solution

particuliére.voir[06]

1.2 Equations intégrales

Définition 1.2.1 Soit k : Cl[a,b] x Cla,b] — R une fonction continue, l’opérateur intégral

linéaire sur Cla,b] définit par ¢ : Cla,b] — Ap € Cla,b], tel que

Ap(z) = / k() (1)dt, (1.2.1)

ot la fonction k(z,t) s’appelle le noyau de l'opérateur intégral A.

1.2.1 Equations intégrales et leurs classifications

Une équation dans laquelle la fonction inconnue d’une ou plusieurs variables figure sous le
signe intégrale est dite équation intégrale.

La forme ordinaire d’une équation intégrale linéaire est donnée par

b
a(x)e(z) = f(z) + )\/ k(x,t)o(t)dt, Q = [a,b] (1.2.2)

ou a(z), f(z) et k(x,t) sont des fonctions données, la fonction ¢(x) qui figure a 'intérieur
et a 'extérieur du signe de l'intégrale est inconnue a déterminer, A est un parameétre réel ou
complexe différent de zéro.

Equations intégrales de Fredholm

Une équation de la forme (1.2.2) dont les bornes d’intégration sont fixées est dite équation

intégrale linéaire de Fredholm.
1. si a(x) = 0, 'équation (1.2.2) s’écrite

flz)+ )\/bk(:c,t)w(t)dt =0 (1.2.3)



1.2. Equations intégrales

et elle est dite de premiére espéce.
2. sl a(x) = 1, Péquation (1.2.2) s’écrite

o(x) = f(z)+ )\/ k(x,t)p(t)dt (1.2.4)

et elle est dite de seconde espeéce.

3. si a(x) est continue et s’annule en certains points, mais pas en tout point de [a, b

elle est dite de Troisiéme espéce
b
o) = A [ k(e typ(t)d
et elle est dite homogene.

L’équation intégrale de Fredholm non linéaire du seconde espéce est de la forme

ﬂmszwm/k@mw@Mt

Equations intégrales de Volterra

On appelle équation intégrale de Volterra non linéaire de seconde espéce une équation de la

forme i
o(x) = f(x) + /\/ k(x,t, o(t))dt.
Une équation de la forme '
a) =2 [kt ol
est appelle équation intégrale de Volterra non linéaire de premiére espéce.

Equation intégrale de Volterra linéaire de seconde espéce est de la forme
o(r) = f(x) + )\/wk(m, t)p(t)dt. (1.2.5)
Si f(z) = 0 léquation (1.2.5) s’écrite '
o(zr) = /\/mki(l’,t)(p(t)dt

est dite équation intégrale de Volterra linéaire homogene de seconde espéce.

Une équation a une inconnue ¢(z) de la forme

ﬂ@=/%®ﬁﬂwﬁ

est dite équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espéce.voir|08]



1.2. Equations intégrales

1.2.2 Relation entre les équations intégrales de Volterra et les

équations différentielles ordinaires linéaires

Il y a une relation fondamentale entre les équations intégrales de Volterra et les équations
différentielles ordinaires.
Soit léquation différentielle du type

dn—ly
dxnfl

A"
—y + al(x)

Jon + ..+ ay(z)y = F(x) (1.2.6)

avec les coefficients sont continus, et les conditions initiales

"

y(a) =q, ¥'(a) = q1, ¥ (@) = g, ..., ¥" () = g1

L’équation (1.2.6) peut-étre réduire a une équation intégrale de Volterra de seconde
espece i
o)+ [ ke 0ptat = (@)
pour arriver a cette équation intégrale, on utilise la transformation
% = ¢(z)
ou par intégration par rapport a t de a & x, on obtient

dn—ly
dxnfl

et les intégrales successives sont

dn—Qy T 1
W = / / QO(SL')d.CEd.Tl + qn—1T + qn—2

d"_3y xr X1 T2 1
dn 3 ///(p(x)dxdxldxg + §qn,1x2 + Q2T + Qn_3
1 i N 1 )
=5 [ (@ =) °p(2)dz + S 4n12" + Gu22 + -

a

et on procédent de la méme maniére, on obtient

T TpnTn—1 T2 T1

y(a:):///...//go(xl)dxl...dmn+ﬁ/j(x—t)”_lgp(t)dt



1.2. Equations intégrales

on retournent a ’équation différentielle (1.2.6) on voit qu’on peut ecrire comme suit

0+ [ "R (o, ()t = f(2),

(x —t
zak G0

ou

et
(@)= F(z) = gpra1(x) = [(z = a)gn—1 + Gn—2] a2(x) —

—-[qnlgfi:lfzﬁ:i + ot (= a)qr + o an(2)

(n—1)!
1.2.3 Existence et unicité de la solution des équations intégrales
Contraction de opérateur

Définition 1.2.2 Soit I’équation & opérateur intégral du seconde ordre, voir[07]
p—Ap=f

l’existence et l'unicité de la solution peut étre données par la série de neumann pour vu que

Vopérateur A soit une contraction || A ||< 1.

Théoréme 1.2.1 Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach X dans lui-
meéme, avec || A ||< 1, et soit I lopérateur identique dans X, alors (I — A) admet un

opérateur inverse borné dans X par la série de Neumann

Y
k=0

de plus
1

=A< —
1= Afl

Théoréme 1.2.2 Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach X dans lui-
meéme, avec || A ||< 1, et soit I lopérateur identique dans X, alors pour tout f € X

I’approximation successive
(pn—l-l = Agpn + f

avec @, un vecteur arbitaire de X, converge vers une unique solution de l’équation

p—Ap=f



1.2. Equations intégrales

Corollaire 1.2.1 Soit k un noyau continu vérifiant la relation max
max/ | k(x,y) | dy < 1.
a
Alors pour tout f € X, I’équation intégrale de seconde espéce
o)~ [ Ko w)olo)dy = (@)
el
admet une solution unique p € C(Q), de plus l’approximation successive
fun@) = [ ha)e )y + 1)
G
converge uniformément vers la solution ¢ pour tout vecteur arbitraire p, € C(QG).

Théoréme 1.2.3 Soit A un opérateur compact d’ un espace normé X dans lui-méme. Alors

pour que l’équation non homogéne
Top=p—-Ap=f

admet une solution unique p € X pour tout f € X, il suffit que l’équation homogéne
Frp=p—Ap=0

admette la solution triviale
p=0.

Théoréme 1.2.4 Soit I = [a,b] un intervalle compact et k un noyau continu sur I. Alors

[’équation intégrale de Volterra
o) = f(a) + 1 [ Ko typl0)at,
admet une unique solution.

Théoréme 1.2.5 Soit I = |a,b] un intervalle compact k:Ix1 — R ouk est une fonction

continue sur I x I et E = C(I) et soit f € E si
(b—a) | ko< 1.
Alors ’équation intégrale
o(x) = f(z) + )\/ k(x,t)p(t)dt, xe€l

admet une unique solution.



1.3. Equations intégro-différentielles

1.3 Equations intégro-différentielles

1.3.1 Introduction

Les équations intégro-différentielles (E.I.D) est une branche importante en mathématique
moderne et suivient fréquement dans beaucoup de domaine appliqués, qui incluent mé-
canique de l'ingénieur, physique, chemie, astronomée, biologie, économie, théorie potentielle
et électrostatique.

Une (E.ILD) est une équation composée de deux opérateurs intégral et différentiel qui
impliquent la fonction ¢.Voir([01], [02]).

La forme générale d’une équation intégro-différentielle non linéaire d’ordre n est

p(z) = F(%%(»’U%@'(fﬂ),---,@(”D(f),A/k(l’,t,@(t),w’(t)»---,80("1)(t))dt (1.3.1)

E

avec les conditions initiales

QO(OZ) = 607 (p/<a> = 617 HS) (p(nfl)(oo = ﬁn—l

tel que o € et (5; 0 <1i<mn—1) nombres données,
©, ¢, ..., 0™ sont des fonctions inconnues,
k : noyau de I'(E.LD),
E : une ensemle fermé, borné et mesurable,
A : parameétre.

La forme linéaire d’une (E.I.D) d’ordre n est

L.(p) = )\/Fk:(x,t)Mt(go)dt+ f(x). (1.3.2)

1.3.2 Classification des équations intégro-différentielles

Une importance classification de (E.I.D) existe, et sont classées par leur caractéristiques

voir[04]

1. Les limites de I'intégration

on distingue trois types majeurs de I'(E.L.D)

10



1.3. Equations intégro-différentielles

a. si les limites de I'intégration sont fixées, alors I'(E.I.D) est dite de Fredholm

b
LA@ZA/k@JMM@ﬁ+f@)

b. si b = x, alors I'(E.LLD) est dite de Volterra

Lawzx/%@xwmww+fu»

c. si les deux opérateurs de l'intégration de Fredholm et Volterra consistent, alors

I'(E.ILD) est dite de Fredholm-Volterra
b T
L.(p) = )\1/ ki(z, t)n,(¢)dt + )\2/ ko(z,t) M (p)dt + f(z).

. Ordre de (E.ILD)
L’ordre d’'une (E.I.D) est l'ordre de plus elévé dérivée qu’apparait dans l'opérateur

différentiel.

. Linéaire ou non linéaire

L’(E.LD) est dite non linéaire sous la forme (1.3.1) ou linéaire sous la forme (1.3.2).

. Premiére ou deuxiéme espéce
L’(E.LD) est dite de Premiére espéce si le partie différentielle est nul, sinon est dite

de deuxiéme espece.

. Nombre de variable de la fonction inconnue ¢
Une (E.ILD) est dite ordinaire si la fonction inconnue ¢ dépende d’une seule variable
indépendante, alors si dépende de deux ou plusieurs variables indépendante I’(E.I.D)

est dite partielle.

11



1.3. Equations intégro-différentielles

1.3.3 conversion d’une équation intégro-différentielle de Fredholm

a une équation intégrale de Fredholm

Soit 1’équation intégro-différentielle suivante

ou a(x) et k(x,t) sont des fonctions continues sur [0, 1] .

Si on pose y'(z) = z(x), on obtient

y(r) =a+ /Om z(t)dt,

substituons (1.3.4) dans (1.3.3) on trouve

2(z) = a(x) [a—i— /Om z(t)dt] + b(z) +/01k:(:v,t) [oz—i— /Otz(u)du] dt,

alors on obtient

on pose
2(x) = g(x) + h(z),
telle que 1
g(x) = ax) + b(z) + a/o k(x,t)z(t)dt
h(z) = a(x) /0z z(t)dt + /Olk:(a:,t) (/Otz(u)du) dt,
o [k ([ )= [ ([ st s
on pose

k'(x,t):/o k(x,u)du
h(z) = a(z) /sz(t)dt+/0 K (x,t)z(t)dt

h(z) :/0 (a(@)H(x — 1) + K (2,1)) =(t)dt

12

(1.3.3)

(1.3.4)



1.3. Equations intégro-différentielles

tel que

1 ;si 2—t2>0
H(x—1t) =
0 ,si x—t<0
on pose

a(x)H(x —t) + k' (z,t) = n(z,t)

on obtient I’équation intégrale de Fredholm

13



Chapitre 2

La théorie d’existence et d’unicité de

quelques types d’EID

Dans ce chapitre on va essayer de prouver quelques théories d’existence et d’unicité pour

certains types d’EID.

2.1 Existence d’une solution locale et globale

Cette section est consacrée a ’étude du probléme de la valeur initiale pour le systéme
intégro-différentielle
t
2'(t) = f(t, z(t)) —1—/ k(t,s,z(s))ds, x(ty) = xo (2.1.1)
to
on feClJxR"R", ke C[J]xJxR"R" et J=][ty,to+ q].

La valeur principale du probléme (2.1.1) de ¢y a t a équivalant a 1’équation intégrale

(%) :x0+/t: {f(s,x(s))+/Stk(a,s,m(s))da} ds, (2.1.2)

qui peut-étre vu en intégrant (2.1.1) de to & t et en changeant ’'ordre d’intégration
puisque f et k sont des fonctions continus, sur la différenciation (2.1.2) nous obtenons
(2.1.1), Commengons par prouver le résultat d’existence locale suivant en appliquant le

théoréeme de point fixe de Schauder.

14



2.1. Existence d’une solution locale et globale

Théoréme 2.1.1 (Schauder)
Soit X un espace de Banach et E C X, E conveze et fermé et'T : E — E avec T compléte-

ment continu, alors T admet un point fixé.

Théoréme 2.1.2 Supposons que f € C'[J x R"R"], k€ C[J x J x R" R"| et
/\ka,s,x( ) | do < N, pourty < s <t<ty+a,
z€Q={peC[JR",d(lo) =0 et | ¢(t) —zo [< b}

Pour certain 0 < a < « alors la valeur initial principale (2.1.1) admet une solution unique.

Preuve. considérons 'ensemble D={(t,z) : t € J et | x — xo |< b} et soit | f(t,x) |[< M
choisir @ = min [a,b/M + N] et soit Qo = {¢p € C[Jo,R"],d(to) = x0 €t | ¢ —x0 |< b} ou
| ¢ o= max | ¢(t) | et Jy = [to,to + ] il est clair que 'ensemble Qq est fermé,convexe

to<t<to+a
et borné pour tout ¢ € €y définie une fonction I'¢ avec

Co(t) = xo + /t [f(s,qb(s)) + /:k(a, s, gb(s))da] ds, t € [to,to+ q]

to
nous pouvons appliquer le théoréme de point fixe de Schaulder’s pour prouver 'existance
d’un point fixe de I" en 4 ce qui équivant a résoudre ’équation (2.1.1) clairement I'¢(tg) = ¢

et pour t € Jy

o) =0 < [ [ 15606 1+ [ 1 Ks.006) | do] s
< (]\04+N)a <b

ce qu’'implique que 'Yy C g, de plus pouur t1,t, € Jy tel que t5 > t; en changeant ’ordre

d’intégration on obtient

| Té(ts) — To(ty) | s/t [|f |+/ k(s >>|dg]

1
<(M4+N)|[ta—t1]
cela montre que ’ensemble I'(€)y) est une famille équicontinu et par conséquent la fermeture
de I'(£29) est compact, pour tout ¢, de y. En utilisant la continuité uniforme de f et k
que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

To(t) - Tult) | < /

to

{I f(s,0(s)) — f(s,9(s)) | +/ | k(o 5,0(s5)) | do| ds

a
<e(a+ <) pour tout t € Jy
2

15



2.1. Existence d’une solution locale et globale

a condition que | ¢(t) —1(t) |< o pour tout s € Jy, cela implique que T est une certographie
continue, par le théoréme de point fixe de shaulder’s, il y a un point fixe de I dans €y, qui
complete la preuve. m

Parfois il faut considérer PVI d’équation intégro-différentielle de la forme
= f(t,x,kx), x(to) = o (2.1.3)

ou

(k;x)(t):/ k(t,s)x(s)ds,

to

k(t,s) est une matrice continue n x n sur J x J et f € [J x R" x R" R"], le resultat

d’existance locale par I'PVI (2.1.3) peut etre preuvé en utilisant des arguments similaires a

le théoréme (2.1.1).

Théoréme 2.1.3 Voir[03]. Supposons que | K(t,s) |<k, (t,s) € JxJ et| f(t,z,y) |< M
pour tout t € J, x,y € Q = {x € R":| v —xo |< b}, alors il existe une solution x(t) de
(2.1.3) sur [to, to + ] pour certain o > 0.

Nous discutons ensuite d’un resultat d’existence globale pour PVI (2.1.1) en utilisant le

théoréme du point fixe de Tychonoff.

Théoréme 2.1.4 Voir[03]. (Tychonoff)
Soit B un espace complet, localement convexe et By un sous ensemble convexe fermé de B,
soit lopérateur T : B — B cotinue et T (By) C By, si la fermeture de T (By) est compact

alors T' a un point fire dans By.

Théoréme 2.1.5 supposons que

i) f €cRy x R"R], g € [R%R], g(t,u) est monotone non décroissante dans u pour chaque
Teldet|ftr)|<glt,|xz]) (tz)eRy xR

i) K e C [Ri X R”,R"} ,GeCl [Ri,RJF] , G(t, s,u) est monotone non décroissant dans u
pour tout (t,s) € RY et | K(t,s,2) [< G(t,s,|x|), (¢ s,2) € RZ x R

i11) Pour chaque ug > 0 ’équation intégro-différetielle

W () = gt u(t)) + /t G(t, 5, u(s))ds, ults) = o (2.1.4)
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2.2. Inégalité intégro-diftérentielle

admet une solution u(t) pourt > t.
i)
t
/ | K(o,s,2(s)) | do < N pourt,s € Ry, z € c[Ry,R"],
pour chaque x € Ry, tel que | o |< ug, alors il existe une solution x(t) de (2.1.1) pour

t > to satisfait | z(t) |<| u(t) |, t > to.

Preuve. Voir[03] m

2.2 Inégalité intégro-différentielle

Dans cette section, nous considérons les inégalités intégro-différentielle de base qui sont

nécessaire pour une utilisation ulterieur.

Théoréme 2.2.1 supposons que:

(A1) g € C[Ry xR, R], H € C[R*x R,R] et H(t,s,u) est monotone non décroissante
dans u pour tout (t,s) € R2 fize.

(A2) v < g(t,v) + ft’; H(t,s,v(s))ds, et w' > g(t,w) + ft’; H(t,s,w(s))ds.

(A8) Pour (t,s) €eR2, x>y et L >0

g(tv :E) - g(ta y) S L("E - y)a H(t7 S, :L‘) - H(t7 S, y) S Lz(x7y)
ensuite nous avons
v(t) < wl(t) pourt >ty a condition v(ty) < w(to) (2.2.1)

Théoréme 2.2.2 Supposons que:

i) F e C[Ry xR3R] et F(t,z,y,2) est non décroissant dans x pour chaque (t,y,z) et non
croissant dans z pour chaque (t,x,y).

it) T plan (carte) C [Ry,R] dans C' [Ry,R] et pour ui,us € C[Ry,R], l'inégalité u,(t) <
us(t), to <t <ty, to > 0 implique Tuy < Tuy pour t = t;.

iii) v,w € CH[Ry,R] et F(t,v',v,Tv) < 0, F(t,,w,Tw) > 0t > to l'une des inégalités
étant stricte alors

v(t) <w(t), t >t (2.2.2)
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2.3. Existance d’une solution

Corollaire 2.2.1 Soit v, A € C'[R,,R,] et suppose que

v(t) <wvg+ /t A(s)v(s)ds, vo >0

to

alors

o(t) < vo exp l /t:)\(s)ds]

2.3 Existance d’une solution

Ayant D'existance et la théorie de I'inégalité & notre disposition nous discutons maintenant

de Vexistance d’une solution et des résultas associés.

Théoréme 2.3.1 Suppossons que
i)geclJxRR], HeclJxJxRR|, H(t,s,u) est non décroissant dans u pour chaque
(t,s) et

/tH((S,s,u(s))d(S <N pourty <s<t<tg+a, uefl

ou J = [to,to+a] et Q= {u € c[J,R] :| u(t) — uy |< b}

Alors il existe une solution maximale et autre minimale de PVI
t
u' = g(t, u)+/ H(t,s,u(s))ds, u(ty) =ug sur [to,to + ] pour certain 0 < a < a (2.3.1)
to

Preuve. Nouus devons prouver ’existance de la solution maximale uniquement puisque
le cas de la solution minimale est trés similaire.

Soit 0 < e < %b et on considére ’'PVI

u'(t) = g(t,ut)) +e+ /t H(t,s,u(s))ds, u(ty) =ug+¢ (2.3.2)
to
en observant que la fonction g.(t,z) = g(t,x) + ¢ est continue dans
D. = {(t,m) cteJet |u—(ug+e)l|< %b} et
D.cDoua|gl(tx)|<M+ %b dans D,
par conséquent, nous déduisons de théoréme 2.1.2 que I'PVI (2.3.2) a une solution u(t, )

b

a, m) pour O<ey<er < £, nous avons

dans lintervalle [to, tp + a] ot @ = min(

u(to, €2> < U(to, 81)
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2.3. Existance d’une solution

t
u'(t,e2) < g(t,ult,eq)) + €9 +/ H(t,s,u(s,e2))ds,
to

t
ul(t782) > g(ta u(t7€1)) +ée2+ / H(ta S, U(S,ul))dS, te [t()yt() + Oé]
to

par conséquent le théoréme 2.2.1 nous s’ensuit que u(t, e9) < u(t,e1), t € [to, to + ], puisque
la famille des foctions {u(t,¢)} est equicontinue uniformément bornée sur [tg, ¢y + o], et par
le théoréeme d’Arzela-Arsoli il existe une suite {,,} décroissante tel que ,, — 0 quand n — oo
et la limite uniforme ~(t) = nhigo u(t,e,) existe dans [tg,to + ] clairement (ty) = zo la
continuté uniforme de g et H implique que g(t, u(t, £,,)) tend uniformément vers H (4, s,v(s))
quand n — oo respectivement, et donc l'intégration terme par terme est applicable

t t

u(t,en) = up —|—/t {g(s,u(s,en)) —|—/ H(6,s,u(s,£,))dd| ds + €,

0 s

qui & son tour cette limite y(t) est une solution de (2.3.1) dans [to, to + o] .
Nous allons maitenant montre que (t) est la solution maximale souhaitée de (2.3.1) dans

[to, to + « satisfait u(t) < y(t) dans [to, ty + «] pour chaque sotution u(t) de (2.3.1)Soit u(t)

une solution existante de (2.3.1) dans [to, o + @]

u(ty) = wp < ug+e = u(to,€)
'ty < gltut)) +e+ [} H(t s u(s))ds
w(te) > glt,ult.e)) +e+ [; H(t s u(s e))ds

u

1
pour t € [to,to+ a] et € < 51); par le téoréme (2.2.1) on obtient u(t) < u(t,e) pour t €
[to, to + ] .L’unicité de la solution maximale montre que u(t, €) tend uniformément vers ()

dans [tg, to + a| quand € — 0 qui compléte la preuve du théoréeme. m

Lemme 2.3.1 Avec méme hypothése (i) pour du théoréme 2.3.1, supposos que le plus grad
intervalle d’existance de la solution maximale Y(t) du (2.8.1) est [to,to+ |, alors il y a
g0 > 0 tel que 0 < & < &g la solution mazximale v(t,e) de (2.3.2) existe sur J; = [to,t1] C

[to, to + & et lim~(t,e) — ~(t) uniformement dans Ji.
e—0

Lemme 2.3.2 Supposons que

i)ge C[Jx[0,20],R], g(t,0) =0, et g(t,u) est non décroissante dans u pour certaint € J
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2.3. Existance d’une solution

ot j = [to,to + a].

it) u(t) = 0 est une solution unique de

g(t,u) / H(t,s,u(s))ds, u(to) =0 dans [to,to + ]

iii) H € c[J x J x[0,2b] ,R], H(t,s,0) =0 et H(t,s,u) est non décroissante dans u pour
chaque (t,s) € J x J et

t
/ | H(d,s,u(s)) | dd < N pourty<s<t<ty+a,
u€ Qo =A{uel[],R]:|u(t)|<2b}
puis les approrimations successives
up(t) = (M + N) (t —to)
t t
U1 (1) :/ [g(&un(s)) +/ H(é,s,un(s))dé} ds (2.3.3)
to S
sont bien définis, 0 < up41(t) < up(t) sur [to,to + o, et

lim w,(t) = 0 uniformement sur [to,to + ] (2.3.4)

n—o0

en autre, pour chaque n > 1, la solution mazimale ~,(t) d

= g(t,u) + pg(t, u,_1( /Htsu ds—i—p/Htsun 1(s))ds (2.3.5)

un(to) =0, p>0

existe sur J et lim 7, (t) = 0 uniformement sur J.

Preuve. Une induction facile de prouver (2.3.3), puisque par | g(t,u) |< M et (ii),
| ul |< (M + N), par le théoréme d’Arzela-Ascoli, on peut conclure que lim u,(t) = u(t)
uniformement dans .J.

Il est clair que u(t) satisfait

u = g(t,u) + /ttH(t,s,u(s))ds et u(ty) =0

par (i7), il s’ensuit que u(t) = 0 et (2.3.4) est prouvé.
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2.4. Comparaison des Résultats

Etant donné ¢, qu’il y a un n > n(e) tel que

1 t 1
[ py(t,un 1 (1) |< e et | p / H(t, 5,00 1(9))ds | < 5
to

car pour g(t,0) =0, H(t,s,0) =0 et (2.3.4).
Maintenant un argument similaire a celui de le lemme 2.3.1 prouve (2.3.5).D’ou la preuve

est compléte. m

2.4 Comparaison des Résultats

Une méthode importante dans le théoréeme des équations intégro-différenteilles consiste a
estimer une fonction satisfaisant une inégalité intérgo-différentielle correspandante un des

resultats de ce type est le théoréme de comparaison suivant.

Théoréme 2.4.1 Supposons que g € C [Ri, R] ,HeC [Ri, R] , H(t, s,u) est non décrois-

sante dans u pour chaque (t,s) et pourt >t
D —m(t) < g(t,m(t) /Ht,s,m ))ds (2.4.1)

oum € C Ry, R] etD—m()—hm}}nfh [m (t+ h) —m(t)].

Supposer que y(t) est la solution mazximal de
t
u'(t) = g(t,u(t)) +/ H(t,s,u(s))ds et u(ty) = ug >0 (2.4.2)
to

ezistant sur [to, +00|, ensuite

m(t) < y(t) t =ty (2.4.3)
a condition m(ty) < uo.

Corollaire 2.4.1 Soit (2.4.1) tenir avec g(t,u) = a(t)u et H(t,s,u) = R(t, s)u alors m(t) <
R(t,to)u(to), t > to ou R(t,s) est la solution de

OR

9 ——(t,8) + R(t, s)a(s )+/tR(t,5)h(5, s)do =0, R(t,t) =1

to

dans Uinterval tg < s < t.

Pour la preuwve il suffit d’observer que

v(t) = R(t,to)u(to)
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2.4. Comparaison des Résultats

est la solution de (2.4.2) .

Bein que le resultat de comparaison précédent joue un role tmportant dans [’etude de la
théorie qualitative des systémes Intégro-différentielles il n’est pas fructueur dans de nom-
breux situation, car trouver une solution de l’équation Intégro-différentielle est plus difficile,
il serait donc plus utile dans 'application, s’il était possible de réduire [’étude des inégal-
ités intégro-différentielles scalaire a celle des inéqgalités différentielles, nous reprenons cette

approche nous prouvons-ct dessous quelques resultats de comparaison.
Lemme 2.4.1 Soit go, g € C [R2,R] satisfait
go(t,u) < g(t,u), g(t,u) € ]Ri (2.4.4)
alors la solution maximale droite y(t,to,ug) de
u' = g(t,u), u(te) =wup >0 (2.4.5)
et la solution mazimal gauche n(t,T,vy) de
u' = go(t,u), w(T)=139>0 (2.4.6)

satisfaitl la relation

’y(t, to, Uo) S T](t, T, ’190), t e [to, T] (247)

n’importe quand (T, tg, uy) < Vo.
Théoréme 2.4.2 Soit m € c[Ry,Ry], g€ c[R%,R], H € ¢ [R3,R] et
t
D —mf(t) < g(t,m(t)) —i—/ H(t,s,m(t))ds, t € I (2.4.8)
to

ou

In={t > to:m(s) < n(s, t,m(t));to < s <t},

n(t,I',9y) étant la solution maximal gauche (2.4.6) existe dans [to,I'] suppose que

go(t,u) < F(t,u,to) (2.4.9)

ot t
F(t,u,tg) = g(t,u) —l—/ H(t,s,u)ds (2.4.10)

to
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2.5. La convergence d’approximation successive

et y(t) est la solution maximale de
u' = F(t,u,tgy), u(ty) = ug (2.4.11)
existe dans [to, 00) alors

m(to) < ug implique m(t) < ~y(t),t > to. (2.4.12)

2.5 La convergence d’approximation successive

Il est bien connu que l'on ne peut pas toujours obtenir une solution de (2.1.1) comme
limite de la séquence d’approximation successive, mais si la fonction de comparaison n’est
pas décroissante, nous pouvons montrer que I'approximation successive convergent vers la

solution unique, C’est le contenu du resultat suivant.

Théoréme 2.5.1 Supposons que

(A1) fe C[JxR.RY, ke C[J x J x R*,R"] et
t
/ | k(d,s,2(s)) | dd < N pourty <s<ty+a

reQ={peccl[/,Ry]:d(ty) =zg et| d(t) — o |< b}

(A2) | f(t,z) — f(ty) [S gt |z —y ) et | k(t,s,2) —k(t, s, y) [< H(t, s, |z —y ) ou
geCIx[0,20,R,], He C[Jx Jx[0,20],R,], g(t,0) =0, H(t,s,0) =0,

g(t,u) et H(t,s,u) sont non décroissants dans u pour chaque (t,s) € JxJ et f; H(6,s,u(s))dd <
No pourty < s<ty+a, uecQy={ueC[J,R]:|ut)|<2b}.

(A3) L’équaton de comparaison (2.4.2) n’admit que la solution triviale, puis l’approximation
successive définie par

Tnar(t) = 2o + / t [f(s,xn(s)H / tk:(é, s,xn(s))dé] ds (2.5.1)

to

b
a comme fonctions contunues et convergent
"M+ v J g
uniformément sur cet interval vers la solution de z(t) de (2.1.1).

existe surty <t < tg+a, ot o = min(
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2.6. La dépendence continue

2.6 La dépendence continue

Nous allons considérer le probléme de condinuité de la solution (2.1.1) par rapport auxvaleurs

initiales (to, ) nous avons bosoin du résultat suivant.

Lemme 2.6.1 suppose que
(A1) f € c[J xR" R"], et soit G(t,y) = max | ft,x) | .
(A2) k € c[J x J x R" R"] et soit H(t,s 7) | ma|x< | k(t,s,x) | .
T—To|SY
(A3) v*(t, 0, 0) est la solution maximale de
t
u'(t) = G(t, u(t)) —I—/ H(t,s,u(t))ds, u(ty) =0
to
s1
x(t) = x(t, to, xo)
est une solution (2.1.1) alors
| l’(t,to,[[‘o) — X0 |< ’}/*(t,to,O), 13 Z t()-
Preuve. Définie v(t) =| x(t) — x¢ | alors
Doty <|a'(t) -] f (t0(0) | + [ bt 5,2(5))ds
< max x) | +ft max | k(t,s,z(s)) | ds
= G(t,v(t)) + ft (t,s,v(t ds

cela implique par le théoréme 2.4.1 que
v(t) =| z(t, to, w0) — 20 |< Y (t,10,0), t > tg

et cella prouve le lemme. m
Nous sommes mantenant en mesure de prouver la dépendence continue de la solution

x(t, to, xg) de (2.1.1) par rapport aux valeurs initiales.

Théoréme 2.6.1 Pour qu’elle soit I’hypothese du théoréme 2.5.1 satisfaite supposons que la
solution u(t, to, xg) de (2.4.2) & chaque point (ty, ug) soit continue par rapport a la condittion
initaile (to,uo) alors la solution x(t,tg, xg) de (2.1.1) est unique et continue par rapport &

la valeur initiale (tg, o).

Preuve. voir[03] m
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2.7. Variation linéaire

2.7 Variation linéaire

considere ’équation linéaire intégro-différeinteille

() = A(t)z(t) + / k(t,s)x(s)ds + F(t), xz(ty) = o (2.7.1)

to

ot A(t) et k(t,s) sont continues pour ¢t € R, et (t,s) € Ry x R, respectivement et

F € c|R,,R"] définie pour tg < s <t < oo
t
U(t,s) = A(t) —i—/ k(t,6)dsd. (2.7.2)

et
R(t,s) =1+ /t R(t,0)¥(9,s)dd (2.7.3)

ou I est la matrice identdité et
k(t,s) =V(t,s) = R(t,s) =0si s>t>t

Théoréme 2.7.1 Supposons que A(t) et k(t,s) sont continues pour t € Ry et (t,s) €
Ry xRy et F' € ¢[R4,R"] alors la solution x(t) de (2.7.1) satisfait

¢
z(t) = R(t,to)xo —|—/ R(t,s)F(s)ds, x(ty) = xo (2.7.4)
to
ot R(t, s) est la solution unique de
OR !
1)+ R 9)AG) + / R(t,6)k(6,5)d6 = 0, R(t,#) = I (2.75)
s

Preuve. voir[03] m

Remarque 2.7.1 la formule (2.7.4) qui exprime la solution x(t) de (2.7.1) en termes de
résolvent différentable R(t, s) et la fonction de source F(t) est appelée la formule de variation

linéaire des paramétres pour l’équation intégro-différentiellle (2.7.1).

2.8 Variation non linéaire

Théoréme 2.8.1 Soit f € c[Ry x D,R"], ot D est un ensemble ouvert, conveze dans R™,

et que f, existe et soit continue sur Ry x D. Alors

F(t.2) - flty) = [ / fult, s+ (1— s)yds| (@ — )
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2.9. Existance et unicité de I’EID de type Volterra

considérons maintenant U'PVI pour ’équation intégro-différentielle non linéaire

t

Z'(t) = f(t,z(t)) +/ g(t,s,z(s))ds, x(ty) = xo (2.8.1)

to
Théoréme 2.8.2 Supposons que
feCRy xR"R", g€ CRy x Ry x R" R"| et que f, et g, existent et sont continues
sur Ry x R™ et Ry x Ry x R™ respectivement.
Soit x(t,tg,zo) la solution unique de (2.8.1) existant sur un certain intervalle to < t <
a < oo et l'ensemble J = [to,to + T, to + T < «a définie H(t,tog,z0) = folt,z(t,to, z0) et
G(t, s,t0, x0) = gu(t, s,2(s,tg, z0), alors

0
i) ¢(t, to, z0) = a—;o (t,to, o) existe et elle est la solution de

t
y'(t) = H(t,to, 0)y(t) +/ G(t, s;to, xo)y(s)ds (2.8.2)
to
te que ¢(to,to, z0) = 1.
i) ¢(t,to, o) = (ng) (t,to, o) existe et elle est la solution de
0
t
() = H(E o, 70) () + / G(t, 5: o, 0)2(5)ds — g(t, to, o) (2.8.3)
to

tel que W (to,t0, z0) = — f(to, To)-

iii) les fonctions ¢(t,to,xo) et W(t,ty,x0) satisfait la relation

t
U(t,to, x0) + d(t, to, o) f(to, o) + / R(t,0;t0,20)g(d, to, 20)dd = 0 (2.8.4)

to

ot R(t,s;to, xo) est la solution de I’PVI

t
(37]%) (t,s3t0, o)+ R (t, 530, o) H(SvtwaO)_‘_/ R(t,0;t0,20)G (6, s;tg, 0)dd =0 (2.8.5)
0 s

R(t,t, to,xo) = I surty < s <t et R(tt ty,xo) = ¢(t,1g,T0).

2.9 Existance et unicité de ’EID de type Volterra

Dans cette section, nous étudions le probléme de la valeur initaile du premeir ordre d’équation

non linéaire intégro-différenteille de type volterra & savoir

o' = H(t,z,Tz), x(ty) = xo (2.9.1)
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2.9. Existance et unicité de I’EID de type Volterra

dans I’espace réel F de Banach, ou
t
Ta(t) = / K(t, s)x(s)ds (2.9.2)

to

kelJxJR],|k(ts) <k surJxJ

HeC[JxQxQ F

J € [to,to—i‘&],to >0

Q=B(0,N)={]z|< N,z € E}

o € Q)

le probléme (2.9.1) est équivalent & 1’équation intégrale suivant

x(t) = o + /t H(s,z(s),(Tx)(s))ds (2.9.3)

on obtient un théoréme d’existance en utilisant le théoréme de point fixe de Drbo, et un
théoréme d’existance et d’unicité de la méthode classique dapproximation successive com-

mencons pour prouver le resultat d’existance suivant

Théoréme 2.9.1 Supposons que

(A1) k(t,s) € C'[J x J,R] et | k(t,s) |< ki (kia > 1) pour (t,s) € J x J.

(A2) H(t,xz,y) € C(J x QA x U, E), Q = B(0,kiaN) C E.

(A3) a(H(I x By x By) < A\, max [a(By), «(Bs)] pour chaque sous ensemble borné By C €,
By C Q4 et chaque intervalle I C J, ou A > 0 et af.) est le mesure de kuratowski de la
non-compacité.

Alors il existe v > 0 tel que (2.9.1) a une solution x(t) pourt € J = [to,to +7].
Preuve. voir[03] m

Théoréme 2.9.2 Supposons que

(A1)x k(t,s) € C'[J x J,R], et | k(t,s) |< k pour (t,s) € J x J.

(A2)x H(t,z,y) € C[J x QxQ E], et | H(t,z,y) |< My pour (t,x,y) € .J x Q x Q.

(A4) g € C[J x[0,2N] x [0,2N;],Ry], Ny = kaN, g(t,u,v) < My sur J x [0,2N] x
[0,2N1], g(,0,0) =0, g(t,u,v) est non décroissante, en v pour u et t fizes et non décrois-
sante en u pour t et v fizes, et u = 0 et une solution unique pour [’équation intégro-

différentielle scalaire

u' = g(t,u, Su), ulty) =0 sur [to,to +af, (2.9.4)
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2.9. Existance et unicité de I’EID de type Volterra

ol

(Su) (t) = / | k(t,5) | u(s)ds

(A5)
| H(t,w1,91) — H(t,22,12) [< g(t, | 21 — 22 || 1 — 92 |)

sur J x Q x Q. Alors il existe v > 0 tel que le probléme (2.9.1) a une unique solution pour
t € [to,to+7].

Preuve. voir[03] m

Corollaire 2.9.1 On tient (A1)* et (A2)* et on suppose en autre que
(A6)
| H(t,z1,51) — H(t, 22, 92) |[< L(| 21 — 22 |, [ 1 — 2 |)
pour tout (t,x1,11), (t,x2,y2) € J X QX ot L est un constant lipschitzienne, alors il existe

v > 0 tel que le probléeme (2.9.1) a une unique solution dans Jy.
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Conclusion

En géneral la solution d'une E.I.D n’existe pas,car aucune théoire dite que la perturbation

de deux opérateurs (équation a opérateur)

AQ-BQ=f

tel que:

A :opérateur différéntiel
B :opérateur intégral
Admet une solution

Donc,notre mémoire s’interesse sur un type non-linéaire de ces équation et en appliquant

la théorie du point fixe.

29



1]

8]

Bibliographie

S,Beusouf," résolutions numérique des éqautions intégro-différentielles deFredholm" mé-

moire magister université de M’sila (2009-2010).

J,Biazar,M,Eshanii, Differential transform method for volterra integral equations of
the second kind andcomparaaison with homotepy, penturbation method and Intg,

Phys,sci.(2011)1207-1212

V,Lakshamikanthan and M,Rana Mohana Rao, theory of intégro différential equa-
tions.Gordon Breach science publishers S.A.1995.

M,Moussai, résolutions numérique des éqgautions intégro-différentielles, université de

M’sila.fev 2018.
M,Nadir, Généralites sur les éqautions différentielles ordinaires, université de M’sila 2017.
N,Piskounov, calcul différentiel et intégral Edition mir moscou 1970.

M,H,Reihani,Z, Abadi, Rationlized Hear function method for solving Fredholm and volt-
tera integral equations ,J,App.Math 200 (2007)12.20.

A .M.Wazwaz, Linear and nonlinear integral equations methods and applications,

Springer 2011.

30



ALalSil) A baliil) ¥ alaall dpally Jslad) Ailan 55 2 sm g Fosl Ha Liad 5 S0l 028
Al ddagll ks e Lulad adiad ) pha ) ciValea) Leie Lalall

aanall iyl dphadll e cWaladl dloalinl) oSl el alaall; Z\.pm.d\ Calalsty
Al

Resume :

Dans ce mémoire, nous avons étudié I'existence et l'unicité des solutions des
équations intégro-différentielles particulierement des équations non linéaires qui se
repose sur la théorie du point fixe.

Mots clés: équation integro-différentielle, équation non linéaire, théories du
point fixe.

Abstract:

In this memory, we have studied the existence and the uniqueness of equations
integro-differential especially these no-linear equation which rest particularly on of
the fixed point theory.

Keywords: equation integro-differetial, no-linear equation, the fixed point
theories.




