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Introduction générale

La plupart des applications appartenant au trés vaste et important domaine du
traitement numérique du signal (TNS) travaillent sur un volume important de données et par
conséquent accomplissent un nombre considérable de calculs [1 — 3]. Les différents domaines
d’application tels que 1’acoustique, la sismographie, le radar, le sonar, la reconnaissance de la
parole, les systétmes numériques modernes de communications comme la radio et la
télédiffusion numérique, le traitement de I’image comme le filtrage 2-D et la compression
d’image, et la tomographie en médecine en sont des exemples concrets [4 — 12]. Cependant,
beaucoup de ces applications dévoilent deux exigences fondamentales : 1’exécution des
calculs en temps réel et la localisation de 1’unité de traitement au niveau méme de
I’application. Ces deux exigences sont pratiquement satisfaites par 1’utilisation de processeurs
dédiés, sujet d’intérét de plusieurs travaux de recherches [13 — 26]. Aujourd’hui, la réalisation
de tels processeurs est rendue possible grace a 1’avancée de la technologie microélectronique
d’intégration a trés grande échelle (VLSI) et a l'utilisation des techniques de conception par
ordinateur (CAO), deux facteurs révélateurs de la révolution que nous vivons actuellement
dans le domaine de I’implémentation sur silicium de la plupart des algorithmes du traitement
numérique du signal, dont ceux de la Transformée de Fourier Discréte (TFD), de son
algorithme de calcul rapide (TFR pour Transformée de Fourier Rapide ou FFT pour Fast
Fourier Transform) et des filtres numériques a réponse impulsionnelle infinie appelés
communément filtres récursifs IIR, sujets d’intérét de cette thése.

Dans ce sens, 1’idée directrice de ce travail est de développer des architectures de
processeurs dédiés, aussi performantes que possible en termes de temps de réponse, pour
I’implémentation de la TFD, de la FFT et des filtres numériques récursifs IIR. L’utilisation
d’architectures paralléles dans la construction de ces processeurs dédiés, et dont le but est une
distribution efficace et appropriée des calculs sur un ensemble ordonné de processeurs
¢lémentaires (PE), permettra d’atteindre des débits en données élevés [27 — 31]. Cette
utilisation, accommodée avec une exécution en pipeline, est rendue possible grace a la forme
récursive dont jouissent les algorithmes de la TFD, de la FFT et ceux calculant les filtres
numériques [1R.

Les réseaux systoliques présentés initialement par H.T. Kung et C.E. Leiserson [32], et
adaptés ensuite pour I’'implémentation d’un nombre important d’applications [33 — 38], auront

une place importante parmi les architectures que nous développerons. En effet, la régularité de

—1-
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la structure de leurs processeurs et la localité des interconnexions entre ces derniers les

rendent trés favorables a une implantation VLSI et leur donnent une remarquable puissance de

calcul. Cette puissance de calcul est accentuée grace a I’utilisation d’un parallélisme intensif

qui est véhiculé par un pipelining aussi bien des données que des instructions. Une étude de

performance des architectures proposées sera considérée pour permettre leur validation.

Partant de cet ensemble de fondements, le travail contenu dans cette thése sera réparti

sur quatre chapitres :

Le premier chapitre sera destiné au développement de trois algorithmes rapides
pour le calcul de la TFD : un algorithme FFT en base arbitraire B suivant 1’entrelacement
fréquentiel et deux autres algorithmes suivant I’entrelacement temporel, I’un en base 2 et
I’autre en base 4. Le premier algorithme, sera une généralisation du célebre algorithme de
Cooley-Tukey [39] en base 2 a une base quelconque B. Les deux autres (en bases 2 et 4),
nous permettront par leur complexité réduite par rapport aux autres bases, de déduire des
architectures paralléles implémentant la FFT. Ces algorithmes auront une forme récursive
qui leur permettra d’étre calculés sur place par un réseau de PEs en structure parall¢le.

Le deuxieme chapitre sera le si¢ge de développements de différentes architectures
paralléles trés performantes de la FFT. Les résultats obtenus dans le premier chapitre
formeront la base de départ de ces différents développements. La performance des
architectures développées sera mesurée selon deux facteurs : le temps de réponse et le
nombre d’opérateurs utilisés qui est directement li¢ a la surface de silicium utilisée lors
de I’implantation.

Le troisiéme chapitre sera consacré a ’implémentation de la TFD sur des réseaux
systoliques trés performants. Tout d’abord nous présenterons les réseaux systoliques
avec leurs propriétés et leurs caractéristiques, puis nous donnerons des exemples
d’application pour montrer toute leur puissance de calcul. Ces exemples, qui ne sont pas
donnés fortuitement, nous permettront d’ailleurs de présenter dans ce méme chapitre des
implémentations de la TFD et dans le quatrieme chapitre des implémentations des filtres
numériques IIR.

Le quatrieme et dernier chapitre sera exclusivement réservé aux architectures
systoliques dédiées aux filtres numériques IIR. Les facteurs régularit¢ et localité,

synonymes de puissance de calcul et aptitude a une implantation VLSI seront recherchés.

Une conclusion générale, avec les remarques nécessaires et des perspectives valables,

parachevera notre travail.
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Chapitre 1 Transformée de Fourier Rapide en bases B, 2 et 4

1. Introduction

Joseph FOURIER, mathématicien frangais, affirma dans un mémoire daté de 1807
qu’il était possible, dans certaines conditions, de décomposer une fonction périodique sous la
forme d’une somme infinie de signaux sinusoidaux. Cette somme infinie, appelée
communément série de Fourier, représente donc une fonction périodique définie sur l'axe
complet des réels. Cependant, si la fonction n'est pas périodique, donc non représentable par
une série de Fourier, elle peut alors étre représentée par une intégrale faisant appel aux
signaux sinusoidaux et est appelée dans ce cas Transformée de Fourier. Donc, la transformée
de Fourier est considérée comme l‘extension, pour les fonctions non périodiques, du
développement en série de Fourier des fonctions périodiques.

Dans la pratique, on est confronté a 1’évaluation de la transformée de Fourier sur des
calculateurs numériques, qui sont limités en espace mémoire et en temps d’exécution. Par
conséquent, I’introduction de la Transformée de Fourier Discréte, notée TFD (en anglais DFT
pour Discrete Fourier Transform) [3, 40], qui travaille sur un nombre fini de valeurs ou
d’échantillons, est tout a fait indiquée.

La transformée de Fourier peut étre définie pour une fonction ayant une variable (c'est
le cas le plus courant) ou plusieurs. Le nombre de variables indépendantes d'une fonction est
¢gal a la dimension de la transformée de Fourier qui peut lui étre associée. La transformée de
Fourier la plus connue et la plus utilisée est la transformée unidimensionnelle qui associe a
une fonction temporelle une fonction fréquentielle. Son utilisation dans l'analyse spectrale, le
filtrage, les télétransmissions et télécommunications numériques, le radar et le sonar ne sont
souvent limitées que par la puissance de calcul a mettre en ceuvre [1 — 3, 40]. Les
transformées multidimensionnelles les plus courantes sont appliquées a un plan ou a I'espace
géométrique, en conjonction éventuelle avec le temps pour faire intervenir la dynamique
temporelle du systéme étudié [41]. On peut citer par exemple le traitement des images en
général [42 — 44], la tomographie et le scanner en médecine en particulier [45, 46].

Le seul probléme a I'emploi des transformées de Fourier ayant un trés grand nombre
d'échantillons a traiter, est le nombre élevé des calculs a effectuer. Heureusement, 1'avancée
rapide technologique qui a permis 1’arrivée d’ordinateurs trés puissants et le développement
d’algorithmes de calcul rapide ont pu remédier a ce probléme en repoussant toujours plus loin

les limites liées au nombre d'échantillons a traiter.
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Dans ce chapitre, les définitions relatives a la transformée de Fourier et a la
transformée de Fourier discréte sont données. Le Calcul de la TFD par trois algorithmes
rapides, ’'un par entrelacement fréquentiel en base arbitraire B et les deux autres par
entrelacement temporel respectivement en bases 2 et 4, sous forme de séries arithmétiques,
seront développés et présentés de manicre a faire résulter des architectures paralléles pouvant

étre implantés sur silicium.

2. Définitions

2.1. Latransformée de Fourier unidimensionnelle
La transformée de Fourier peut étre, suivant son domaine d’application,
unidimensionnelle, bidimensionnelle, ou dans le cas général multidimensionnelle. Les
transformées de Fourier les plus courantes sont unidimensionnelle et bidimensionnelle.
Dans le cas unidimensionnel, la transformée de Fourier directe et son inverse sont

données respectivement par les formules (I.1) et (1.2) (t et f représentent respectivement

les composantes temps et fréquence) :
X(f):f:x(t).e‘“”“.dt (L1)
et
X(t) = f:X(f ).e27 gt (1.2)

Alors que dans le cas bidimensionnel, la transformée de Fourier directe et son inverse sont

donnés respectivement par les formules (1.3) et (1.4) :
X(u,v)= j“’ f”x(y, 2).e 20 gy 47 (13)

et la transformée de Fourier inverse par :

x(y,z)= f:f:x (u,v).e* 1 qy dv (1.4)

ou Yy et Z représentent généralement les coordonnées géométriques d’un point X appartenant a

un plan, et U etV les coordonnées fréquentielles de sa transformée de Fourier X.

2.2. Latransformée de Fourier discrete (TFD)

Puisque D’évaluation de la transformée de Fourier se réalise sur des calculateurs
numériques, les variables a traiter doivent étre discrétes et normalisées. Dans le cas
unidimensionnel par exemple, 1’échantillonnage du signal X(f) a une fréquence adéquate

permet de substituer a celui-ci un signal a temps discret, c'est-a-dire une suite de valeurs
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finies. En limitant le nombre d’échantillons a N, la transformée de Fourier discréte
unidimensionnelle, notée tout simplement TFD, peut donc s’écrire sous la forme d’une

sommation discréte comme suit :

1 N -1

kn . .
X(K)=—> x(MW." ;pourk:0,L--,N -1 (L5)
N n=0
ou :
- netksont les variables discrétes et normalisées respectivement des domaines original
transformé ;
- Nest le nombre des valeurs discrétes et successives des variables n et K ;

- X(n) est la fonction originale et X(k) la fonction transformée de x(n) ;

- W =e™N (en posant W, =e M) sont les coefficients de rotation ou de

transformation de la TFD, appelés « twiddle factors » en anglais. Ils possédent les

propriétés importantes suivantes :

1) Périodicité : W™K =W A" W™ pour o : entier. (W =1)
2) Conjugaison : WM =W {0 — (k)

N si n-n=aN

0 si n-nzaN
4) WS =W\ pour tout réel R#0

N-T
3) Orthogonalité : ZWN(” K ={
k=0

na Y na N ne N
5) Wy * = _JWI\T Wy 2 = _Wl\T Wy * = JWr\rl]
Sous forme matricielle, la TFD s’écrit :
X (0) 1 1 1 1 X(0)
X (1) LWy W e W x(1)
2 4 2(N-1)
X@ oL b W W WO o (1.6)
: N |: :
X (N =1) LW WREND L W (N X(N —1)
ou sous une forme plus allégée :
1
X =—xT, xX 1.7
N (L.7)

ou X et X sont respectivement les vecteurs original et transformé, et Ty la matrice carrée
(NxN) de transformation qui a la particularité d’étre une matrice symétrique.
D’aprés les formules (I.5) et (1.6)), on peut dire qu’a l'exception du facteur

multiplicatif 1/N et du calcul des puissances de Wy, chaque composante K nécessite N

_5_—
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multiplications et (N-1) additions complexes, soit pour toutes les composantes, N2
multiplications et N(N-1) additions complexes. On dit que la TFD est de complexité O(N?),
ce qui est immense quand le nombre d’échantillons N est grand.

La transformée de Fourier discréte unidimensionnelle inverse, notée TFDI, est donnée par :

N-1

x(n) =" X(K)W"™ (L8)
Sous forme matii:é)ielle la TFDI a la méme forme que la TFD, a la différence pres qu’il faut
retirer le scalaire 1/N et remplacer W," par W *".
Dans le cas bidimensionnel, ou le signal Xx(n,,n,)est représenté par une matrice et en prenant

le nombre d’échantillons égal & N suivant les deux dimensions considérées, la transformée de

Fourier discréte bidimensionnelle, est donnée par :

N-1 N-1 ikjnj
X(k1,k2)=$z D x(ng,n,) W ;avec k, etk,:1,0,--,N -1 (1.9)
n,=0 n;=0
et la transformée de Fourier discréte bidimensionnelle inverse par :
N-1 N-1 »2 —kjnj
x(n,,n,) = Z Zx(klakZ)WN]:] (I1.10)
kp=0 k=0

3. Développement de la transformée de Fourier rapide (TFR)

3.1. Geénéralités

Dans la plupart des cas le calcul direct de la TFD fait intervenir un grand nombre
d’opérations complexes. Ce nombre est d’autant plus grand que le nombre d’échantillons N
est élevé. Comme la TFD est de complexité O(N?), ce qui est trés élevé, il serait donc
indispensable de trouver des méthodes qui permettent de réduire cette complexité.

La TFD sous ses différentes formes d’écriture présente des particularités trés
intéressantes. En regardant par exemple la matrice carrée de transformation Ty (formule (1.6))
on remarque que les lignes et les colonnes de mémes indices ont les mémes éléments et ces
¢léments sont des puissances du nombre de base Wy qui a aussi ses propres spécificités
(propriétés de périodicité, conjugaison, etc...). Des simplifications importantes peuvent alors
étre envisagées, aboutissant a des algorithmes rapides [39, 47 — 61] désignés sous un nom
commun : Transformée de Fourier Rapide, notée TFR (FFT : Fast Fourier Transform, en
anglais). La TFR est donc un algorithme efficace pour le calcul de la TFD ou la TFDI.

L'idée générale dune TFR, bien que déja connue auparavant, a ¢été€ vulgarisée par un
algorithme présenté dans une publication de J. W. Cooley et J. W. Tukey en 1965 [39]. Cet
algorithme de TFR, connu généralement sous le nom d’Algorithme de Cooley-Tukey (ACT),

—6—
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est de loin et jusqu’a présent, avec ses variantes, le plus utilisé dans les calculs de la TFD. Il
s’appuie, dans sa version de base, sur le principe du ‘diviser pour régner’. Il décompose,
d’une maniere récursive une TFD de taille N=N;.N, en deux TFDs plus réduites de tailles N;
et N, menant ainsi a une réduction importante du nombre d’opérations complexes a exécuter.
Différents algorithmes basés sur des principes plus ou moins semblables ont ensuite
été proposés, créant ainsi tout un ensemble de TFRs [52, 59 — 61]. Les formes les plus
connues, issues de I’ACT, sont celles ou la taille N est une puissance de 2 ou de 4, car les
calculs impliqués sont relativement simples. Toutefois, cet algorithme peut étre généralisé
pour une base B arbitraire. La transformée globale est alors décomposée récursivement en des
transformées minimales sur B valeurs. Cela conduit a (N/B) calculs de base répétés sur
logs (N)étapes, chacun d'entre eux étant calculé par une cellule ou processeur élémentaire si
une implantation sur silicium est a considérer. Il faut rappeler que chaque calcul élémentaire
d'une étape de la TFR dépend des seules données fournies par 1'étape précédente, ce qui
entraine qu'une cellule de base est indépendante de ses semblables de méme rang, et qu’une
TFR peut donc étre parallélisée et calculée sur place lors de son implantation. Cela se verra
sur les différentes structures paralleles proposées dans le chapitre suivant et qui vont étre
déduites des résultats des algorithmes développés dans ce qui suit de ce chapitre.
L’¢établissement des algorithmes de TFR sont le plus souvent abordés selon 1’une des
deux manicres suivantes : I'utilisation de la représentation matricielle de la définition de la
TFD (équation (1.6)), ou bien I’emploi de celle-ci sous forme de séries arithmétiques. La
premiére démarche citée traite I'ensemble des données et est adaptée pour une réalisation
logicielle. La seconde approche ne décrit qu'une composante singuliére, mais permet une
approche adéquate pour une implantation matérielle. Ces deux approches peuvent étre traitées
en utilisant I’'une des deux bien connues variantes : la TFR avec entrelacement temporel [39],
ou la TFR avec entrelacement fréquentiel [52]. L’approche sous forme de séries arithmétiques
sera ¢tudiée dans ce qui suit car, comme mentionnée juste avant, elle est plus proche dans son
développement a la structure d’une implantation matérielle, permettant ainsi un calcul sur

place de la TFD.

3.2. L’algorithme conventionnel de Cooley—Tukey avec entrelacement

fréquentiel (E.F.) pour le calcul de la TFR en base arbitraire B
L’idée de départ, dans le cas de 1’utilisation de séries arithmétiques, consiste a réécrire

différemment les indices des composantes X(n) et X(k) dans I’équation de la TFD donnée par

(I.5) [49]. L’équation (I.5) est réécrite ci-dessous sans le facteur multiplicatif 1/N qui est
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commun pour toutes les composantes X(K) et donc omis dans le développement qui suit parce
qu’il n’y intervient pas :
N-1
X(k)= Y x(MWy" ;pour k:0,1,-+,N -1 (L11)
n=0

ou Wy =exp(-2jz/N) et j=+-1.
Si N est supposé étre une puissance entiére d’un nombre positif B, c'est-a-dire N =B? donc

d=logs(N), alors nous pouvons utiliser la table des indices de [I’entrelacement

fréquentiel (E.F) en base B qui consiste a modifier I'indice d'entrée n dans (I.11) par

n+qﬁ, OSnsﬂ—l, 0<g<B-1 (1.12)
B B
La TFD donnée en (I.11) peut alors étre exprimée par
(N/B)-1 N N
XK= >, {x(n)+x(n+EjWBk +x(n+2gngk+
n=0

x| N+ (B —2)%)Wé5‘2)k + x(n +(B —1)%}W§Bl)k}w,§”

k:0,1,---,N -1 (1.13)
Comme pour l'indice d'entrée n, nous pouvons utiliser la table des indices pour

I’entrelacement fréquentiel en base B pour changer l'indice de sortie k dans (I.13) par :
Bk + p, OSKS%—I, 0<p<B-1 (I.14)

En utilisant (I.14) et le fait queW,™ =W, , I’équation (I.13) peut étre réarrangée comme

suit :

(N/B)-1
X(Bk+p)= > {x(n)wtx(mrgjw;+x(n+2%)wg9+

n=0

+ x(n +(B —2)%jWE§B‘2)p + x(n +(B —1)%]WE§B‘”’J}WN”” }WNk?B

ngs%—l, 0<p<B-1 (I.15)

Une forme compacte de (I.15) peut étre obtenue comme suit :

(N/B)-1
XBk+p)= > {gp(n)wNp“}ka';B osks%—l, 0<p<B-1 (1.16)
n=0
ou
B-1 N
gp(n):Zx(n-i-qE)Wqu, 0<p<B-1 (1.17)
9=0

_ 8-
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La forme matricielle de (I.17) est donnée par :

g, (1 1 1 1 [ x(n)
g,(n) W, Wy oW x(n+N/B)
2 4 2(B-1) (I 1 8)
g,(n) |=|1 W, W, o o W X(n+2N/B)
[ 9e. (] (1T WSt WD WBPED i x(n+(B-1)N /B) |
L'équation (I.18) peut étre écrite sous une forme réduite comme suit :
Gn=WBXn (I 1 9)

ou, comme vu dans (I.18), Wpg est l'opérateur matriciel de la TFD de longueur B. Les

composantes des vecteurs d'entrée et de sortie X, and G, de la relation (I.19) sont liées aux
) . N
séquences d'entrée et de sortie de la relation (I.17) par X (q) = X(n+ qE) et G, (p)=9,(n),

respectivement. Maintenant, en posant:

Y, (M =g, (MW", 0<p<B-1 (1.20)
et en utilisant (I.18), on obtient:
fy, M1 (1 0 - o 0 )1 1 1 1 X(n)
y,(n) 0O W) 0 - 0 owg W w x(n+N/B)
2n : 2 4 2(B-1) (121)
y,(n) |=|0 0 W 0 : I Wy Wy o W X(n+2N/B)
: S0 .0 P S : :
| Yeu (W] O - 0 0 WBEB")” 1 WBB'l WBZ(B'” WéB'l)(B'” | X(n+(B-1)N/B) |

L'équation (I.21) représente la forme matricielle du papillon de 1'algorithme FFT classique en
base B, basé sur I'approche de Cooley-Tukey. Il peut également étre exprimé sous une forme

compacte telle que :
Y, =T ""W;X, (1.22)
ou les composantes du vecteur de sortie Y, sont liées a la séquence de sortie de (1.20) par

Yo (P) =Y, (M

T,”™ est la matrice diagonale des facteurs de rotation W représentée en (1.21) et qui peut étre

exprimée comme suit :
T = diag (LW, W2",--- WP 2" W (B (1.23)

Enfin, (I.15) peut étre réécrite sous la forme :

(N/B)-1
XBKk+p)= Dy, (MW, osks%—l, 0<p<B-1 (1.24)

n=0
qui est lI'expression familiére d'une TFD de longueur N/B.
De ce fait, nous notons qu’a partir de (I.15), (I.16) ou (1.24), la TFD donnée en (I.11) a

¢té décomposée dans la premicre étape en B TFDs de longueur (N/B), une pour chaque valeur

—9_
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de p. La séquence d'entrée de chacune de ces TFDs est donnée en (I.17). L’ensemble de ces B
TFDs de longueur (N/B) constituent la TFD initiale a N points. Le processus de
décomposition est répété dans la deuxiéme étape en divisant chacune de ces TFDs de
longueur (N/B) en B TFDs de longueur (N/B?). Ces TFDs de longueur (N/B?) sont ensuite
divisées a 'étape suivante en B TFDs de longueur (N/B?), et ainsi de suite jusqu'a ce que la
décimation finale produise des TFDs de longueur B. Le calcul total de la TFD nécessite
=log,(N) étapes.

Pour illustrer la démonstration précédente, nous montrons dans les exemples suivants
les calculs impliqués dans le premier étage d’une FFT de longueur N en base B (N = BY) pour
différentes valeurs de B.

Exemple 1 : L algorithme FFT proposé en base 3 pour une TFD a N points, out N=3¢

(N/3)-1 N
XBK)= Dy, (MW, osks?—l
n=0
(N/3)-1 N

XE@k+D)= Dy, (MW, ngs?—l
=0

n

(N/3)-1 N
X(3k+2)= ¥, (MW, Osk£?—1
n=0
Yo(N) 1 0 0 1 1 1 x(n)

ot yml=[0 W) o [[1 w' W?| x(n+N/3)
v,(m| L0 0 W1 W W, )[x(n+2N/3)

Exemple 2 : L algorithme FFT proposé en base 4 pour une TED & N points, ou N=4°.

(N/4)-1 N
X@k)= > y, (MW, 0<k 31—1
n=0
(N/4)-1 N

X@k+D= > y(mW), Osksj—l
=0

n

(N/4)-1 N
X4k +2)= y, (MW, OﬁksZ—l
n=0
(N/4)-1 N

X(@4k+3)= D y;(mW,), osksZ—l

n=|

O

ym] (1 0 0 01 1 1 1 x(n)

ol (| _[0 Wy 0 0 |1 —j -1 j | x(n+N/4)
(M| [0 0 W 0 |IT -1 1 =1{x(n+2N/4)
yvym| (0 0 0 W)\l j -1 —j)|x(n+3N/4)

puisque W, =-j W )=-1 W/)=j W/=1

—10-—
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Exemple 3 : L’algorithme FFT proposé en base 5 pour une TFD & N points, ot N=5¢

(N/5)-1 N
X (5k) = Yo (MW, osks?—l
n=0
(N/5)-1 N
XGEk+D)= Dy (MW, Oéks?—l
n=0

(N/5)-1 N
X(5k+2)= Dy, (MW Osks?—l
n=0
(N/5)-1 N
X(5k+3)= Dy, (MW Osks?—l
n=0
(N/5)-1 N
XGSk+4)= >y, (MW, Osks?—l
n=0
[y,(m] (1 0 0 0 0 Y1 1 1 1 1) x(n
ym| [0 Wy 0 0 0 [T W W W W | x(n+rN/5)
ou y,(M[={0 0 W 0 0 |1 W) W) W' W[ x(n+2N/5)
y,(m| [0 0 0 W 0 |1 W W W' W’|x(n+3N/5)
lyv,m] (0 0 0 0 W"IT W w W W) x(n+4N/5)]

Exemple 4 : L’algorithme FFT proposé en base 6 pour une TFD & N points, ot N=6".

(N/6)-1 N
X(6k)= Dy, (MW Oéksz—l
n=0
(N/6)-1 N
X(k+1)= >y, (MW OSkSZ—l
n=0
(N/6)-1 N
X(6k+2)= > y,(mW Osksg—l
n=0
(N/6)-1 N
X(6k+3)= D y,(MW, Oskﬁz—l
n=0
(N/6)-1 N
X(6k+4)= Dy, (MW Osksg—l
n=0
(N/6)-1 N
X (6k +5) = Y5 (MW Osksz—l
n=0
ym] (1 0 0 0 0 01 1 1 1 1 13\ x(n
ym| [0 Wy 0 0 0 o |1 w w> W’ W' W>| x(n+N/6)
oil y,(m| [0 0 W 0 0 0 |1 W2 w! 1 W2 W!|Ix(n+2N/6)
y; M| [0 0 0 W' 0o 0|1 W 1 W 1 W |x(n+3N/6)
y(m| (0 0 0 0 W o0 |1 W W 1 W' W|x(n+4N/6)
ly;(m] {0 0 0 0 0 Wy l1 w2 w! w) W W x(n+5N/6) |
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3.3. L’algorithme conventionnel de Cooley—Tukey avec E.F. amélioré pour le

calcul de la TFR en base arbitraire B

L'algorithme donné ici et qu’on a développé dans [49] est basé sur l'approche de
Cooley-Tukey présentée dans la section ci-dessus, mais avec une différence dans le processus
d'indexation de presque la moiti¢ des sous-TFDs. Cela permettra de réduire, dans la méme
proportion, le nombre de calculs des facteurs de rotation W ou bien leur lecture a partir d’une
table de recherche (en anglais ‘lookup table’). Deux cas différents peuvent survenir en
fonction de la parité¢ de la base B. Ces deux cas doivent étre étudiés séparément en raison de

leurs particularités.

3.3.1. Cas pour une base B impaire

o 1 < o
Les premieres sous-TFDs, c'est a dire0 < p <

, sont calculées selon (I.16) ou

(I.24), et réécrites ici avec de nouvelles limites de p.

(N/B)-1 (N/B)-1
X(Bk+p)= D {g, (MW Wy = >y (MW7,
n=0 n=0
osks%—l, p=o0,1,-.. 21 125)

< g +1 ) . .
Pour les sous-TFDs restantes, c'est-a-dire < p<B-1, une nouvelle indexation, qui tire

profit de la périodicité des facteurs de rotation W, tout en générant les mémes sous-TFDs, est

introduite comme suit :

(N

\
®
T

1 (N/B)-1

X((N+Bk-pymodN)= > {g (MW" IWiTs = >y, (MW,
n=0 n=0
N B-1 B-1 B-1
0<k<—-1 = , -1, —2,-1 _
B p 5 > > (1.26)

Il est a noter que la notation de I'index p est la méme afin d'éviter d'en introduire une nouvelle.
Des relations (1.25) et (1.26), nous remarquons qu'une nouvelle matrice de facteurs de rotation
W, notée T'"*“ et spécifiée par :

R-1 R-1
—n -—n

Tr?ew—odd :diag(l,Wl\T,WNzna'“’WNz ’WN 2 ’...,WN—zn’WN—n) (127)

a remplacé la matrice conventionnelle donnée en (1.23), et par conséquent, le papillon de la

FFT conventionnelle en base B donné en (1.22) devient

Y, =T W X (1.28)

—12 —
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2 .. (2
Maintenant, en utilisant le fait que W." :COS(WE pnj—jsm(wﬂ pnj et

W™ = cos(% pn) + jsin (% pnj dans les éléments de T"*°* donnés par (1.27),
seulement (B — 1) facteurs de rotation réels (cos() et sin()) doivent étre calculés ou chargés a

partir de la ‘look-up table’ pendant le traitement du papillon spécifi¢ par (1.28) de I'algorithme

proposé au lieu des (Z(B—l)) nécessaires dans le papillon conventionnel donné par (1.22).

En conséquence, un gain en calculs d'exactement 50% est réalisé en utilisant 1'algorithme
proposé. Il faut remarquer que lorsque la ‘look-up table’ est utilisée, un gain similaire est
obtenu dans la génération des adresses.

Il convient de noter aussi que la nouvelle indexation proposée (N + Bk — p)mod N , n'ajoute

aucune complexité de calcul par rapport a la complexité conventionnelle (BK + p), car

N—p, pourk=0 B-1
N + Bk — dN = ISps— 1.29
( Pymo {Bk —p, ailleurs P 2 (1:29)

Pour illustrer la démonstration précédente, nous montrons dans les deux exemples suivants les

calculs impliqués dans le premier étage d’une FFT de longueur N en base B impaire (N = Bd).

Exemple 5 : L algorithme FFT proposé en base 3 pour une TFD a N points, oit N=3¢
(N/3)-1 N

X@BK)= Dy, (MW, 0<k s?—l
n=0
(N/3)-1 N
X(3k+1)= y, (MW, 0£k£?—1
n=0
(N/3)-1 N

X((N+3k-DmodN)= >y (mW,, Osks?—l

n=0
v (1 0 0)1 1 1 x(N)
ot vy |=[0 W' o |1 W' W2 x(n+N/3)
y.m| Lo o w1 w2 W' x(n+2N/3)

Exemple 6 : L’algorithme FFT proposé en base 5 pour une TFD & N points, ot N=5¢
(N/5)-1
X(5K)= D y,(mwgs 0<k 3%—1
n=0
(N/5)-1

XGSk+D= >y (mW,)s Oéks%—l

(lr\;:/;))—l N
X(5k+2)= ¥, (MW, osks?—l
n=0

(N/5)-1 N

X((N+5k—-2)modN) = Y, (MW, oskg?—l
n=0

(N/5)-1 N

X((N +5k—1)mod N) = y_ (MW, OSks?—l

(=]

n=
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Chapitre 1 Transformée de Fourier Rapide en bases B, 2 et 4

fy,(m] (1 0 0 0 oY1 1 1 1 13 xmn
ym| [0 W 0 0 |1 W' W2 W2 W'| x(n+N/5)
ou y,(n [=[0 0 w;" 0 |[1 W2 W) W' W} x(n+2N/5)
y,(m| [0 0 0 W2 0 |1 W W W' W[ x(n+3N/5)
Ly, (m] (0 0 0 0 WL wi WS Wl W[ x(n+4N/5) ]

Afin de voir le nombre exact des réductions réalisées en termes de calcul des composantes
réelles des facteurs W ou de leurs lectures a partir de la ‘look-up table’ par l'algorithme
proposé par rapport a I’ACT, nous montrons dans le tableau I.1 différentes TFDs de taille N
traitées par les deux algorithmes avec différentes bases impaires (B =3, B =5 et B=7). Les
bases 3 et 5 sont fréquemment utilisées dans la conception de noyaux FFT ou de processeurs
FFT [24 — 26]. Pour de grands N, les réductions sont importantes. La taille de la mémoire de

la ‘look-up table’ est réduite de moitié¢ dans les processeurs dédiés FFT.

ACT en base B Algorithme proposé en base B
B
N 3 5 7 3 5 7
9 8 4
25 32 16
27 56 28
49 72 36
81 272 136
125 352 176
243 | 1136 568
343 1080 540
625 2752 1376
2401 11664 5832
3125 18752 9376
16807 110448 55224

Tableau I.1: Comparaison en nombres de calculs des composantes réelles
des facteurs W ou de leurs lectures a partir de la ‘look-up table’ entre ’ACT et
I’algorithme proposé (cas des bases impaires).

3.3.2. Cas pour une base B paire
Pour une base paire, la procédure est la méme que pour le cas d'une base impaire

illustrée dans la sous-section précédente, a I'exception des limites de p. Les premiers (5+1)

sous-TFDs correspondant a 0< p Sgsont calculées selon les relations (1.16) ou (1.24), et

réécrites ici avec de nouvelles limites de p.
(N/B)-1 (N/B)-1

X(Bk+p)= Y {g, (MW [Wls = > y (MW7,
n=0 n=0
N B
0<k<—-1, =0,1,---,— 1.30
S P : (130)

B
Les sous-TFDs restantes (c.-a-d. By +1< p<B-1) sont calculées avec une nouvelle

indexation comme suit :
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Chapitre 1 Transformée de Fourier Rapide en bases B, 2 et 4

(N/B)-1 (N/B)-1
X((N+Bk—p)modN)=" > {g (W™ IW% = Y y (MW,
n=0 n=0
N B . B
0<k<—-1 :__1,__23"'91 1.31
B P=27 (3D

La nouvelle matrice des facteurs W qui est (T,*"*"") est alors donnée par

B Bl {8
T, " = diag (l,WhT,WNZ”,---,Wé2 ) ,W£2] ,WN(2 j yoou W WM (1.32)
et I'expression du papillon de l'algorithme proposé pour une base B paire est :

Y, =T "W X (133)
Avec W/ = cos 2—ﬂpn — jsin 2—”pn et W, ™ =cos 2—ﬂpn + jsin 2—”pn ,eten
N N N N
regardant la structure de T on remarque que seulement B composantes réelles des

facteurs W doivent étre évaluées ou lues a partir de la ‘look-up table’ au cours du traitement

du papillon spécifié par (1.33) de l'algorithme proposé au lieu des (2( B- 1)) nécessaires dans

le papillon de I'ATC. Cela implique un gain en calculs d’exactemen{loo[l -3 ( RR I)J]% .

Ce gain tend vers les 50% pour les FFTs a bases plus élevées. Illustrons maintenant, dans les
exemples qui suivent, les calculs impliqués dans la premicre étape de l'algorithme FFT
proposé pour les bases 4 et 6 pour une TFD a N points.

Exemple 7 : L algorithme FET proposé en base 4 pour une TED & N points, ou N=4°.

(N/4)-1 N
X@k)= >y, (MW, OsksZ—l
n=0
(N/4)-1 N
X@k+)= > y(mWy, ngsq—l
n=0
(N/4)-1 N
X(@4k+2)= D y,(nW, OSkSZ—l
n=0
(N/4)-1 N
X((N+4k-DmodN)= >y (MW, osngq
n=0

yml (1 0 0 o0)1 1 1 1 x(n)

yam | [ow o o |1 —j -1 || xntN/4
yay | o 0 W™ o0 |[1 -1 1 —1{x(n+2N/4)
ym| o o o wrJlt j -1 —j)|x(n+3N/4)

ou

Exemple 8 : L’algorithme FFT proposé en base 6 pour une TFD a N points, ou N=6".

(N/6)-1 N
X(©6k)= >y, (MW ngsz—l
n=0
(N/6)-1 N
X(6k+D)= >y, (MW Oskgz—l
n=0

—15—
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(N/6)-1 N
X(6k+2)= D y,(MW ngsz—l
n=0

(N/6)-1 N
X(6k+3)= D y,(MW,, 0<k Sz—l
n=0
(N/6)-1

X((N+6k—2)ymodN)= >y, (mWg, OSkS%—l

(Nr/:;)—l N
X((N+6k-DmodN)= >y (MW, Oﬁkﬁz—l

n=0
fy,(m] (1 0 0 0 0 oY1 1 1 1 1 1) xn
ym| [0 WS o 0 0 0 |I1T W W W W! W | x(n+N/6)

oil y,(m| [0 0 W 0 0 0 |[1 w2 w' 1 W> W!|[x(n+2N/6)

ym| o 0 0 wr o 01w 1T W 1 W/|xn+3N/6)
y,(m| [0 0 0 0 W 0 [l W w2 I W' W [x(n+4N/6)
yym] o o 0 0o 0o WML W W w W W ) x(n+5N/6)|

Comme pour les bases impaires, aucune complexité de calcul supplémentaire ne sera
engendrée dans la génération des nouveaux indices puisque :

N—-p, pourk=0 B (I.34)

. I<k<—-1
Bk — p, ailleurs 2

Le tableau 1.2 présente le nombre de calculs des composantes réelles des facteurs W ou de

(N+Bk—p)modN :{

leurs lectures a partir de la ‘look-up table’ requis par I’ATC et 1’algorithme proposé et cela
pour les bases fréquemment utilisées: B =4, 6, 8 et 16. Il ressort de ce tableau que l'avantage
d'utiliser 'algorithme proposé sur le CTA est exceptionnel. Dans les processeurs dédiés FFT,
la taille de la mémoire de la ‘look-up table’ est considérablement réduite. Elle est restreinte de

presque la moitié pour B = 16.

ACT en base B Algorithme proposé en base B
N B 4 6 8 16 4 6 8 16
16 18 12
36 50 30
64 162 98 108 56
216 650 390
256 1026 450 684 240
512 1666 952
1024 5634 3756
1296 6050 3630
4096 | 28674 20482 | 14850 | 19116 11704 7920
7776 49250 29550
16384 | 139266 92844
32768 221186 126392
46656 373250 223950
65536 | 655362 360450 | 436908 192240

Tableau 1.2: Comparaison en nombres de calculs des composantes réelles des
facteurs W ou de leurs lectures a partir de la ‘look-up table’ entre I’ACT et
I’algorithme proposé (cas des bases paires).
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3.4. L’algorithme conventionnel de Cooley—Tukey avec entrelacement

temporel (E.T.) pour le calcul de la TFR en bases 2 et 4

Bien que la TFR en base arbitraire B développée ci-haut soit applicable a n’importe
quelle base, par exemple les bases 2, 3, 4, 5, 7, 8, 16 etc., les bases les plus communément
utilisées lors des calculs des FFTs sont les bases 2 et 4 parce qu'elles ménent a des
algorithmes peu complexes et efficaces. Les bases 3, 5, 7, 8, 16 restent réservées a des cas
spécifiques car leur complexité de calcul est largement supérieure. Dans ce qui suit, nous
allons développer 1’algorithme de Cooley/Tukey avec entrelacement temporel (E.T.) en bases
2 et 4 parce ces dernieres permettent non seulement une complexité des calculs réduite mais

aussi des implémentations de la TFR sur des architectures paralléles simples et performantes.

3.4.1. L’algorithme de Cooley—-Tukey avec entrelacement temporel en base 2

Comme pour [I’algorithme conventionnel de Cooley—Tukey avec entrelacement
fréquentiel développé dans la section 3.2, I’idée consiste ici aussi a réécrire différemment les
indices des composantes X(n) et X(k) dans 1’équation de la TFD donnée par (I.11), mais d’une
facon différente [62]. Le facteur multiplicatif 1/N est aussi omis ici parce qu’il n’intervient

pas dans le développement de la TFR.
En démarrant du fait que N est une puissance de 2 (N=2% ie. d=log,(N)), les deux

variables K et n, dont les représentations binaires sont respectivement (K, K, ,---kK;),
et(n,_N,_,---N,n,),, Ki et Nj: 0 ou 1, peuvent étre écrites sous forme des sommes suivantes :
k =k, 29" +k, .27+ +k.2' +k,.2°
n=n, 2" +n,_ .27 +---+n.2" +n,.2°
Le produit KN peut donc étre écrit comme suit :
kn=(k,_,.2°" +k, ,.2%7 +-+ k2" + k2000, .27 0y, 29 440 20 4 0,.2°%)

et I’équation (I.11) de la TFD s’écrit sous la forme :

1 1 1
X(kd—la"'klﬁko) = Z Z Z X(nd—l’"'anl:no)Wl\(jkdfl'zd Tk 2k )Ny 207y 240g) (1.35)

np=0 =0  ny,=0
La factorisation des termes suivant les N; permet d’aboutir a 1’entrelacement temporel (E.T.).

Elle débute par mettre en facteur le sous indice Ng.; qui permet I’écriture du produit kn sous la
forme :

kn=(k, .29 +k, ,.2°7 ok 2+ k[N, 20 + (0,292 44024 0)]

et qui devient, aprés réorganisation suivant le sous indice Ng_q :
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kn=(k, 22 +k,,.2°7 +--+ k)N, .2° +k,.n, 207 +k(ny ,. 2%+ 4024 0,)
En remplagant KN par son expression ci-dessus, tout en sachant que W™ =1 pour tout

nombre relatif a, I’équation de la TFD, donnée par (I. 35), s’écrit alors sous la forme :

1

X (k FPRE kl,k )= z z z Wk(”a 228240 201y z X(nd,p"',nl,no)WNkOAnd’l'Zdil (136)

np=0 M=0  Nny,=0 Ng_1=0

. _ d-1
En posant : X, (N,_;,Ny,,-+,N;,N) =X(Ny_,, Ny ,,0-+,N,N,) et T, =k,.2
on définit un vecteur intermédiaire, indicé par (K,,n, ,,---,n,,N,), de longueur N, qui s’écrit :

1
Xl(koandfza"'enlano) = z XO(nd*I’“'ﬁn]JnO)WNndil‘To

Ny =0

L’¢équation (1.36) s’écrit alors :

X(kd—l’ ) klik) z Z z xl(ko,nd_z...’nl’nO)W'\T-(nufz»

ny=0 n;= Ng_,=0

Zd -2

+eN;.240, ) (I, 37)

La méme procédure de factorisation du produitnoté cette fois-ci Kn’, ou
n'=n,,.2°7 +---+n.2+n,, est refaite telle que :

kn'=k(n, ,.2°% +---+n.2+n,)
= (K 29" k2% e K 24K (N, 27 Ny 20 e 240

= (kg 20 kg 527 ek 2k ) 0, 20 (0207 440 240 |

De méme que ce qui a été fait précédemment, le développement des calculs par réorganisation

suivant le sous indice Ng.2, donne pour le produit kn’ 1a relation :
kn'= (K, .29 +ky .20 et k)N, 2% + (2K, +K,)n, 520 +k(ny .20 4024 1,)

En remplagant KN’par son expression ci-dessus (avec W™ =1), I’équation (I. 37) devient :
1 1 1

X(kd—l"“’kl’ko): Z Z W,\T(nd*'2d73+"'+n1‘2+n0) Z Xl(ko’nd_z’.“’nl’nO)WN(Z.kﬁkO).nd,z_zd—z (I 38)

Np=0  Ng3=0 Ng_,=0
En posant T, = (2k, +k,).2", et en faisant comme en haut, on peut définir un deuxiéme
vecteur intermédiaire, indicé par (K,,k;,n, ;---,n,,n,), de longueur N, et défini par :

1
X2(k0’k1’nd_37".7n17n0) = Z X](ko,nd_zj...,nl’nO)WNndfz-Tl

Ng_,=0

L’équation (I. 38) s’écrit alorS'

X(kdfl’ . kl’k ) Z z z Xz(ko’kl’nd73,...’nI’no)W,\T(nd73.2d73+...+nl.2+n0) (I 39)

ny=0 n;= Ng_3=0

La méme procédure est rééditée par sommation maintenant sur le sous indice Ng.3. Elle permet

de définir un 3°™ vecteur intermédiaire X3, de longueur N, indicé par (Ko, K, Ky Ny gsee50,0,)

1
5T
XS(kosklvk29”d—4""9n19n0): Z Xz(koaklsnd—3""9nlon0)WNnd3 ’

Ng_3=0
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tel que : T, = (2°k, + 2k, +k,).2""
Et ainsi de suite, on refait cette séquence d’opérations jusqu’a obtenir le i-iéme vecteur
intermédiaire X;, (i < d), de longueur N et donné par :

1
Xi(ko’kls-'"ki—zvki—lsnd—(i+1)v"'9n1’no): Z Xi—l(kovkla'''aki—2=nd—iﬂnd-(in)v'''vnlvno)-\NNncHTF1 (I. 40)

Ny =0

tel que : T, =Q"7"k_ ++2°k, +2k +k,).2" = [Z 2Q.kq}.2d-' (1. 41)

q=0
La derniére itération permet d’obtenir le d-iéme et dernier vecteur intermédiaire X4 qui est

donné par la relation suivante:

2
Xg (K Ky Ky Ky ) = D0 Xy (Ko Ky Kgy, N ) W™ (1. 42)
ny=0
d-1
avec : Ty =2"Ky 4o+ 27k, + 2k +ky = > 29k,
q=0

Ce d-iéme vecteur Xy n’est autre que le vecteur final X, avec une réorganisation des sous-
indices différente, c.-a-d. (K,,K,...,K,; ,,K, ). Cette réorganisation correspond a un ordre

différent de stockage des différents éléments du vecteur Xy par rapport a celui du vecteur
final X. Elle satisfait a la transposition suivante qui est en fait un miroir binaire :
Miroir
(KosKpseo Ky 0ok ) T (K oKy ek Ky)
On remarque que dans (1.40) les indices de deux vecteurs intermédiaires successifs ne différent
que d’un seul sous indice. Par exemple pour 1’étape i, c’est le sous indice de rang d-i. Pour

plus de simplifications [62], on introduit un nouvel indice m et I’équation (1.40) devient :

1

X (m) = Z Xif1(mif1)WNndfiTH(mi) (1. 43)
Ng_j=0
avec (M) = (Koo Ko Ko, Ny s Ny iy o5 Ny, Ng)
et (M) =Ko, Kpsen s Ky, K Ny g5 Ny NY) (I. 44)
et oul m_, —-m =(n, —k_).2""
donc m,_, =m +(n, ; —k_).2"" (L. 45)

Comme le montre la relation (1.41), Ti.; est unique pour chaque vecteur intermédiaire X;, et est
donc adressé avec le méme indice que X; (relation (1.43)).

En représentation binaire, m; est de la forme :
(mi) = ((mi )dfla(mi)dfza“ : ,(mi)dfi ’ (mi)df(iﬂ)a'“a (mi )1,(mi )0)

En faisant 1’analogie de cette représentation avec celle donnée par (1.44), cela donne pour

Ti-1(m;) (équation (1.41)) et m;.; (équation (1.45)) :
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Tiy(m) = {Z 2°(M)q-1-q }2 (I. 46)
g=0
et m_, =m+ (nd—i _(mi)d—i)'zdii =m _(mi)d—i'zdii + nd—i-zmi (1. 47)

L’¢équation (1.43) peut donc étre réécrite sous la forme :
1
Xi(m)= D Xiy (my = (mp)y .27 40 20 ) W™ (I. 48)
Ng_j=0
Pour chaque état intermédiaire i (i allant de 1 a d), m; varie de 0 a N-1 (longueur N du vecteur
intermédiaire) et Ng.; varie de 0 a 1. En tenant compte de ces considérations, et en remplagant

mijpar m(m: 0 a N-1) et ng. par n (n: 0 a 1), écriture de X; est allégée, pour devenir :

1 . .
X;(m)=>" X, (m=my ;2" +n29 "W (1. 49)
n=0
i—1 )
avec T_(m) =[ 2, mdlq}.zd" (1. 50)
q=0

En regardant 1’équation (1.49), on remarque que tous les éléments du vecteur intermédiaire X;,

dont les indices ne varient que par le seul sous indice Mq., dépendent des mémes ¢léments du
vecteur intermédiaire Xi;, & des coefficients complexes W, "™ prés. En groupant ces
¢léments ensemble lors de leurs calculs permettra de réduire considérablement le nombre

d’opérations complexes mises en jeu en faisant apparaitre des structures semblables que I’on

désigne par cellules de base. Pour regrouper ces ¢léments et les faire apparaitre ensemble, on
fait le changement de variable r=m-m,_.2°", ot m et r ont la méme représentation binaire

sauf pour le sous indice Mg. qui est égal a zéro pour r comme on le voit ci-dessous :

m = (md—l My, - My My My - M M, )
| [ | # | SO | (I. 51)
ro= (I’ aa Mg rd—(i—l) 0 rd—<i+1) R fo )2

En isolant le sous indice mq.; dans I’expression (1.50), cela donne :

! 1 _ i—2 _
Tifl(m) - qu' My_1q 2 = {le.mdl(il) + qu' deJ~2dl

-0 . e (L. 52)
i—2 ) i-2 )
= > 2%my .2"'+md_i.2“1:{22‘*1(1_1_4.2“'+md_i.2““
L g=0 i q=0

Les sous indices My.;.q ont été remplacés par rg.;q, pour ¢ allant de 0 a i-2, car ils sont les

mémes pour M et r (relation (I.51)).

i _
Enposant: C/(r)= [Z 291, 1, }.2‘" (I. 53)
q=0
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la relation (1.52) devient : T (m)=C,(r)+m,_.2°"
I1 faut remarquer que pour tout i, C; (0)=0 ; et que pour i = 1, Cij(r)=C,(r)=0.

Compte tenu de W =W &, pour tout réel R différent de zéro, cela donne pour W™ :

WNnTi—l(m) :WNn(Ci(r)+md—i'2 ) :W'\TCi(r)WNn-mdq 27 :W’\r‘mci(r)Wzn'mdfi
et I’équation (1.49) devient :
. l .
Xi(r+my;. 297 =D X, (r+n28 )W e w,) e (1. 54)

n=0
Puisque on remarque que Mg, varie de 0 a 1 indépendamment de i, 1’écriture de X; peut encore

étre simplifiée en remplacant mqy.; par m, m variant de 0 a 1. L’¢équation (I.54) devient alors :
X;(r+m2) =" X, (r+n2° )W Ow, (I. 55)

n=0
Comme on peut le remarquer, 1’équation (1.55) a la forme d’une TFD sur 2 points.

Pour chaque état intermédiaire i (i allant de 1 a d), r varie de 0 a N-1 avec rq; = 0 (la longueur
du vecteur intermédiaire reste N puisque elle est donnée par(r+m.2°")). Et pour chaque
valeur de r, m varie de 0 a 1. Enfin pour i, r et m donnés, n varie de 0 a 1.

L’écriture matricielle de I’équation (1.55) fait apparaitre d’une maniere plus explicite tous les

couples de Xi(r). Elle est donnée par :

X.(r) 1 1) (1 o X. (1) L6
. = X X . .
X(r+2) 1 =1 {0 wa® )X, (r+2°" (1.56)
ou sous forme compacte par :
Vi =T,D,V,, (1.57)

ou Vi, Tz, Dz et V(1) représentent les vecteurs et matrices, dans I’ordre respectif, donnés par
1I’équation (1.56). Comme le montre la relation (I1.56), pour une étape donnée i, Vi, D; et Vi
dépendent du paramétre r. Connaissant la variationde r (r: 0, 1, ..., N-1 ou rqi = 0), (N/2)
vecteurs V; sont donc définis pour chaque étape |i.

Chaque élément de la matrice diagonale D; est donné par : Dp(z,2)= W, %", z:0... 1.
Les Cj(r) se calculent selon la formule (1.53).

La transformée globale est donc décomposée récursivement en des transformées
minimales sur 2 valeurs (pour chaque valeur de r, m varie de 0 a 1). Cela conduit a (N/2)

calculs de base (variation de r), chacun d'entre eux étant effectué par une cellule élémentaire.

Ces (N/2) calculs de base sont répétés sur log, (N) étapes (variation de i). Donc (% log, (N ))

cellules élémentaires sont nécessaires pour le calcul de la TFD en base 2.
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Une écriture plus simplifiée et plus visuelle de 1’algorithme nous donne :
Pouri:1...d
Pourr:0... N-1(ourgi=0)
Calcul de (1.56)

Pour obtenir le spectre final X dans I’ordre naturel, le dernier vecteur intermédiaire Xy doit
étre réorganisé. Cette remise en ordre des ¢éléments du vecteur Xy est appelée
cryptage/décryptage binaire. Elle consiste a faire un miroir binaire sur les indices. Le tableau
I.3 donne a titre indicatif la table de transformation des différents indices pour N=16.

I1 a donc fallu d=log,(N) itérations ou étapes pour le calcul des vecteurs intermédiaires, plus
une procédure de réorganisation des éléments de 1’ultime vecteur. La procédure de
réorganisation qui est une étape prépondérante dans le calcul de la TFD a été investie dans

plusieurs travaux de recherche [63 — 65].

Indice| | Décomposition| Miroir| Indice aprés Indice| Décomposition| Miroir| Indice aprés
transformation transformation
0 0000 0000 0 8 1000 0001 1
1 0001 1000 8 9 1001 1001 9
2 0010 0100 4 10 1010 0101 5
3 0011 1100 12 11 1011 1101 13
4 0100 0010 2 12 1100 0011 3
5 0101 1010 10 13 1101 1011 11
6 0110 0110 6 14 1110 0111 7
7 0111 1110 14 15 1111 1111 15

Tableau 1.3: Table de transformation des indices en base 2 (miroir binaire) correspondant & N =16.

La TFR en base 2 sera indiquée par le sigle FFT2 (Fast Fourier Transfom en base 2).

En termes de nombre d’opérations, la FFT2 qui d’apres la relation (1.56) peut étre écrite :

( X,(r) ]:[xi_l(m xi_1<r+2‘“)WN°“”J

X,(r+2") )\ X, (=X (r+2°Hwao (158)

montre que chaque cellule élémentaire réalise une multiplication complexe et deux additions
complexes (la soustraction de la peme ligne est assimilée a une addition d’un nombre négatif),

sauf a I’étape 1 ou seulement deux additions complexes sont accomplies.

: . N
Puisque le nombre de cellules de base requis par la FFT2 est de (EIng( N)], le nombre
total d’opérations est donc de :

MC.,, = %(logz(N )— 1) = %log2 (g) Multiplications Complexes (1.59)

le (— 1) est relatif a la 1°° étape,

et AC_;, = N.log,(N) Additions Complexes (1.60)
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La FFT2 a donc un ordre de complexité O(N.log,(N)). En comparant cette complexité avec

celle du calcul direct de la TFD qui est de O(N 2) cela donne un rapport de :
N? N 20 2f

Nlog,(N) log,(N) log,(2)  d

Ce rapport montre un gain G en temps d’exécution de la FFT2 par rapport a la TFD qui croit
rapidement avec 1’augmentation du nombre d’échantillons N. En raisonnant uniquement en
nombre d’opérations, nous avons pour N =1024 (d=10) G=100, pour N =2048 (d=11) G=186,
et pour N =4096 (d=12) G=341.

Chaque cellule de base représentée par (1.58) met en ceuvre 2 évaluations, une pour

X, (r) et I’autre pour X,(r +2%"). Ces évaluations sont fonction des mémes opérandes. Le

diagramme de la figure 1.1, qui par sa forme a été baptisé papillon, schématise les calculs mis
en ceuvre. Le nceud plus (+) représente une addition de I’entrée horizontale a 1’entrée
transversale, et le nceud moins (-) indique que 1’entrée horizontale est soustraite de 1’entrée

transversale.

X, () T X, (r)

K G 200 . = X (r+2%)

Figure I.1. Papillon de la FTT2 (E.T.).

L’¢évolution des calculs pour les différents vecteurs intermédiaires est bien visualisée
sur les graphes de fluence qui sont dessinés a partir de tous les papillons intervenant dans une
FFT. Les graphes de fluence seront d’ailleurs utilisés dans le chapitre II pour proposer les
architectures paralleles implantables sur silicium. A titre d’exemples, les figures 1.2, 1.3 et 1.4
donnent les graphes de fluence de la FFT2 pour N=4=22, N=8=2° et N=16=2"
respectivement. Ils sont déduits directement des étapes de calcul de 1’algorithme FFT2. Ces
étapes sont clairement exposées ci-dessous. Il faut aussi remarquer qu’une réorganisation des
¢léments du dernier vecteur Xy, en faisant un miroir binaire sur ses indices (tableau 1.3),

permet de trouver le spectre final X dans 1’ordre naturel.

Cas pour N=4=29=22 ;1.2

Les vecteurs intermédiaires et final sont calculés suivant la relation (I.58) réécrite ici pour N=4 :

X0 ) (X, (04X, (r+2 WSO
X427 )L X ()= X (r+ 22w
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i-2 . i-2 _
Les C,(r) sont calculés suivant (I. 53) pour d =2 : C.(r) = [z 29, rZIq}.f_' = [Z 2°%r_, }.22"
q=0 q=0

Pour chaque étape i, r = (ry,rp), varie de 0 a 3, avec rq. =r2.i=0.

e Pouri=1; r=(ryr)2:0, 1 (carroi=ry=0) et Cy(r) =0, doncW, " =1;

r=0=(00);

X, (0)) [ X,(0)+X,(2)
X,(2)) [ X,(0)-X,(2)

r=1=(01);
X, (X, M)+ X,(3)
X,3)) [ X,()=X,(3)

q=0

0
e Pouri=2; r=(ry,r)2:0,2 (carryi=ry=0); C,(r)= {Z 2".[‘1_4.222 =r;

r=0=(00)2; C2(0)=0;

X,(0) B Xl(0)+Xl(1)W4°
X, (1)) X,(0)= X, ()W,

r=2=(10y; Cx2)=1;

[Xz(z)]_ X, (2)+ X, )W,
X,3)) | X,2)-X,3)W,

On déduit le diagramme de fluence de la FFT2 pour N=4 qui est donné ci-dessous.

Xo(0) X,(0) X0 — X0
Xa(l) X (1). WP 2 Xl 5 x@)
Xo(2) Xi(2) X)) —— X
Xo(3) X(3). W E %06) —— X0)

Figure 1.2. Diagramme de fluence de la FFT2 (par E.T.) pour N = 4=27.

Cas pour N=8=29=23 ;00 1.3,

Les vecteurs intermédiaires et final sont calculés suivant la relation (I.58) réécrite ici pour N=8 :

( X;(r) ]: (Xil(r)+ Xia(r +23_i)-Wsci(r)]

Xi(r+2*

X () =X, (r+ 2’ )-Wgci(r)

) e _
Les C,(r) sont calculés suivant (I. 53) pourd =3 : C,(r) = {Z 2q.r3lq}.23" = {z 2“.r2q}.23‘I .
q=0

q=0

Pour chaque étape i, r= (rp,r1,rp), variede 0 a 7, avec rz=0.

e Pouri=1; r=(ryr,ro);:0.3 (car rs;=r,=0) et Cy(r)=0, donc W =1;

r=0=(000),;
X, (0)) ([ X,(0)+X,(4)
X,(4)) ([ X,(0)-X,(4)
r=1=(001),;

X, X,(D)+X,(5)
X,(3)) (X=X, (5)

r=2=(010);

X,2)) [ Xo(2)+ X, (6)
[xmé)on(z)—xo(@J
r=3=(011),;

X,3))_(X,(3)+X,(7)
[xl(nj:(xo(s)—xo(ﬂj
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0
e Pouri=2; r=(rar,re)2:0,1,4,5(carrsi=r1=0); C,(r) =[z2q.r3_l_q }23‘2 =2, ;
=0

r=0=(000); Cx0)=0; r=4=(100); Cy4)=2;
X,(00) [ X,(0)+ X, ()W X,(4)) [ X, () + X (6)W’
X,(2)) | X,(0)= X, (2)W X,(6)) | X, (4)= X, (&)W,
r=1=(001),; Cx1)=0; r=5=(01); Cx5)=2;
X, [ X,(0)+ X, )W Xo(9)) [ X,(5)+ X (W
X,3)) [ X, ()= X,3)W,. X, (7)) | X,(5)= X, (D)W,

1
e Pouri=3; r=(ryr,ro)2:0,2,4,6(carrsi=ro=0); C,(r)= [ZZQ.Q_I_J =r, +2r ;
=0

r=0=(000),; C30)=0; r=4=(100),; Cs(4)=1;
(x3(0)}[x2(0)+ x2(1).vv8°J [x3(4)}[x2(4)+ x2(5).vv;j

X,(1) ) X,(0)= X, (HW,’ X;5)) \ X,(4)-X,(5)W;
r =2=(010),;Cs2)=2; r=6=(110),;Cs(6)=3;
(x3(2)j:[x2(2)+ x2(3).vv;] [X3(6)j:(xz(6)+xz(7)wéj

X,3)) | X,(2)- X,(3)W;2 X5(7))  \ X,(6) = X, (T)W
D’ou le diagramme de fluence de la FFT2 pour N=8 :

Xaf0) w 31(0) X2(0) X(0) —> X(0)
Xo(1) y 33(1) (1), W X Xi(l) ——a> X4
Xo(2) S X)(2). W X5(2) Xaf2) ——» X(2)
Xu(3) w 3(i(3). W 3(3). WA X ¥:(3) ——>» X(0)
Xo(4) i I ) Xo(4) Xs(4) —» X1
Xo(5) ) 3(5) X(5). W g Xaf5) —> X()
Xo(6) ¥ 30(6). W X2(6) X:(6) = X(3)
Xo(7) ¥ X(7). W Xa(7). W X X(7) ——= X0O)

Figure 1.3. Diagramme de fluence de la FFT2 (par E.T.) pour N = 8=2°.
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Caspour N=16=29=2* . i:1.4.

Les vecteurs intermédiaires et final sont calculés suivant la relation (I.58) réécrite ici pour N=16 :

{ X (1) j _ [Xi_l(r)+ X, (r +24‘).vv1§i<”]

X, (r+2*"

Xia (1) = X, (r+27HWig

i-2 iz _
Les C;(r) sont calculés suivant (I. 53) pour d =4 : C,(r) = {Z 2q.r41q}.24_' = {Z 2q.r3q}.24_' .
4=0

=0

Pour chaque étape i, r= (rs,rz,r,ro), varie de 0 a 15, avec rs=0.

e Pouri=1; r=(rsrry,ro)2:0.7 (car ryi =rz=0) et C4(r)=0, donc W'" =1;

r=0=(0000), ;
X,(0)) ([ X,(0)+X,(8)
X,(8)) | X,(0)=X,(8)
r=1=(0001),;

X, [ Xe()+X,(9)
X,9)) | X, (D)= X,(9)
r=2=(0010),;

X, (2)) [ X,(2)+X,(10)
X,(10) ) | X,(2)= X,(10)
r=3=(0011),;

X,3)) ([ X,(3)+X,(11)
X, (1)) X,(3)=X,(11)

r=4=(0100),;

X,(4)) [ X,(H+X,(12)
X,(12)) (X (4= X,(12)

r=5=(0101),;
X,(5)) [ Xo(5)+X,(13)
X,(13) ) X,(5)— X, (13)

r=6=(0110),;

X,(6) ) [ X,(6)+X,(14)
X, (14) ) | X,(6) = X,(14)

r=7=(0111),;

X, [ X,(D)+ X, (15)
X,(15)) | X, ()= X, (15)

0
e Pouri=2; r=((rsrr,r)2:0...3¢et8...11 (car ryi =r,=0); C,(r)= {22‘*{”},24‘2 =4r,
=0

r=0=(0000),; Cx(0)=0;
X,(0)) [ X,(0)+X,(4)W,2
X,(4)) ([ X,0)= X, (H)W?
r=1=(0001),; Cy1)=0;
X, (X, () + X, ()W,
X,(5)) [ X,()=X,(5)W,2
r=2=(0010),; Cy2)=0;
X,(2)) [ X,(2)+ X, (6)W,;
X,(6)) ( X,(2)= X, (6)W,.
r=3=(0011),; Cx3)=0;

X,3)) [ X,3)+ X, (T)W,2
X,(7)) | X,(3) = X, (W,
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r=_8=(1000),; Cx8)=4;

X58) ) [ X,(8)+ X, (12)W,;
X,(12)) ([ X,(8)~ X,(12)W,!
r=9=(1001),; Cy9)=4,;
X509 ) [ X,(9)+ X, (13)W,;
X,(13)) | X,(9)- X,(13)W;:
r=10=(1010),; Cx(10)=4;
X,(10)) ( X,(10)+ X, (14)W,¢
X,(14) ) | X,(10)= X, (149 W,’
r=11=(1011),; Cx(11)=4;

X, (1)) (X, A+ X,(15W,¢
X,(15)) | X,an-X,15W,}
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e Pour i= 3 M (r3,r2|r11r0)2 : 09 17 47 57 8’ 9’ 12’ 13 (Car fg-i=rn= O)’

q=0

1
C,(r)= [Z 2°, r3_q}.2 =2r, +4r,

r=0=(0000),; C3(0)=0;
[x3<0>j _(xz(ow x2(2>.vvl‘;J

X,2)) [ X,(00- X,

r =1=(0001);;Cs(1)=0;

X;()) (X, )+ X,3) W,
X;3)) | X, ()= X,3)W,;?

r=4=(0100),; C3(4)=4;
X,@)) [ X,(4)+ X, ()W,
X,(6)) | X,(4)- X, (6)W?

r=5=(0101),;Cs5)=4;
X550 [ X,(5)+ X, (Wi
X;(N)) (X,(5)= X, (Wi

r=8=(1000),;Cs8)=2;

[ X3(8))—(X2(8)+ x2<10>.vvéJ

X,(10)) [ X, (8)= X,(10)W,2

r=9=(1001),; Cs(9)=2;
X500 ) _[ X, 9+ X, (D)W
[xxn)]‘(x2<9>—x2(11)wlé]
r=12=(1100), ; C3(12) =6 ;
X5(12))_( X,(12)+ X, (14)W;;
[ j X,(12)- X, (14)W,g

X;(14)

r=13=(1101),; Cy(13)=6;
(x3(13) ([ X,(13)+ X, (15)W,
X,(13)= X, (15)W,}

X;(15)

e Pouri=4; r=(rsrr,rn)2:0,2,4,6,8, 10,12, 14 (car r44=ro=0) ;

2
C,(r)= {qu_rs_q} =1, +2r,+4r ;
gq=0

r=0=(0000); C4(0)=0;

X, (00 [ X,(0)+ X, (HW,?
X, )\ X,(0)= X, ()W,

r=2=(0010):; Cy(2) =4;

X,2) [ X,2)+ X, )W,
X,3)) (X,2)-X,3)W,;

r=4=(0100);; Cy(4)=2;

X,@®) [ X, (@) + X, (5)W2
X,(5)) (X, (@)= X,(5)W?

r=6=(0110); Ca(6)=6;

X,(6)) ([ X,(6)+ X, ()W,
X,(7) ( X,(6)= X, (WS

r=28=(1000),; Cy(8)=1;

X,(®)) [ X5 (8)+ X5 (9) W
X,9)) ([ X,®)-X,(9)W,

r=10=(1010),; C410)=5;

X,(10)) [ X,(10)+ X,(ADW,
X, (D)) (X,010)- X,aHW;;

r=12=(1100); C4(12)=3;

X,(12)) [ X5(12)+ X,(13)W,;
X,(13) )\ X,(12) - X, (13)W,]

r=14=(1110); C4(14)=7;

X,(14)) ([ X,(14)+ X, (15)W,;
X,(15)) [ X;(14) = X,(15)W,]

Le diagramme de fluence de la FFT2 pour N=16 est donné sur la figure 1.4
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X,(0) . 3(0) X(0) Xa(0) — X(0)
. (1) X,(1) Xs(1). W° X (1) —> X(®)
. X(2) 3X(2). WP X5(2) Xaf2) —= X% '
A %0 &, 56). W %(3). W X6) —> X(12)

by 3 (4). WP
A 3 (5). WO

£y, X (6). WO

(7). WP
b X(8) S, Xa(8) X5(8) X)) —>>X(1)
{ X,(9) S, Xa(9) Xa(9). W 2 3a(9) —— X(9)
¥ x.(10) Y, Xa(10). W X5(10) Xa(10) —>» X(5)
¥ 1) S Xo(11). W Xa(11). WSX Xa(11) —> X(13)

3 X112, w = X(12)

Xa(12) Xa(12) =2 X(3)
Xa(13). WP N4(13) m—e X(11)

Xs5(14) X Xy(1) —=> X(7)
Xs(15). W Xa(15) —> X(15)

X(13)

X(13). w*

3(14). WE

(1), w*

A\XXZ %
N %) Xa(4) Xa(4) X(2)
XS v e
S %) X(5). W2 X(5) X(10)
A\V 3%(6). W X(6) Xal6) —> X(6)
Y 37 W Xa(7). W° X)) —> X(14)

Xi(15). W* M 35(15). WP

Figure 1.4. Diagramme de fluence de la FFT2 (par E.T.) pour N = 16=2".

3.4.2. L’algorithme de Cooley—Tukey avec entrelacement temporel en base 4

La TFR en base 4 qu’on dénotera par FFT4 utilisera un développement analogue a celui
de la FFT2. On démarre du fait que N est une puissance de 4 (N=4°, donc d=logs(N)). Les

deux variables k et n, dont les représentations en base 4 sont respectivement (K, K, , -k K,),
et (n,_n,,---nn,),, avec Ki et Nj: 0 ... 3, peuvent étre écrites sous forme des sommes
suivantes:
d-1 d-2 1 0

k=k, 4" +k, ,4 " +---+k.4 +k,.4

n=n, 4" +n,_,. 47 +.-.4+n.4" +n,.4°
Le produit KN peut alors étre écrit sous la forme :

kn=(k, 4" +k, ,.4"77 ++ k4 + k40N 47 0y, 4% 40 4 0, 4°%)

et I’équation (I.11) de la TFD s’écrit alors sous la forme :

3 3

d-1 d-1
z X(nd,la"'anlano)W[\SkdilA + Ky A+Ky (N 47 +-4n 440 (161)
=0 Ng-1=0

3
XKy ek k)=

ny=0

>
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La factorisation des termes suivant les N; permettant d’aboutir a I’entrelacement temporel est
alors appliquée a I’équation (I.61) en débutant par mettre en facteur le sous indice Ny.;.
Toutes les étapes du développement effectuées pour aboutir a la forme de la cellule de base de

la FFT2 donnée par (I1.56) sont similairement appliquées ici a I’équation (1.61) pour aboutir a

la cellule de base de la FFT4 donnée par :

X,(r) 11 1 1 1 0 0 0 X, (N

X;(r+4°" Lw w) w0 wa™ o 0 X, (r+4°")

i - 4 4 41y N % i1 ‘ (I_ 62)
X, (r+24 0 11w w wlijo o w0 X, (r+2.4""
X,(r+34h) (1w w' w' ) o o 0 WSS [ X, (r+3.4°"

ou sous forme compacte par :

V, :T4.D4.V(i_1) (I. 63)
Chaque élément de la matrice diagonale Dy est donné par : Dy(z,2)= W, ", z:0... 3.
Par analogie avec la formule (1.53), les Ci(r) se calculent selon la formule (1.64).
i-2
C(r)= {Z 23N } 497 (1.64)
q=0

En appliquant la propriété de la périodicité¢ des facteurs de rotation W4, T4 devient :
1 1 1 1 11 1 1
T_1W41W42W43_1—j—1j
LW WS owS -1 1 -1
Tw) o w w1 -1~
Ce qui montre que T4 n’introduira aucune multiplication et que la cellule de base de la FFT4 a
une complexité d’implémentation réduite.

La représentation matricielle de la cellule de base de la FFT4 est finalement donnée par :

X.(r) 1 1 1 1 1 0 0 0 X, (1)
X (r+4°" 1 —j -1 j 0 wo® 0 0 X, (r+4°"

d-iy | . 2.C,(1) X d-i (1.65)
X(r+24" 0 |1 =1 1 =1]]0 0 WS 0 X, (r+2.4""
X(r+34°h) (1 j -1 -jJ o 0 0 WO I X (r+3.4"

La transformée globale est donc décomposée récursivement en des transformées

minimales sur 4 valeurs. (N/4) calculs de base (variation de r), chacun effectué¢ par une cellule

¢lémentaire, sont répétés sur log,(N) étapes (variation de i). Donc (%logﬁN)j cellules

¢lémentaires sont nécessaires pour le calcul de la TFD en base 4.
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L’écriture simplifiée de 1’algorithme nous donne :
Pouri:1...d
Pourr:0... N-1 (ourgi=0)
Calcul de (1.65)
De méme que pour la FFT2 le dernier vecteur intermédiaire X4 de la FFT4 doit étre réorganisé,
en faisant un miroir sur les indices, écrits en base 4, pour donner le vecteur final X recherché.
Le tableau 1.4 donne la table de transformation des différents indices pour N=16.
I1 a donc fallu d=log, (N) itérations pour le calcul des vecteurs intermédiaires, plus une étape

de réorganisation des éléments de 1’ultime vecteur.

Indice| | Décomposition| Miroir| Indice aprés Indice| Décomposition| Miroir| Indice aprés
transformation transformation
0 00 00 0 8 20 02 2
1 01 10 4 9 21 12 6
2 02 20 8 10 22 22 10
3 03 30 12 11 23 32 14
4 10 01 1 12 30 03 3
5 11 11 5 13 31 13 7
6 12 21 9 14 32 23 11
7 13 31 13 15 33 33 15

Tableau [.4: Table de transformation des indices en base 4 (miroir en base 4) correspondant a N =16.

En effectuant le produit matriciel du second membre de 1’équation (1.65) nous obtenons :

X;(r) [X (N + X (r+24"YWeSOT+[X L (r+4° WS 4 X, (r+3.497) W0
X, (r+4°" [X (N =X (r+24°HYWeSO = jIX,_ (r+4" WSO = X, (r+3.4°) Wi %] (I. 66)

X (r 42451 1| [X (0 + X, (4 245 )WESO T [ X (r+47HWED + X, (r+3.47)Wo 0]
Xi(r+3.4°7") ) ([X () = X (r + 24 )W SO T+ JIX, (r+47HWED = X (r+3.47H W o0

Cela représente en termes d’opérations complexes : 3 multiplications ( X, (r +4* )Wo',
X, (r+24"Wi% et X, (r+3.4°HW%") suivies de 4 additions (termes entre

crochets), suivies d’une multiplication par j (non comptée : le produit par j est traité
autrement), et enfin 4 additions (une addition pour chaque ligne du vecteur). Cela fait en tout

3 multiplications complexes et 8 additions complexes. Puisque le nombre de cellules de base

nécessaire pour la FFT4 est de [% log,(N )] , le nombre total d’opérations est donc de :

MC_, = 3%(10g4(N )-1)= % N.log, (%) = % N.logQ(%) multiplications complexes (. 67)
Le (-1) est dii a la 1 étape qui ne fait pas intervenir de multiplications.

N
ACqr, = S.X.log“(N) =2.N.log,(N)=N.log,(N) additions complexes (I. 68)
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La FFT4 a donc un ordre de complexité O(N.log,(N)).

Le diagramme de la figure 1.5 schématise le papillon de la FTT4 (les mentions -1, j et

—j dénotent une multiplication de I’élément correspondant par 1’un de ces facteurs).

X0 X ()
x (read s X (r+4%7)
i-1 N

S 4d—i
i 2 () X (r+24"77)
X, (r+245
A 3.C(7) _
X, (345 X (r+34970)

Figure 1.5. Papillon de la FTT4 (par E.T.).

Comme exemples d’application, 1’algorithme de la FFT4 est appliqué dans ce qui suit pour les
cas ot N = 4' et N=16=4? qui nous permettent de déduire respectivement les graphes de
fluence représentés sur les figures 1.6 et I.7. Comme on le voit sur la figure 1.7 pour N=16, les
éléments du dernier vecteur X, sont réorganisés pour donner le spectre final X dans 1’ordre

naturel.

Cas pour N=4=49=4 ci=1; r=(rQ)s=0(rgi=r.i=ro=0); Cy(r)=0; W4CI(r):1

La relation (I1.65) donne :

XY (1 1 1 1Y (1 00 0)(X(0) (1 1 1 1Y) (X,0)
X\ | [T =5 =1 G| 0 10 0f [ XM | |1 =j =1 || X
X2 [t -1 1 =1{o 0 1 o] |X@]| |1 -1 1 =1]]X,2)
Xx3) 1t j -1 -j)Jlooo 1) x@3) U j -1-jx0

Ce qui permet d’aboutir au diagramme de fluence de la figure 1.6.

X1(0) —> X(0)
Xi(1) —>» X(1)
X1(2) ——» X(2)
Xi(3) —> X(3)

Figure 1.6. Graphe de fluence de la FFT4 (par E.T.) pour N = 4.

X0(0)
Xo(1)
Xo(2)
X(3)
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Cas pour N=16=4%=4? ;1.2

La relation (I1.65) donne :

X, (r) 1 1 1 1
X;(r+4) | 1 —j -1 j

X (r+24 11 -1 1 -1
X,r+34)) (1 j -1 —j

X (r)

X, (r+4Hywoo _
X, (r+247ywz2a0 | ”
X, (r+3.4>7Hw am

i-2 _
Les C,(r) sont calculés suivant (I. 64) pour d =2: C,(r) = {Z 49, rlq}.42_' :
q=0

Pour chaque étape i, r = (ry,rp)s varie de 0 a 15, ou ro.i=0.

e Pouri=1; r=(r,ro)s:0a3 (rai=ry=0) et Cy(r)=0, donc W2 =1, a:1.3;

r=0=(00)

X)) (1 1 1 1Y) (X0
@ | |1 =) =1 ]| X
X@® |11 -1 1 1] X,@®)
x02)) 1§ -1 -j) (%02
r=1=(00):

X, (1) 1 1 1 1 Xo(D)
X | [1 =i -1 j|]x06
X0 |71 -1 1 -1/ X,
X,3)) 1 j -1 =j) (X,13)

F=2=(02)s:

X)) (1 1 1 1) (X
x| |1 =i -1 il||x®
X,10)| |1 =1 1 —1]7|x,(10)
Xa4) (0 j -1 -j) (X, (14
r=3=(03):

X)) (1 1 1 1) (X0
x| |1 =i -1 || %
x.an | [1 -1 1 =17 x,an
x,a5)) (1§ -1 -j) (%05

0
e Pouri=2; r=(r,r)s:0,4,8, 12 (carrai=ro=0); C,(r) ={Z4q.n_q}.40 = ;
=0

r=0=(00)s;Cy(r)=r=0 ;

X,00) (1 1 1 1Y) (X0
x| 1 =i -1 i xo
x| |t -1 1 2 x@
) U i -1 -i) (x0

r=4=(10);Cy(r)=r=1;

X)) (1 1 1 1Y) (X,@W.
X000 | |1 =i -1 | [ X (5w
X,6)| |1 -1 1 =1 |X,6)W2
X, ) U i -1 -ji) {x,mw?

_32_

r=8=(20)s;Co(r)=r=2;

X,8) (1 1 1 1 X, (8)W,2
X0 |1 -0 - X, (W,
X,10)| [T -1 1 =1||X®10)W,:
X,an) (j -1 —j) (X,AhHWg

r=12=30)s;Co(r)=r=3;

X,(12)) (1 1 1 1) (X,a2w.
X.03) | |1 =) =1 § | | Xa3w
X,(4) | |1 -1 1 =1 | X,aews
X,15)) 1 j -1 -j) | x,asw.
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Cela nous permet d’avoir le diagramme de fluence suivant :

w
Xa(2) \\\ | 1//
%,0) XN\ X< > ST

v RRARNA 457

AKX XA 2,

%(5) < XS > ’.
o X3 X5 o5
Xs(6) O\ ﬁ\.;&\’/j‘i@;_ V ol

N

S ST S ET N
™ A o 4

K XK ZL X

_ SIRACKIAESS,

S RIS

AL

SR SR S

SEAT T NARL N
7 N o

2557 B KRN\

Q

ity 2 d \\‘

P 3 (12). W

b Xi(13).W?

X,(0) X (0) — X(0)
(1) p X)) —> X(8)
Xi2) X)) —> XA
Xi(3) XG) —>» X(12)
5 X)W X)) — X(2)
X (5).W! X5) —> X(10)
X,(6). W? Xa6) —> X(6)
X,(7). W3 X)) —> X(14)
X,(8).w? Xa8) —> X(1)
Xu(0). W? Xa(0) ——> X(9)

X (10)W* Xa(10) ——>» X(5)
Xy(11) ——>» X(13)
Xy(12) ——>» X(3)
X5(13) ——>» X(11)
X(14) — X(7)

Xy(15) —> X(15)

X(11). W

Xa(14). WE

X (15).W*

Figure I.7. Graphe de fluence de la FFT4 (par E.T.) pour N=16=4"

4. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons introduit la transformée de Fourier. Nous avons ensuite

donné sa définition, présenté¢ son aspect dimensionnel, décrit son adaptation sur des

calculateurs numériques et ensuite exposé son importance reflétée par le vaste domaine de ses

différentes applications. Un développement de la TFR en base arbitraire B suivant

I’entrelacement fréquentiel et basé sur I’ACT s’en est suivi [49]. Dans [49] nous avons

apporté une amélioration significative a I’ACT et qui permet de réduire, presque de 50 %, le

calcul ou la lecture a partir d’une ‘lookup table’ des coefficients de rotation W. Ceci

accentuera encore plus la réduction du temps d’exécution d’une TFR. Le développement de la

TFR suivant I’entrelacement temporel a été ensuite arboré en utilisant les bases 2 et 4 qui sont

les plus fréquemment utilisées car elles présentent des calculs simples et efficaces. Les

diagrammes de fluence résultant de ces

calculs formeront les fondements de plusieurs

architectures paralléles calculant une TFR et qui seront présentées dans le chapitre suivant.
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Chapitre 11 Implémentation de la FFT sur des architectures paralléles trés performantes

1. Introduction

Le temps de réponse étant un facteur capital dans la plupart des applications du
traitement du signal, trois choix possibles qui affectent directement la vitesse des calculs
exécutés, donc le temps de réponse, sont éventuellement proposés pour traiter une certaine
application. Ce sont I’utilisation d’un ordinateur a usage général, I’utilisation d’un systéme a
base d’un processeur de traitement du signal (D.S.P. pour Digital Signal Processor) ou
I’utilisation d’une implantation dédiée a la fonction a calculer. Comparée aux deux premieres
alternatives, cette derniére est la solution qui permet le temps de traitement le plus court. Une
implantation dédiée n’est autre que la mise en ceuvre sur silicium d’un algorithme déja défini.
Elle doit étre efficace dans son fonctionnement, c.a.d. permettre un taux élevé d’utilisation de
ses différentes composantes et plus particulierement son ou ses unités arithmétiques. Les
progres technologiques réalisés en maticre d'intégration permettent actuellement la conception

de circuits VLSI spécialisés trés complexes, dont ceux dédiés au calcul de la FFT [66 — 70].

Dans bon nombre de cas, plusieurs mises en ceuvre d’un certain algorithme peuvent
étre envisagées, dépendant des flux de données a traiter, de I’organisation des calculs et des
différents agencements possibles des processeurs et circuits de I'implantation. Ceci est

notamment le cas des algorithmes FFT [71 — 75].

Bien que des progres énormes aient été faits pendant les trois derni¢res décennies en
matiere d’intégration, des contraintes subsistent encore, aussi bien au niveau des
communications entre les différents blocs au sein méme du circuit intégré, qu’au niveau de
I’intégration elle-méme. Il faut néanmoins se dire que ces limites sont quotidiennement

repoussées plus loin [76, 77].

Ceci dit, différentes implémentations des algorithmes FFT développés dans le chapitre
précédent feront 1’objet de ce deuxieme chapitre. Plusieurs architectures paralléles seront
proposées et une étude comparative sera faite. Les premicres architectures proposées seront
issues directement des graphes de fluence présentés. On apportera a ces architectures des
modifications comme la réduction des processeurs élémentaires et ’homogénéisation des
réseaux d’interconnexion qui permettront de contourner les problémes liés aux contraintes

technologiques.
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2. Implémentation de la FFT sur des architectures paralléles étalées

L’algorithme de la FFT2 développé dans le chapitre I, décompose récursivement, en
l0g2(N) étapes, la transformée globale a N échantillons en des transformées minimales sur 2
valeurs. Ces derniéres, au nombre de (N/2) par étape, sont au total au nombre de (N/2)logz(N).
Cette décomposition récursive, ou chaque étape de calcul ne dépend que des données fournies
par I'étape précédente, permet I’implémentation de la FFT2 sur des architectures paralléles ou
le calcul se fera sur place. Pour la FFT4 qui utilise un développement similaire a la FFT2, le
nombre d’étapes est égal a logs(N) et les transformées minimales qui sont sur 4 valeurs sont
au nombre total de (N/4)logs(N). Le choix des bases 2 et 4, comme expliqué dans le chapitre I,
est justifié par I’aspect d’une complexité de mise en ceuvre réduite pour ces bases par rapport
aux autres bases possibles. Les diagrammes de fluence qui ont été déduits de ces algorithmes
sont simples et meénent a différentes implémentations FFT2 et FFT4 [78, 85]. C’est d’ailleurs
sur la base de ces diagrammes de fluence que seront proposées, dans ce qui suit, différentes
architectures paralléles qui calculent la FFT. Cependant, avant d’aborder ces différentes
architectures, quelques notions sur I’addition et la multiplication complexes qui sont les
opérations qui interviennent dans le calcul d’une FFT sont introduites ci-dessous.

L’addition et la soustraction complexes qui sont en réalité composées respectivement de 2
additions et 2 soustractions réelles seront notées indistinctement par AC (la soustraction est en
fait une addition d’un nombre négatif). La multiplication complexe, quant a elle notée MC, est
composée de 4 multiplications et de 2 additions réelles. En effet, pour quatre nombres

complexes A, B, C et D, tels que :

AZAr‘I-in ; BZBr+jBi ; CZCr+jCi ; DZDr+jDi
onal’AC : C=A+B=C+)C=(A+B)+j(Ai+]B)
et laMC : D =A*B =D, +jD; = (A*B; - Ai*B;) +j (A*B; + A;*B,)

Les implémentations de ces 2 opérations, représentées, avec leurs symboles, sur les figures

I1.1. et I.2., sont donc a base d’additionneurs et de multiplieurs réels.

A réel +

<+ reel

A imaginaire —
A ac B>C | N C
B—> B réel — +

<+ imagmaire

imnagmaire ¥

Figure II.1. Symbole et structure d’un additionneur complexe a base d’opérateurs réels.

— 35—



Chapitre 11 Implémentation de la FFT sur des architectures paralléles trés performantes

réel +
A X +
imaginaire -
A | X réel
5 MC —=D D
B imaginaire
reel X =
B e
imaginaire X +

Figure I1.2. Symbole et structure d’un multiplieur complexe a base d’opérateurs réels.

2.1. Implémentation de la FFT2 sur des architectures paralleles étalées

L’architecture de la FFT2 paralléle et étalée présente une structure en pipeline et est
directement déduite des graphes de fluence de celle-ci [78, 85]. Pour un nombre
d’échantillons temporels N, la FFT2 étalée peut étre implémentée selon la structure du schéma
bloc donné sur la figure 11.3. Elle est étalée sur logy(N) rangées. Les échantillons arrivent en
parallele et en méme temps sur les entrées des cellules de la rangée limitrophe de gauche et
les composantes spectrales sont récupérées simultanément aux sorties des cellules de la
rangée frontaliere de droite. Des réseaux d’interconnexion réguliers et identiques sont insérés

entre les différentes colonnes adjacentes des cellules ou processeurs élémentaires (PE).

Reéseau d’interconnexion
Réseau d’interconnexion
Réseau d’interconnexion

Echantillons temporels x(7)

Réseau de PEs de 1a colonne 1
Reseau de PEs de la colonne 2
|
1
Reseau de PEs de la colonne
log»(N)

Composantes Spectrales X (k)

Figure I1.3. Schéma bloc de I’architecture parall¢le, pipelinée et étalée de la FFT2.

Le nombre de rangées de PEs, de PEs par rangée et la structure des réseaux
d’interconnexion étant directement liés au nombre d’échantillons N, quelques
implémentations FFT2, pour différentes valeurs de N, sont présentées et données en exemples

dans ce qui suit pour clarifier le schéma bloc de la figure I1.3.
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La premicre architecture de la FFT2 proposée est pour un nombre d’échantillons N =
8. Elle est basée directement sur le graphe de fluence de la figure 1.3 et peut étre implémentée
selon la structure donnée sur la figure 11.4. Elle est étalée sur 10g2(8) = 3 rangées. Sur la figure
I1.4, les états intermédiaires ont été détaillées pour les 3 étapes, afin de pouvoir suivre

I’évolution des calculs jusqu’au vecteur spectre final.

On remarque que chaque PE fait une opération de multiplication (e,.W) suivie d’une
opération d’accumulation (e;+e,.W ou e;-e,.W) ou e, et e, représentent les données présentes

sur ses 2 entrées.

Sur le circuit de la figure 11.4, on remarque la présence d’une homogénéité et
régularité des réseaux d’interconnexion entre les processeurs élémentaires des colonnes
adjacentes. Ces réseaux d’interconnexion ont ét¢ adéquatement ordonnancés pour permettre
une redistribution simple et parfaite des résultats intermédiaires. Cette redistribution est

appelée en anglais « Perfect Shuffle Exchange » [79 — 80].

étape 1 etape 3
PFH X0 PEII PFB
x(0) B B+ 10 By ertesi’ erredt’ = Xp(0) = X(0)
i Y
1(4) BreaWs XD = Xid)

x(1) —\/ﬁeg e1-e2w°—\/ﬁez B-ex”

\% PEy \j PEx FE

x(2) g1 eqregi” B1 By+esiy’ e X2y = X(2)

x(3) Bz Eres’ Ba BB erea2 | % 03) = X(6)
PE; PE; PEy,

x(4) g1 eqregn” By Bi+esy” e+ean = = X1

x(5) =5 E1—Ez‘\.-“l.-’EI By BB E1—E2W1_} 5= X(5)
PEq PEy PF.

x(6) Eq Bt Eq Byt B+ EIN S Xy(B) = X(3)

X7 a7
x(7) ————— &= B e 7 Bz eresn? L) Bz EE N T=X(T)

Figure I1.4. Architecture parallele, pipelinée, étalée de la FFT2 pour N = 8.

Pour une structure figée, calculant répétitivement la méme FFT sur un flux continuel
de trames de N=8 échantillons, les coefficients W restent les mémes et peuvent alors étre pré-

calculés et chargés chacun dans un registre interne au niveau de chaque PE.
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Chaque PE, qu’on notera désormais par PE_FFT2, effectue 3 opérations complexes :
une multiplication et deux additions. La structure interne d’un tel processeur est donnée sur la
figure I1.5. Le papillon, présent sur les graphes de fluence de la FFT2, est représenté par le

bloc de droite regroupant les deux additionneurs complexes.

> X:-(.?"}

> }f}_{}" + 25—1'}

Figure I1.5. Structure interne du PE_FFT?2.

Comme il a été mentionné plus haut, les opérations complexes sont faites a partir
d’opérateurs réels. Il serait donc intéressant de donner, a partir de ces opérateurs réels, la
structure interne du PE_FFT2. Cela permettra alors d’avoir une idée claire sur la complexité
de la mise en ceuvre sur silicium de ce dernier. Pour arriver a cette structure, quelques
passages ¢lémentaires de calcul sont a effectuer. En effet les expressions a calculer, données

par les formules (1.56) et (I.58) et qui sont reprises dans 1’expression suivante :

Xi(r) 1 1) (1 0 X, (N X (F)+ X, (r+2°)weo
: = X X . = i
Xi(r+2"1) (1 =1 {0 W@ ) IX(r+27) ) [ X (0= X, (r+2°7Hwa®
peuvent étre décomposées en des expressions simples menant a I’implémentation recherchée.

Pour bien visualiser les calculs, les variables complexes sont exprimées par leurs parties

réelles et imaginaires, avec :

a, = partie réelle de X, () a; = partie imaginaire de X, (r)

b, = partie réelle de X, (r+ 2d"i) b; = partie imaginaire de X, ,(r + 2d"i)
¢ = partie réelle de W'" ci= partie imaginaire de W""

A, = partie réelle de X, (r) A; = partie imaginaire de X, (r)

B, = partie réelle de X (r+2"") B; = partie imaginaire de X, (r +2"")

Les expressions a calculer sont donc de la forme :

(Ar+j Aj) = (ar+ja)+ (b +j by (c: +jci) = [ar + (br.c: — bi.ci )] +] [ai + (br.ci + bi.cy)]
(Br +j Bi) = (ar +j ai) — (br +j bl) (Cr +j Ci) = [ar — (br.Cr —bi.c; )] +j [ai — (br.Ci + bi.Cr)]
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Cela nécessite alors quatre multiplieurs et six additionneurs réels. La structure interne du

PE FFT2 avec des opérateurs réels est donnée sur la figure I1.6.

réel - —!
1
Xz'—l (.?") : :
unaginaire !
- | + I
: X + | + e
reel + | ¥ !
ce = ! | ()
WN | + |
maguane x : + : imaginaire
[ ' [l |
! I
: |
X ! -+ : reel
| - 1 i
réel + | . [ k2T
=i
X a(r+277) X + ] 4+ |{>imaginaire
imaginaire + ! = :
Lo o e __ )

Figure II.6. Structure interne du PE_FFT2 avec des opérateurs réels.

Pour un nombre d’échantillons N, le nombre total d’opérateurs réels pour une implémentation

FFT2 étalée est de :
(N/2) 10g2(N)*4 multiplieurs + (N/2) log2(N)*6 additionneurs =

(2N) logz(N) multiplieurs + (3N) logz(N) additionneurs (IL.1)

Un facteur important & mettre en évidence est le temps de réponse (TR) du processeur. En
notant t, et t, les temps de réponse de respectivement le multiplieur et 1’additionneur réels, le

temps de réponse du PE_FFT2 est de :
TR_PE FFT2=t,+2.t, (I1.2)

Pour un nombre d’échantillons N plus élevé, I’architecture de I’implémentation peut étre
similairement déduite de celle a N = 8. Le nombre de PEs et celui des d’opérateurs réels
peuvent facilement étre calculés a partir des formules déja évoquées. Le réseau

d’interconnexion doit étre aussi adapté en conséquence. A titre d’exemple, la figure I1.7
donne 1’architecture paralléle de la FFT2 pour N =16. Les coefficients W,o'” correspondant a

chacun des PEs y sont reportés leurs entrées.

-39 —



Chapitre 11 Implémentation de la FFT sur des architectures paralléles trés performantes

étape 1 étape 2 étape 3 etape 4
x(0) PEF> X0 = X)
(1) L4 xm= xe
X2) PR X=X
x3) 24 s Xuah= X(12)
x(4) TE X=X
*(5) 34 x@- xan
X(6) FE>  Xd6) = XG6)
x(T) 44 2o -xae
x(8) FELS X8 = X
x9) SAL xm =X
x(10) APE X (10 = X&)
x(11) S84 xan-xay
u12) PE— X12= X3
13} 1—} X.13)=X(11)
x(14) PE] PE PER> X=X
«15) ' ’ 8,3] bl B4 xas)-xas)

Figure I1.7. Architecture parallele, pipelinée et étalée de la FFT2 pour N = 16.

2.2. Implémentation de la FFT4 sur des architectures paralléles étalées

Pour un nombre d’échantillons donné N = 4%, 1a FFT4 est la décomposition récursive
de la transformée globale en logs(N) étapes avec (N/4) transformées minimales par étape,
chacune sur 4 valeurs. On peut déduire alors son implémentation étalée, similairement a celle
de la FFT2, qui nécessitera (N/4)logs(N) PEs. La figure I1.8 donne, comme exemple,
I’architecture parallele, pipelinée et étalée de la FFT4 pour N =16. Elle est dérivée du graphe

de fluence donné sur la figure 1.7. Deux étages avec 4 PEs chacun sont alors nécessaires. Les

coefficients de transformation ng'(r) correspondant a chaque PE y sont reportés au niveau de

chacun d’eux. Si plusieurs FFT4 sont a calculer les différents ngi(” peuvent étre pré-calculés

et stockés dans des registres au niveau des PEs pour étre réutilisés.

Comme ¢a a ét¢ montré dans le chapitre I (Section 3.4.2), chaque PE de la FFT4, et
qu’on notera par PE FFT4, effectue 11 opérations complexes: 3 multiplications et 8
additions. La structure interne du PE_FFT4 est donnée sur la figure I11.9. Le papillon, présent
sur les graphes de fluence de la FFT4, est délimité par le bloc de droite englobant les 8

additionneurs complexes et 1I’opérateur j.
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Etape 1 Etape 2

x(0) 1 7 B Xs(0) =X(0)
x(1) e wl o Xal) = X(4)
x(2) e Wl ) =X6)
x(3) PE,, PE,» [ - x,06)=x(12)
x(4) 7 T @) =X
x(5) 2 flg 3 ﬁ L= XL6)=X(5)
x(6) Flg ﬁ L= X1(6) = X(9)
x(7) PE,, PH., | = x0)=X03)
x(8) 7 T N8 =X
x(9) ?lg ﬂ = X5(9) = X(6)
x(10) A HoOWE T Xy(10) = X(10)
x(11) PE;, PEs, | = xy11)=X(14)
x(12) T g Xa12) -XQ)
x(13) w2 mE > X13)=X()
x(14) e 7P = Xa(l4) = X(11)
x(15) .| PEy o PEy |+ x5 =x01%)

Figure IL.8. Architecture parall¢le, pipelinée et étalée de la FFT4 pour N =16.

XM sl -—-—--—-—- e e bl
Y, ( *'41( ')) | i T ac * |
A r+24 . I ! (-
o e MC ¥ - i, AC i X ()
Wy — | I + + :
| N AC AC — X, (r+249)
X (r+497) —— N - —| I !
! | + | - . -1
e MC T AG J AC S X, (r+47)
1 Il + + :
. ! Il 1
X (r+347) = N + . AC > X, (r+3.4%)
ey 1 me b3 AC ] ¥ |
H'N | [ |

Figure I1.9. Structure interne du PE_FFT4.

Comme pour le PE_FFT2, le PE_FFT4 est en réalité congu a partir d’opérateurs réels.

Quelques passages de calculs trés simples, similaires a ceux élaborés pour aboutir au
PE FFT2, a base d’opérateurs réels sont donnés ci-dessous. Les résultats de ces calculs
permettent de dégager la structure du PE FFT4 donnée sur la figure I1.10. Cette structure

comporte 12 multiplieurs réels et 22 additionneurs réels.
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réel .
X, @) | :
imaginaire > X + : + + + L
: 5 + L reel
1;]91?1 x | AYF. ( 7 )
e a-i | B
_\;._1(; +2477) X umaginaire
imaginaire .
X
" l
20509 réel
Wy X - d-i
imaginaire X I'(‘T +24 )
X imaginaire
co réel
(r
Wy X reel
imaginaire Y (r d-i
X .(r+4
X | i - )
 red umaginaire
H_,3(‘,-(1‘)
N X
inaginaire
X
réel
- i
“xi—l_(J +_4 ) ) X reel d
inaginaire - -1
X.(r+34
y X . ’( . )
réel lmaginaire
Xﬂ._l(r+3.4(""' )
imaginaire |

Figure I1.10. Structure interne du PE_FFT4 a base d’opérateurs réels.

Pour arriver a cette structure, nous avons utilis¢ la formule 1.66 qu’on réécrit ici :

X;(r)

[X, () + X, (r+2.4" WSO+ X, (r+4"HWE 0 + X, (r+3.4 7w, ]

Xo(r+4) | 1IX (D= X (r+ 247 Y)W SO = X (r+ 4T WET = X (r+3.4° )W a0

X (r+2.4°"
X, (r+3.4°7")

En posant :

A, = partie réelle de X, (r)

B, = partie réelle de X,(r + 4d"i)
C, = partie réelle de X,(r+2.4°")
D, = partie réelle de X,(r+3.4°")
a, = partie réelle de X, ,(r)

by = partie réelle de X, (r+4°")
c; = partie réelle de X,  (r+ 2.4d‘i)
d; = partie réelle de X, ,(r+ 3.4‘“)
e, = partie réelle de W'

f, = partie réelle de W “""

g, = partie réelle de W "
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[X (D) + X, (r+2.4 WSSO ][ X, (r+4" WSO + X, (r+3.4° )W, 4
[Xi ()= X (r+ 24" WEe O+ X (r+ 47 W T = X (r+3.4HWee]

A, = partie imaginaire de X, (r)

B; = partie imaginaire de X, (r +4°")

C; = partie imaginaire de X, (r+2.4")
D; = partie imaginaire de X,(r+3.4°")
a; = partie imaginaire de X, ,(r)

b; = partie imaginaire de X, (r +4°")
c; = partie imaginaire de X, (r +2.4"")
d; = partie imaginaire de X,_,(r+3.4°™")
e; = partie imaginaire de W'"

f, = partie imaginaire de W_'""

g; = partie imaginaire de W %"
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on arrive aux formules suivantes :

(ArtjA)=[(@ar+ja)+(ctjei) (E+ )]+ [(br +jbi) (er+je)+(de+jdi) (& +] gl
(Ar +j Ai) = [ar + (cr-fr - Ci-fi) +j {ai+ (Cr.fi+ Ci.fr)}]
+[{(br.e; — bi.¢) + (dr.gr — di.g))} +j {(brei+ bier) + (drgi + digo)}]

(Br+jB)=[(ar+jai)-(cc+joci) (fr+j£)]-j[(br+]bi)(er+jei) - (de +jdi) (gt gi)]
(B: +j Bj) = [ar - (cr.fr — ci.fy) +] {ai- (cr.fit ci.f)}]
-J [{(br.er —bi.ei) - (dr.gr — di.gi )} +] {(br.ei T bi.er) - (drgi+ digr)}]

(C+jC=[(artja)+(ctjc) (E+jH]-[(b:+]jbi) (e +je)+(d+]jd) (g +] &)l
(Cr+j C)=[ar+ (crfr —cify) +j {ait (crfit cif)}]
- [{(br.e; — bi.e)) + (dr.gr — di.g)} +] {(br.ei+ bi.er) + (drgi+ dign)}]

(Dr+j D) =[(ar+ja) - (e tjci) (fr+j )] +J[(br+]by) (ertjei)-(de+]di) (& +] gl
(D +j Dj) = [a; - (crfr — cifi) +j {ai- (cr.fit cif)}]
+J [{(brer —biei) - (dr.gr— dig)} +]j {(br.eit bi.er) -(drgit di.gr)}]

qui déterminent ainsi la structure du PE_FFT4 de la figure I1.10.

Pour un nombre d’échantillons N donné, le nombre total d’opérateurs réels pour
implémenter la FFT4 est de :

(N/4).10g4(N).12 multiplieurs + (N/4).logs(N).22 additionneurs =

(3/2).N.logz(N) multiplieurs + (11/4).N.logz(N) additionneurs (I1.3)
D’aprés la structure du PE_FFT4, Le temps de réponse est donné par :

TR PE FFT4 =t, +3.t, (IL.4)

tm et t, sont les temps de réponse de respectivement les multiplieur et additionneur réels.

Une concise comparaison entre les architectures étalées de la FFT2 et de la FFT4 nous
permet de tirer quelques conclusions :

e Pour un méme nombre d’échantillons N, le nombre d’étages de la FFT4 est ¢gal a la moitié
du nombre d’étages de la FFT2 et le nombre de PEs de la FFT4 par étage est égal a la
moiti¢ de celui da la FFT2. A titre d’exemple, pour N=256, la FFT4 a 4 étages et 64
PE FFT4 par étage (4*64=256 PE_FFT4 pour toute la FFT4), alors que la FFT2 possede
8 étages et requiert 128 PE_FFT2 par étage (8*128=1024 PE_FFT2 pour toute la FFT2).
Le nombre total des PE FFT2 est donc 4 fois supérieur a celui des PE FFT4. Cet
important gain de la FFT4 par rapport a la FFT2 a été obtenu au dépend d’une complexité
d’implémentation beaucoup plus grande du PE FFT4 par rapport a celle de la FFT2

comme on le voit sur la figures 11.6 et I1.10.
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e En surface d’implantation sur silicium, la FFT4 est meilleure que la FFT2: un gain
considérable est acquis sur la surface des réseaux d’interconnexion entre étages, plus le
gain sur les surfaces occupées par les opérateurs réels. En effet, si Sm et Sa sont les
surfaces occupées respectivement par un multiplieur et un additionneur réels, les surfaces
occupées par les implémentations du point de vue de ces opérateurs réels sont :

- pour la FFT2 : S_ FFT2 = 2.N.log2(N).Sm + 3.N.logz(N).Sa
- pour la FFT4 : S FFT4 = (3/2).N.log2(N).Sm + (11/4).N.logz(N).Sa
Ce qui fait un gain en surface de 25% pour les multiplieurs et d’a peu prés 8,5% pour les

additionneurs de I’implémentation de la FFT4 par rapport a celle de la FFT2.

e Pour le temps de réponse qui un autre facteur trés important et qu’on cherche toujours a
améliorer, 1’architecture de la FFT4 est de loin supérieure a celle de la FFT2. En effet, en
appliquant les formules (I1.2) et (I1.4), les temps de réponse sont :

- pourla FFT2: TR _FFT2 = (t,, + 2.t,).10g92(N)
- pourla FFT4: TR FFT4 = (t;, + 3.t,).1004(N) = [(t;, + 3.t).1092(N)]/2

Etant donné que la multiplication consomme plus de temps que 1’addition, on peut conclure

que le temps de réponse de I’architecture FFT4 est a peu prés la moitié de celui de

I’architecture FFT2.

A partir de cette comparaison, on peut conclure que pour des architectures paralleles étalées,
I’implémentation de ’algorithme FFT4 est préférable a celle de I’algorithme FFT2 car les
gains en temps de réponse et en surface d’implantation sont considérables.

Un gain en surface peut encore étre apporté pour les deux types architectures FFT2 et FFT4

en implémentant les PEs de la 1 colonne sans multiplieurs car les coefficients W (pour

la FFT2) et W, Wi et W (pour la FET4) sont égaux a W, =1.

Remarque importante : Les architectures paralleles trouvent leur importance lorsque le

volume des données a traiter dépasse un certain seuil. Si le calcul est fait sur un débit de
données continu, c'est-a-dire si plusieurs FFTs sont a calculer sur des trames de données
adjacentes, chaque trame ayant N=B® données (B =2 ou 4), le premier spectre relatif a la
premiére trame est obtenu en logz(N) étapes pour une FFT2 et logs(N) étapes pour une FFT4.
I1 sera suivi d’un spectre par étape pour chaque nouvelle trame de données. Le spectre de la

séme

trame sera donc obtenu a 1’étape (1+d) et celui de la i*™ trame a 1’étape :  (i-1) + d.

2éme
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3. Implémentation de la FFT sur des architectures paralleles
rebouclées ou cycliques

Le nombre de PEs est directement li¢ au nombre d’échantillons N. Quand ce dernier
devient trés grand, le nombre de PEs le devient encore plus. Par exemple, pour calculer une
FFT a 16 millions d’échantillons (N = 2** = 4'* =16777216), presque 200 millions de
PE _FFT2 ou 50 millions de PE _FFT4 seront nécessaires pour I’implémentation de 1’'un ou
I’autre des deux algorithmes. La technologie VLSI est encore limitée pour pouvoir implanter
ce nombre de cellules sur la méme plaque de silicium. Des alternatives ont été étudiées pour
remédier a ce probléme. L’une d’elles est de n’utiliser qu’une seule rangée de PEs et de
reboucler la structure sur elle-méme pour permettre la réutilisation des résultats intermédiaires
en les redirigeant des sorties du réseau vers ses entrées [78, 85]. Un systéme de contrdle dirigé
par le systeme hote est alors nécessaire pour fournir les commandes qui permettent :

- alapremiére étape, d’injecter au réseau les N échantillons a traiter.

- aux étapes qui suivent, sauf a la derniere, de reboucler les sorties du réseau, qui sont
les états intermédiaires, vers ses entrées. Des registres doivent étre prévus a la sortie
des PEs pour mémoriser les résultats intermédiaires.

- ala fin de la derniére étape, de fournir le spectre final.

Les coefficients W doivent étre appliqués d’une manicre appropriée pour chaque étape de

calcul. La figure I1.11 présente le schéma bloc d’une telle structure.

Spectre intermédiaire Xi(k)
v v
< <

Multiplexeurs
Réseau
d'interconnexions
Réseau de

PEs
Demultiplexeurs

Echantillons x(n)
Spectre final X(k)

Coefficients W
appropriés
achaque étape

Figure II.11. Structure générale d’une architecture parallele rebouclée.

La figure I1.12 donne la structure d’une architecture paralléle rebouclée pour le calcul
de la FFT2 pour un nombre d’échantillons N = 8. Les multiplexeurs, qui se trouvent a 1’entrée
du réseau de processeurs, permettent de sélectionner les données externes (début de 1’étape 1)

ou les composantes spectrales intermédiaires (débuts des étapes 2 et 3). A la fin de 1’étape 3,
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le spectre final est récupéré a la sortie des démultiplexeurs qui, a la fin des étapes 1 et 2,

rebouclaient les résultats intermédiaires vers I’entrée du réseau de processeurs.

x(0) e E1+32W’SWL’QJ X(0)
x(1) ﬁﬁ ez ere MO X@4)
(2 —| \%81 E1+EQI’V3C;':?]_)C]:_) X
<) e Rt R o ] —

xt) o1 Brregi s [ X
x(5) — Bz 81—82%01"1_)[jo X{(5)

x(6) £1 et 5] X(3)

x(T) es 91_92;@?‘.(?14)6_‘ X(T)

Figure I1.12. Architecture paralléle, pipelinée et rebouclée de la FFT2 pour N = 8.

)

Le nombre total de PEs utilisés a donc été divisé par le nombre d’étapes (3 pour N =8,
l0og2(N) pour le cas général). Ce gain a son importance en surface d’implantation si N devient
important. Par exemple, pour N = 1024 = 2'°, 5120 PEs sont nécessaires pour une architecture
étalée, alors que seulement 512 PEs le sont pour une architecture rebouclée. Cela fait un gain
de 90% sur aussi bien le nombre de PEs que sur le nombre de réseaux d’interconnexion, et
donc sur la surface silicium totale d’implantation. Il faut juste noter que bien que N
multiplexeurs et N démultiplexeurs soient ajoutés au circuit, le gain en surface d’implantation
est remarquable.

Comme pour le cas d’une architecture étalée, le nombre d’étapes pour le calcul d’une
FFT2 est égal a logz(N), mais celui de m FFT2s sur m trames de données adjacentes sera égal
a m.logy(N). Cela est di au fait qu’une nouvelle FFT2 ne peut étre entamée avant la fin de la
précédente. Il faut aussi noter que la boucle de retour avec ses multiplexeurs et ses
démultiplexeurs apporte une latence additionnelle : la durée d’une étape dans le cas d’une
architecture rebouclée est donc plus importante que celle d’une architecture étalée.

Pour une architecture FFT4, le méme principe peut étre appliqué et les mémes
remarques peuvent étre exprimées. Le nombre de processeurs PE_FFT4 est alors divisé par

10g4(N) par rapport a une architecture étalée et le nombre d’étapes pour le calcul de m FFT4s
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successives sera de m.logs(N). La figure I1.13 donne la structure d’une architecture paralléle

rebouclée pour le calcul de la FFT4 pour un nombre d’échantillons N = 16.

16 lignes de retour
i

A |
x(0) — 5 . 5 — X(0)
x(0) WE )
x(1) o =2 oy [ AW
n e — .
x(2) — 177G | O = A8
- o o))
x(3) o PE, |— 3 a2
x(4) @ ) s o — X(@)
o o - .
XS = S G = s X(5)
X6 — 2 wen L £ = XO)
x(7) —H E PE,, 3 g s (13
LD r
g — mcﬁ;m H W —  X{(2)
— .
O = 5 weo = g = X6
¥(10) — g WO fs E > X(10)
(1) = g PE, | & ¢ |— xa9
v(12) = O T e e &)
= Y16 n
vy — weo = O
x(14) —3 o f— — X(11)
x(15) — 5| PEy, N 5 X(15)

Figure I1.13. Architecture parallele, pipelinée et rebouclée de la FFT4 pour N = 16.

4. Implémentation de la FFT sur des architectures pipelinées
linéaires
4.1. Implémentation de la FFT2 sur des architectures pipelinées linéaires
L’architecture de la FFT paralléle et cyclique permet de réduire considérablement le
nombre de PEs par rapport a 1’architecture étalée. Les architectures pipelinées et linéaires,
sujet de plusieurs travaux de recherche [81 — 85], permettent de réduire encore beaucoup plus
ce nombre. Quelques architectures FFT2 trouvées dans la littérature [86] et qu’on présente

succinctement ci-dessous montrent les qualités et avantages résultant de telles architectures.

8 |
a BF2 BFR2 3 EF2
&y

Figure I1.14. Architecture pipelinée et linéaire de la FFT2 pour N =16 avec commutateurs
et registres a décalage [86].

EF2
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%BFI EF2 BF2$<J’> : .

Figure I1.15. Architecture pipelinée et linéaire de la FFT2 pour N =16 avec registres a
décalage en Feedback [86].

Ces architectures permettent de ne garder qu’une seule ligne de PEs, composée de logz(N)
PEs. Le nombre total de PEs utilisés dans une architecture FFT2 étalée est donc divisé par
(N/2). Cela représente un gain en nombre de PEs encore beaucoup plus important que celui
apporté par 1’architecture rebouclée. Si on reprend ’exemple de N = 1024 = 2'°, 10 PEs
seulement seront nécessaires pour une architecture FFT2 linéaire contre 512 PEs pour une
architecture rebouclée et 5120 PEs pour une architecture étalée. En ne prenant en compte que
les PEs, I’architecture FFT2 linéaire présente alors un gain en surface silicium de 99.8% par
rapport a I’architecture étalée et 98% par rapport a I’architecture rebouclée.

Le circuit de la figure II.14. désigné par «Radix-2 Multi-path Delay Commutator
(R2MDC) », pour réseau FFT2 a chemin multiple avec commutateurs et ¢léments de retard,
est ’approche directe d’une implémentation pipelinée et linéaire ou la séquence d’entrée est
répartie, grice au 1° commutateur C2, en deux flux ou suites d’échantillons. Ces derniers
vont arriver sur les papillons BF2 (butterfly FFT2) avec des temps adéquatement synchrones
grice a des éléments de retard qui sont des registres a décalage en nombre de 8 avant le 1%
BF2, 4 avant le 2™ BF2 et ainsi de suite comme montré sur la figure I.14. La figure I1.15
présente le méme réseau avec un retour ou feedback des registres a décalage sur les entrées
des papillons BF2. Ceci est fait dans un souci de réduire le nombre des registres a décalage et
¢liminer les commutateurs, d’ou [’appellation «Radix-2 Single-path Delay Feedback
(R2SDF)», pour réseau FFT2 a chemin unique et feedback des éléments de retard.

Sur les deux circuits présentés, les papillons BF2, les multiplieurs complexes et 1’opérateur |
sont définis séparément contrairement aux réseaux qu’on proposera ou les PEs englobent tous
ces ¢léments.

La structure proposée sur la figure I1.16.a est un exemple d’architecture pipelinée et
linéaire de la FFT2 qui travaille sur un nombre d’échantillons N = 8. N est choisi limité a 8
afin de pouvoir suivre clairement et bien comprendre 1’évolution des calculs. Elle utilise des
PE FFT2 dont la structure est donnée sur la figure 11.6. Les figures I1.16.b et II.16.c

représentent les modes de fonctionnement des commutateurs C;, C; et Cs.
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: étage 1 | dtage 2 | diage 3 :
-1 El 5-‘11 K Bl |31 "1y 1 qEL Sll
E:1\|z:_[|1\:|ﬂ:|1]7 2 :Mﬂz:ll_ PE 2 | W3 1 -
et PE, M2z} L‘ o 2 |wsa, L‘ s PE;
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Figure II.16.a. Architecture pipelinée et linéaire de la FFT2 pour N =8.

1~ 51 81 El 81 EI[; 31
. _hff“x.__ ' : ' p
a2 B EZ 32 E2 a2
Figure 11.16.Db. Figure 11.16.c.
Etats possibles du commutateur C;. Etats possibles des commutateurs C; et Cs.

Pour N = 8§, le circuit comporte 3 PEs, un module M1 de 4 registres, 2 autres modules, M2 1
et M2 2, de 2 registres chacun et 2 simples registres notés M3 1 et M3 2. Le role des
registres est de faire introduire des retards permettant la synchronisation des paires
d’échantillons appropriés aux entrées des différents PEs. A chaque étape, chaque registre fait
transférer sa donnée vers 1’élément se trouvant a sa droite et est chargé par la donnée présente
a son entrée ou elle est retenue jusqu’a la prochaine étape. Le circuit possede aussi 3
commutateurs C;, C, et C;, qui travaillent selon 1’une des 2 positions données sur les figures
I1.16.b et I1.16.c, et qui permettent une transmission adéquate des données vers les entrées des
PEs. Le choix de I'une ou I’autre des 2 positions est contrdlé par un signal de commande. Les
coefficients W correspondants a chaque étape sont injectés aux processeurs aux moments

adéquats.

Fonctionnement du réseau :

e Les échantillons se présentent séquentiellement a 1’entrée E du réseau dans 1’ordre x(0),
x(1), x(2), ... x(7)

e Pendant les 4 premiceres étapes, le commutateur C; est en position 1. Les quatre premieres
données sont alors stockées au fur et a mesure dans le module des registres M1.

e Pendant les 4 prochaines étapes (de la 5™ a la 8™ étape), le commutateur C; bascule vers
la position 2, et les actions suivantes sont effectuées :

- Xi(0) et X;(4) sont calculés (Elpg; = X(0) et E2pg; = X(4)) et sont enregistrés dans

respectivement M2 1 et M2 2, Puis un décalage d’une position vers la gauche se fait au

niveau de M1.
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- Les étapes 6, 7 et 8 vont permettre le calcul du reste du vecteur intermédiaire X; (X;(1)
et Xi(5) [étape 6] ; Xi(2) et X;(6) [étape 7]; Xi(3) et Xi(7) [étape 8]).

e Puisque tous les processeurs sont en train de travailler en pipeline et en méme temps, le
calcul de X, commence pendant I’étape 7 et celui de X3 pendant 1’étape 8.

e Le spectre intermédiaire X, est fini d’étre calculé a 1’étape 10, et le spectre X; a I’étape 11.

X3 nécessite un miroir binaire de ses composantes pour avoir le spectre final X.

Les tableaux II.1 permettent de visualiser clairement toutes les étapes de calcul. Les entrées
des PEs sont notées par Elpg; et E2pg;, et leurs sorties par Slpgj et S2pgj, j : 1...3. Les sorties
des registres sont mentionnées par Smi, Smz 1, Sm2 2, Sm3z 1 €t Sm3 2.

Etape4: (Clenl)

M1 SpEi1
x(3) | x@) | x(1) | x(0)
Etape 5: (Clen?2) (C2enl)
M1 SpE1 M2 2 M2 1 Sz
| x®) | x@) | x(D) [ X(0) X(0) |
Xi(4) || Xi4) |
Etape 6: (Clen?2) (C2enl)
M1 SeEl M2 2 M2 1 Sprn
\ | x3) | x@ | xi() Xi(1) | Xi(0)
X6 [ x6) [ X@
Etape 7: (Clen?2) (C2en2) (C3enl
Ml SpEi M2 2 M2 1 Seex | M3 2 | M3 1 SpE3
T [ [xO X@) [ Xi(1) | X(0) X,(0)
X,(6) || Xu(6) | Xi(5) X02) || X2
Etape 8: (Clen?2) (C2en2) (C3en2
M1 SpE1 M2 2 M2 1 Serx | M3 2 | M3 1 SpE3
] X,(3) Xi(5) | Xu@) | Xa(D) X,2) | X5(0)
X,(7) || Xu(D) | Xi(6) X0) | X:0) X5(1)
Etape9: (Clenl) (C2enl) (C3enl
Ml SpEi M2 2 M2 1 Seex | M3 2 | M3 1 SpE3
] [X.(5) | %) X4 | X0
| Xi(7) X3(6) || X2(6) X503)
Etape 10: (Clen 1) (C2enl) (C3en2
M1 SpE1 M2 2 M2 1 Serx | M3 2 | M3 1 SpE3
‘ ‘ ‘ ‘ X(5) X(6) | X5(4)
| X | %) X:(5)
Etape 11: (Clenl) (C2en?2) (C3enl
M1 SpE1 M2 2 M2 1 Speo Il M3 2 | M3 1 | Spgs
[ ] | X3(6)
| X3(7)

Tableaux I1.1. Sorties des PEs et contenus des différents registres Mi pendant les différentes étapes de
calcul pour I’architecture pipelinée et linéaire de la FFT2 pour N =8.
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Pour N =38, il a donc fallu 11 étapes pour calculer le spectre X.

Le circuit de la figure II.16.a peut étre généralisé pour un nombre quelconque
d’échantillons N =2°. Le nombre d’étages est loga(N) et chaque étage est constitué d’un
commutateur, d’un ensemble de registres et d’'un PE FFT2. Le 1% étage est composé du
commutateur C;, du module de registres M1 formé de (N/2) registres et de PE1. Le i°™ étage,
i:2 ...10g2(N), est formé du commutateur Cj, de 2 modules de registres Mi 1 et Mi 2,
formés chacun de (N/2i) registres, et de PEI.

Remarques importantes :

- Les différents loga(N) étages sont de structures différentes vis-a-vis des modules de
registres et nécessitent donc des signaux de commande différents pour les
commutateurs, d’ou 1’absence du facteur modularité recherché dans les architectures
paralléles VLSI.

- Siplusieurs FFT2 sont a calculer sur des trames de données adjacentes les PEs ne sont
actifs que pendant la moitié du temps. On peut voir cela en reprenant I’exemple donné
en haut pour N = 8 : PE;, par exemple, est inactif pendant les 4 premiéres périodes,
actif pendant les 4 prochaines (périodes 5 a 8) puis inactif pendant les 4 suivantes,
donc attendre la période 13 pour redevenir actif si une nouvelle FFT2 est a calculer, et
ainsi de suite. Ceci implique qu’entre 2 calculs consécutifs de FFT2, rien n’est
récupéré a la sortie du réseau pendant 4 périodes (N/2 périodes pour le cas général).
En considérant un débit en données important a 1’entrée du réseau, un systéme de
mémoires peut étre inséré a 1’entrée du réseau pour retenir les données et les fournir a
ce dernier, a la cadence adéquate et dans I’ordre donné sur la figure 11.17, ou C; et M1

ont été enlevés.

I
trame 2 . trame | | :
Vi3 x(2) w0 23 2@ (1) ) a1
A
: : PE, PE;
127 (8] =) =Dz x(@ x() =@
T
Wcm Wctrl

2 4

Figure I1.17. Architecture pipelinée et linéaire de la FFT2 pour N = 8, a débit amélioré.

Les PEs seront alors tout le temps actifs et deux composantes spectrales sont obtenues a la
sortie du réseau a chaque étape. Les tableaux suivants exposent les différentes étapes de

calculs pour 3 trames consécutives traitées par le réseau.
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Flux ininterrompu de données a ’entrée du réseau

Trame3 | Trame 2 | Trame 1 SpEi
X(3) x(2)  x(1)  x(0) X(3) x(2) x(1) x(0) X(3) x(2)  x(1)  x(0)
X(7) x(6) x(5) x4 X(7) x(6) x(5 x4 X(7) x(6) x(5) x4
Etape 1 : 1"trame  (C2en 1)
Seer M2 2 M2 1 S
X,(0) X(0) |
X4 | x@ |
Etape 2 : (C2enl)
SpE1 M2 2 M2 1 Spe2
Xi(1) Xi(1) [ Xi(0)
Xi(5) || Xi(5) ‘ Xi(4)
Etape 3 : (C2en?2) (C3enl)
SpE1 M2 2 M2 1 Spe2 M3 2 M3 1 SpE3
Xi(2) Xi(#) [ Xi() | X(0) X5(0)
X,(6) J| Xi(6) | Xi(5) X02) | X2)
Etape 4 : (C2en?2) (C3en?2)
SpE1 M2 2 M2 1 Spe2 M3 2 M3 1 SpE3
Xi(3) Xi(5) | Xi4) | Xa(D) Xa(2) | X5(0)
X,(7) || XD | Xi(6) X0) | X0) Xs(1)
Etape 5: 2™ trame (C2en 1) (C3enl
SpE1 M2 2 M2 1 Spe> M3 2 M3 1 SpE3
Xi(0) Xi(0) | Xu(5) | Xa(4) X4 | X502
X4 || x@ | X Xa(6) f| Xa(6) X53)
Etape 6 : (C2enl) (C3en?2)
SpE1 M2 2 M2 1 See2 M3 2 M3 1 SpE3
X,(1) Xi(1) | Xi(0) | Xa(5) X,(6) | Xs5(4)
X5 || X6 | X4 XD g XD X5(5)
Etape 7 : (C2en?2) (C3enl)
S M2 2 M2 1 Seex . M3 2 [ M3 1 [ Spes
Xi(2) Xi(4) | Xu(1) | Xa(0) X,(0) | X5(6)
X,(6) || Xu(6) | Xi(5) X2) ) X2 X5(7)
Etape 8 : (C2en?2) (C3en?2)
SpE1 M2 2 M2 1 See2 l M3 2 | M3 1 | Spgs
X,(3) Xi(5) | Xu@) | Xa(D) Xx(2) | X5(0)
X:(7) || X | Xi(6) X03) 1 X0 X5(1)
Etape 9: 3™ trame (C2en 1) (C3enl)
S M2 2 M2 1 Seex . M3 2 [ M3 1 [ Spes
X,(0) Xi(0) | Xi(5) | Xa(4) X(4) | X5(2)
x4 | x@ | X Xa(6) || Xa(6) X53)
Etape 10 : (C2enl) (C3en?2)
SpEi M2 2 M2 1 Spe2 M3 2 M3 1 Spe3
X(1) Xi(1) | Xi(0) | Xa(5) X,(6) | Xs(4)
X5 | Xi9) | Xi4) X(7) || Xa(7) X5(5)
Etape 11 : (C2en?2) (C3enl)
SpEi M2 2 M2 1 Spe2 M3 2 M3 1 Spe3
Xi(2) Xi(4) | Xu(1) | Xa(0) X,(0) | Xs(6)
X,(6) || Xi(6) | Xi(5) X2) ) Xx(2) X3(7)

Tableaux I1.2. Sorties des PEs et contenus des registres Mi lors des différentes étapes de calcul pour
I’architecture pipelinée et linéaire de la FFT2 pour N = &, sur un flux continu de trames d’échantillons.
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Le spectre de la 1°° trame est obtenu a la 7°™ étape, celui de la 2™ 4 la 11°™ étape, c'est-a-

dire apres 4 étapes, et ainsi de suite pour les spectres des trames suivantes.

Dans le cas général, le spectre de la 1% trame est obtenu a ’étape k, telle que :
log, (N)
k=N > N_ NN oN-
2 &2 2 2
B représentent le nombre d’étapes nécessaires pour que la derniére colonne d’échantillons

. log, (N)
de la 17 trame entre dans le premier PE_FFT2 du circuit et ( Z

?j est le nombre d’étapes
i=2

requises pour traverser I’ensemble des registres et étre introduite dans le dernier PE_FFT2 du

circuit. Un spectre correspondant a une nouvelle trame d’échantillons est obtenu toutes les

(N] étapes suivantes, avec deux composantes spectrales obtenues a la sortie du réseau a
2

chaque étape.
4.2. Implémentation de la FFT4 sur des architectures pipelinées linéaires

L’implémentation de la FFT4 sur des architectures pipelinées et lin€aires, sujet aussi
de plusieurs travaux [82, 86 — 88], peut étre congue selon un modéle similaire a celui adopté
pour I’architecture pipelinée et linéaire de la FFT2. La figure I1.18.a. montre une telle
structure pour N = 4% =16. La figure IL.18.b. donne les modes de fonctionnement des
commutateurs C; et C, pour les différentes étapes de calcul.

! dtage 1 : étage 2 I
|
| W11 I M2 1 I
— El 51 ] El 81
I Maniliss >
0 M1_2 M2 || Mz3
g EETTHA = B IFE B
w15 xS xfd) w3 w2 w1} wf) _E § M1 3 PE, M2_4 § M2 3 PE,
E DIDEB 53 Il E DES 53 >
3 M6 |
L | E4 34 IID L | E4 =4 >
™TT ™TT
i O W

Figure I1.18.a. Architecture pipelinée et linéaire de la FFT4 pour N =16.

+ T+ T +—~F ©oF

1 7 2 7 3 ] 4

- i

2 3 4

AN

1

Etapes Etapes Etapes Etapes Etapes Etapes Etapes Etape
1,234 5,6,7,.8 9,10,11,12 13,14,15,16 | 12,17 14 .18 15 .19 16
- | | -
I — =] /]
|
|

Figure I1.18.b. Positions des commutateurs C; et C, lors des différentes étapes de calcul.

Le fonctionnement du circuit avec les différents passages et les états des commutateurs

pendant chaque étape de calcul est donné sur les tableaux II.3.
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Etape4 (Clenl)

M1 [x(3) [x2 [x(D) [x(0)

M1 2

Ml 3

Etape 8 (Clen?2)

MI_1 | | | x3) [x@ [x() [ x(0)

Ml 2 x(7) x(6) x(5) x(4)

MI 3

Etape 12 (Clen3)

Ml 1 | x(3) x(2) x(1) x(0)
Ml 2 x(7) x(6) x(5) x(4)
MI 3 x(1D) [ x(10) [x(9) | x(8)
Etapel3 (Clen4) et (C2enl)

SpE1 M2 2, M2 4, M2 6 M2 I,M2 3, M2 5 SpE2
X,(0) X,(0)

Xi(4) Xi(4)
Xi(8) Xi(8)
X,(12) | X,(12)
Etapel4 (Clen4) et (C2en2)

SpE; M2 2, M2 4, M2 6 M2 1,M2 3,M2 5 Spkn

Xi(1) Xi(4) | X4(0)
Xi(5) Xi(5) Xi(1)
Xi(9) Xi®) | Xi®)

Xi(13) | X4(13) | X4(12)
Etapel5 (Clen4) et (C2en3)

Seer M2 2, M2 4, M2 6 M2 1,M2 3,M2 5 Spra
Xi(2) Xi(®) | Xi(4) | Xi(0)

X,(6) X,(6) X,6) | Xu(D)
X,(10) Xi(10) | Xi(9) Xi(2)
X,(14) | X,(14) | X,(13) | Xy(12)
Etapel6  (Clen4) et (C2en4)

Seer M2 2, M2 4, M2 6 M2 1,M2 3,M2 5 Spra
Xi3) Xi(12) | X4(8) | Xi(4) | Xx(0)
Xi(7) Xi(7) Xi9) | Xi(5) | Xx(1)
X,(11) X,(1D) | X,(10) X,(6) | X(2)
X,(15) | X,(15) | Xy(14) | X,(13) X,(3)
Etapel7 (Clen4) et (C2enl)

SpE1 M2 2, M2 4, M2 6 M2 1,M2 3,M2 5 SpE2

Xi(12) | X3(8) | Xx(4)
Xi(13) | Xi(9) | Xx(5)
X,(11) Xi(10) | X5(6)
Xi(15) | X,(14) Xo(7)
Etapel8 (Clen4) et (C2en?2)
SpE1 M2 2, M2 4, M2 6 M2 1,M2 3,M2 5 Sp>
X,(12) | X(8)
X,(13) | X,09)
Xi(14) | X,(10)
X,(15) Xo(11)
Etapel9 (Clen4) et (C2en3)
SpE1 M2 2, M2 4, M2 6 M2 1,M2 3,M2 5 SpE2
X5(12)
X5(13)
X5(14)
X5(15)

Tableaux I1.3. Sorties des PEs et contenus des différents registres Mi pendant les différentes étapes de
calcul pour I’architecture pipelinée et linéaire de la FFT4 pour N = 16.
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Le spectre est totalement calculé aprés 19 étapes. Les échantillons se présentent
séquentiellement a I’entrée E du réseau dans 1’ordre donné sur la figure I1.18.a. Initialement a
la position 1, le commutateur C;, avec ses 4 états possibles, bascule vers un nouvel état toutes
les 4 étapes. Le commutateur C,, lui aussi a 4 états possibles, change vers un nouvel état a
chaque étape et ne commence a travailler qu’a la 13°™ étape. La figure I1.18.b. donne les
positions des commutateurs C; et C, pour chaque étape de calcul. Les registres M1 i (i =
1..3) et M2_j (j = 1..6) permettent de faire introduire les retards nécessaires pour synchroniser

les 4 échantillons adéquats aux entrées des PEs appropriés au moment convenable. Les
coefficients W' W5 et W, 7" correspondant & chaque étape et a chaque PE_FFT4 sont

fournis a celui-ci au moment qui convient.
Une généralisation de 1’architecture peut étre déduite pour N = 49 Le nombre de
PE FFT4 sera égal a logs(N). Chaque étage aura son ensemble de vecteurs de registres
distribués de la maniére suivante :
- Pour le 1 étage : M1 _1=3.N/4 registres ; M1 2 =2.N/4 registres et M1_3 = N/4 registres.
- Pour le i°™ étage, avec i allantde 2ad: Mi 1 =Mi 6=3.N/4" registres ;
Mi 3=Mi 4=2.N/4 registres et Mi 2=Mi 5=N/4' registres.
Les commutateurs Cj, pour i >1, auront tous la méme structure.
A titre d’exemple, la figure I1.19 donne I’architecture pipelinée et linéaire de la FFT4
pour N = 64, avec pour les différents vecteurs de registres:
M1 1 =48 registres ; M1 2 =32 registres ; M1 3 = 16 registres
M2 1=M2 6=12registres ; M2 3 =M2 4 =8 registres ; M2 2 =M2 5 =4 registres.
M3 1=M3 6 =3registres ; M2 3 =M2 4 =2 registres; M2 2=M2 5 =1 registre.
Le commutateur C; changera d’état toutes les 16 étapes, C, toutes les 4 étapes et C; a chaque

étape. Pour le cas général C; basculera vers un nouvel état toutes les (N/4i) étapes.

[ étage I ! dtage 2 [ étage 3 [
| I I I
o Mi1_1 e : - M2 1 . I M3 . I
_ A== 2 = A L —I L
3 ML 2 M2 | M2 3 miz | O m33
5 g E3 22 I:IID EJ II!"II E2| a2 I:l E I:D E2 22 ;
— & M1 3 PE, M4 | E B2 PE, Mid | §| M35 PE-
g IEEl = EH § —& =1 §—1g =
3] M2 6 3 M3 |3
|| = il =l ) sl ) Ed
™TT T T T ™TT
Wﬁﬂ_‘ W;ﬂ W;ﬂ W;f (] W;c (] Wﬁc *) Wﬁtr: ngc &) Wﬁc"’

Figure I1.19. Architecture pipelinée et linéaire de la FFT4 pour N = 64.
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Remarques importantes : Les mémes inconvénients soulevés pour 1’architecture pipelinée et

linéaire de la FFT2, sont valables pour celle de la FFT4 :

- Les étages sont a structures différentes vis-a-vis du nombre de registres par étage et les
signaux de commande des commutateurs différent d’un étage a 1’autre, d’ou I’absence
du facteur modularité.

- Les PEs ne sont actifs que seulement le quart du temps. En effet on peut remarquer
cela en reprenant I’exemple ou N =16 et analyser les tableaux II.3. On remarque, par
exemple, que PE; n’est actif que pendant les étapes 13 a 16 et doit attendre 12
nouvelles étapes pour travailler sur une nouvelle trame d’échantillons. Cela implique
que pendant 12 étapes sur 16 rien n’est récupéré a la sortie du circuit. Si donc
plusieurs FFT4 sont a calculer sur un tel circuit et qu’on insére un systeéme de
mémoires a son entrée pour retenir les et les lui fournir a la cadence adéquate suivant
I’ordre donné sur la figure I11.20. (C; et les M1 j, j:1..3, ont été éliminés), les PEs
seront actifs tout le temps et le débit en données sera ainsi quadruplé. Quatre
composantes seront disponibles a la sortie du réseau a chaque étape, et un spectre

complet sera calculé toutes les 4 étapes.

| dtage 1 : dtage 2 I
! trame 2 I trame I | I
[ [ I M2 1 [
: =3 x(@ x(1) = : =3 =) x(I) =) El 31 —N IID_ El 31 >
. . M2 | 0| M23
D x(7 x(8) x5 x| x(A x(d x(5) xH)  E2 a3 I:I 5 |:|:| E2 32 >
: : PEI Mz 4 g M2 5 PE2
VT xf 10 xR x(E v xII) xfTM x(M x(E) 1 |:| E
| | E3 53 I\,'II:DE p g E3 a3
Vox(TE) k(14 x(T3) x(12) v xf15) xild) x(13) x(12) 7 D
| | E4 a4 I:I:I:I L E4 a4
! ! ™TT ™71

0 ol gl o ar

Figure I1.20. Architecture pipelinée et linéaire de la FFT4 pour N =16, a débit amélioré.

Dans le cas général pour N échantillons, le spectre de la 1° trame est obtenu a 1’étape k, telle

que :
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\ N ’ 57z ’ . . ere
ouX représente le nombre d’étapes nécessaires pour que la derniere colonne de la 1™ trame

log, (N)

entre dans le premier PE FFT4 du circuit et (3. Z Ij est le nombre d’étapes requises
i=2

pour traverser I’ensemble des registres et étre introduite dans le dernier PE_FFT4 du circuit.

N

Les spectres des prochaines trames sont obtenus toutes les () étapes suivantes, avec 4

4

composantes spectrales obtenues a la sortie du réseau a chaque étape.

5. Comparaison entre les différentes architectures FFT étudiées

Le tableau suivant résume les caractéristiques des différentes architectures proposées.

Nombre de Nombre de Nombre Nombre d’étapes | Nombre d’étapes
processeurs multiplieurs d’additionneurs pour le calcul du | pour la sortie du
réels réels 1 spectre spectre suivant
FFT?2 étalée (N/2).10g2(N) | (2N).log2(N) | (3N).logz(N) log2(N) 1
FFT4 étalée (N/8).10g2(N) | (3/2).N.logz(N) | (11/4).N.logz(N) | (1/2).10g2(N) 1
FFT2 rebouclée | N/2 2N 3N log,(N) loga(N)
FFT4 rebouclée | N/4 3N (11/2).N (1/2).10gy(N) (1/2).10g,(N)
FFT2 linéaire logx(N) 4.10g2(N) 6.10g2(N) N-1 N/2
(sans C; ni M1)
FFT4 linéaire (1/2).10g2(N) | 6.1og2(N) 11.1og,(N) (N/2) -1 N/4

(sans C; ni M1)

Tableau I1.4. Comparaison entre les différentes architectures FFT proposées.

Un exemple concret de N=1024 permet de mieux situer les écarts entre les différentes

architectures. Ceci est montré sur le tableau suivant qui reprend les formules du tableau 11.4.

Nombre de Nombre de Nombre Nombre d’étapes | Nombre d’étapes
processeurs multiplieurs d’additionneurs | pour le calcul du | pour la sortie du
réels réels 1 spectre spectre suivant

FFT2 étalée 5120 20480 30720 10 1
FFT4 étalée 1280 15360 28160 5 1
FFT2 rebouclée 512 2048 3072 10 10
FFT4 rebouclée 256 3072 5632 5 5
FFT2 linéaire 10 40 60 1023 512
(sans C; ni M1)
FFT4 linéaire 5 60 110 511 256

(sans C; ni M1)

Tableau I1.5. Comparaison entre les différentes architectures FFT proposées pour N=1024.
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Méme si une étape FFT2 est 1égérement inférieure en temps d’exécution a celle d’une FFT4
(TR_PE FFT2 =t + 2.t, inferieur a TR PE FFT4 =t,, + 3.t,), on peut conclure d’apres le

tableau I1.4 que :

- Pour un choix d’une certaine architecture (étalée, rebouclée ou linéaire) celle utilisant
la base 4 est meilleure que celle utilisant la base 2 sous tous les aspects possibles
(temps de réponse et surface implantable), méme si le PE FFT4 présente une

complexité de mise en ceuvre plus importante par rapport au PE_FFT2.

- Pour la méme base utilisée (2 ou 4), plusieurs considérations devraient étre prises en
compte pour choisir I’architecture a implémenter : la faisabilité, le colit, les contraintes
auxquelles est soumise ’application, etc... La FFT étalée est celle qui permet le
meilleur temps de réponse surtout si des calculs devaient se faire sur des trames
ininterrompues d’échantillons. Mais vu le nombre de PEs qui la composent, elle pose
probléme vis-a-vis de son implantation VLSI pour des nombres d’échantillons N
¢levés. Ce probléme pourrait étre résolu en optant pour 1’architecture rebouclée au
détriment du temps de réponse qui est rallongé, surtout pour les trames d’échantillons
ultérieures a la premicre. Un gain considérable en surface silicium est apporté par
I’architecture linéaire par rapport aux deux premieres architectures, mais ceci est fait

au détriment du temps de réponse qui sera encore plus rallongé.

6. Conclusion

Dans ce chapitre, plusieurs structures paralléles ont été proposées pour le calcul de la
FFT. Les différences et les préférences entre ces architectures ont été largement discutées. Les
facteurs puissance de calcul, modularité, régularité et localité des structures ont été recherchés
et ont été atteints a différents niveaux qui dépendent de I’architecture choisie. Le facteur
modularité, par exemple, est absent de la structure linéaire, mais le facteur localité, ou
interconnexion locale entre étages, y est présent mais avec un certain nombre de registres
intercalés entre les différents PEs. Pour les architectures FFT étalée et rebouclée, les facteurs
puissance de calcul, modularité et régularité existent, mais le facteur localité, primordial pour
une implantation VLSI, est manquant. Ceci est di a la structure méme des algorithmes FFT.
Pour I’obtenir, il faudrait revenir a 1’équation initiale qui définit la TFD et ’implémenter sur
des structures spéciales nommés Réseaux Systoliques. C’est dans ce contexte que ces derniers
seront proposés dans le prochain chapitre et ou les facteurs modularité, régularité et localité,
tant recherchés dans les structures paralléles et synonymes de puissance de calcul et

possibilité d’implantation VLSI seront atteints.
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Chapitre 111 Implémentation de la TFD sur des réseaux systoliques

1. Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons présenté et étudié plusieurs architectures
paralleles performantes pour le calcul de la TFR mais auxquelles manquait le facteur
primordial qui est la localité des interconnexions entre les différents PEs. Ce probléme, comme
nous 1’avons signalé dans la conclusion du chapitre précédent, peut étre efficacement résolu par
I’utilisation d’une classe spéciale d’architectures paralleles qui sont les réseaux systoliques.

Les réseaux systoliques, qui sont des réseaux de processeurs organisés suivant une
structure réguliere et qui sont qualifiés pour des applications invoquant un nombre important de
calculs, sont la forme de parallélisme qui sera étudiée dans la suite de ce chapitre. Tout d’abord
nous ferons une présentation des réseaux systoliques, puis nous aborderons leur besoin dans les
applications relatives au domaine du traitement du signal, ensuite nous décrirons leurs
structures et leurs caractéristiques. Nous finirons par des exemples d’application qui nous
permettront de proposer des réseaux systoliques performants pour I’implémentation de la
transformée de Fourier discréte dans ce méme chapitre, et d’autres réseaux pour

I’implémentation des filtres numériques récursifs RII dans le chapitre suivant.

2. Présentation des réseaux systoliques

De nombreux algorithmes travaillant sur un grand nombre de données et présentant des
formes simplement récursives sont par leurs aspects évalués séquentiellement. Par contre,
d'autres algorithmes exhibant un certain degré de parallélisme plus ou moins important peuvent
exploiter celui-ci pour réduire considérablement le temps de calcul. Ces algorithmes sont alors
implémentés sur des architectures paralleles. Pour une architecture computationnelle
massivement paralléle, deux propriétés doivent Etre retenues : une flexibilité vis-a-vis des
applications et une efficacité de calcul satisfaisante [89]. Cela veut dire que cette architecture
doit étre reconfigurable pour exploiter les parallélismes dépendant de I'application,
programmable en langage de haut niveau pour un contrdle pratique des taches, extensible
facilement a de nombreuses applications et capable de supporter des organisations SIMD
(Single Instruction Multiple Data : Exécution d’une instruction unique sur un flux de données
multiples) et des organisations MIMD (Multiple Instruction Multiple Data : Exécution de
plusieurs instructions sur un flux de données multiples) pour pouvoir exploiter les exigences du

parallélisme non homogene. Les machines SIMD et MIMD sont d’ailleurs bien expliquées
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dans la taxonomie de Flynn qui donne une classification détaillée des différents types de
machines possibles [90].

Les réseaux systoliques sont des architectures paralléles trés performantes et sont
idéalement qualifiés pour des applications intensives en calcul qui exploitent efficacement le
parallélisme massif. Classés dans une zone entre les ordinateurs vectoriels (trés adaptés pour le
traitement des tableaux) et les ordinateurs massivement paralleles (calculateurs qui possedent
un trés grand nombre de processeurs), les réseaux systoliques combinent idéalement des
communications locales intensives et un calcul avec un parallé¢lisme décentralisé dans un
ensemble condensé. Ils trouvent leur grand intérét quand ils sont utilisés dans des processus
réguliers, modulaires, rythmiques, synchrones, concurrents et nécessitant un calcul intensif et
répétitif [89, 91].

Alors que les réseaux systoliques ¢€taient a 1'origine utilisés pour des architectures fixes
ou spéciales, le concept systolique a été étendu ces dernieres années aux architectures SIMD et
MIMD générales.

Il faut noter que la prolifération des réseaux systoliques n’a été possible que grace a
I’avancée technologique et économique (c.a.d. diminution des prix) des circuits VLSI durant
pratiquement les quatre décennies passées. Cette avancée technologique s’est traduite
essentiellement par 1’augmentation d’une facon draconienne de la densité des portes logiques
au niveau des circuits intégrés qui a permis de fabriquer des processeurs plus complexes en

fonctions, plus performants, et ainsi encouragé et vulgaris¢ le parallélisme.

3. Le besoin des réseaux systoliques dans le domaine du traitement
du signal

Les applications en traitement de signal sont le plus souvent des applications en temps
réel avec un nombre de données élevé a traiter. Elles présentent par conséquent un calcul
intensif a effectuer. Cela requiert des calculateurs trés performants et trés développés,
présentant ou ayant des systémes multiprocesseurs et utilisant des techniques de
programmation et de calcul parallele. Cependant, de part leur nature d’usage général, ces
supercalculateurs ne sont pas adaptés a toutes les applications et surtout a celles qui exigent un
débit en données élevé. De ce fait, les chercheurs ont été incités a axer leurs recherches sur le
développement de systemes processeurs dédi¢s. Ces derniers se présentent sous deux formes.
L’une de ces formes représente la catégorie des processeurs inflexibles et exclusivement dédiés

aux applications qui leur sont spécifiées. On peut citer par exemples les processeurs dédiés et
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cablés qui ont une vitesse de traitement tres €élevée, et donc adaptés pour le traitement du signal
en temps réel. Leur inconvénient majeur vient du fait de leur durée de développement excessive
et donc de leur cott élevé. L autre forme regroupe la catégorie de processeurs autorisant une
certaine flexibilité vis-a-vis de la programmabilité et de la reconfigurabilité [89, 92 — 94].
L’avancée fulgurante de la technologie VLSI a permis la faisabilité et la concrétisation
d’un grand nombre d’algorithmes sur des circuits VLSI dédiés ou bien reconfigurables. Lors de
la conception de systémes basés sur des processeurs dédiés ou reconfigurables les chercheurs
ont essayé¢ et essayent d’ailleurs toujours d’innover en matieére d’algorithmes et d’architectures
[28, 29, 95 — 104]. Deux aspects importants, qui dépendent en grande partie des contraintes
technologiques, doivent néanmoins étre pris en considération : la communication, fonction de
I’interconnexion entre processeurs, et la dépendance des flots de données. Ces deux éléments
font que pour un algorithme récursif, dont un bon nombre d’algorithmes en traitement de
signal, une grande importance soit donnée a la localité de celui-ci lors de son implantation
VLSI. Cela est réalisé par I'utilisation de chemins courts pour la communication de données,
tout en essayant de répartir équitablement la charge des calculs entre tous les processeurs. Ces
considérations liées a la technologie VLSI ont conduit a la conception des réseaux systoliques.
C’est d’ailleurs dans ce contexte qu’en 1978 H.T. Kung et C.E. Leiserson proposérent, a
I’université Carnegie-Melon, un modele de systéme paralléle qu’ils appeleérent "Réseau
systolique pour VLSI" et qui fera I’objet en 1980 d’une publication intitulée "Systolic Arrays
(for VLSI)" [32]. Avec sa deuxiéme publication "Why Systolic Architectures?" [105], en 1982,
H.T. Kung, illustra le besoin de tels réseaux pour les applications sollicitant des calculs
volumineux et le gain en performance a acquérir en les intégrant dans un systéme hote. Le
terme ‘systolique’ dans I’appellation de ces réseaux n’a pas été improvisé. En effet, en
physiologie, le terme systolique décrit les contractions (systoles) du cceur, qui d’une fagon
réguliére et rythmique propulse le sang dans toutes les cellules du corps humain a travers
arteres, veines et capillaires. Par analogie, un réseau calculateur systolique propulse le flot de
données a traiter et exécute les opérations ou calculs d’une maniére rythmée, régulicre et
répétitive. Le débit du flot de données a traiter est conditionné par les opérations d’entrée/sortie
du réseau calculateur, de la méme manicre que le coeur controle la quantité du sang propulsé

vers les cellules puisqu’il est la source et la destination de tout le sang.
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4. Définition d’un réseau systolique

Bien qu’il n’y ait pas une définition standard pour décrire exactement un réseau
systolique, on peut partir de la définition suivante :
Un réseau systolique est un systéme composé d’un ensemble de cellules processeurs, appelées
aussi processeurs ¢lémentaires (PE), interconnectées localement suivant une architecture
réguliere et homogene, chacune capable d’effectuer une certaine opération sur les données
présentes a son ou ses entrées et de transmettre éventuellement ces mémes données, les
résultats ou les deux en méme temps, aux cellules contigiies un cycle de temps plus tard. La
transmission des données se fait d’une maniére pipeline, rythmique et synchrone a travers tout
le réseau. Les communications entre le réseau et 1’extérieur, c’est a dire une mémoire externe

ou un ordinateur hote, se fait par I’intermédiaire des cellules situées aux frontieres du réseau.

5. Organisation d’un réseau systolique

Bien qu’il y ait une multitude de topologies de réseaux systoliques, nous présentons sur
les figures III.1.a et III.1.b un exemple d’organisation générale d’un réseau systolique planaire
a connexions orthogonales et une structure possible d’une cellule de base. Chaque
ligne/colonne représente un bus de communication et chaque intersection une cellule
processeur. Les registres horizontal et vertical permettent de mémoriser les entrées
correspondantes pour un traitement au niveau de 1’unité de calcul. Le registre accumulateur sert
a retenir les résultats intermédiaires pendant les différentes étapes de calcul et le résultat final

apres la dernicre étape.

5 \’ \’
—{ PEn |——f P — PEs | [Reg Ver]
—AReg. Hor l
—{ PEa | PR [——{ PEz [ T
caleul
—{PEa f——{ P |—{ e | PE,
J N N '

Figure III.1.a. Réseau systolique planaire Figure III.1.b. Cellule élémentaire.
a connexion orthogonales.
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Toutefois, il faut remarquer que les réseaux systoliques sont plus que des matrices de
processeurs qui exécutent des algorithmes systoliques. Les réseaux systoliques sont constitués

d'éléments qui prennent I'une des formes suivantes:

- une cellule spéciale avec des fonctions cablées,
- une cellule processeur avec une unité de décodage d'instructions et une unité de traitement,
- un processeur complet avec une unité de controle et une unité de traitement.

Dans tous les cas, les ¢éléments ou cellules systoliques sont caractérisés pour des
communications locales intensives et un parallélisme décentralisé. Parce qu'un réseau
systolique se compose de cellules d'un seul ou, de seulement quelques types, il a des
caractéristiques régulieres et simples. Le réseau systolique est généralement extensible avec un

minimum de difficulté.

6. Propriétés caractéristiques des réseaux systoliques

Les réseaux systoliques présentent un certain nombre de propriétés spécifiques et tres
intéressantes qui les rendent trés attrayants pour la réalisation de structures de calcul a trés
grande échelle d’intégration (VLSI). Parmi ces propriétés, on peut citer les plus importantes
[29, 89, 106, 107] :

- La régularité qui veut dire 'utilisation de cellules simples et uniformes. En effet, les
structures systoliques sont formées d’un seul type ou, au pire des cas, d’un nombre réduit
de types de cellules processeurs. Cela induit une simplicité et une régularit¢ au niveau de
leur contrdle et permet surtout 1’extensibilité modulaire et I’adaptation du réseau a la taille
du probléme a traiter. Pour le cas de la TFD ou des filtres numériques RII, le réseau ne sera
pas limité par le nombre d’échantillons N et pourra en conséquence étre adapté a celui-ci.

- La localité ou I’interconnexion locale entre les cellules qui permet, d’une part d’intensives
communications locales entres processeurs, et d’autre part la réduction des surfaces
consacrées au routage dans le dessin de masque du circuit VLSI. Ceci induira une
augmentation significative de la densité d’intégration [106, 108, 109]. Cette propriété de
localité serait pleinement exploitée par un nombre important d’algorithmes de traitement de
signal localement récursifs. Un algorithme est dit récursif s’il effectue d’une fagon
répétitive la méme séquence d’opérations sur des données disponibles de manicre
séquentielle a son entrée. Dans un algorithme récursif paralléle, localement communicatif,

les données d’entrée et de sortie sont exprimées en fonction du temps et de I’espace. Leurs
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indices de temps et d’espace sont reliés selon une forme réguliére : au niveau d’une cellule,
I’indice de temps des sorties est égal a celui des entrées incrémenté de un (Entrée(t),
Sortie(t+1)), et les indices d’espace des données a I’entrée, impliquées dans une méme
opération récursive, sont s€¢parés d’une quantité inférieure a une certaine limite donnée.

- La puissance de calcul : Un débit de données a traiter plus élevé est obtenu sans pour autant
augmenter la bande passante de la mémoire. Ce principe est schématisé par les circuits

donnés en exemple sur la figure I11.2.

—i Mémwire MMémowre

T ns 5 MOPS Tns 25 MOPS
J{PE PE|{PE[PE{PE|SPE
(a) Processeur séquentiel. (b) Réseau systolique.

Figure I11.2. Principe en termes de puissance de calcul d’un réseau systolique.

Une fois que la donnée est injectée au réseau a partir de la mémoire, elle est concrétement
utilisée au niveau de chaque cellule en étant ‘pompée’ d’une cellule a 1’autre le long du
réseau. Sur la figure I11.2.a, le processeur séquentiel effectue par exemple au plus 5 millions
d’opérations par seconde (MOPS), limité pour cela essentiellement par le temps d’acces a la
mémoire égal a T ns. Sur la figure II1.2.b, le réseau systolique, composé de 5 processeurs
identiques et connectés a la méme mémoire autoriserait 25 MOPS. Les structures
systoliques sont trés efficaces lorsque la quantité d’opérations a réaliser est supérieure d’au

moins un ordre de grandeur au volume de données en entrée [29].

7. L'importante progression des réseaux systoliques

Trois facteurs essentiels ont contribué a la fabuleuse progression des réseaux systoliques
pour les mettre sur I’avant scéne des systémes pouvant résoudre des applications scientifiques
qui font appel a un nombre important de données et de calculs [89] : ’avancée technologique
VLSI, le traitement concurrent et la demande de plus en plus grandissante des applications
scientifiques, dont celles du traitement du signal, en termes de volume de données a traiter.

a) L’avancée technologique VLSI

Cette avancée a permis, grace a deux facteurs importants, a donner un envol
considérable pour le développement des réseaux systoliques. Premiérement, le degré
d’intégration des circuits VLSI, de plus en plus accentué, permet de fabriquer des processeurs
avec plus de portes logiques, donc avec des fonctions plus compliquées pouvant travailler sur

des données ou mots plus larges en termes de nombre de bits. Plus grande densité implique
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aussi que les données ont des chemins plus courts a parcourir et par conséquent les
communications sur le circuit sont beaucoup plus rapides. Un deuxiéme facteur qu’on peut
considérer comme primordial est le facteur économique. En effet les processus modernes de
conception et de fabrication permettent la réalisation de circuits systoliques moins chers méme
en quantité réduite. Des outils CAO de synthese et de simulation avancés permettent une
conception plus efficace. Une cellule systolique peut ainsi étre complétement simulée avant la
fabrication, réduisant ainsi le risque de mal fonctionnement aprés sa réalisation. Avec les
techniques de simulation trés avancées de nos jours, des cellules peuvent €tre complétement
testées, facilement dupliquées et arrangées pour former d’une maniere modulaire et réguliére
un réseau systolique. Plus les circuits VLSI deviennent complexes dans leurs fonctions et donc
dans leur conception, plus évident devient le besoin de les ‘systoliser’. En effet toutes les
précautions prises vis-a-vis de la tolérance aux défauts au niveau d’une cellule sont extensibles
a toutes les autres cellules.
b) Le traitement concurrent

Beaucoup d’efforts ont été dépensés dans les architectures conventionnelles Von
Neumann pour rendre leurs traitements de données plus concurrents. Cela a été possible par
I’ajout de coprocesseurs, le développement d’unités multiprocesseurs, ou le pipelining aussi
bien des données que des instructions. Les réseaux systoliques, eux, par une architecture
massivement parallele, peuvent combiner toutes ces qualités en regroupant un nombre
important de processeurs homogenes suivant une structure en pipeline a n dimensions. Bien que
le pipelining des données diminue les appels d’entrée/sortie (les mémes données sont utilisées
par les cellules adjacentes), la nouveauté apportée par les réseaux systoliques est le pipelining
dans le traitement de ces données. En effet, et suivant le format de I’algorithme spécifié, chaque
cellule dans la chaine participe au calcul d’une partie du résultat global qui sera, a la fin du
processus, interprété par le processeur hote.

¢) L’exigence des applications scientifiques

Durant les trois dernicres décennies, le développement de plus en plus croissant des
techniques de calcul, par I’émergence de calculateurs trés puissants, a permis d’aborder les
applications qui présentent d’énormes volumes de données a traiter. En traitement de signal, la
transformée de Fourier rapide, le filtrage, la convolution, la corrélation et bien d’autres sont des
exemples concrets de ce type d’applications. Elles invoquent trés souvent le produit matriciel

dans leurs calculs. En analysant ces applications, on remarque qu’elles présentent un traitement
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parallele, massif et régulier, avec un haut débit en données et ou [’utilisation des réseaux
systoliques est tout a fait indiquée. Dans ce contexte, une multitude d’architectures systoliques

ont d’ailleurs été proposées, ou le calcul matriciel y est largement traité [29, 33, 110 — 112].

8. Considérations de mise en ceuvre

Lors de la conception d’un réseau systolique, les concepteurs doivent tenir compte de
plusieurs points importants dont :

a) Considérations algorithmiques et architecturales
Les concepteurs doivent étre tres familiers avec les algorithmes qu’ils doivent implémenter sur
les réseaux systoliques, car concevoir un réseau systolique d’une maniere heuristique comme
ca a été souvent le cas dans le passé, est lent et induit & des erreurs. Ainsi, automatiser la
synthése des réseaux systoliques et pouvoir les simuler par des outils CAO est plus que
nécessaire. En effet, L'automatisation garantit a la fois un systéme sir et un temps de
conception court. C’est d’ailleurs un important domaine de recherche et beaucoup de travaux
ont été consacrés a ce sujet [113 — 120].
b) Intégration dans des systémes existants

Généralement un réseau systolique est intégré dans un systetme hote pour le
complémenter comme systéme de calcul. Cette intégration pose des fois un probléme vis-a-vis
du haut débit en données a traiter par le réseau par rapport a la largeur de la bande réduite de la
chaine entrées/sorties de celui-ci. Un systéme de mémoires est donc trés souvent incorporé
entre le processeur hote et le réseau systolique pour permettre I’acces aux données et leurs
éventuels multiplexage et démultiplexage. Les figures I11.3. et I11.4. donnent respectivement les
structures des machines SIMD et MIMD intégrant chacune un réseau systolique linéaire [89].
Le réseau systolique linéaire peut étre remplacé par un réseau systolique planaire ou a autre

topologie.

| Systime Hite | | Systéme Hite

. F— M émoire
Meémoire M émoire
Contrdlenr —>| Tampon T

Programme Donrniées Données

Répartition Répartition
des des
: ; n T OPY ATTUTLES -
Trcader Instructions Tecode Tl de Prop T 0
dinstructions dinstouctions contrile contrdle
umitE de UNETE de i unité de Unité fe )
Entrée calesd | — — — — Y calcul Snme_ Entrée calewd [ — — — — kY calcul Sortie
Donnees Cellule 1 Ceallule n Donnees Données Cellule 1 Cellule n Donngées
Réseau systolique Reésean systoligue

Figure II1.3. Organisation générale d’une machine SIMD  Figure I11.4. Organisation générale d’une machine MIMD
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programmable comportant un réseau systolique linéaire programmable comportant un réseau systolique
linéaire.
¢) Extensibilité
Etant donné que les réseaux systoliques sont formés de blocks ou modules de cellules
¢lémentaires, ces derniéres doivent permettre, par leur conception, un certain degré de
flexibilité pour permettre leur extension, leur utilisation dans un large éventail de topologies et
leur implantation sur différents substrats.
d) Synchronisation de I’horloge
La différence dans la longueur des lignes du bus horloge aussi bien a I’intérieur qu’a
I’extérieur du réseau peut influer sur la synchronisation globale du systéme. Une attention
particuliére doit donc étre donnée a la synchronisation des exécutions de 1’ensemble des
processeurs pour ¢viter un risque d'incohérence des données. Ce probléme est absent pour les
réseaux a front d’onde qui utilisent des communications asynchrones entre cellules mais qui, en
contre partie, présentent une topologie beaucoup plus complexe [27, 121].
e) Fiabilité
Par de simples lois de probabilité on peut montrer que plus le nombre de processeurs
augmente dans un réseau et moins fiable serait celui-ci. Afin d’assurer un bon rendement lors
du processus de fabrication, les concepteurs doivent donc tenir compte d’un facteur important :
la tolérance aux défauts. Ils doivent ainsi inclure dans leur processus de conception des
procédures de testabilité¢ afin d’assurer le bon fonctionnement du systéme. Pour qu’un réseau
systolique soit tolérant aux défauts, une certaine redondance ou répétition des processeurs
¢lémentaires doit étre prévue ainsi que des mécanismes de reconfigurabilité [122 — 127].
La fabrication de tels réseaux systoliques implique donc les étapes suivantes :
- La détection des erreurs causées par les cellules défectueuses ;
- La localisation des cellules défectueuses ;

- La reconfiguration du réseau défectueux en un réseau valide en contournant les cellules
défectueuses en les remplacant par d’autres cellules qui sont en double.

- Faire les calculs dans le réseau reconfiguré.

9. Exemples d’algorithmes systoliques appliqués au calcul de la TFD

Une multitude d’algorithmes systoliques traitant divers problémes existent. Les
quelques exemples suivants illustrent parfaitement la notion d’architecture systolique. Ces
exemples ne sont pas donnés ici fortuitement mais comme indiqué dans I’introduction ils seront

utilisés et adaptés a I’implémentation de la TFD dans la suite du présent chapitre et a
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I’implémentation des filtres récursifs RII dans le chapitre suivant. Les réseaux présentés ci-
dessous sont a topologies linéaire et planaire orthogonale vu que leur implantation sur silicium

est plus appropriée que celle des réseaux a autres topologies, par exemple la topologie 3D.

9.1.Evaluation d’un polynédme suivant le schéma de Horner sur un réseau
systolique linéaire
L’évaluation d’un polyndme de degré d, d’une maniére récursive, peut se faire suivant
le schéma de Horner [128]. Plusieurs architectures systoliques pour I’implémentation du
schéma de Horner sont présentées dans [129 — 131]. Dans ce qui suit nous présentons une
implémentation sur un réseau systolique linéaire qui s’avere trés performante si une série de
polynomes {Y; i:1...k} sont évalués sur une suite de données continues {X; i: 1...k}.

La méthode de calcul adoptée suivant le schéma de Horner utilise la factorisation suivante :

n
o=y ax =a +ax +a,x +ax +...+ax =a,+x(a +X(@,+X%(a+...+xa,)) (IL1)
j=0

Par exemple, pour un polynéme de degré d=3, V; est donné par :
3
yi =Y ax! =a,+ax +a,x +a,x =a,+X(a +X(a, +xa,)) (I11.2)
0
Les calculs étant faits séquentiellement a partir des parentheses les plus internes, on remarque
que seulement une opération MAC (Multiplication-Accumulation: r = r+a*x), est effectuée a

chaque étape de calcul. En notant f{(i,j) le facteur de X;, I’évaluation du polyndéme peut donc

s’exprimer par le systeme d’équations récurrentes suivantes :

£(i,0) = a
£0,j) = f(ij-1) * % +any {j:l.n}
yi = f(l,n)

Le réseau systolique linéaire de la figure II1.5.a, utilisant des cellules dont le mode de
fonctionnement est donné sur la figure II1.5.b, a une structure linéaire en pipeline. Il illustre une
mise en ceuvre de cet algorithme pour des polyndmes de degré n=3. Un coefficient du
polynome est attribué a chaque cellule suivant I’ordre indiqué. Les valeurs X; entrent une a une
par la gauche du réseau et se propagent, apres chaque étape de calcul, vers la droite en méme

temps que les résultats partiels.

2 E 2
L0000 a3 X +ay dyfy Fagxy +a az; tagx +apx +ay
—— [%] [ 4] [a] [] h
Xy Xy X X4 X, X5 X
— —
PE, PE, PE; PE-

Figure II1.5.a. Réseau systolique linéaire pour 1’évaluation d’un polynome, de degré d=3, suivant le
schéma de Horner. (Etats a I’étape 4).

— 68 —



Chapitre 111 Implémentation de la TFD sur des réseaux systoliques

Eﬁl an—j SWH { Sl(t+].) % El(t) * Ez(t) + an—j
Eﬁj | SQH Sg(t+1) — Ez(t)
PE;

Figure II1.5.b. Représentation et fonctionnement d’une cellule élémentaire pour le schéma de Horner

Durant 1’étape (i+j), la cellule j regoit la donnée X; et la valeur calculée f{i,j-1) de sa
voisine de gauche, effectue le calcul { f(i,j-1) * X; + @, } et transmet a son tour, lors de I’étape
suivante, a sa voisine de droite, le résultat du calcul ainsi que la valeur X;. Le résultat final du
calcul de y; est fourni a I’étape (i+n) par la derniére cellule n.

Pour une parfaite modularité du réseau, les cellules frontiéres sont réalisées identiques aux
cellules internes. Dans ce contexte, PE, recoit sur son entrée E; un zéro et la sortie S, de PEn
est ignorée pendant toutes les étapes de calcul.

Durant une étape, chaque PE ne participe qu’a un calcul partiel du calcul global du polyndme.
Ce méme calcul se répete a I’étape suivante sur une nouvelle entrée, et ainsi de suite.

Le régime de calcul recherché est obtenu aprés le temps de latence correspondant a la

propagation de la premiere donnée X; a travers tout le réseau ((1+n) étapes). Le réseau délivrera
a partir de ce moment un nouveau résultat Y; a chaque étape ou cycle systolique.

Le tableau III.1. montre 1’évolution des calculs au niveau de chaque PE du réseau, pour une

trame de quatre données X; successives.

Etape | PE, PE, PE, PE;
1 (S1)o— (0*x;)+a3
= a
2 (S)oe— (0%%2)+a; | (S ((Epi*xp)+a,
= as = a3*X;ta,
3 (So— (0*x3)tas | (S ((ED)i*x)tay | (S ((Ep)*xi)ta;
= az = a3*X2+32 = a3*X12+ az*Xl'Hl]
4 (S1o— (0*xg)taz | (S1)ie— ((E)i™%3)*ay | (S ((Bi2*%2)tar | ((S1)z ((E1)s*x))+ao=
= a3 = a3*Xsta, = a3*x, + a,*Xta, a3 X+ a X+ a*X+a = Yi
5 (Si— ((ED)i*%a)tay | (Si)ae— ((Ei2*%s)tar | ((S1)z ((E1)s*Xx)t+ag =
= a3*X4ta, = ay*xs+ ar*xsta a3 X+ 2" X+ "X tao= Yo
6 (S ((Ea*Xa)ta; | ((S1)3 ((E1)s*Xs)tao =
= a3*X42+ az*X4+al a3*X33+ az*X32+ al*X3+8.0: Y3
7 ((S1)3¢ ((E1)s*xa)tao =
3,3*X43+ az*X42+ al*x4+ao= Va4

Tableau III.1. Evolution des calculs au niveau de chaque PE du réseau systolique linéaire pour
I’évaluation d’un polynéme suivant le schéma de Horner.
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9.2. Implémentation de la TFD suivant le schéma de Horner sur un réseau
systolique linéaire
Les différentes composantes X(i) de la TFD sont en réalité¢ des polynomes de degré
d=N-1 en W\, N étant le nombre d’échantillons. En effet, cela est montré par 1’équation
définissant la TFD et réécrite ici :

N-1

X (k) =D XMW" = X(0)W™ + X(DW, + X)W + -+ X(N =)W (I11.3)

n

pour Kk : 0..N-1.
Maintenant, en posant a =WNk et en sachant que a’=a" (propriété de la périodicité :
Wy =W, =1), la relation II1.3 peut se mettre sous la forme :
X (k) =x(1).a+x(2).a* +---+x(N -1).a™™" +x(0).a" (111.4)
Cette relation a la forme d’un polyndme en a de degré N qui peut alors étre évalué suivant le
schéma de Horner et implémenté sur le réseau systolique linéaire de la figure I11.5.a et qui a

d’ailleurs été a la base de plusieurs implémentations de la TFD [72, 132 — 136].
L’utilisation du schéma de Horner impose la factorisation de 1’équation (II1.4) suivant la forme
suivante :

X (k) =a(x(1)+a(x(2)+:--+a(x(N -1)+ax(0))--)) (11L.5)
Les calculs seront alors faits séquentiellement a partir des parenthéses les plus internes.
Le réseau systolique linéaire donné sur la figure I11.6.a, dont la structure de ses cellules de base
est représentée sur la figure I11.6.b, permet de calculer la TFD suivant la relation (IIL.5) pour N

= 4. En effet I’application de la relation (II.5) au cas N = 4 donne (avec a =W,):

X (k) =a(x(1)+a(x(2)+a(x(3)+ax(0)))) pourk : 0..3

SH

étape 4

étape 3

étape 2

) x(2) x(3)

étape 1

x(0) =

PE,

PE;

1

1

X(32)

! X(2) - ___

étape 7

étape 6

X1 - - — — — — — étape S
étape 4 5V

Figure II1.6.a. Réseau systolique linéaire pour le calcul

Figure II1.6.b. Cellule de base
de la TFD, suivant le schéma de Horner, pour N = 4.

du réseau systolique linéaire.
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Pour le cas général, le nombre de PEs nécessaires pour le calcul des N composantes
X(K) est égal a N car chaque composante X(k) sera calculée au niveau d’un processeur PEy. Pour
le cas ¢étudi¢ (N=4), 4 PEs sont nécessaires. Chaque PE, comme le montre la figure I11.6.b,

comporte un multiplieur complexe, un additionneur complexe, un registre/accumulateur, un
deuxiéme registre contenant le facteur de transformation W, , un élément de retard noté D

(pour Delay element) et un démultiplexeur.
Le fonctionnement d’un PE est défini par ses entrées/sorties (EH/SH : entrée/sortie horizontales,
SV : sortie verticale) :

Entrées des PEs :
Pourk=0 (PEy)

- EHy < données injectées au réseau suivant la séquence de la figure I11.6.a
Pour k>0 (PEs suivants)

- EHk <« SH(k-])

Etat du registre/accumulateur et sorties des PEs :
- SHg(t+1) «— EHg(t) (un élément de retard est introduit entre 1’entrée et la sortie)

- Regy(t+1) « [Reg k(t)+ EHy (t)]*W4k (pour les 3 1 étapes, (N-1 pour le cas général))
- SVi(t+1) <« [Regk(t) + EHk (t)]*W4k (a la derniere étape)
{étapes propres a chaque PE}

Chaque PE nécessite quatre étapes (N étapes dans le cas général) pour calculer sa composante
X(K). Le registre/accumulateur est initialisé a 0 avant tout calcul. Pendant les trois 1 étapes
le calcul Reg  (t +1) «— [Reg « (t) + EHk (t)]* 4k est effectué puis, a la quatrieme et derniere
étape, le méme calcul est fait sauf 1’accumulation au niveau du registre : la composante X(k)
étant complétement calculée, elle est disponible sur la sortie verticale du PE. Un bit de contrdle
peut précéder la premiere donnée pour initialiser 1’accumulateur avant tout calcul et un autre
peut suivre la derniere donnée pour diriger le résultat, grace au démultiplexeur, vers la sortie.
L’ensemble des calculs aux différentes étapes, pour chaque PE, sont clairement explicités sur le

tableau II1.2.

Etape PE, PE, PE, PE;

1 | Ro— (Rytx(0))*1

2 | Ro— (Rp+x(3)*1 R (R +x(0)*W'

3 | Ry (Rotx(2)*1 Ry (Ri+x(3)*W' Ry— (Ry+x(0)*W?

4 | SVo—Rptx(1)*1=X(0) | Ry (R;+x(2))*W' Ry— (Ry+x(3))*W’ Ry —(R3+x(0)*W’

5 SVi—Ry#x(1)*W'=X(1) | Rye— (Ry+x(2))*W? Ry— (Ry+x(3))*W’

6 SVr—(Rotx(1))*W=X(2) | Rye— (Ry+x(2))*W’

7 SV3—(Ry+x(1))*W'=X(3)

Tableau II1.2. Evolution des calculs au niveau de chaque PE du réseau systolique linéaire pour
le calcul de la TFD, suivant le schéma de Horner, pour N = 4.
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Si chaque PE nécessite N étapes pour calculer sa composante X(k), (2N-1) étapes sont
requises pour le calcul de tout le spectre (7 étapes pour N=4). Ce nombre peut étre facilement
calculé en suivant la progression du dernier terme entré c'est-a-dire X(1).

Si plusieurs TFDs sont a calculer sur des trames d’échantillons continus et adjacents, un
nouveau spectre sera calculé toutes les N étapes. Ce nombre peut s’avérer élevé si le nombre
d’échantillons N est important. Les réseaux systoliques planaires, sujet de la partie 9.4,
permettent, comme on le verra, un débit en données beaucoup plus élevé et sont donc plus aptes
a traiter des volumes plus importants de données. Ils sont aussi parfaitement adaptés pour le

calcul matriciel (partie 9.3), omniprésent dans les applications du traitement du signal.

9.3.Implémentation du produit matriciel sur des réseaux systoliques planaires

I1 a été vérifié que beaucoup d’applications dans des domaines tels que le traitement du
signal et en particulier le traitement d’image utilisent des représentations matricielles et ou le
produit matriciel est quasiment omniprésent lors des calculs a effectuer. C’est le cas d’ailleurs
de I’évaluation de la transformée de Fourier discréte et du filtrage numérique. Il est donc
impératif d’étudier I’implémentation du produit matriciel sur un réseau systolique. Plusieurs
algorithmes permettant une telle implémentation et utilisant différentes topologies ont été
proposés dans [33, 91, 110 — 112, 137 — 142], mais il a été prouvé que la topologie planaire et
orthogonale, appelée aussi topologie en grille, reste la mieux appropriée. Les algorithmes
proposés ci-apres utilisent donc un réseau systolique a topologie planaire orthogonale. I1 faut
noter aussi que pour cette méme topologie, plusieurs variantes du méme algorithme sont
possibles. Ces variantes dépendent de la fagon dont sont fournis les éléments des matrices au
réseau. La structure du réseau systolique utilisé restant la méme, il faudrait alors faire des
modifications sur les processeurs €lémentaires ou leur inclure une certaine reconfigurabilité
pour les adapter aux calculs relatifs a chacune de ces variantes.

Deux variantes pour le calcul du produit de deux matrices sur un réseau systolique a
topologie orthogonal et deux autres pour le produit d’une matrice par un vecteur sur un réseau
systolique linéaire seront exposées ci-dessous. Le produit d’une matrice par un vecteur reste un
cas particulier du produit de deux matrices et peut étre implémenté sur un réseau systolique
linéaire. Les deux variantes pour le produit de deux matrices permettraient, en les combinant
sur un réseau planaire a cellules reconfigurables, de déduire un algorithme performant pour le
calcul du produit de trois matrices qu’on retrouve souvent dans les applications du traitement

d’images.
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9.3.1. 1* réseau systolique planaire pour le calcul du produit de 2 matrices
L’algorithme présenté ici effectue le produit C = A.B, ou A et B sont deux matrices
carrées de taille (n x n). Ce produit n’est autre que le calcul de n” produits scalaires. Si a chaque
produit scalaire est associé un processeur ¢lémentaire PE, n® PEs seront alors nécessaires. La
répartition de ces n> PEs est donnée sur la figure II1.7.a ou, a titre d’exemple n = 4. Le temps
d’exécution obtenu est linéaire en n.
Chaque processeur PEjj aura a effectuer le calcul suivant I’algorithme:
Cj < 0
Pour k=1 a n
C; < C; +a, xb; (opération MAC)
La facon et I’ordre avec lesquels sont fournis les éléments des deux matrices A et B au
réseau sont importants. Ceci est parfaitement illustré sur la figure II1.7.a. La figure I11.7.b.

représente un PE. Chaque PEjj posséde un multiplieur, un additionneur et un registre interne,

not€ Regjj, jouant le role d’accumulateur et servant a stocker le résultat cjj. Tous les registres

sont initialisés a zéro avant le début du processus c'est-a-dire avant la premiére étape.

= e b44
; e'fapc [ e bas by
Il étapeS—— oo bay b33 bag
Lo daped — oo by bag by by
! : | | étape3-— - - - - - by b3 bys 0 s
| ; : : : etapcl--——bzl by 0 0
Lo b émel-- by 0 0 0 FH sH
A
! |
: | oAu a;3 afy %’?E%} 3 PE1af 3 PEi3| 3 FEiy
| ! |
| ! |
| ! |
|
i ! aw as ap ay 0 %|PE21I ﬁlPEDI %PEBI >||PE?"‘H
| |
| |
! sV
| Ay am a; ay 0 0 —{PEs|——{PEn|— PEx | PRx|
I
|
|
I

SV(t+1) € EV(1)

{ Reg (1+1) ¢~ Reg (1) +[EH() * EV(1)]

A A3 agr agg 0 0 0 %|PE41I )J]PEUI %PEGI APEM}% SH((‘H)FEH(U
& 1 )

N 1
Figure I11.7.a. Réseau systolique planaire a connexions orthogonales, avec Figure I11.7.b. Structure de la
vidage, pour le calcul du produit de deux matrices carrées de taille (4x4). cellule élémentaire.

A chaque top d’horloge, toutes les cellules du réseau sont activées simultanément. Le
processeur, dont I’accumulateur Regjj a la valeur cjj(t), recoit les données aj(t) et by(t)
présentes sur ses entrées, effectue le calcul suivant 1’algorithme ci-dessus, et met & jour son

registre accumulateur avec la nouvelle valeur cjj(t+1). Il transmet alors les données aj(t) et

byj(t) inchangées, mais avec un retard d’une €tape, grice aux €léments de retard D, aux PEs
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voisins respectivement de droite et d’en bas. Les équations représentant le mode de
fonctionnement d’un PE, en fonction de ses entrées, de ses sorties et du contenu de son
accumulateur, sont donnés sur la figure II1.7.b. Les entrées et sorties horizontales et verticales
sont dénotées par leurs initiales. A la fin des calculs, les ¢léments de la matrice résultat C se
trouvent au niveau des registres des PEs. Une procédure de vidage, qui prendra n étapes, et qui
se fera par le biais des cellules frontieres de la derniere colonne ou de la derniere ligne, seules
aptes a communiquer avec le systéme hoéte, doit étre alors prévue.

Le nombre total d’étapes pour effectuer le produit de deux matrices carrées (n x n) sur
un réseau (n x n) est égal a (3n-2). Ce résultat peut étre aisément trouvé en suivant 1’évolution
des coefficients a,, ou by, (respectivement ass ou bay sur la figure 111.7.a.), derniers a rentrer
dans le réseau. En raisonnant sur a,, (dernicre ligne), il faut compter (n-1) étapes dues au
décalage des lignes, (n-1) étapes pour les autres coefficients a rentrer dans le réseau, et n étapes
a an, pour rentrer et traverser les n cellules, soit un total de (3n-2). Cela donne ((3.4)-2) = 10
étapes dans le cas de I’exemple de la figure I11.7.a.

Le comportement des différents PEs du réseau de la figure I11.7.a, pendant les dix différentes
étapes de calcul, est clairement montré sur les quatre tableaux III.3. Chacun des tableaux
correspond aux processeurs d’une des quatre colonnes du réseau.

PEs de la colonne 1

Etape | PE;; PE,, PE;; PE4

1 Rij— Ryitay *byy

2 Rij— Ryt ap*by Ry Ryt ay*byy

3 Ry Ryt ap3*by; Raye— Ryyt an™*byy R3¢ Ry + a3 *byy

4 Ry <R+ ay*by=cy; | Rare= Ryt ax*bsy R3¢ Ryt asn*by Ry Ryt ag*byy

5 Ryi«Ry+an*by=¢y; | Raie— Ryt azs*bs Ry Ryt agp™by

6 R3¢ R3 i+ asg*by=c3; | Rare— Ryt ag*bs

7 Ry Ryt ag*by= ¢y
PEs de la colonne 2

Etape | PE;, PE,, PE3, PE4y

2 Ry Rypptay*bpy

3 Rz Ryt ap*by, Rap¢— Royt a1 *byy

4 Ry Rypt a;3%bs; Rype— Ryt an*by Ry Ript a31%by,

5 RiyRy+ aja*bgp=c1z | Rooe— Root an*bs; Rjp¢— Ryt az*by, Ryr¢— Ryt a4 *by,

6 Roy—Roytan*byp=c3 | Rize— Ryt ass*bs, Ryre— Rypt ag*by,

7 R3y— Ryt a*by=€35 | Raze— Ryt ag*bsy

8 Raze— Ryt ass™*bap= €42
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PEs de la colonne 3

Etape | PE 3 PE,; PE;; PE4;

3 Rize— Ryzta; *bys

4 Rize—= Rzt apn*by; Roze— Rost ay*bi3

5 Rize— Rzt a;3%bs; Ryze— Ryst apn*bys Ry3e— Rist a31%bys

6 R3¢ Ristas*bis=ci3 | Rose— Rozt ay3*bss R33¢= Rast an*bys Ryz— Ryst ag1*by3

7 RosRostan*by=ca3 | Raze— Rszt az*bss Ryz— Ryzt agn™bas

8 Ri3 Riys+ au*bys=c33 | Raze— Ruzt ag*bss

9 Ruze— Rzt ag*bys= c43
PEs de la colonne 4

Etape | PE 4 PE,,4 PEs, PEy

4 Ris—Rysta; *biy

5 Ris—Rist a;n*byy Ryse— Rogt a1 %byy

6 Ry~ R4t a;3%bsy Rose— Rost an*byy R34 Ryt a3 *byy

7 Ris— Ryytas*by=c1q4 | Roa— Ryt as3%bsy R34 Ryt a3 *byy Ryge— Rygt a4 *byy

8 Ros—Rostas*byy=Caq | Rase— Rast a33*byy Ruse— Ryt as*byy

9 Ri4— Ryt az*byy=cCaq | Ruse— Ryst ag3™*bsy

10 Ryge— Rygt a44*bay= Cay

Tableaux II1.3. Evolution des calculs au niveau de chaque PE du réseau systolique planaire,
avec vidage, pour le calcul du produit de deux matrices C = A*B.

9.3.2. 2°™ réseau systolique planaire pour le calcul du produit de 2 matrices

Ce deuxieme réseau systolique, équivalent par son architecture au premier réseau, mais
dont la structure interne des cellules est différente, permet aussi de réaliser le produit C=A*B.
Néanmoins les éléments de la matrice résultat C seront directement disponibles a la sortie des
cellules frontieres, donc sans nécessiter la procédure de vidage du premier réseau proposé. Il
faut pourtant remarquer que cet avantage n’est acquis que par 1’ajout d’une procédure de pré
chargement des ¢léments d’une des deux matrices dans les cellules correspondantes du réseau.
On peut donc dire, qu’en termes de nombres d’opérations totales, les deux réseaux seront
équivalents.

En considérant que la matrice B soit pré stockée dans le réseau, chaque élément b;; est
donc dans son PEj; correspondant. Les éléments de la matrice A sont fournis au réseau suivant
I’ordre donné sur la figure I11.8.a., c'est-a-dire la colonne j de la matrice A injectée a la ligne i
du réseau tel que i = j. Les composantes de la matrice C seront disponibles a la sortie du réseau

par I'intermédiaire des cellules frontiéres de la derniere ligne. La figure II1.8.b. représente la

structure d’'un PE. Chaque PEjj posséde un multiplieur, un additionneur et un registre interne,
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not¢ Regjj, servant a stocker 1’élément bjj. Un ¢lément de retard est introduit entre les entrée et
sortie horizontales.

Toutes les cellules du réseau étant activées simultanément, a chaque top d’horloge, le

processeur PEjj effectue une multiplication de la donnée présente sur son entrée horizontale par

le contenu de son registre Regjj, additionne le résultat a la donnée présente sur son entrée
verticale, puis transmet ce dernier résultat a sa cellule voisine d’en bas. Il transmet aussi la
donnée présente sur son entrée horizontale, avec un retard d’une étape, a sa cellule voisine de
droite. Les équations régissant ce fonctionnement, en fonction des entrées, des sorties et du
contenu du registre de la cellule, sont donnés sur la figure I11.8.b. Pendant toutes les étapes de
calcul, les entrées verticales des cellules de la premiére ligne sont & zéro. Le nombre total
d’étapes pour effectuer le produit de deux matrices carrées (n x n) est le méme que celui du 1
réseau présenté, c'est-a-dire (3n-2) étapes (10 étapes dans le cas de notre exemple). Ce résultat
peut étre facilement trouvé en suivant 1’évolution du coefficient an,, dernier a rentrer dans le
réseau. Il faut juste remarquer qu’a partir de 1’étape n (4 dans notre cas d’exemple), des
composantes de la matrice C commencent a étre disponibles a la sortie du réseau : 1’¢lément cj;
(i, J: 1..n) sera disponible a la sortie de la cellule PEy a I’étape [(n-2)+(i+j)]. Le premier

¢lément c;; sera donc calculé a I’étape n, et le dernier élément cp, le sera a I’étape (3n-2).

~ o  n -+ S
202 2 B & 2 & .
T § %35 53 EV
I I
b Ay ay Ay ay FH SH
! | | :
i b
! i Az ap ag ap 0
Do
| |
| @43 @33 QA3 A3 0 0
|
|
Ag4 Ay Az ay 0 0 0
Caq  étape 10 SV
C43 C34  étape O e " ~
Cqz C33 C24  étape 8 f SV if (t +l)% [EHU (t) h Reg s_,i'(t)] +EV U(t)
Ca1 Ca ¢z G éape | SH, (t+1) ¢—EH, (1)
Cat Caz Cig o étape 6
Ca1 Clg —————————-—— = - étape 3
Cp — e — étape 4
Figure I11.8.a. Réseau systolique planaire a connexions Figure I11.8.b. Structure de la cellule
orthogonales, sans vidage, pour le calcul du produit ¢lémentaire.

de deux matrices carrées de taille (4x4).

Les différentes étapes de calcul au niveau de chaque PE sont données sur les tableaux II1.4.

Chaque tableau correspond aux processeurs d’une colonne du réseau.
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PEs de la colonne 1

Etape | PE PE;; PE;; PE4,

1 SV 0+a;*bn

2 SV 0+ay*by SVa1— EVyitapn*by

3 SV 0+a3*by SVa—EVytan*by | SVai— EViita;*bs,

4 SV 0+as*bn SV <—EVytan*by | SV <—EV3 T ay*bs SV4— EV+ a;4*bsy= €11
5 SVy—EVytan*by | SVai<—EVsi+ as*bs, SV <—EV 1+ a,*by = €2
6 SV31—EV3+ a53%bs, SV EVyit a34*by= €31
7 SV EVy+ au™bsy= €41
PEs de la colonne 2

Etape | PE |, PE,, PE;, PE4,

2 SV 0+a;*bin

3 SV 0+ay*bip SV EVaytapn*by

4 SV 0+az,*bin SVae—EVptan*by | SVare— EVart a;*bs

5 SV 0+as*bip SVye—EVputan*by | SVieEVi+an*bs, SVy— EVit a;4¥bpn= €12
6 SVye—EVytan*by | SVie—EVat as*bs, SV—EV+ ay*bsy = €22
7 SV3—EVst as;*bs, SV EVpt a34¥bs,= €32
8 SV EVirt au™bsy= Ca2
PEs de la colonne 3

Etape | PE |3 PE>; PE;; PE4;

3 SViz 0+a;*bis

4 SV 0+ay *bis SVa3¢— EVastan*by;

5 SVi3 0+a3*bis SVa3—EVast an*by | SVize— EVista*bss

6 SV 0+as*bis SVay3—EVastan*by; | SVaz—EVist ay™bs; SV EVyst a4*bsys= €13
7 SVa3—EVastan*by; | SVa3—EVist as3*bs; SV43¢—EVst ay*by; = €3
8 SV33-EVi3+ as3%bss SVu3¢— EVust a34%bas= €33
9 SV EVust as*bys= €43
PEs de la colonne 4

Etape | PE 4 PE,, PE;4 PE4

4 SVi4— 0+a;;*b4

5 SV 4= 0+ay*byy SVase— EVost a*byy

6 SV 4 0+az *biy SVa4—EVyut an*byy SV34— EV34t a;3*bsy

7 SV 4= 0+a4*byy SVy4—EVost a5n*byy | SViue—EViyt an*bsy SVi— EVit a14¥bay= C14
8 SVaou—EVyut an*bos | SV3u—EVaut as3*bsy SVuu—EVust ay*by = Cag
9 SV34EVisst as3%bsy SVuse— EVat a34%byu= €34
10 SVis— EVit asu*byy= Cqq

Tableaux II1.4. Evolution des calculs au niveau de chaque PE du réseau systolique planaire,
sans vidage, pour le calcul du produit de deux matrices C = A*B.
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9.3.3. 1* réseau systolique linéaire pour le calcul du produit d’une matrice par

un vecteur appliqué au calcul de la TFD

Ce réseau peut étre déduit directement du 1° réseau systolique planaire pour le calcul du
produit de 2 matrices en substituant un vecteur de longueur n a la deuxiéme matrice. Le méme
raisonnement de fonctionnement peut alors lui étre appliqué. Le produit y= AX ou A est une
matrice carrée, X et Y sont respectivement les vecteurs d’entrée et de sortie, est schématisé sur la
figure I11.9.a. L’évolution des calculs au niveau de chaque PE du réseau systolique est
présentée sur le tableau II1.5. (2n-1) étapes sont nécessaires pour calculer le vecteur y (7 étapes

pour le présent cas ou n=4)

dape T- - - - m oo 0 BV
: éape G- - - -——-—-—--——- 0
I éapeS— - 0 o
b . ) ;
e "
: 1 : 1 ﬂl’-]it J--—-—-—-—- \‘3
oy Lo étapel----X7
bl el Xy
; o 1
0 0 0 &g a3 az A PR
: ! : [[a
oy 1
O 0 ay a3 ap ay 0 ; PEE
L SV
! I oL
(IJ ay ax; as;; ap 0 0O > PEE | r
I
ﬂlaq A3 Agy g

0 0 0 —JPE

e

SV(t+1) &< BV (1)

Figure II1.9.a. Réseau systolique linéaire, avec vidage,
pour le calcul du produit d’une matrice 4x4 par un vecteur 4x1

Figure I11.9.b. Structure de la cellule élémentaire

Etape | PE,; PE, PE; PE,

1 Ri—Ryta;*x

2 R R+ ap*x; Ry Ryt a51%x

3 Ri— R+ a;*x; Ry— Ryt ax™*x; Ry Rs+ a3, *x,

4 R;«<R+ a;4*x,=y; Ry Ryt ay3%x3 R3¢ R3t a3p*x, Ry Ryt ay*x;

5 RyRy+a,4%x41=Y2 R3e R3+ a33*x; Ry Ryt agpn*x;

6 R Rs+ a3,*x4=y3 Ry Ryt ays*x;

7 Rye— Ryt ay*x4=y4

Tableau IIL.5. Evolution des calculs au niveau de chaque PE du réseau systolique linéaire,
avec vidage, pour le calcul du produit y= Ax d’une matrice 4x4 par un vecteur 4x1.

La TFD étant un produit d’une matrice par un vecteur X=Ty*X ou X et X sont respectivement
les vecteurs original et transformé, et Ty la matrice carrée (NxN) de transformation, le réseau

précédent peut la calculer en substituant la matrice Ty a la matrice A. Pour N=4, le tableau
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suivant permet de visualiser les différentes étapes de calcul. Le spectre total est calculé en 7
étapes (2N-1 étapes dans le cas général). Une procédure de vidage est nécessaire pour récupérer

le spectre au niveau du systéme hote.

Etape | PE, PE, PE; PE,4

1 R, R;+W,’:x(0)

2 Ri— R+ W, x(1) R, Ry+ W,%x(0)

3 | Ri= R+ W, x(2) Ry— Ryt Wy'ex(1) Ry— Ry+ W, x(0)

4 | ReRAWLx(3)=X(0) | Roe— Rot WiPx(2) Ry— R+ W,2x(1) Ry— R4+ W,%x(0)

5 Ry R W, x(3)=X(1) | Ry Ryt W,*:x(2) Ry Ry+ W, (1)

6 Ry—Rs+W,Sx(3)=X(2) | Rae— Ryt W,%x(2)

7 Ry— Ryt W, x(3)= X(3)

Tableau II1.6. Evolution des calculs au niveau de chaque PE du réseau systolique linéaire de la
figure I11.9.a. pour le calcul de la TFD pour N = 4.

9.3.4. 2°™ réseau systolique linéaire pour le calcul du produit d’une matrice par
un vecteur appliqué au calcul de la TFD
Ce réseau peut lui aussi étre déduit directement du 2°™ réseau systolique planaire pour le
calcul du produit de 2 matrices donné dans 9.3.2, en substituant un vecteur de longueur n a la

deuxiéme matrice. Le produit y= AX est schématisé sur la figure 111.10.a.

-~ o] oy =r ~ [} bl |
o o o o o o b4 0
B B = E BE B E
|
| ! ! | | | |
Vo, Q41 A3 Az A PR
I I I
I i i
| | | EV
| | 1
| Q47 A3z Azz A 0 PE;
| Az Ax Az A :|
i |
| | FH PE;
| |
| A3 A3 A a3 00 PEZI 3 X 1
|
| +
|
F
Q49 Q34 Az g 0 0 O By
étape 7 - — - ¥4
tape 6 — - - ¥
eape s ’ SV
etape 5 ——— ¥;
étaped - - -¥,; SV(t+1)¢«—[EH(t) * Reg(t)] + EV (1)
Figure II1.10.a. Réseau systolique linéaire, sans vidage, Figure II1.10.b. Structure de la cellule élémentaire

pour le calcul du produit d’une matrice 4x4 par un vecteur 4x1
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L’évolution des calculs au niveau de chaque PE du réseau systolique est présentée sur le
tableau IIL.7. Il faut (2n-1) étapes pour calculer le vecteur y (7 étapes pour le cas n=4) sans
nécessiter une procédure de vidage étant donné qu’a partir de I’étape n, une composante
spectrale est disponible a la sortie de PE, (PE4 pour le présent cas) pour étre récupérée par le

systéme hote.

Etape | PE; PE, PE; PE4

1 SV < 0+a; *x,

2 SV 0+ay *x; SV,«— EV,+ a;p*x,

3 SV« 0+az *x; SVy—EV,+ a*x, SV3« EVs+a;3*x;

4 SV 0+ay *x, SV,—EV,+ a3*x, SV3EV3+ a*x3 SVs— BVt ai*x= y1
5 SV,—EV,+ a,*x, SV3+EV3+ a33*x;3 SV4—EV+ay*xs = y2
6 SV3—EV3+ as*x; SVy— EVyt a3*x4= Y3
7 SVy— EV,+ ag*x4= Y4

Tableau III.7. Evolution des calculs au niveau de chaque PE du réseau systolique linéaire,
sans vidage, pour le calcul du produit y= AX d’une matrice 4x4 par un vecteur 4x1.

Ce réseau peut aussi implémenter la TFD en substituant la matrice Ty a la matrice A. Pour
N=4, le tableau suivant permet de visualiser les différentes étapes de calcul. Le spectre total est

calculé en 7 étapes (2N-1 étapes dans le cas général) sans nécessiter une procédure de vidage.

Etape | PE, PE, PE; PE,

SV, 0+ W,%x(0)

SV, 0+ W,%x(0) SV,— EV,+ W,%x(1)

SV, 0+ W,"x(0) SV,—EV,+ W,'x(1) | SV3— EVi+ W, x(2)
SV 0+ W, :x(0) SVo—EVyt W,Ax(1) | SV3—EVi+ WAX(2) | SV, EV, W, x(3)= X(0)

SVo—EVy+ Wx(1) | SV3—EVit W,hx(2) | SV, EV,+W, x(3) = X(1)

SV3—EVyt W,'x(2) | SV, EV+W,5x(3)= X(2)

N (N | R (W=

SV, EV4+W49*X(3): X(3)

Tableaux II1.8. Evolution des calculs au niveau de chaque PE du réseau systolique linéaire de la
figure II1.10.a. pour le calcul de la TFD pour N = 4.

9.4. Réseaux systoliques planaires pour le calcul de la TFD

La TFD a N échantillons peut facilement étre implémentée sur un réseau systolique
planaire qui requerrait au plus (N x N) PEs, chacun effectuant principalement une opération
MAC. Nous proposons dans ce qui suit deux structures systoliques planaires pour le calcul de
la TFD. Il faut toutefois noter que plusieurs différentes structures systoliques planaires pour le
calcul de la TFD ont été proposées dans la littérature [72, 135, 136, 143, 144]. Si pour ces

différentes implémentations le nombre de nceuds, donc de PEs, reste pratiquement le méme et
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est au plus égal a N2, leurs différences se situent au niveau de la fagon dont sont introduits les
différents échantillons x(n) et facteurs de transformation W dans le réseau. Cela affectera plus
ou moins la structure interne de la cellule de base ou plus précisément I’arrangement de son
multiplieur et son additionneur complexes ainsi que 1’¢lément de retard. I1 faut aussi remarquer
que les réseaux systoliques planaires permettent un débit en données beaucoup plus important
que leurs homologues linéaires si les calculs sont faits sur une suite continuelle de trames

d’échantillons temporels adjacentes I’'une a 1’autre pour le calcul de plusieurs TFDs.

9.4.1. 1° réseau systolique planaire proposé pour le calcul de la TFD

Le réseau, représenté sur la figure III.11.a. et traitant N = 4 échantillons, comprend un
seul type de PEs avec I’annexion de quelques ¢éléments de retard dans sa premiere ligne. La
structure interne de ces PEs est donnée sur la figure III.11.b. Les PEs sont indicés par les
variables i et j (i, j : 0..N-1) qui indiquent respectivement les numéros de ligne et de colonne
auxquelles ils appartiennent. Le comportement du réseau peut étre facilement interprété a partir
de la figure III.11.a. Les échantillons X(n) et les coefficients de transformation W sont injectés
au réseau par le biais des cellules limitrophes de gauche et les composantes spectrales ou
résultats sont récupérés aux sorties des PEs de la derniére ligne du réseau. A chaque étape de
calcul, chaque PE du réseau effectue une opération MAC sur les données présentes sur ses
entrées et transmet le résultat et une partie des ses entrées a ses PEs voisins de droite et de
dessous. Ces calculs sont explicitement définis par les relations exprimant les entrées et sorties
des PEs. Sur la figure III.11.b. les entrées horizontale et verticales ont été dénotées
respectivement par EH et EVK (k :1, 2), et les sorties par SH et SVK (k :1, 2). Ces entrées et

sorties sont indicées avec les mémes indices de leurs PEs respectifs.

o
-
T

3;5

E E\'l‘ %]

o1y 0 '

MC
1=

oy

5Vi 5V2

I ) - - étapel

Figure III.11.a. 1¥ réseau systolique planaire proposé Figure II1.11.b. Cellule de base.
pour le calcul de la TFD, pour N = 4.
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Fonctionnement des entrées et sorties des PEs
Entrées des PEs :
Pour tous le PEs de la colonne j=0
EH; o< données injectées au réseau (séquences selon la figure I11.11.a.)

Pouri=0 (ligne 0) Eléments de retard D avec X(N-1) sur le 1 élément D.
Pouri=1 (ligne 1) - EHjj«< SH;j (>0) _
- EV1jj < X(N-1) et EV2;j«— W!
Pouri>1 (lignes autres que les lignes 0 et 1)
- EHj < SHigy (>0)
- EVlij «— SVl(i_l)J‘ et EV2ij “— SV2(i_1)j
Sorties des PEs :
- SH;j(t+1) <« EH;j(t) (un élément de retard est introduit entre ’entrée et la sortie)
- SVIij(t+1) < EH;j()+ EV1ij®) * EV2;(t)
- SV2ij(t+1)<« EV2jj(t) (un élément de retard est introduit entre 1’entrée et la sortie)

Pour N = 4, six étapes sont nécessaires pour le calcul de tout le spectre. Ce nombre d’étapes
peut étre déterminé en raisonnant sur 1’évolution de 1’échantillon x(0), dernier élément a entrer
dans le réseau : il entre dans le réseau a la 3°™ étape et traverse le reste des PEs en 3 étapes.
Dans le cas général (2N-2) étapes seront nécessaires pour le calcul du spectre. Les six étapes de
calcul ont été regroupées sur les quatre tableaux suivants. Chaque tableau donne I’évolution des

¢tats des PEs, pour une colonne du réseau.

Colonne 0
Etape PE]() PEZO P E30

1 SV1,p— EV1,;*1+x(2)

2 SV1,0—EV1,0*1+x(1)

3 SV130—EV13,*1+x(0) =

X(3)+x(2)+x(1)+x(0)=X(0)

Colonne 1
Etape PE, PE,; PE;,

2 | SV1,,<EVI*W!+x(2)

3 SV1,<EVI1,*W*+x(1)

4 SV13,<EV15*W!+x(0) =

X(3)W +x(2)W 2 +x ()W +x(0) =X(1)

Colonne 2
Etape PElz PE22 PE32

3 SV1,—EV1,*W?+x(2)

4 SV1,—EVI1n*W?+x(1)

5 SV13,—EV13,*W2+x(0) =

X(3)W?2+x(2)+x(1)W2+x(0) =X(2)

Colonne 3
Etape PE; PE»; PE;;

4 | SVI;—EVI*W3+x(2)

5 SV1,3—EV1*W3+x(1)

6 SV133-EV13*W3+x(0) =

X(3)W Hx(2)W 2 +x(1)W 3 +x(0) =X(3)

Tableaux II1.9. Evolution des calculs sur chaque PE du 1¥ réseau systolique planaire proposé.
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Le temps d’une étape de calcul est directement li¢ au temps de réponse des PEs. Chaque
PE effectue une opération MAC complexe : une multiplication complexe suivie d’une addition
complexe. Ces opérations sont en fait composées d’opérations réelles (Section 2 du chapitre
IT) : un multiplieur complexe est compos¢ d’une rangée de 4 multiplieurs réels suivie d’une

rangée de 2 additionneurs réels, et un additionneur complexe d’une rangée de 2 additionneurs
réels. Le temps d’une étape, qu’on note TR, est donc donné par: TR =t,, +2.t, (t, et t; sont

les temps de réponse respectivement d’un multiplieur réel et d’un additionneur réel)

Le nombre d’étapes pour le calcul de tout le spectre étant de 2N-2, la latence du réseau est :
(2N-2).TR = (2N-2).(ty, + 2.t,)

Le nombre d’éléments d’un tel réseau est :

(N-1) éléments de retard (1°"¢ ligne) + N(N-1) PEs

Le nombre d’opérateurs d’un tel réseau est donc : N(N-1) additionneurs complexes, N(N-1)

multiplieurs complexes, 2N(N-1) éléments de retard appartenant aux PEs et (N-1)

¢léments de retard de la 1°° ligne du réseau. Cela donne: 4N(N-1) multiplieurs

réels, 4N(N-1) additionneurs réels et (2N+1)(N-1) éléments de retard.

Les PEs étant en continuelle activité en faisant toujours le méme calcul, si le réseau est
alimenté par des trames d’échantillons temporels adjacentes 1’une a 1’autre, on remarque qu’a
partir de I’étape 4, des composantes appartenant a différents spectres sont récupérées en méme
temps aux sorties du réseau et qu’un nouveau spectre complet sera calculé a chaque étape qui
suit 1’étape 6 (étape (2N-2) dans le cas général). Pour montrer cela, trois vecteurs, indicés de 1 a

3, de 4 échantillons chacun sont injectés au réseau suivant I’ordre décrit sur la figure I11.12.

Ty 3
&
£3

----- Etape5
--- étape 4

X %D m

() 2@ N
AR

x() xqD x (1)

A

o) @) n@®) 0

=m0

traitement d’un flux continuel d’échantillons

systolique planaire proposé lors d’un

Figure I11.12. Comportement du réseau

: 2 )
e ) X)) K@) e étape S o
SN S X)Xyl e ~ étaped %
-------- X,(0) - S ——— - 1 k5]
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Chapitre 111

L’¢évolution séquentielle des calculs est exposée explicitement sur le tableau suivant.

(£)eX= (0)2%+  MxETAT 8
(€)7X= (0X+cMx™IAT | (1)ox+  MaETAT ()eX=(00"x+, MaF 1A L
(E)TX= 00X+ M TAT | (D)% MaTIAT | (@)% MaSTAT | | (2)EXE0)XH M TAT | (D)%, MaET A 9
D%+ MeTIAT | @ MaETTAT || (@)X M TAT | (T)oxt, MaZTAT | @)%+, MaSIAE | G
@™+ M«ETAT O+, MeZIAT | @+ M TAT | T
@™+, MaZ AT €
—EIAS —HIAS —EIAS —EIAS —UIAS —TUTAS
= 3d 134 3d %3d a3g |7
(T)eX= (0)2%+ Mx'STAT 9
(T)2X= (0%%+ M IAT | (D)ot MalTAT (0)ex=(0)2x+*1AH g
(T)'X= @™+  MeTAT | (D)ox MaIAE | @8 M 1AT || (0X=XTAT | (D)ex+ T AT ¥
@O MTIAT | @ matTag || (OX=)X+FTAT | (D)x4T AT | (@fx+T«21AT | €
@™+ Ma 1AT (DPHTIAT | @%T"TAT | C
(@™+T£"'TAH 1
—IEIAS —UIAS —1TAS —TAS —UIAS —OTAS
134 1234 1134 3 23 mag |73

Tableau III.10. Les différentes étapes de calcul, au niveau de chaque PE du réseau

systolique planaire proposé, pour le calcul successif de 3 TFDs.
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9.4.2. 2°™ réseau systolique planaire proposé pour le calcul de la TFD

Un deuxieéme réseau systolique planaire pour le calcul de la TFD est proposé, a titre
d’exemple sur la figure III.13.a, pour montrer qu’on peut avoir plusieurs différentes
implémentations en changeant 1’ordre et ’emplacement des échantillons X(i) ainsi que ceux des
facteurs de transformation W aux entrées du réseau et aussi en modifiant la structure interne
des PEs [145]. Pour calculer le spectre pour N=5, il a fallu 8 étapes (2N-2 : cas général). Les
cellules de ce réseau, qui sont de 2 types, sont données avec leurs modes de fonctionnement sur
les figures I11.13.b et c. L’évolution des calculs est montrée sur les tableaux III.11.
Ici aussi la latence du réseau est donnée par (voir cellule du type 2) :
(2N-2).TR = (2N-2).(ty, + 2.t,)

Le nombre d’éléments d’un tel réseau est: (N-1) éléments de retard (1°° ligne) +
(N-1) PEsde type 1 (colonne 0) + (N-1)*(N-1) PEs de type 2 (autres colonnes)

Le nombre d’opérateurs d’un tel réseau est donc :

N(N-1) additionneurs complexes, (N-1)(N-1) multiplieurs complexes, 2(N-1)(N-1)+(N-1) =
(2N-1)(N-1) é1éments de retard appartenant aux PEs et (N-1) éléments de retard
de la 1°" ligne. Cela donne : 4(N-1)(N-1) multiplieurs réels, 2(N-1)( 2N-1) additionneurs
réels et 2N(N-1) éléments de retard.

étape 4
---- étaped
étape 2

e B - étape]

Figure 111.13.b. Figure 111.13.c.
E X(3) étape 8 PE de type 1 PE de type 2.
: 07 | étape 7 (colonne 0). (restant des colonnes)
(. § TR étape
RO i étape 5
--------------------- B s, BRI

Figure I11.13.a. 2°™ réseau systolique planaire
pour le calcul de la TFD pour N = 5.

— 85 —



Chapitre 111

Implémentation de la TFD sur des réseaux systoliques

Définition des entrées et sorties des différents PEs :

Pour =0 (colonne 0 : PEs de type 1)

Entrées des PEs :

EV]O «— X(O)
EVip < SV(i.1p0

pouri>1

EHjy < données injectées au réseau (séquences selon la figure I11.13.a)
Sorties des PEs :

Pourj>0

SVio (t+1) <« EHio (t) + EVio (1)
SHio (t +1) «— EHjp (t) (un élément de retard entre 1’entrée et la sortie)

Entrées des PEs :

EVlj «— X(O)

et EVij «— SV(i_1)j
ED; jet EDj; pour i > 0 « les différents wk

ED;j < SH.1) 1) (pouri, j> 1)

EHij «— SH; (-1

Sorties des PEs :

pouri>1

SVjj (t +1) = [EH;jj (t) * EDjj ()] + EVij (1)

SHjj (t +1) = EHjj (1)

(restant des colonnes comportant les cellules de base de type 2)

selon la figure I11.13.a

(un élément de retard entre 1’entrée et la sortie)

SDjj(t +1) = EDjj (t)  (un élément de retard entre I’entrée et la sortie)

Colonne 0
Etape PE.o PEy PE;g PE.

1 SVipe EVotx(1)=

X(0)+x(1)
2 SV EV3+X(3)
= X(0)x(1)*+x(3)
3 SV3pe= EV3p+x(4)=
X(0)+x(1)+x(3)+x(4)
4 SV o EV40+X(2) = X(O)+X(1)
+x(2)+x(3)+x(4)=X(0)

Colonne 1
Etape PE; PE,; PE;; PE4;

2 N

EV]1+X(1)*W1=
x(0)+x(1)*W*!
3 SV EVy+
X(3)*W3=
X(0)+x(1)*W+
x(3)*W?
4 SV3 1 EVyt x(@)*W* =
X(0)+X(L)*W + x(3)*W 3+
x(4)*w*
5 SV, EV,+ x(2)*W?
=x(0)+x(1)*W*+ x(2)*W? +
X(3)*W3+x(4)*W* =X(1)
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Colonne 2
Etape PE:» PE»» PE;; PE4,
3 SV
EV12+X(1)*W2 =
X(0)+x(1)*W?
4 SV EVyyt
x(3)*W?'=
X(0)+x(1)*W 2+
x(3)*W*
5 SV32<— EV32+ X(4)*W3 =
X(0)+x(1)*W 2 +x(3)*W +
X(4)*W?
6 SV EVx(2)*W* =
X(0)+X(1)*W 2+x(2)*W *+x(3)*
W+ x(4)*W?3=X(2)
Colonne 3
Etape PE; PE»; PEs;; PE4;
4 SVi3e
EV13+X(1)*W4=
x(0)+x(1)*W*
5 SV
EV23+X(3)*W2 =
X(0)+x(1)*W*+
X(3)*W?
6 SVi3— EVytx(4)*W ' =
X(0)+X(L)*W *+x(3)*W >+
X(4)*W*
7 SVi3— EVayt X(2)*W°= x(0) +
X(L)*W X (2)*W 2 +x(3)*W * +
x(4)*W* =X(4)
Colonne 4
Etape PE 4 PEy4 PE;4 PE44
5 SV 4
EV14+X(1)*W3 =
X(0)+x(1)*W*
6 SV
EV24+X(3)*W4 =
X(0)+x(1)*W 3+
x(3)*w*
7 SV~ EVax(4)*W'=
X(0)+x(L)*W 3+x(3)*W*+
X(4)*W?
8 SV EVy+ X(Z)*le X(O) +
X(L)*W3x(2)*W Hx(3)*W *+
x(4)*W? =X(3)

Tableaux III.11. Evolution des calculs sur chaque PE du
pour le calcul de la TFD.

Le tableau suivant donne une comparaison en termes de

2éme

réseau systolique planaire proposé

multiplieurs réels,

additionneurs réels et ¢léments de retard entre les deux réseaux planaires présentés ci-dessus.
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On remarque que le 2°™ réseau est légérement meilleur en termes de nombre d’opérateurs réels

que le 17,

Multiplieurs réels | Additionneurs réels | Eléments de retard D
Réseau 1 4N(N-1) 4N(N-1) (2N+T1)(N-1)
Réseau 2 4(N-1)(N-1) 2(N-1)( 2N-1) 2N(N-1)

Tableau III.12. Comparaison en termes de nombre d’opérateurs réels et d’éléments de retard
entre les deux réseaux planaires proposeés.

10. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté et étudié les réseaux systoliques qui grace a leurs
trés intéressantes propriétés de régularité, localité et modularité ont attiré les chercheurs et
concepteurs pour les utiliser dans la réalisation de structures de calcul VLSI. Ils peuvent en
effet étre adéquatement adaptés pour I’implantation de circuits dédiés a différents algorithmes
de traitement de signal comme la transformée de Fourier discréte ou le filtrage numérique. Le
pipelining utilisé aussi bien dans la transmission des données que dans le traitement de ces
mémes données permet a ces circuits dédiés d’avoir une trés grande puissance de calcul qui

sera notamment remarquable lorsque le volume de données a traiter est important.

Les exemples donnés dans ce chapitre, concernant 1’évaluation d’un polyndme suivant le
schéma de Horner puis le produit matriciel, ont permis de déduire plusieurs réseaux systoliques

linéaires et planaires permettant I’implémentation et I’évaluation de la TFD.

L’implémentation des filtres numériques RII sur des réseaux systoliques trés performants sera

le sujet du prochain chapitre.

— 88 —



Chapitre IV

Implémentation des filtres
recursifs RIl sur des
architectures paralleles tres
performantes
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1. Introduction

Dans le domaine du traitement du signal, on est couramment amené a modifier les
composantes spectrales d’un signal donné : c’est le rdle consacré aux filtres. Deux types de
filtres peuvent étre utilisés : les filtres analogiques et les filtres numériques. Ces derniers,
contrairement aux filtres analogiques qui sont réalisés a 1'aide d'un agencement de composants
physiques (transistors, résistances, condensateurs, inductances , etc.), sont réalisés soit par
logiciel sur un ordinateur a usage général, soit par des processeurs programmables
(microcontroleurs, DSPs, FPGAs, etc.), soit par des circuits intégrés dédiés. Cependant, bien
que la réalisation d’un traitement sous forme analogique soit plus rapide que par une forme
numérique, I’avancée technologique et économique dans la réalisation des circuits numériques
a fait que la plupart des filtres utilisés de nos jours sont numériques. En plus de cela et au dela
de la réalisation des filtres standards passe-bas, passe-haut, passe-bande et coupe-bande, on
peut réaliser numériquement n'importe quel type de filtre multi-bandes.

Donc, comme pour un filtre analogique, un filtre numérique a pour but de modifier les
caractéristiques fréquentielles d’un signal donné présent a son entrée. C’est un systéme qui
recoit une séquence d'entrée {x,} et restitue une séquence de sortie {y,}. Ses applications sont
diverses et on peut citer entre autres la sélection d’une gamme de fréquences, I’atténuation de
certaines fréquences pour extraire une information utile, I’amélioration de la qualité d'un signal
par I’¢élimination du bruit ou 1’adaptation d’un signal a une application donnée.

Il y a deux grandes familles de filtres numériques :

- Les filtres a Réponse Impulsionnelle Finie appelés filtres RIF (en anglais filters

FIR : pour Finite Impulse Response). Ce type de filtre est dit fini, car sa réponse

impulsionnelle se stabilisera ultimement a zéro. Un filtre FIR est non récursif, c'est-a-

dire que la sortie dépend uniquement de I'entrée du signal (Il ne possede pas une boucle
de contre-réaction).

- Les filtres a Réponse Impulsionnelle Infinie appelés filtres RII (en anglais filters

IIR : Infinite Impulse Response), possedent une réponse impulsionnelle qui ne s'annule

jamais définitivement ou qui converge éventuellement vers zéro a l'infini. Ce type de

filtre est récursif, c'est-a-dire que la sortie du filtre dépend a la fois du signal d'entrée et
du signal de sortie (Il posséde une boucle de contre-réaction). Les filtres IIR sont
principalement la version numérique des filtres analogiques traditionnels : Butterworth,

Tchebychev, Bessel, Elliptique. Bien que la complexité d'un filtre RII soit supérieure a

celle d'un filtre RIF du méme ordre, les filtres RII ont I’avantage d’étre plus sélectifs.
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Plusieurs travaux ont abordé la synthése et I’implémentation des filtres sur des réseaux
paralleles ou systoliques [34 — 36, 146 — 158]. Dans ce chapitre, nous allons implémenter des

filtres RII sur différentes architectures paralleles et systoliques performantes.

2. Définition d’un filtre RII
Un filtre RII d’ordre N peut étre défini :

- par une équation aux différences définie comme suit [159, 160] :

N N
y(n)= > bj-e(n-i)— > aj-y(n-i) (IV.1)
=0 1=0
- par sa fonction de transfert :

Y(Z) ) Zbl .77

i=0

H(z)= N (IV.2)
0

SORRTE s

- ou par sa représentation d’état sous forme matricielle condensée donnée par :

x(n+1) A BT[x(n)
y(n) C Dj|e(n) (V-3
Avec x(NNeR":; y(n)eR; et e(n)eR

e A, B, C, et D sont les matrices d’état de dimensions NxN, Nx1, 1xN, et 1x1

respectivement,

X(n) est I’état présent du filtre,

X(n+1) est I’état prochain ou futur du filtre,

e(n) est le énieme échantillon du signal d’entrée,

y(n) représente la éniéme réponse du systéme a 1’entrée e(n).
La représentation d’état sous forme matricielle du filtre peut €tre aisément dérivée a

partir de sa fonction de transfert. A cet effet, la fonction t£2ss (transfer function to space state)

de Matlab permet de calculer les matrices A, B, C et D.
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3. Implémentation d’un filtre RIl 1D sur un réseau systolique
conventionnel

Comme mentionné dans 1’introduction de ce chapitre, ce qui nous intéresse dans ce
travail est I’implémentation d’un filtre RII 1D sur un réseau systolique. D’aprés la

représentation d’état donnée par (IV.3), 'implémentation d’un filtre RII 1D n’est donc autre

A X(n
que I’'implémentation du produit de la matrice type par le vecteur )
Cc D e(n)

Pour illustrer ce principe, nous allons détailler I’exemple de 1’implantation d’un filtre RII 1D

d’ordre 3. La représentation d’état sous forme matricielle d’un tel filtre est donnée par :

RIGE () |
(n+D| | A B||x()
x,(n+1)|  |C D||x(n)
y(n) | | e(n) |
Avec
a'11 12 al3 bl
A=|a, a, a,| ; B=|b|; C=[c ¢ ¢]; D=d
a31 a32 a33 3

Le réseau systolique conventionnel de la figure IV.1 permettant le calcul du produit
d’une matrice carrée (N+1)x(N+1) par un vecteur colonne (N+1)x1 (avec N=3 : ordre du filtre)
réalise ainsi I’opération de filtrage [161 — 162]. Dans ce type de structure, les entrées du réseau
sont utilisées pour charger le signal d’entrée et 1’¢état initial du filtre, et les sorties sont utilisées
pour produire le signal de sortie et 1’état suivant du systéme. Il faut noter aussi que les cellules
¢lémentaires PEij sont chargées préalablement par les éléments aij, bi, Ci, et d des matrices A,
B, C, et D respectivement selon la représentation de la figure IV.1.

Les figures IV.2.a...g illustrent le principe de fonctionnement du réseau systolique de la figure
IV.1. et montrent les différentes étapes de calcul nécessaires pour obtenir un échantillon y(n) a

la sortie du filtre.
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e(n)
Xo(n)
X5 (n) 0’ 0
x4(n) 0 0 \I]L
P11 P P13 P1a
0 aqq a5 > a3 by Xq(n+1)
s B
Pay Pz Pas P2
0 ] 852 31823 b, X5(n+1)
e
Ps1 P Pas Paa
0 a3 32 3833 bj x4(n+1)
e
Pas Pa Pas Pas
0 Cq Ca 3 C3 d y(n)

Vool

Figure IV.1. Réseau systolique conventionnel d’un filtre RII du 3™ ordre.
g Y q
0 0 e(n)
0 0 () 0 0 0 0 e(n)
X, (n) 0 D, e x4(n) 0
et tad | L 0 a1 0 X L — o PL\alllz"lz(") IAL\ 0
ﬂﬂ|ﬁ11 | 1 812] [B13] 1 b1 ] X1(n+1) IJHEUHJ (3)12 a3 el xq(n+1)
Xall 1] 1]
xq(n) 0 0 0 2
a x ()
o—fon ok —femt (B ey 1] I O foaat— s -
xq(n} 0 0 0
. Mool .
0—{a | (232 233 ] b3 | xyet) 0] Iﬁ” Iﬂ” Rell Xsloel)
) !
0 c c = d y(n)
uﬂ| cy I Il::2 I Ic3 I I d I y(n) {U TZ \_lj_l L
Fig. IV.2.a - Etape 1 Fig. IV.2.b - Etape 2
0 1] 0 e(n) X1{n+1) 1] 1] 1] auxl(n)+
a x (m)+ a X (m+
11 12 2
a x (m)+ a x (m)+
a xZ((n; 1'13(35 )
I] e(n,
a0 g sk S b e
o 0 4 x () + x3(n) 0 0 0 0 anxl(n)+ e(n)
Ay () ax )
0—fag e P ag by Eoxome ) 0y [0 agp [t fag] e b, L xomen)
0 x5 () 0 0 0 0 a x(m+ X3(n) 0
a x (m) a_x (n)
—fag P o —{an b | xanen)  0—fay gt an by L xgme)
x1(n) 0 0 0 0 xa () i} 0
T e e ] e 1™ e 0 e 0 ] o
o o sl v e e e |0 v
x1(n) 1] 1] 0
Fig. IV.2.c - Etape 3 Fig. IV.2.d - Etape 4
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Fig. IV.2.e - Etape 5

Fig. IV.2.f - Etape 6

Fig. IV.2.g - Etape 7

0 X)) g 0
auxl(n+1): , e 0 sl 0

01 | %12 1213 101 ]

Xq(n+1) 0 0 0 a X () +
a x (m+
a;xi(n)+
b

o a0 a1 0 Jad 0 o1 ey

1221 ] [ 22] | —23 2 x () =2 ] 2
0 0 0 31 * le(n)
anxz(n)+
a x (n)
0 0
0—{ag [ {85 [——{Pga [ = by [ —=xztnen)
0 0 clxl(n)+ XS(H) 0
o1 0 €%, co 0 o 0
0—fe1 | %2 | el 19 ] y(e)
0 x4 (n) 0 0
0 Xa(n+1)
ia xn+1p+ 3 0
uxl (n+1)
0
0—{an] (o122 —[ars [ by |-
0 win+1) g 0
anxl(n+l) 0 0 0
0—{ay [ [ —fan (b, |

X1(n+1) 0 0 0f 2,xm+
a Xz(ll)+
asxs(n)+
b _e(n)

0 I L0 . 0 T, 13
l]H| ﬂ?ﬂ 1232 | 933 | | b3 X4(n+1)
1] 1] '51"1(“)"' e(n)
czxz(n)+
c x (1)
Ly SRSy Rty B
0 1} x4(n) 0
0 0 0 4 x (n+1)+ e(n+1)
a x (n+1+
0 a x m+1
0 %ﬂ 1912 0 81372 |_hﬂ .
0 0 Xy(n+1) 10
a xin+h+
m1
J= 0 | ?zzxz(n+l|) L 0 Jpn L0
0—%1 %22 | 223] 1 b2 |
0 o(n+1) 0
3311{1(11 +1%.| 0 0
0—{ay] 1232 933 | [ b |

xq(n+1) 0 0 of X+

czxzsn;:
C X [n
33
C 0 e 0 e 0 ] detm
01— %1 | %2 | 13 | 19 ] yim
0 0 0 e(n)

Le tableau IV.1 résume clairement 1’évolution des calculs sur chaque PEij pendant les 7
premigéres €tapes du réseau systolique conventionnel du filtre de la figure I'V.1.
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Colonne 1
Etape PE; PE,; PE;; PE4;
1 SH, = auxl(n)
2 SH, = 8,21X1(n)
3 SH;= aglxl(n)
4 SH41: C1X1(n)
5 SH11: allxl(n+1)
6 SH21: 3,21X1(n+1)
7 SH31: 331X1(n+1)
Colonne 2
Etape PE]2 PE22 PE32 PE42
2 SH;,= allxl(n)+
a;pXy(Nn)
3 SH22: a21x1(n) +
aynx,(Nn)
4 SH3,= a3 x(n) +
a32X2(n)
5 SHy,= C]X](n) +
CzXz(n)
6 SH12: allxl(n+1)+
312X2(n+1)
7 SH,,= 321X1(n+1) +
a22x2(n+1)
Colonne 3
Eta PE13 PE23 PE33 PE43
pe
3 SH 5= allxl(n)+
a12Xa(N) + ai3xs(N)
4 SH23: a21x1(n) +
a20X2(N) + ax3x3(N)
5 SHj;;= a31x1(n) +
a32x2(n) + a33x3(n)
6 SHys= C1X1(n) +
C2X2(n) + C3X3(n)
7 SH ;= allxl(n+1)+
apxa(N+1) +apxs(n+1)
Colonne 4
Eta PE14 PE24 PE34 PE44
4 SH, 4= .’:111X1(n)+
8,12X2(n) + 8.13X3(n) +
ble(n)= Xl(n+1)
5 SH24: a21x1(n) +
axxa(N) + azxs(n) +
bze(n)= Xz(n+1)
6 SH;;= a34x1(n) +
anXa(N) + assxs(n)
+ bse(n)= x;3(n+1)
7 SH44= clxl(n) +
CzXz(n) + C3X3(n) +
de(n)=y(n)

Tableaux IV.1. Evolution des calculs sur chaque PE du réseau systolique conventionnel d’un filtre RII

du 3°™ ordre
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La cellule ou processeur ¢lémentaire (PE) utilisé¢ dans ce type de réseau n’est autre que celui

utilisé pour le produit d'une matrice par un vecteur et est donné sur les figures IV.3.a et b.

\T/e
x, = x, (avec retard )
o a .
Ye 1 s Y :ai?'x£+y£
Xs

Fig. IV.3.a. PE du réseau systolique conventionnel d’un filtre RII.

Ce PE est constitué d’un multiplieur/additionneur (MAC : Multiplication + Accumulation),
d’un registre a décalage et d’un ¢élément de retard. Le multiplieur additionneur assure le calcul

de y, = a;X, + Y, . Le registre a décalage permet la mémorisation des coefficients aij, alors que
l'¢lément de retard permet la transmission de l'entréex, verticalement apres un retard d'une

unité de temps.

Multiplieur/
Additionneur

¥e ¥s

Fegitre & decalage
frour El.ij

Delay

Xg

Fig. IV.3.b. Structure interne du PE du réseau systolique conventionnel d’un filtre RII.
Le nombre d’étapes de calcul nécessaires pour obtenir un échantillon y(n) a la sortie

d’un filtre RII 1D d’ordre N sur un réseau systolique conventionnel de dimension (N+1)x(N+1)

est de (2N+1). Les sorties y(n+i) i=1,2,... sont obtenues toutes les N+1 étapes.
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Le débit en données est estimé a ———— — oum et | sont les temps nécessaires
(N+1D)(m+1)

pour effectuer une multiplication et une addition respectivement [35, 36, 163].

Il a été montré qu’on peut augmenter le débit en données de ces réseaux systoliques et
par conséquent résoudre le probleme de la latence introduite par la récursivité de 1’algorithme
de filtrage RII, en utilisant des structures cylindriques associées avec des matrices d’état

multidiagonales [35, 36, 163, 164].

4. Le principe de I'architecture cylindrique
Une architecture cylindrique est définie comme un réseau de PEs placés sur la surface
d’un cylindre d’une maniére réguliere. Pour bien éclaircir ce principe, prenons 1I’exemple du

produit d’une matrice carrée A (2x2) par un vecteur X (2x1), avec :

A:|:all a12:| et X :|:Xl:|
all a‘22 X2

Les schémas résumant les fonctionnements d’une cellule élémentaire ainsi que celui du

réseau cylindrique sont donnés sur la figure IV .4.

Xg X 0 X 1]
Yo 1 2
i an 8,
¥g
g
= ﬂ.

xs xe 21 8,

¥ =F +ax

5 e i e ¥, 3I|r1I_

[a] cellule élémentaire [b]) rézeau cylindrique

Fig. IV.4. Structure cylindrique du produit d’une matrice (2x2) par un vecteur (2x1)

Chaque cellule élémentaire ou PE possede 2 entrées et 2 sorties, verticales et transversales (Fig.
IV.4.a).
Les ¢éléments de la matrice A sont enregistrés dans les mémoires des PEs et les éléments de du

vecteur X sont transmis verticalement au réseau en méme temps. Chaque PE multiplie I’entrée
verticale avec 1’élément aij stocké dans son registre interne, ajoute ce produit a 1’entrée
transversale, et le résultat ainsi obtenu est transmis transversalement.

Les sorties Y1 et Y2 sont obtenues aprés 2 étapes de calcul. En général le nombre

d’étapes de calcul nécessaires pour effectuer la multiplication d’une matrice (NxN) par un
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vecteur (Nx1) sur un réseau de type cylindrique (NxN) est de N étapes [165]. Ce type de
structure est plus rapide que celui adopté pour un réseau systolique conventionnel de méme

dimension (NxN) qui nécessite lui 2N-1 étapes.

5. Implémentation des filtres RIl 1D sur les réseaux cylindriques
Comme vu plus haut, un filtre récursif 1D (d’ordre N) représenté par la fonction
matricielle d’état donnée par (IV.3), est réalisé par le produit d’une matrice (N+1,N+1) par un
vecteur (N+1,1). On pourra I’adapter pour I’implémenter sur un réseau systolique cylindrique.
Pour illustrer cela, reprenons 1’exemple d’un filtre RII 1D d’ordre 3. On aura alors besoin de 3
types de cellules [35, 36]: des cellules d’entrée, des cellules internes et des cellules de sortie.
Ces cellules avec leurs modes de fonctionnements et leurs structures internes sont donnés sur
les figures IV.5.a...c.
5.1. Lescellules d'entrée
Chaque cellule d'entrée du réseau est constituée d'un commutateur qui permet de
commuter entre 1'état initial (n=0) du réseau c'est a dire a la premiere récursion de calcul et
I'état a l'instant n #0, c'est a dire au début de la deuxiéme récursion aprés avoir obtenu le y(n)

et les xi(n+1). Elle est constituée aussi d'un registre a décalage pour la mémorisation des
coefficients «ij, d'un multiplieur/additionneur pour le calcul de Y, =;(X. +VY.), et dun

¢lément de retard qui permet la transmission de l'entrée X ou Y, verticalement apres un retard

d'une unité de temps.

Xg Yo
Yo }3’/
@ Multiplisur
I Fiegitre & decalage
cellule d'entrée p':'”raij
E =% +F
£ooe s Delay
‘F.s B az}'(xe +‘Fej

¥
5 Xg

Fig. IV.5.a. Fonctionnement et structure interne de la cellule d'entrée pour le réseau cylindrique
de processeurs pour les filtres RII 1D
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5.2. Les cellules internes

Chaque cellule interne du réseau est constituée d'un registre a décalage pour la

mémorisation des coefficients ¢«ij, d'un multiplieur/additionneur pour le calcul de
Y, = X, Y, , et d'un ¢leément de retard pour la transmission de l'entrée x, verticalement avec

un retard d'une unité de temps.

e ¥e
g Ve
Multiplieur/
/ \L Additionneur
Ye A

cellule interne Fegitre & decalage

- FII:IL,II’ﬂ!ij

e
FomF T az'jxe Delay

¥g Xg

Fig. IV.5.b. Structure interne de la cellule interne pour le réseau cylindrique de processeurs
pour les
filtres RII 1D

5.3. Les cellules de sortie

Chaque cellule de sortie du réseau est constituée d'un registre a décalage pour la
mémorisation des coefficients aij, et d'un multiplieur/additionneur pour le calcul de
YS = aijxe + ye :

Multiplieurs

@ Ledditionneur

Fegitre & decalage
N g pour e

cellule de sortie

¥ = = +o X
5 ‘}?5 ‘Fa e

¥s
Xg

Fig. IV.5.c. Structure interne de la cellule de sortie pour le réseau cylindrique de processeurs pour les
filtres RII 1D
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La figure IV.6 donne le schéma du réseau systolique cylindrique pour I’implémentation d’un
filtre RII 1D d’ordre 3. Le fonctionnement de ce réseau est supposé synchrone. Les éléments
des matrices A, B, C et D sont chargés initialement dans les mémoires des PEs suivant la

disposition spécifiée sur la figure IV.6.

0
0 0 el)
x,(0) %5000  =,(0) 0 e(0)

v[n] ¥in+1]  x,(n+1) %,(n+1)

Fig. IV.6. Réseau systolique cylindrique d’un filtre RII 1D du 3éme ordre.

- Les cellules d’entrée permettent, dans un premier temps le chargement des états initiaux X;(0)

du filtre et 1’entrée €(0), et ensuite les états suivants Xj (n+1) et les entrées e(n+1). Ces états

initiaux et suivants seront transmis verticalement, de haut en bas, aux cellules inférieures apres

chaque étape de calcul (Fig. IV.7.a...d). Les cellules d’entrée permettent aussi de calculer les

1 €rs

termes de Xj (n+1) et de y(n) suivant les formules données sur la figure 1V.5.a, et de les

transmettre transversalement aux cellules internes placées juste au-dessous d’elles.

- Les cellules internes permettent le calcul des termes suivants de Xj (n+1) et de y(n) suivant les

formules données sur la figure IV.5.b. et leur transmission suivant la méme procédure vers les

cellules suivantes.

- Les cellules de sortie calculent les derniers termes de Xj (n+1) et de y(n) suivant les formules

données sur la figure IV.5.c. La sortie y(n) est donc disponible sur la cellule de gauche et les

¢tats suivants Xj (nN+1) seront transmis transversalement vers les cellules d’entrée pour les

prochaines étapes de calcul qui détermineront 1’échantillon suivant y(n+1).
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Les étapes de calcul pour I’'implémentation d’un filtre RII 1D d’ordre 3 en utilisant le réseau

cylindrique donné par la figure I'V.6 sont schématisées sur les figures IV.7.a...d.

x,[0) x,(00  x5000 0 el0)
Aﬁa‘yﬁ; f22) p 033 409
%0l %00 %] e 7 Ay = a5 (0)

1]
L)

B EE
B EE

321 Ay = ayn0)
Ay = ayx(0)

A, = de(0)

9 @ g
[
P

=
—
=
[—)
=
-
p—
—h
-
=
]
p—
—h
-
-
L]
—
—
f—

%
L o
@
L&

.ﬁ.g IA"|
%4(0 X 01] - %300 el
5 az| 8 a3z . cq " h,_ B, = ayx (00 +a,,x,(0)
B, = a5, (00 + 73 (0)
%[0 %[0 X410 &[0 B
il o B, = c37, (0) +de (0}

B, = ayy% (01 + 52(0)

B
B
29

=
—
=
=]
|
-
—
—h
fa—
=
P
—
—h
f—
=
[
—
—h
fa—

Fig. IV.7.b. Etape 2

£ &)
] &)
2] &)
aflcy

B 3 By B, Cy = a7y (0) + a3y %, (00 + a3, 7, (0)

B
2
Xl RplOLlp ¥3(0 C, = 5%, (0) +cyx, (0) + d 2(0)
C (I Ca C

C; = apnx (0) +ay,%,(0) + 52(0)

x,[nié ]/’ xztni | I/ Hg[ui Iilf’ e(o C, = apnx (0) +a,, 7, (0) + Lye(0)

y(0) x,(1) x,011  x401)
Fig. IV.7.c. Etape 3

5
5
ROt
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u,n 2[1]3[“\3[

P | [oo]
@I

Cqf
(0] leﬂi / xglﬂi / e[

w0 w1 w010 =y01)
Fig. IV.7.d. Etape 4

0 e(]

¥0) =5 (00 +c,x,(0) +2,5,(0) +d 2 (0)

7 (1) = a2 00 + e, %, (0) 4 g3 (00 + By (0)
%5 (1) = ay 2 (00 +ay, 5, (0) +ay, 2, (0) + 2y2(0)
Tyll) = g2 (00 + a3, 7, (0) + 23, 73, (0) + Bye(0)

E E Céﬂ
=
-

La premicre sortie y(0) et le nouvel état du systeme { X1 (1), X2 (1), X3(1) } ne sont

délivrés qu’apres 4 étapes de calcul. En général et pour un filtre d’ordre N, il faudra (N+1)
étapes de calcul pour obtenir une sortie y(n) sur le réseau cylindrique (NxN) associé. La vitesse
de calcul du réseau est donc fonction de I’ordre du filtre. Le débit en données est estimé a

1

—— oum et | sont les temps nécessaires pour effectuer une multiplication et une
(N+D)(m+1)

addition respectivement. Comme mentionné dans le chapitre précédent, le débit en données
peut étre augmenté en utilisant des structures cylindriques associées avec des matrices d’état

multidiagonales [35, 36].

5.4. Implémentation d’un filtre RII 1D sur un réseau cylindrique représenté par
une matrice creuse (ou multidiagonale)

L’implémentation des filtres RII 1D sur un réseau systolique cylindrique représenté par

une matrice multidiagonale permet d’augmenter le débit en données qui sera égal a

1
n(m+1)
(ou n est le nombre de diagonales non nulles dans la matrice), et cela quelque soit I’ordre du
filtre [35, 36]. Elle permet aussi de réduire le nombre de PEs dans le réseau, et par conséquent
d'augmenter la vitesse de calcul et de diminuer la complexité de mise en ceuvre.

Le principe et les étapes de calcul resteront les mémes que ceux expliqués
précédemment. Le fait nouveau est que les matrices A, B, C et D seront, dans le cas général, de

la forme:
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nn pp 0 0 0 0
m n p, 0 0 0
0 m n p;, 0 O . .
A={0 0 my n . 0O 0| ; B=[.|; C=[00 .. 0c¢c]; D=d
.0 : 0
0o . .0 . . Py
o0 . . 0 m_, Ny, b

Et dans le cas de l'exemple introduit précédemment (filtre RII 1D d’ordre 3), les

matrices seront de la forme:

nn 0 0 0
A=lm, n, 0| ; B=[0| ; C=[0 0 c] ; D=d
0 m, n, b

Cela permet de remplacer un bon nombre de cellules de la structure précédente par des cellules

de type 0.
Fig. IV.8. Structure interne de la cellule de type 0
Ye ¥e
g Ve
0 |[ilela;ur | |De15|j5-r |
Ve Az
{’-’5 =¥, (avec retard )
F =¥ {avecretard
K & ( :I YS xs

6. Application de latechnique CTP al'algorithme de filtrage RII 1D

Il a ét¢ montré dans [35] que la matrice d'état multidiagonale n'est pas toujours facile a
obtenir et qu'elle dépend enti¢rement des conditions et des algorithmes d'optimisation utilisés.
Une solution plus générale est donc proposée au probléeme de la latence en faisant appel a la
technique CTP (Concurrent triple product) [166]. Cette technique permet d'obtenir des
architectures cylindriques plus rapides. Elle consiste a transformer le produit d'une matrice par

un vecteur Vv=H.u ou
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V:{x(nﬂ)} H:{A B} u:{x(n)}
y(n) C D e(n)

en un produit de trois matrices V=L.U.R ou H=LoR (produit tensoriel). U et V sont des

matrices obtenues a partir des vecteurs respectifs u et v [35, 167].

Si on considére le filtre RII 1D du 3™ ordre (N-1=3), donc N=4=2x2=pq; (p=q=2),

et .
a, @, a; b X (n+1) X, (N)
H = A Ay & b ) _ X,(n+1) ) _ X,(n)
A a;, a; b ’ X;(n+1) ’ X;(N)
¢ ¢ ¢ d y(n) e(n)

La décomposition a terme unique de H (H=LoR) est définie par les deux matrices (2x2)

I__|:|11 |12} R_[rn r12j|
|21 Izz i Ty

Les matrices U et V sont obtenues par un réarrangement des termes des vecteurs u et v

L et R, telles que:

respectivement, telles que:

avec V=LU.R

U_{xl(n) xg(n)} V_{xl(nﬂ) x3(n+1>}
x,(n)  e(n)

%+ y(n)

Le calcul se fait en deux phases (figures [V.9.a...e):
- Durant la 17 phase s'effectue le calcul des coefficients du produit matriciel LU de la
méme fagon que celui dans les structures cylindriques.
- Durant la deuxieme phase les cellules du réseau commutent c'est a dire changent de
fonction et cela pour le calcul du produit de la matrice LU par la matrice R.
Les ¢léments de la matrice L sont stockés dans les mémoires locales (représentées par des
triangles sur les figures IV.9.a...e), et celles de la matrice U sont transmis de haut en bas.
Pendant la 1% phase chaque nceud ou cellule effectue la multiplication de I'entrée verticale par
le scalaire stocké. Le produit ainsi obtenu est additionné a l'entrée arrivant transversalement, et
le tout est retransmis par le chemin transversal. La séquence verticale est transmise sans

modification. Au bout de I'étape p (dans notre cas p=2) la premicre colonne de la matrice LU

est calculée par les nceuds du bas.
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Les colonnes de la matrice LU sont alors rebouclées sur les chemins transversaux de bas en
haut, et les lignes de la matrice R suivent les colonnes de la matrice U sur les chemins
verticaux. Avec ces nouvelles entrées, les cellules changent de fonction ou commutent. C'est la
2°™ phase de calcul. Chaque nceud retransmet les deux séquences d'entrée sans modification
apreés avoir calculé leur produit qui sera mémorisé dans la mémoire de la cellule. La
commutation dans le fonctionnement des nceuds se propage de haut en bas avec l'arrivée des
¢léments des matrices LU et R. Au bout de I'é¢tape (p+q+1) toutes les composantes de la

matrice V=LUR sont localisées dans les mémoires des nocuds.

Les différentes étapes de calcul sont schématisées sur les figures 1V.9.a...e.

(LU)p =inx ) +ipx ()
(LU = haxy () iy 3 ()
Fig. IV.9.a. Etape 1 Fig. IV.9.b. Etape 2

xyl#) 2(n) m @0y 2 @0n
(LL)yy = Iyxy () +ipe(n) Fia = (L 000 Ay + (L0
(L1 Yy = hyeln) + iy (2) Vg = (L0 7, (L0,
Fig. IV.9.c. Etape 3 Fig. IV.9.d. Etape 4
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w0, LUz

Frz

P = (L0 H L0 )
Prie = (2000 A+ (L0, 1y
Fig. IV.9.e. Etape 5

Fig. IV.9. Principe de fonctionnement du réseau cylindrique dynamiquement reconfigurable
d'un filtre RII 1D du 3™ ordre.

Le débit en données du réseau systolique obtenu par la technique CTP est estimé par [35]:

1
(p+g+DhH(m=+1)

7. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé quelques implémentations trés performantes des
filtres RII 1D. L'implémentation directe des filtres RII 1D, représentés dans 1’espace d'état, sur
des réseaux systoliques conventionnels permet un débit en données appréciable. Une
amélioration du point de vue vitesse de calcul et débit en données est apportée par I’utilisation
des réseaux systoliques du type cylindrique sans pour autant augmenter la complexité de mise
en ceuvre des PEs. Une amélioration plus accentuée du débit en données est obtenue avec la
représentation des filtres par des matrices creuses multidiagonales qui permettent aussi de

réduire la complexité matérielle en diminuant le nombre de PEs.

Comme la matrice d'état multidiagonale n'est pas toujours facile a obtenir et qu'elle
dépend entierement des algorithmes d'optimisation utilisés, nous avons fait appel a la
technique CTP qui permet d'obtenir des architectures cylindriques encore plus rapides avec une

meilleure complexité de mise en ceuvre.
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Conclusion générale

L’objectif, que nous nous sommes fixé au départ, consistait a développer des
architectures paralléles aussi performantes que possible de circuits dédiés au calcul de la
transformée de Fourier discréte et au calcul des filtres récursifs IIR, deux outils

incontournables dans le domaine du traitement numérique du signal.

Pour cela, trois algorithmes FFT, 1’un applicable a une base arbitraire B et les deux
autres aux bases 2 et 4, ont été tout d’abord développés. Les bases 2 et 4 ont été choisies parce
quelles permettent une complexité relativement réduite au niveau des processeurs
¢lémentaires (PEs) par rapport aux autres bases. Il nous a été permis par la suite de déduire
trois types d’architectures que nous avons présentés dans le chapitre 2. La premicre
architecture, conséquence directe des diagrammes de fluence qui reflétent graphiquement la
structure méme de 1’algorithme, s’étale sur logg(N) (B = 2 ou 4 pour les cas ¢tudiés) rangées,
chacune composée de respectivement (N/B) PEs. Elle permet le meilleur débit en données en
présentant une latence de logg(N) étapes pour le premier spectre et une latence d’une étape
pour chacun des spectres suivants. Si le nombre d’échantillons a traiter s’aveére trés élevé, les
contraintes technologiques actuelles pourraient ne pas permettre la réalisation d’une telle
architecture. Dans un souci de réduire le nombre de PEs, deux alternatives ont été suggérées.
La premicre consiste a ne laisser qu’une rangée de (N/B) PEs de la structure précédente et de
reboucler convenablement les sorties de ceux-ci sur leurs entrées en ajoutant un systéme de
multiplexeurs et démultiplexeurs. Quant a la deuxiéme alternative, elle permet de réduire
drastiquement le nombre de PEs. En effet une seule ligne de logg(N) PEs est utilisée. Un
nombre de registres plus ou moins élevé sera en amont de chaque PE, suivant sa position dans
la chaine, pour introduire les retards nécessaires a une lecture adéquate des échantillons et des
spectres intermédiaires par chacun des PEs. La réduction du nombre de PEs est réalisée au

détriment de la latence qui est augmentée pour les deux derniéres alternatives.

Il a été constaté qu’au sein d’un méme type d’architectures le nombre d’étapes de
calculs ainsi que celui des PEs par rangée diminuaient avec 1’augmentation de la base B
utilisée (la base 4 est meilleure que la base 2), mais qu’en contre partie le nombre
d’opérateurs (multiplieurs et additionneurs) composant les PEs augmentait, engendrant ainsi

une complexité plus poussée au niveau de ces derniers. Une diminution du nombre d’étapes et

—106 -



Conclusion générale

de PEs joue en faveur de I’utilisation de bases supérieures a 4. Dans ce contexte, les
perspectives que nous nous fixons sont I’utilisation des bases 8 et 16 pour développer des
algorithmes qui aboutiraient a des architectures qui pourraient étre encore plus performantes.
Toutefois, bien que les architectures FFT qu’on a développées soient performantes, leur
implantation VLSI pourrait poser probléme vis-a-vis du facteur localité. Ce probléme est
résolu par I'utilisation des architectures systoliques. Nous avons alors présenté différents
réseaux systoliques pour le calcul de la TFD. Bien que composés d’un nombre ¢élevé de PEs,
ces réseaux utilisent un parallélisme intensif dans les calculs, permettent un débit en données

trés élevé et disposent de tous les facteurs requis a une implantation VLSI.

Dans le dernier chapitre, réservé a I’implémentation des filtres RII 1D, nous avons
commencé par une implémentation directe des filtres RII 1D, représentés dans l'espace d'état,
sur les réseaux systoliques du type conventionnel puis nous avons présenté une
implémentation sur des réseaux systoliques du type cylindrique dynamiquement
reconfigurables. Les réseaux systoliques conventionnels souffrent d'une latence considérable,
par contre les réseaux systoliques cylindriques dynamiquement reconfigurables, utilisant la
technique de décomposition CTP, permettent de réduire ce probléme de latence. Cela permet
d'améliorer la vitesse de calcul, d'augmenter le flux de données en entrée (débit) et de réduire
la complexité de mise en ceuvre. Nous avons aussi ¢tudié et proposé des structures internes
pour les PEs utilisés par les différents réseaux processeurs qui pourront faire 1’objet d’une

implémentation hardware en VHDL avant de passer a leur réalisation sur silicium.
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Résumé Abstract oadla

Résumé : De nombreuses applications du large domaine du traitement numérique du signal (TNS),
qui travaillent sur un volume important de données et exécutent un nombre considérable de calculs,
dévoilent deux exigences fondamentales : I’exécution des calculs en temps réel et la localisation de
I’unité de traitement a leur niveau. Ceci est pratiquement satisfait par 1’emploi de processeurs
spécialisés et dédiés a ces applications. De plus, I’exigence d’une exécution en temps réel est
grandement favorisée par 1’utilisation d’architectures paralleles dans la construction de ces
processeurs car cela permet d’atteindre des débits en données élevés. 11 faut noter que grace a
I’avancée de la technologie microélectronique d’intégration a trés grande échelle (VLSI) et a
l'utilisation des techniques de conception assistée par ordinateur (CAQO), la construction de tels
processeurs s’est grandement simplifiée. Dans ce contexte, 1’objectif de ce travail est de proposer des
processeurs dédiés a base d’architectures paralléles concurrentes et constituées de réseaux ordonnés
de cellules ou processeurs ¢lémentaires (PEs). Plusieurs architectures paralléles seront proposées et
une étude comparative entre celles-ci sera faite. La comparaison portera sur plusieurs facteurs dont la
régularit¢ et la modularité des réseaux de PEs, 1’homogénéité et la localité des réseaux
d’interconnexion, le débit en données et la surface silicium a implanter. Comme exemples
d’application, ces réseaux de processeurs seront adaptés au calcul de la transformée de Fourier et aux
filtres numériques récursifs qui sont deux outils de calcul incontournables dans le domaine du TNS.

Mots clés : Architectures paralléles; Filtres numériques récursifs; Réseaux de processeurs
¢lémentaires; Transformée de Fourier Discréte; Transformée de Fourier Rapide.

Abstract: Many applications of the wide domain of digital signal processing (DSP), which work on a
large volume of data and perform a considerable number of calculations, reveal two essential
requirements: the execution of calculations in real time and the localization of the processing unit at
their level. This is practically satisfied by the use of specialized processors dedicated to these
applications. In addition, the necessity of a real-time execution is greatly supported by the use of
parallel architectures in the construction of these processors because it allows achieving high data
rates. It should be noted that thanks to the advancement of microelectronic integration technology on a
very large scale (VLSI) and the use of computer-aided design (CAD) techniques, the construction of
such processors has been greatly simplified. In this context, the objective of this work is to propose
dedicated processors based on concurrent parallel architectures and constituted by ordered networks of
elementary cells or processors (EPs). Several parallel architectures will be proposed and a comparative
study between them will be made. The comparison will cover several factors including the regularity
and modularity of the EPs networks, the homogeneity and locality of the interconnection networks, the
data rate and the silicon surface to be implanted. As application examples, these processor networks
will be adapted to the calculation of Fourier transform and recursive digital filters, which are two
compelling tools in the field of DSP.

Key words : Parallel architectures; Recursive digital filters; Elementary processor arrays; Discrete
Fourier transform; Fast Fourier transform.
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