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Introduction

Ce mémoire est principalement & consacré a deux grands outils de I’Analyse, I'analyse de
Fourier et la théorie des distributions. Ainsi qu’a diverses applications a des équations de
la physique mathématique. Il s’agit de domaines ayant des racines trés anciennes mais qui
font toujours l'objet de recherches actives et qui ont connu dans une période récente des
développements trés importants dont nous essaierons de donner une idée.

Le premier chapitre, contient les définitions des distributions qui est une extension de
la notion de fonction et les opérations mathématiques qui sont nécessaires pour une bonne
compréhension de la suite des problemes traités.

La seconde partie, traite de I’analyse de Fourier cette branche est dominée par les con-
cepts de série et surtout de transformation de Fourier qui permet a étuder les équations aux
dérivées partielles a coefficients variables.

Notre objectif dans 3°™¢ chapitre est de rendre accessible les idées que nous avons présenté
et nous allons réaliser d’une maniére détaillée comment résoudre les équation différentieles

partielles.



Introduction

Notations multi-indicielles

Un multi-indice « est un n-uplet d’entiers, o = ( «q, ..., a,) € N". On appelle longueur

de o 'entier

la] = a1 + ... + ay,.

Pour chaque multi-indice o« € N”, on note les dérivées partielles itérées d’une fonction ¢

de classe C* sur ) comme suit :

el

aa@ (ZE’) ou 8‘330 (l’) noté W x),

c’est-a-dire que
0% (x) ou 05 (x) = 0xi*...0x0"p (x)
Par analogie, pour tout x € R" et tout o € N”, on note

Qn

a _ _aq
% =ait.ar.

Notons encore, pour tout a € N et tout 5 € N”

f < a si et seulement si 5; < «; pour tout ¢ € {1, ...

On pose aussi

(3) = =

On définit la factorielle de o par

al =aql..a,! .



Chapitre 1

Théorie des distributions

Notions et définitions
Contenu
1.1 Espace des fonctons D ()
1.2 Espace des distributions D’ ()

1.3 Opérations sur les distributions



1. Théorie des distributions

Introduction

La théorie des ditributions: C’est une extension de la notion de fonction, qui a joué
un role trés important dans le développement de 1’Analyse. Bien que son introduction par
L.Schwartz soit encore relativement récente, elle a permis de tels progrés en théorie des
équations aux dérivées partielles et en analyse harmonique que ’on ne saurait plus parler

de ces deux branches sans y avoir recours.



1.1. Espace des fonctions D ({2)

1.1 Espace des fonctions D (1)

1.1.1 Support d’une fonction

On définit le support d’une fonction ¢ : R™ — R (ou C), notée supp ¢ par :

supp ¢ = {z € R" : ¢(x) # 0},

c’est-a-dire ’adhérence de ’ensemble des z tels que ¢ () est non identiquement nulle.
Autrement dit, c’est le plus petit ensemble fermé en dehors duquel ¢ est identiquement

nulle.

1.1.2 Espace D(2), Q2 ouvert de R"

Définition 1.1.1 : Soit Q un ouvert de R™. On appelle fonctions-test dans 2 les éléments
de l’espace D(R2) des fonctions indéfiniment dérivables et ¢ support compact dans .
Uespace D(RY) est souvent noté C3°(§2). pour K compact dans 2, on note Ci° lespace des

fonctions-test a support compact dans K (c’est-a-dire nulles hors de k). On notera
D) = CF () ={pe C®(N): supp ¢ compact C N}.

Exemple 1.1.1 : La fonction ¢ : R — R définie par :

1

(2) e =2 sz <1
€Tr) =
7 0 si |z >1

appartient a D. En effet, si |x| > 1, alors p(x) = 0 et ¢ € C*®. De méme, si |z| <
1
1,25 € C®et p(z) = e 2 € C*. Si |z| =1, les dérivées & droite de ¢ sont nulles. On

montre dans ce cas que l'on a ®) () =0, donc ¢ € C*®. En outre, supp ¢ = [~1,1] et par

conséquent ¢ € D.

Proposition 1.1.1 :
e Sip e D alors 0% € D.
e SiveDeta:R"—C,acC®(Q), alorsa ¢ € D

supp (ap) C suppep.



1.2. Espace des distributions D’ (f2)

1.2 Espace des distributions D’ ()

1.2.1 Définition d’une distribution

Définition 1.2.1 : Soit Q un ouvert de R™. On appelle distribution sur €1, toute forme
linéaire continue sur D(S2). On note (T, ) la valeur de T sur ¢ € D(Q). Ainsi T est une
distribution sur € si :

— d’une part : ¢ — (T, p) est une application linéaire de D(2) — C, c’est-a-dire telle

que :

(T, 01+ 0y) = (T,01) +(T,09) Vor, 0, € D(2)
(T Ap) = XTI, VA€ C, Vo € D(Q)

— d’autre part : o, — ¢ au sens de D(QQ) lorsque n — oo entraine :
(T,6) = (T,9)  lorsque n— oo
L’ensemble des distributions sur D(Q2) forme un espace vectoriel complexe noté D’ (€2).

Proposition 1.2.1 : Une forme linéaire T' sur D(QY) est une distribution sur ) si et seule-
ment si, pour tout compact K de §2, il existe m € N et C' > 0 tels que, pour toute fonction

test p € D(Q) telle que supp ¢ C K (la propriété de continuité) ,

| (T,0) [<C D sup|0p (2)] .

laj<m "€E

Le plus petit entier m possible est appelé l’ordre de la distribution T' (distribution d’ordre fini) .

1.2.2 Exemples de distributions
Fonctions localement sommables :

Définition 1.2.2 : Une fonction f : R" — R (ou C) est dit localement sommable si

elle est sommable sur toute ensemble compact K de R", c’est-a-dire, st

/K| F@)| dz < +oo.

On dit aussi qu’elle est localement intégrable .



1.2. Espace des distributions D’ (f2)

Soit f : R — R (ou C) une fonction localement sommable, on définit la distribution
réguliére associée a f, souvent notée 7, par :
+o0

(Ty, ) = f(x)p(x) dv, p€D

L’intégrale ci-dessus existe car on intégre en fait, non sur R, mais sur le support compact
de ¢.
(2) Ty est linéaire : en effet, soient ¢,, ¢, € D et a, 5 € C,

+o0
Tpogt o) = [ 1) (0w @)+ B () do
= o[ r@a@as [ f@e)

= a(Ty, ) + B (T}, 0,) -

(72) T; est continue : en effet, par hypothese la suit (p,,) converge vers ¢ dans D,

c’est-a-dire tous les supports des ¢,, sont contenus dans un méme compact [a, b] et pour tout

7 € N, la suit des dérivées <¢$3 ) ) converge uniformément vers o),

n—=00 \ z€(a,b]

lim ( sup \g),(j) (x) — go(j) (x)‘) =0.

Montrons que (17, ¢,,) converge vers (T, ). On a

| {Try00) = Tr0) | = | Tro =) |
=\/ £ (@) (g () — 9 (2) da

- [T1r@ e e @)

_ (/|f |d$) (wz[gr; on (@) - 30(33)|>-

Proposition 1.2.2 : Toute fonction f (x) localement sommable définit une distribution Ty

par
+o00

(Ty, ) = f(x)p(r)dr, ¢eD.



1.2. Espace des distributions D’ (f2)

Dans R™, toute fonction f(x1,...,x,) localement sommable définit une distribution Ty par

la relation
400 +oo
(Tr,p) = / f(z1, .y zn) (1, .y xy) day.zp, @ €D
= f ()¢ (x)de r= (21, .., Tp) .

Rn

Théoréme 1.2.1 : Deux fonctions localement sommables f et g définissent la méme dis-

tribution (réguliére) , si et seulement si, elles sont égales presque partout.

Ty=T,<= f=g9 pp

Distribution de Dirac

Définition 1.2.3 : La Distribution de Dirac o [’origine est fonctionnelle, notée §, défini

par :

(0,0) =9 (0) VoeD.

1.2.3 Convergence dans D’ (2)

Définition 1.2.4 (Suite convergente de distributions) : On dit qu'une suite (T,), -,

de distributions sur Q converge vers T € D' () si, pour toute fonction ¢ € D (2), on a

lim <Tn7 90> = <T7 Q0> .

n—oo

Cette notion de convergence est donc une convergence simple. On écrira dans cette situ-
ation

lim T,=T ou Tng T lorsque n — o0.

n—oo

1.2.4 Distributions a support compact
Support d’une distributiont :

Restriction d’une distribution a un ouvert : Considérons deux ouverts 2 C €)' de R

et soit 7' € D' (€?') . Nous pouvons associer a T' une distribution Ty, appelée restriction de T’



1.2. Espace des distributions D’ (f2)

a (), définie pour toute ¢ € D () par :
<TQv 90> = <T7 QND> )
et dans laquelle ¢ est le prolongement par 0 de ¢ & .

Définition 1.2.5 : Le support de T, noté supp T est le complémentaire dans ) du plus

grand ouvert w de ) tel que la restriction deT' a w soit nulle.

Distributions a support compact :

Définition 1.2.6 : On dit que T € D' (Q) est a support compact lorsque supp T est

compact. On note [’ensemble des distributions a support compact & (€2).
&(Q)={T D (Q),supp T compact dans Q}.

FEvidemment, &' () est un sous-espace vectoriel de D' () sur R (ou C) .



1.3. Opérations sur les distributions

1.3 Opérations sur les distributions

1.3.1 Deérivation des distributions
Définition de la dérivation:

Soit f est une fonction de classe C!. En faisant une intégration par parties :

—+00 “+oo

([l 0) = f'(@)p(x) do=— f @)@ (z)de=—(f,¢), ¢€D(),QCR

car ¢ (+00) = 0. On est donc conduit & la définition générale suivante :

Définition 1.3.1 : On appelle dérivée T'd’une distribution T, la fonctionnelle définie par

la relation

(T'¢) =— (T\¢), ¢€D(Q),QCR.

Proposition 1.3.1 : Tout distribution admet des dérivées de tout ordre qui sont aussi des

distributions.

Démonstration. Soient 7" une distribution et ¢ € D. On a par définition,
<T(J')’ 90> — (_1)(1') <T, ¢(j)> 7

ou ¢, ¢", ...,V existent car ¢ € C®. Montrons maitenant que 7V) est une distribution.

Elle est linéaire : soient ¢, ¢, € D(Q),Q CRet o, € C(R), on a
(TD, ap, + Bpy) = a(TD, @) + (T, p,) .

Pour établir la continuité de 7, on suppose que la suit (p,) converge dans D vers .
Alors, par définition, (gogf )> converge uniformément vers pU) et par conséquent

(TD, 0,y = (~1)9(T, o)),

converge vers

(_1)(j) <T, Sﬁ(j)> — <T(J')7 80>-

10



1.3. Opérations sur les distributions

Exemples:

Dérivée de la fonction d’Heaviside

Rappelon que la fonction d’Heaviside (dit échelon unité) est définie par :

{0 siz <0

H —
@ =11 dz>0

et détermine une distribution notée H. Au sens des fonctions, la dérivée de H (z) n’exite

pas au point x = 0. Mais au sens des distributions, on a pour ¢ € D;

(H'.0) = — (H.J) =—/0 T (@) de = p(0) = (5,0).

car ¢ (+00) = 0. Par conséquent, H' = ¢, c’est-a~dire la distribution H a pour dérivée
la distribution de Dirac. La discontinuité que représente H (x) a l'origine apparait dans la
dérivée de distribution associée, sous la forme d’une masse (+1) ponctuelle placée a I'origine.
Remarquons qu’il n’est pas nécessaire de préciser la valeur de H (x) pour x = 0, qui est un

ensemble de mesure nulle. Par réitérations, on obtient
HMH) =M ;e N,
Dérivée de la distribution de Dirac

On a

En général, on a

Extension au cas de plusieurs variable:

Dans le cas de plusieurs variable, on définit la dérivée d’une distribution 7', par

81%’

oT B Op .
<a$z790> - - <T, ax2>’ Z—l,Q,...,m.
CT_ N[O dp\ [,
8%8:6]-’90 - 8$j7 8:61 B 785(71'8131' ’

11




1.3. Opérations sur les distributions

[oalt 0

8:&81}- - (996]8:1:1

ol ¢ (21, Ta, ..., Tpy) € C*, donc , et par conséquent

OT T
axiaxj B axj(?xz

Plus généralement, on a

(0°T, ) = (~1)*(T, %) .

1.3.2 Multiplication des distributions

Le produit de deux distributions arbitraires n’est pas toujours défini. Si une distribution est
définie par une fonction localement sommable f (), le produit f2(x) n’est pas forcément
sommable. Par exemple, la fonction f(z) = \/LE est localement sommable mais f?(x) =
ﬁ n’est pas sommable & l'origine. Dans ce qui suit, nous allons définir le produit d’une
distribution 7" par une fonction g de classe C*°. Supposons tout d’abord que cette distribution
soit associée a une fonction f (x) localement sommable. On a, pour ¢ € D,

wro) = [ T (@) £ (2) ¢ () dz = (f.99).

o0

Rappelons que gy € D (voir proposition 1.1.1). On est ainsi conduit a la

Définition 1.3.2 : Le produit d’une distribution quelconque T' par une fonction g de classe
C*™ est défini par
(9T ) =(Tg,¢), ¢ €D.
On vérifie aisément que le produit ainsi défini est bien une distribution. soient v, py € D
eta,B€C, ona
(9T, apr + Bpy) = a (9T, 1) + 8 (9T, ¢s) ,

donc gT' est linéaire. Pour la continuité, on a par hypothése ¢, 2, . Donc gy, 2, gy et
des lors

lim (g7’ ,) = lim (T, gp,) = (T, g¢) = {¢T,¢) .

n—oo

12



1.3. Opérations sur les distributions

1.3.3 Translation d’une distribution

Soit f une fonction localement sommable, on peut définir la fonction translatée de f par a,

notée 7,f, en posant 7, f (z) = f (x — a). On a pour tout ¢ € D

(rof. ) = / TP @ e @dr= [ fo—a)e () d.

o —
En posant y = x — a, on obtient

+00 +o00

(Taf,0) = fWely+a)dy= f @) (T-aw) (y) dy = (f, 7—atp) -

Et généralement, pour une distribution 7', on a
(raT, ) = (T 7-atp) ,
soit explicitement,
(T'(x —a), ¢ (x)) = (T (2),p(z+a)).

Définition 1.3.3 : La distribution 7,1 définie ci-dessus est dite translatée de T par la

translation a.

Exemple 1.3.1 : La distribution de Dirac 6, au point a, représente la translatée de § par
a7

(Tad, 0) = (0,7-app) = (0 (2) , 0 (x + a)) = ¢ (a) = (00, ©) -

1.3.4 Transposée et parité d’une distribution

\
Soit f une fonction localement sommable et soit f : x —— f(—x), sa transposée. La

\%
distribution T} associée a f est déterminée par

<T},¢> =/f<—as>so(w>dx= /f@)@(—x)dl“: <T’é>’

13



1.3. Opérations sur les distributions

\Y
Définition 1.3.4 : Le transposée d’une distribution T, notée T, est la distribution définie

<”f,¢> - <T,g\é>, Vo eD

La notion de transposée d’une distribution permet de définir les distributions paires et im-

par

paires comme pour les fonctions.
Vv
Définition 1.3.5 : Une distribution T est dite paire si'T' =T, c’est-a-dire
<T7<,V0> =(T,p), VpeD
Vv
et elle est dite impaire si T = =T, c’est-a-dire

<T,g\z/7> —  (T,p), VYoeD.

14



Chapitre 2

Transformation de Fourier

Contenu
2.1 Transformée de Fourier d’une fonction

2.2 Transformée d’une distribution
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2. Transformation de Fourier

Introduction

L’analyse de Fourier: Dite encore analyse harmonique, cette branche est dominée par
les concepts de série et surtout de transformation de Fourier, ainsi que par 1'opération de
convolution qui leur est étroitement reliée.

On peut, sous des hypotheéses trés générales, représenter une fonction f définié dans R™

sous la forme suivante

f (2) = 20)™" / e f (€) de.

ol la fonction f définie dans R" et qui se déduit de f par une formule analogue s’appelle la
transformée de Fourier de f.

Il faut voir cette formule de la maniére suivante. Elle permet d’écrire une fonction quel-
conque f comme une “superposition” de fonction oscillautes simples : les application z —
¢i¢ chacune d’elles ayant une amplitude |f (€) |, et un déphasage argf ().

Lorsquon veut analyser qualitativement ou quantitativement une fonction, I’idée la plus
simple est la “en amplitude” fondée sur les valeurs ponctuelles : en quels points x la fonction
est-elle nulle, “petite”, “grande”...?

L’analyse de Fourier permet d’y superposer une analyse “en fréquence” : quelles sont les
fréquences £ qui contibuent & I’écriture de f ci-dessus, y contribuent-elle peu ou beaucoup...”

Ce point de vue revient a faire Panalyse “en amplitude” de f.

Peut-étre d’apparence moins naturelle, ’analyse en fréquence s’est révélée d’une impor-
tance aussi grande que l’analyse en amplitude (leurs roles sont symétriques en mécanique
par example). Elle prend méme un caractére prédominant dans I’étude d’un certain nombre
de questions.

La transformation de Fourier : a néanmoins un inconvénient, son caractére global. Pour
le traitement du signal ou pour I’étude des équations aux dérivées partielles a coefficients
variables, I’analyse en fréquence reste indispensable,mais il faut pouvoir la mener localement

en les variables de temnps ou d’espace.

16



2.1. Transformée de Fourier d’une fonction

2.1 Transformée de Fourier d’une fonction

Définition 2.1.1 : Soit f € L' (R") i.e. une fonction sommable au sens de Lebesque sur
R"™. La transformée de Fourier de f est la fonction, notée Ff ou F (f) ou f et définie

pour tout & € R™ par :
F(f)=F©= A (x) e d. (2.1.1)

Proposition 2.1.1 : Si f € L' (R"), alors f est continue, bornée, f(ﬁ) tend vers 0 lorsque

7 =1,

¢ — £oo (Riemann-Lebesgue) et

Démonstration. On a

f&) = flx)e™de, R,
Rn
La fonction sous intégrale est continue pour presque tout x € R™ et est mesurable pour tout

¢ € R™. En outre, on a
|f(x)e ™| =|f ()], VEeR"

Le second membre appartient a L' (R") et d’aprés le théoréme de continuité pour les fonc-

tions définies par une intégrale, la fonction f est continue.Par ailleurs, on a

Fo|< [ 1r@lds =1l weer

ce qui montre que J/”\est bornée. De plus,

7] = e

Montrons maintenant que f(é“ ) tend vers 0 lorsque £ — +o0. En effet, ’'espace des fonctions

Fol< [ 1r@lde= il

continues par morceaux & support borné sur R" ou celi des fonctions en escalier est dense
dans L' (R™) . Tout fonction f € L' (R™) peut étre approchée au sens de la norme de L' (R")
par une suite de fonctions en escalier a support borné. On peut donc trouver une fonction
en escalier ¢; cela signifie qu’il existe des intervalles bornés [a_1, o] et des valeurs ¢4, ..., ¢,

tels que :

Y= Z kLo 1,0k
k=1

17



2.1. Transformée de Fourier d’une fonction

ou 1y, , o, désigne la fonction caractéristique de [ak_1, ], c'est-a-dire égale & 1 si = €
[ag—1, ] et & 0 sinon. Donc ¢ s’écrit comme combinaison linéaire finie de fonctions carac-
téristiques d’intervalles et on peut calculer sa transformée de Fourier $ par linéarité. Plus

précisément, on a

P& = / <ch]—[ak1,ak]> ey
R™ N\ k=1

n Ok
= ch / e
k=1 7
"L ic
e i
— R (e o _ o wékqf) )
2%

Dés lors

2.1.1 Transformée de Fourier inverse

Définition 2.1.2 (Transformée de Fourier conjuguée) : Soit f € L' (R™). On appelle

transformée de Fourier conjuguée de f la fonction :
F(f) e [ f)edn
R
On a alors le théoréme dinversion suivant :

Théoréme 2.1.1 (Formule d’inversion) : Soit f € L' (R™). On suppose que felL! (R™).
Alors on a presque partout :

1 r LT . _ I =/
f@) = G [ T©ede e f= 557 (F)

En particulier, admet un représentant continu.

18



2.1. Transformée de Fourier d’une fonction

Proposition 2.1.2 : soit f € L' (R). Supposons que f est dérivable et que f' € L' (R).
Alors

FAL (@)} = i6F{f ()} = i€ (€).
Si en outre, f admet des dérivées jusqu’a l'ordre n qui sont dans L' (R), alors

FLFO (2)} = (i€)" F{f (x)} = (i€)" f (€).

Démonstration. En effet, on a

+o00
Fif@y = [ fl e " dy
= f(z)e ™8T i ” f(x) e ™ da.

on sait que si une fonction intégrable admet une limite, alors cette derniére est nulle. Par

hypothése, f € L' (R") et il suffit de monter que hril f (z) existe. Nottons que

f(x)zf(0)+/0wf(t)dt-

+

Comme f’ est intégrable, alors f (z) a une limite finie pour z — co. Cette limite ne peut
étre que zéro car sinon f ne serait pas intégrable. Dés lors,

FAf (@)} =ig f(z)e dr = icf (€).
Plus généralement, puisque f admet des dérivées jusqu’a l'ordre n alors en répétant le

processus ci-dessus, on obtient

F{F™ (x)} = ief (€).

19



2.2. Transformée d’une distribution

2.2 Transformée d’une distribution

2.2.1 Fonctions a décroissance rapide

Définition 2.2.1 : L’espace de Schwartz des fonctions indéfiniment dérivables a décrois-

sance rapide.

Exemple 2.2.1 :

72

1) La fonction e=*" est indéfiniment dérivable et

lim 2 = 0,

|z|—o00

N , . . 2
elle est a décroissance rapide et donc e™ € S.
2) La fonction e~1*| est a décroissance rapide mais n’est pas de classe C*, donc e 1l ¢ S.

: 1 o o NP < 1
3) La fonction T,z est de classe C* mais n’est pas a décroissance rapide, donc 17 ¢S.

Proposition 2.2.1 : La transformée de Fourier d’une fonction de S est encore une fonction

de S.

2.2.2 Distributions tempérées

Définition 2.2.2 : On appelle distribution tempérée, tout fonctionnelle linéaire continue
définie sur S et a valeurs dans C. Les distributions tempérées forment un espace vectoriel

que l'on note S’ (espace dual de S). On vérifie que : S' C D'.

Définition 2.2.3 : La transformée de Fourier d’une distribution tempérée T est la distrib-

ution FT (que Uon note aussi T) définie par
(FT,0) =(I'Fp), ¢c§
Proposition 2.2.2 : SiT € §', alors FT € S'.
Démonstration. voir [A.LES] =

Remarque 2.2.1 : De méme, on définit la transformée de Fourier (conjugué) F de F en

posant

(FT, ) = (T, Fop),
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2.2. Transformée d’une distribution

“+oo
pour tout p € S et T € S' avec Fo = / o (z) e®sdx. Par ailleurs, si p € S et T € &,

alors

(FT.0) = (T.Fe) = (T,.75) = (T.7%) = (FT.3) = (FT.¢),
d’ou FT = FT.
Proposition 2.2.3 : Si T est une distribution tempérée, alors sa dérivée T' est aussi tem-

pérée et on a

FT' =iFT, cest-a-dire T' =ifT.

Plus généralement, pour la dérivée d’ordre n, on a

T(n)

FTU = (ig)" FT,  cest-g-dire T = (i¢)"T.

Démonstration. voir [A.LES| =

Transformation de Fourier dans 2

Soient f,g € L*(R) i.e de carré intégrable. On note (,) le produit scalaire et |||, la norme
associée a ce produit scalaire :
+oo

(f.g) = / F@)g () da

o0

Il = VAL 1)

L’espace L*(R) est un espace de Hilbert.
On sait que les deux inclusions L'(R) C L*(R) et L?*(R) C L'(R) sont fausses.

Remarque 2.2.2 : Si f € LY(R) N L3(R) alors la transformée de Fourier | € L2(R).
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Chapitre 3

Résolution de I’équation de la chaleur

Contenu
3.1 Propriétés et applications de la transformation de Fourier

3.2 Résolution de I’équation de la chaleur au sens des distribution
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3. Résolution de I’équation de la chaleur

Introduction

L’équation de la chaleur : linéaire est constitue le modéle type de la classe des équations
aux dérivées partielles paraboliques qui décrivent, en générale, un phénoméne de diffusion.
Son analyse mathématique et la compréhension des propriétés qualitatives de ses solutions
ont conduit & développer des outils dont I’extension permet de mieux aborder les modeéles

non linéaires plus complexes & appréhender.
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3.1. Propriétés et applications de la transformation de Fourier

3.1 Propriétés et applications de la transformation de

Fourier

3.1.1 Linéarité

La transformation de Fourier est linéaire, comme le crochet de dualité; on a donc :

F(f+g) = F(HHl+F(@=f+7
FO) = MF(f) =\

3.1.2 Cotransformation de Fourier

Définition 3.1.1 : La cotransformation de Fourier de ¢ est la fonction, notée F ! ()

et définie par :

F () = (%)nf ()

Dans le cas ot ¢ est une fonction sommable, on a notamment :

F = EdE.
() (@) = g [ (@i
La notation s’explique par le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.1 : La cotransformation de Fourier est l'inverse de la transformation de

Fourier; c¢’est-a-dire que pour toute distribution T € S’, on a :
FUT) = FF () =T = FF(T).
Cette formule est parfois appelée formule de réciprocité.

Démonstration. Pour I’établir, il suffit de la montrer pour une fonction ¢ € S
(a cause de (2.2.2)). Dans ce cas, elle se raméne a une utilisation de la formule de Fubini

et a un passage a la limite; nous donnons ce calcul important dans le cas de la dimension
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3.1. Propriétés et applications de la transformation de Fourier

FU@)@) = 5 | Bled

1 A —+o00 » »
— : o —iy 9T
= gg}oQW/A</w p(y)e dy)@ d§
“+00 1 A )
= lim v (y) (— / e’(x‘y)édf) dy

A—o00 oo _A

e sin|(z —y) A

= i d
Ju ¢ (y) pyp———
_ +oo (_Z)sinzd
I . P A e
T gin 2
- o [ -

car la derniére intégrale est exactement égale a 1 (c’est la raison d’étre du coefficient 1/27).

3.1.3 Multiplication et convolution

Définition 3.1.2 (Produit de convolution) : Soient f et g, deux fonctions de L' (R").

On appelle produit de convolution de f et de g la fonction notée f x g définie par :
(fxg)@)= | fWol-ydy= | flz—y) gy dy.
R™ Rn
On a alors (f xg) € L' (R").

Si ¢ et ¥ sont deux fonctions de S, alors @,;b et leur produit également appartiennent

aSetlona:
PU© = [ e@e s [ vwe (2.35)
Rn Rn
= / ) / e () e T dady

_ / (/ o ()0 (2 — ) d:z:) i€ ds

= [ err@es
= Flexy)
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3.1. Propriétés et applications de la transformation de Fourier

Une formule similaire existe pour F 1, et on peut aussi appliquer F~!aux deux membres
de(2.3.5) ; enfin, on peut remplacer I'une des fonctions par un élément arbitraire de S&’. On

obtient alors les égalités suivantes :

VI €S, Ypes o =T 236
g;T: (2;),1@*?.

En d’autres termes, la transformation de Fourier (et aussi la cotransformation) échangent

la multiplication et le produit de convolution.

3.1.4 Formules de Parseval et Plancherel

Si ¢ et ¥ sont deux fonctions de &, On peut calculer :

(p,0) =

Cette formule reste vraie pour deux fonctions de L?; elle est connue sous le nom de

formule de Plancherel:
1 ~
<f;g> = W <f79>-

Lorsque g = f, on obtient la formule de Parseval en prenant la racine carrée :

1., = em? il

Il en résulte notamment que si f est de carré intégrable, alors faussi, ainsi que F 1 (f).

L2

Par conséquente, 'espace L? est globalement invariant par la transformation de Fourier,

comme S et S’.
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3.1. Propriétés et applications de la transformation de Fourier

Les formules(2.3.6) peuvent étre employées plus généralement

quand les deux membres ont un sens. Par exemple, si f et g sont des fonctions de L?,
alors leurs transformées aussi et f * g € L'; on a donc au sens des fonctions sommables
ordinaires F (f x g) = 3, et ce produit appartient & L.

Inversement, la formule de Plancherel est vraie pour le crochet de dualité de S et S :

/ 1 Ao~
VI eS8, V€S, (T,¢>:W<T,gp>.

3.1.5 Applications de la transformation de Fourier
Le probléme de Cauchy

En utilisant la transformée de Fourier, déterminer la solution u(x,t) de I’équation de la
chaleur
ou 0%

gu 2% g s
o Yo

avec la condition initiale : u (z,0) = ¢ (z) ou ¢ (x) est la température a U'instant ¢ = 0.

Pour résoudre 1’équation ci-dessus, on considére la transformée de Fourier par rapport a
la variable x seulement. On a

+o0 8u ) +o0 a2u )
— (z,t) e " dx = a® — (z,t) ez,
JREACY | Gt
et
o0 ]
Flu(et) = a(6) = / w(z, ) e d.

o0

En tenant compte de la proposition 2.1.2, on obtient

f{%(x,t)} = g—z(ﬁ,t):/+m%(w,t)e_mfdx:ifﬂ(f,t),

82 52\ 7+0082 —1ix -
]—"{8_;(33,75)} - a_gz(&t):/_oo s (@) e dr = 8% (5, 1)

Des lors, I'équation précédente s’écrit sous la forme
ou .
a (57 t) = _a2€2u (57 t) :
En intégrant cette équation en I'inconnue @ (§,t) de la variable ¢, on obtient

W€ t) = Ce e,
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3.1. Propriétés et applications de la transformation de Fourier

Or

“+o0o +oo

u(£,0)=0C= / u(x,0) e *ds = / o (z) e " da

donc
+o0
(6 1) = et / o (x) e Edz = =G (€)

o0

c’est-a-dire
Flu(w )} =e " F {p@)}
Comme F{f*g} = F{f} F{g}, on peut poser u (z,t) = f * g, avec f = ¢ (x) donnée
et g telle que : F{g} = G (&) = e %, D’apres 3.3.2, on a

1 _ a2
g = € 4ad?t,

vVAama?t

Finalement, on obtient la solution

1 22 1 +oo (r—1)2
u(z,t) =@ e i = / py) e e dy.

Vara?t 2a+/Tt
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3.2. Résolution de I’équation de la chaleur au sens des distributions

3.2 Résolution de ’équation de la chaleur au sens des
distributions

Définition 3.2.1 : on dit que la distribution E € D' (R™) est une solution élémentaire de

Uoperateur P (D) si E satisfait l’égalité
P(D)E =56

au sens des distributions D' (R™),

(P (D) un opérateur différentiel linéaire d’ordre au plus m et & coefficients contants).

3.2.1 Le probléme de Cauchy

pour I’équation de la chaleur consiste a trouver u(t, z) solution de :

2
ou 28u:O

ot " 522
u(z,0) = f ()
SifeS (R), zeRréel et t dans[0,7] , alors le probléeme admet au sens des distribu-

tions une solution unique u € C*® (R+, S’ (R)) donnée par
u(z,t) = E(x,t) = f ()

avec
1 o2

e 4dZt
VAama?t

Si f est une fonction de L? (R), alors u est une fonction seulement continue.

E (z,t) =

Dans le cas de variables réelles (t,z € R), la distribution

1 2

Vi T H )

ou H (t) est la distribution de Heaviside (valant 1 pour ¢ > 0 et 0 sinon) est solution

E (z,t) =

fondamentale de I’équation DE = § ou D est 'opérateur

0,0

D=5~z
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3.2. Résolution de I’équation de la chaleur au sens des distributions

Soit ¢ € D (R),
(DE,p) = — (E,0p — a’*duup)
= — / (47ra2t)_1/2 e /et (Do — a°0ypp) dudt.
[0,400[xR
Evaluons séparément les deux intégrales

L = / (47ra2t)_1/26_‘”2/4“2t (Orp) dxdt
[0,400[xR

+oo oo ~1/2 9, 9
= lim / (4ma®t) e A9t (D) daxdt.
0 €

e—0

En intégrant par parties, on obtient

I e 2,\~1/2 —a?/4q? i 2,\~1/2 —a?/4q? oo
IL = lin% / O ((47m t)y e [4a t) cpdxdt+/ [(47m t)y e /4a%t (a:,t)] dx
e~V Jo € - ©
soit
: -1 oo e 12 1 —z2/4a’t oo 2 \—1/2 —xz2/4a?
13 —0o0

De la méme maniére, on calcule la deuxiéme intégrale

I, = / (47ra2t)71/2 T /4a%t (a28mg0) dxdt
[0,400[xR

+o00 +o00 1/2 5 )
= lim / (47m2t)_ /2 gma®/4a?t (a28m90) dxdt.

e—0 0

En intégrant deux fois par parties, et en utilisant le fait que la fonction ¢ s’annule a

I'infini
—1 Feo Feo I2 1 2 2
— 1 . —x?/4at
L2 ll—r}(l) 4aﬁ/0 /5 (2(14755/2 a2t3/2> ¢ pdvdt
d’ou
. oo 2 —1/2 2 4 2
(DE, @) = ll—I}(lJ (4ma®e) e [4ea’e 5 (1, €) da
too s L\ T2
= llil(l) <ﬁey ) % (2@2\/53/, 8) dy
par changement de variable y = \/%Tg’ on obtient finalement

(DE,¢) =¢(0,0).
Par conséquent E' est bien une solution élémentaire de 'opérateur D. Le probléme con-

sidéré pour x € R et ¢ > 0 admet donc une solution unique

1 oo _ (=—y)?
u(x,t) = 2o f(y)e w2 dy.
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Conclusion

La théorie des distributions sont en fait une généralisation de notion de fonction, auxquelles
on peut étendre nombre de concepts de I'analyse, notamment le calcul différentiel.

Dans ce travail, nous avons étudré les définitions des bases : les espaces des fonctions
et des distributions, et opérations mathématique puis on introduit dans cadre génerale les
transformations de Fourier et on essayer d’appliquer cette transformation sur les équotions

de la chaleur pour trouver la solution de ce équation.
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