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Résumé

Nous nous intéressons ici aux méthodes de réduction pour le système des équations aux

dérivées partielles non linéaires , nous choisisons la méthode directe de Clarkson

et Kruskal, apparue en 1989.

pour résoudre un système d’Euler en dimension un , et un système en dimension deux

lié à la mécanique des fluides.
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Introduction

Il est important de développer des méthodes d’obtention des solutions des équations

aux dérivées partielles non-linéaires, parce que celles-ci sont présentés dans

la formulation de plusieurs modèles physiques. Par exemple, plusieurs équations

aux dérivées partielles non-linéaires interviennent en grand nombre dans

la théorie moderne des solitons ainsi qu’en mécanique des fluides, en théorie

des champs classiques et quantiques.

Les transformations apparaissent pour la première fois dans l’année 1880 dans le

cadre de la théorie classique de la géométrie différentielle des surfaces et de

la théorie des équations différentielles.

La méthode de similarité directe de Clarkson et Kruskal a été proposée en 1989 [11] .

L’idée de la méthode est de chercher la solution sous forme particuliére, en transformant

les équations aux dérivées partielles à des équations différentielles ordinaires.

Dans ce mémoire on s’intéresse à l’application de cette méthode aux systèmes

des équations aux dérivées partielles.

Dans le premier chapitre on donne la définition de la méthode de Clarkson et Kruskal

avec un exemple d’application sur les équations aux dérivées partielles.

Dans le deuxième chapitre on étudie le système des équations aux dérivées partielles en

dimension un, à partir de la recherche de la solution sous forme auto similaire [7] ,

et en proposant une nouvelle application de la méthode de Clarkson et Kruskal .

En fin dans le chapitre trois, on étudie un système d’Euler en dimension deux,

en proposant une nouvelle application pour donner des solutions auto similaires

de ce système, et en se basant sur les travaux de Clarkson et Kruskal [5] .
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Chapitre 1

Méthode de similarité directe de

Clarkson et Kruskal

On a plusieurs méthodes de réduction de similarité , pour résoudre les équations d’Euler,

on va présenter essentiellement dans ce chapitre la méthode de Clarkson et Kruskal.

1.1 Définition de la méthode de Clarkson et Kruskal

La méthode de similarité directe de Clarkson et Kruskal est une méthode de reduction

directe des équations aux dérivées partielles à des équations différentielles ordinaires

elle a été introduite par Clarkson et Kruskal en 1989 [11] .

L’idée de base est chercher la solution a la forme :

u(x, t) = u(x, t,W (z)) = A(x, t) +B(x, t)W (z(x, t))

Et de, choisir les fonctions u et z de telle maniére que l’équation aux dérivées partielles

se réduite à une équation différentielle ordinaire pour W (z).
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1.2. Exemple d’application de la méthode de Clarkson et Kruskal

1.2 Exemple d’application de la méthode de Clarkson

et Kruskal

On a l’équation de la chaleur :

ut = uxx (1)

on va appliquer la méthode de Clarkson et Kruskal sur cette équation

1.2.1 Réduction de similarité

On a la forme de solution:

u(x, t) = A(x, t) +B(x, t)U(z(x, t))

z(x, t) = x
t

Et on a

ut = At +BtU +BztU
′

uxx = Axx +BxxU + 2BxzxU
′ +Bz2xU

′′ +BzxxU
′

On remplace dans l’équation:

Bz2xU
′′ + (2Bxzx +Bzt +Bzxx)U

′ + (Bt +Bxx)U + At + Axx = 0...(1)

1.2.2 Méthode directe de similarité

on pose les coeffi cients Γi(z) pour écrire l’équation par z,

tel que Γi(z) sont fonctions depende à z et (i = 1...5) , et on peut appelée les dérivées

de Γi(z) par Γi(z) .

Remarque 1.2.1 si δ à la forme δ = δ0 + λω(z) ,on peut prendre ω(z) = 0 .

Remarque 1.2.2 si µ à la forme µ = µ0ω(z) ,on peut prendre ω(z) = 1 .
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1.2. Exemple d’application de la méthode de Clarkson et Kruskal

Remarque 1.2.3 si z déterminer par un équation de la forme ω(z) = z0 ,

on peut prendre ω(z) = z .

1) 2Bxzx = Bz2xΓ1(z) , 2) Bzt +Bzxx = Bz2xΓ2(z)

3) Bt +Bxx = Bz2xΓ3(z) , 4) At = Bz2xΓ4(z)

5) Axx = Bz2xΓ5(z)

Donc l’équation (1) implique :

Bz2xU
′′ +Bz2xΓ1(z)U ′ +Bz2xΓ2(z)U ′ +Bz2xΓ3(z)U +Bz2xΓ4(z) +Bz2xΓ5(z) = 0.

on dévise par ( Bz2x ) on obtient :

U ′′ + Γ1(z)U ′ + Γ2(z)U ′ + Γ3(z)U + Γ4(z) + Γ5(z) = 0.

1)⇒ 2Bx = BzxΓ1(z) ⇒ Bx
B

= (1/2)zxΓ1(z)⇒ ln |B| = (1/2)Γ1(z) +B0

⇒ B = B0 exp((1/2)Γ1(z))

tel que B0 est une constante , on utilise le remarque (1.2.2) :

exp((1/2)Γ1(z)) = 1⇒ Γ1(z) = 0.

Alors B = B0 , pour la similarité simple on prend B = 1.

3)⇒ Bz2xΓ3(z) = 0, car ( Bt = Bxx = 0 ) .

⇒ Γ3(z) = 0.

2)⇒ zt = z2xΓ2(z)⇒ −x
t2

= 1
t2

Γ2(z), car (B = 1, zxx = 0, zt = −x
t2
, z2x = 1

t2
)

⇒ Γ2(z) = −x.
4)⇒ At = 1

t2
Γ4(z), car (B = 1, z2x = 1

t2
) ,

on utilise le remarque (1.2.1) :

Γ4(z) = 1⇒ At = 1
t2
parl’intégration−−−−−−−−−−−→ A(x, t) = A(t) = −1

t
.

5) ⇒ z2xΓ5(z) = 0 ,(car Axx = 0 ).

⇒ Γ5(z) = 0.

On remplace les valeurs des Γi(z) dans l’équation (1) on obtient:

U ′′ − xU ′ + 1 = 0.

la solution d’équation de la chaleur donner par :

u(x, t) = −1
t

+ U(x
t
).
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1.3. Cas particulier - auto similarité-

1.3 Cas particulier - auto similarité-

1.3.1 Définition du cas auto similaire

C’est un cas particuliére de la méthode directe de Clarkson et Kruskal,

la forme de solution du Clarkson et Kruskal est:

u(x, t) = A(x, t) +B(x, t)W (z(x, t))

avec z(x, t) = x
a(t)

.

et dans le cas auto similarité A(x, t) = 0 et B(x, t) = B(t)

Alors la forme de solution de cas auto similarité est :

u(x, t) = B(t)W (z(x, t))

1.3.2 Cas auto similarité de un dimension

Dans ce cas z s’écrit sous la forme :

z(x, t) = x
a(t)

.

et la solution s’écrit sous la forme :

u(x, t) = B(t)W ( x
a(t)

) .

1.3.3 Cas auto similarité de deux dimensions

Dans ce cas z s’écrit sous la forme :

z(x, y, t) = ( x
a(t)

, y
a(t)

).

et la solution s’écrit sous la forme :

u(x, t) = B(t)W (z(x, y, t)) .
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1.4. Exemple d’application du cas auto similaire

1.4 Exemple d’application du cas auto similaire

On applique le cas auto similarité sur l’équation (1) ( l’équation de la chaleur)

ut = uxx (1)

1.4.1 Réduction de similarité

La forme de solution dans le cas particulie de Clarkson et Kruskal

-Le cas auto similaire-

u(x, t) = B(t)U(z(x, t))

= B(t)U(x
t
) , tel que z(x, t) = x

t

donc

 ut = BtU +BztU
′

uxx = Bz2xU
′′ +BzxxU

′

On remplace dans l’équation (1) :

Bz2xU
′′ + (Bzt +Bzxx)U

′ +BtU = 0...(1.1)

1.4.2 Méthode directe de similarité

on pose les coeffi cients Γi(z) pour écrire l’équation par fonction z,

tel que les Γi(z) sont fonctions par z et (i = 1, ..., 3) , et on peut appelée les dérivées de

Γi(z) par Γi(z) .

Remarque 1.4.1 si δ à la forme δ = δ0 + λω(z) ,on peut prendre ω(z) = 0 .

Remarque 1.4.2 si µ à la forme µ = µ0ω(z) ,on peut prendre ω(z) = 1 .

Remarque 1.4.3 si z déterminer par un équation de la forme ω(z) = z0 ,

on peut prendre ω(z) = z .

1) Bt = BztΓ1(z) , 2) Bz2x = BztΓ2(z)

3) Bzxx = BztΓ3(z)
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1.4. Exemple d’application du cas auto similaire

on remplace les fonctions des Γi(z), (i = 1, 2, 3) dans (1.1)

BztU
′ +BztΓ1(z)U +BztΓ2(z)U ′′ + Γ3(z)BztU

′ = 0...(1.2)

on dévise par (Bzt) :

(1.2)⇒ U ′ + Γ1(z)U + Γ2(z)U ′′ + Γ3(z)U ′ = 0.

1) ⇒ Bt
B

= ztΓ1(z) par l’intégration−−−−−−−−−−−→ ln |B| = Γ1(z) +B0 ⇒ B = B0 exp(Γ1(z)),

tel que B0 est un constant.

on utilise le remarque (1.4.2)

donc exp(Γ1(z)) = 1⇒ Γ1(z) = 0⇒ B = B0.

pour la similarité simple on prend B = B0 = 1.

2) ⇒ 1
t2

= −x
t2

Γ2(z) ,( car z2x = 1
t2
, B = 1, zt = −x

t2
)

⇒ Γ2(z) = − 1
x
.

3)⇒ Γ3(z) = 0 , ( car zxx = 0, B = 1, zt = −x
t2

)

on remplace les valeurs des fonctions Γi(z), (i = 1, 2, 3) dans (1.2) on obtient :

− 1
x
U ′′ + U ′ = 0

par l’intégration−−−−−−−−−−−→ ln |U ′(z)| = x⇒ U ′(z) = exp(xz)

par l’intégration−−−−−−−−−−−−→ U(z) = 1
x

exp(xz).

Alors la solution auto similaire d’équation de la chaleur est :

u(x, t) = 1
x

exp(xz).
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Chapitre 2

Application de la méthode de

Clarkson et Kruskal sur un système

des équations aux dérivées partielles

en dimension un

Dans ce chapitre on va présenter une nouvelle application de la méthode de Clarkson et

Kruskal sur le système d’Euler en dimension un.

Commençant d’abord par la présentation d’une application de la forme auto-similaire

donnée dans [7]

2.1 Définition du système d’Euler en dimension un

On a le système d’Euler (1) en dimension un composée à troix équation :
ρ(x, t)t + (ρ(x, t)v(x, t))x = 0. ...(1.1)

v(x, t)t + v(x, t)v(x, t)x = −1
ρ(x,t)

p(x, t)x ...(1.2)

T (x, t)t + v(x, t)T (x, t)x = λT (x, t)xx ...(1.3)

Tel que ρ ,v, T, p des fonctions représentant respectivement les valeurs des densité,

vitesse, tempéra ture, pression .

8



2.2. L’application du cas auto similarité sur le système en dimension un

2.2 L’application du cas auto similarité sur le système

en dimension un

On appliquant -le cas auto similaire- sur le systéme (1)

2.2.1 Réduction de similarité

Tel que ρ ,v, T, p des fonctions par x, t s’écrivons sous la forme :

ρ(x, t) = t−γh(z(x, t))

v(x, t) = t−δg(z(x, t))

T (x, t) = t−αf(z(x, t))

p(x, t) = b(t−γh(z(x, t)))n

z(x, t) = x
tβ

Tel que x, t sont variables et α, β, γ, δ sont paremétres, b est un nomber réel constant

et n ∈ N.
(1)- ρ(x, t)t = −γt−γ−1h(z)− βt−γ−1zh′(z)

(2)- (ρ(x, t)v(x, t))x = ((t−γh(z))(t−δg(z)))x = t−γ−δ−β(g′h+ h′g)

D’aprés ((1),(2),(1.1)) on trouve

−γt−γ−1h(z)− βt−γ−1zh′(z) + t−γ−δ−β(g′h+ h′g) = 0...(1.1.1)

(3)- v(x, t)t = −δt−δ−1g(z)− βt−δ−1zg′(z)

(4)- v(x, t)v(x, t)x = (t−δg(z))(t−δg(z))x = t−2δ−βgg′

(5)- p(x, t) = bρn(x, t) = b(t−γh(z))n

⇒ px = b.n(t−βh′)(t−γh)n−1

⇒ −1
ρ(x,t)

p(x, t)x = −b.n(t−γ−βh′)(t−γh)n−2

D’aprés ((3),(4),(5),(1.2)) on trouve

−δt−δ−1g − βt−δ−1zg′ + t−2δ−βgg′ = −b.n(t−γ−βh′)(t−γh)n−2

⇒ −δt−δ−1g − βt−δ−1zg′ + t−2δ−βgg′ + b.n(t−γ−βh′)(t−γh)n−2 = 0...(1.2.1)

(6)- T (x, t)t = −αt−α−1f − βt−α−1zf ′

(7)- v(x, t)T (x, t)x = (t−δg)(t−α−βf ′)

(8)- λT (x, t)xx = λ(t−α−2βf ′′)

D’aprés ((6),(7),(8),(1.3)) on trouve
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2.2. L’application du cas auto similarité sur le système en dimension un

T (x, t)t + v(x, t)T (x, t)x − λT (x, t)xx = 0.

⇒ −αt−α−1f − βt−α−1zf ′ + (t−δ−α−βgf ′)− λ(t−α−2βf ′′) = 0...(1.3.1)

2.2.2 Les solutions non linéaires du système

(1.1.1)⇒ −γt−γ−1h(z)− βt−γ−1zh′(z) + t−γ−δ−β(g′h+ h′g) = 0.

⇒ t−γ−1 = t−γ−δ−β ⇒ −γ − 1 = −γ − δ − β
⇒ 1− δ = β

On pose β = 1/2⇒ δ = 1/2

Donc (1.1.1)⇒ −γh(z)− (1/2)zh′(z) + (g′h+ h′g) = 0

Si on choisisons γ = 1/2

Donc (1.1.1)⇒ −(1/2)h− (1/2)zh′ + (g′h+ h′g) = 0

⇒ −((1/2)zh)
′
= −(hg)

′
parl’intégration−−−−−−−−−−−→ (1/2)zh = (hg)⇒ g(z) = (1/2)z

(1.2.1)⇒ −δt−δ−1g − βt−δ−1zg′ + t−2δ−βgg′ + b.n(t−γ−βh′)(t−γh)n−2 = 0

⇒ t−δ−1 = t−2δ−β = t−γ−β−nγ+2γ ⇒ −δ − 1 = −2δ − β = −γ − β − nγ + 2γ

On a : δ = β = 1/2

⇒ −nγ + γ − 1/2 = −3/2⇒ n = 1+γ
γ

(1.2.1)⇒ −(1/2)g − (1/2)zg′ + gg′ + b.n(h′)(h)n−2 = 0

(1.3.1) ⇒ −αt−α−1f − βt−α−1zf ′ + (t−δ−α−βgf ′)− λ(t−α−2βf ′′) = 0

⇒ t−α−1 = t−δ−α−β = t−α−2β

On a : δ = β = 1/2

⇒ −λf ′′ + (−(1/2)z + g)f ′ − αf = 0.

On a : g(z) = (1/2)z

1) On remplace dans (1.2.1) on obtient:

−(1/2)(1/2)z − (1/2)(1/2)z + (1/2)(1/2)z + b.1+γ
γ
h′(h)

1+γ
γ
−2 = 0

Si on choisisons n = 1+γ
γ

= 3.

⇒ −(1/2)(1/2)z = −b.1+γ
γ
h′(h)

1+γ
γ
−2 ⇒ −(1/4)z = −3bhh′

La solution de (1.2.1) donner par 3bhh′ = (1/4)z

Par l’intégration :

3b
∫
hdh = (1/4)

∫
zdz ⇒ 3b

2
h(z)2 = 1

8
z2 + c1

⇒ h(z) = ((1/3b)(1
4
z2 + 2c1))

1/2
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2.2. L’application du cas auto similarité sur le système en dimension un

Tel que c1 et constant .

2) On remplace dans (1.3.1) on obtient:

−λf ′′ + (−(1/2)z + (1/2)z)f ′ − αf = 0⇒ −λf ′′ − αf = 0

⇒ λf ′′ + αf = 0

Par l’intégration on obtient :

f(z) = c2 cos(
√

α
λ
z) + c3 sin(

√
α
λ
z)

Alors on a les resultats suivants :

g(z) = (1/2)z

f(z) = c2 cos(
√

α
λ
z) + c3 sin(

√
α
λ
z)

h(z) = ((1/3b)(1
4
z2 + 2c1))

1/2

Donc on donne les valeurs des (ρ, v, T, p)

ρ(x, t) = t−γh(z(x, t))

v(x, t) = t−δg(z(x, t))

T (x, t) = t−αf(z(x, t))

p(x, t) = b(t−γh(z(x, t)))n

⇒



ρ(x, t) = t−γ((1/3b)(1
4
z2 + 2c1))

1/2

v(x, t) = t−1/2(1/2)z

T (x, t) = t−α(c2 cos(
√

α
λ
z) + c3 sin(

√
α
λ
z))

p(x, t) = b(t−γ((1/3b)(1
4
z2 + 2c1))

1/2)3

11



2.3. L’application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur un système en dimension un

2.3 L’application de la méthode de Clarkson et Kruskal

sur un système en dimension un

En appliquant la méthode de Clarkson et Kruskal sur le systéme (1) avec les équations

( (1.1), (1.2), (1.3) )

2.3.1 Réduction de similarité

Tel que ρ ,v, T, p des fonctions par x, t s’écrivons sous la forme:

ρ(x, t) = α(x, t) + β(x, t)h(z(x, t))

v(x, t) = ε(x, t) + η(x, t)g(z(x, t))

T (x, t) = σ(x, t) + ψ(x, t)f(z(x, t))

p(x, t) = bρn(x, t)

z(x, t) = x
a(t)

Tel que b est une constant et n est réel, on prend n = 2.

On a:

(1)-ρ(x, t)t = αt + βth+ βzth
′

(2)- (ρ(x, t)v(x, t))x = ((α + βh)(ε+ ηg))x

= αxε+ αεx + αxηg + αηxg + αηzxg
′ + βxεh+ βεxh+ βεzxh

′

+βxηhg + βηxhg + βηzx(h
′g + hg′)

d’aprés ( (1), (2), (1.1) )

βηzx(h
′g + hg′) + (βxη + βηx)hg + (βxε+ βεx)h+ (αxη + αηx)g + (βεzx + βzt)h

′

+αηzxg
′ + αxε+ αεx + αt = 0...(1.1.1)

On a:

(3)-v(x, t)t = εt + ηtg + ηztg
′

(4)-v(x, t)v(x, t)x = (ε+ ηg)(εx + ηxg + ηzxg
′)

(5)- −1
ρ(x,t)

p(x, t)x = −ρ−1(x, t)(2bρxρ(x, t)) = −2bρx , (on prend b = 1/2 )

d’aprés ( (3), (4), (5), (1.2) )

εt + ηtg + ηztg
′ + εεx + εηxg + εηzxg

′ + εxηg + ηηxg
2 + η2zxg

′g = −(αx + βxh+ βzxh
′)
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2.3. L’application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur un système en dimension un

⇒ η2zxg
′g + ηηxg

2 + εηzxg
′ + (εηx + εxη)g + βxh+ ηtg + ηztg

′ + βzxh
′

+εεx + εt + αx = 0...(1.2.1)

On a:

(6)-T (x, t)t = σt + ψtf + ψztf
′

(7)-v(x, t)T (x, t)x = (ε+ ηg)(σx + ψxf + ψzxf
′)

(8)-λT (x, t)xx = λ(σxx + ψxxf + ψxzxf
′ + ψxzxf

′ + ψz2xf
′′)

d’aprés ( (6), (7), (8), (1.3) )

(ψt + εψx − λψxx)f + (ψzt + εψzx − 2λψxzx − λψzxx)f ′ + ησxg + ηψxgf

+ηψzxgf
′ − λψz2xf ′′ + σt + εσx − λσxx = 0...(1.3.1)

2.3.2 Méthode directe de similarité

on pose les coeffi cients Γi(z) pour écrire les équations par z,

tel que les Γi(z) sont fonctions par z et (i = 1, ..., 21) , et on peut appelée les dérivées

de Γi(z) par Γi(z) .

Remarque 2.3.1 si δ à la forme δ = δ0 + λω(z) ,on peut prendre ω(z) = 0 .

Remarque 2.3.2 si µ à la forme µ = µ0ω(z) ,on peut prendre ω(z) = 1 .

Remarque 2.3.3 si z déterminer par un équation de la forme ω(z) = z0 ,

on peut prendre ω(z) = z .

1) βxη = βηzxΓ1(z)

2) βηx = βηzxΓ2(z)

3) (βxε+ βεx) = βηzxΓ3(z)

4) (αxη + αηx) = βηzxΓ4(z)

5) αηzx = βηzxΓ5(z)

6) (βεzx + βzt) = βηzxΓ6(z)

7) (αxε+ αεx + αt) = βηzxΓ7(z)

8) (εηx + εxη) = εηzxΓ8(z)

9) ηηx = εηzxΓ9(z)
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2.3. L’application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur un système en dimension un

10) η2zx = εηzxΓ10(z)

11) βzx = εηzxΓ11(z)

12) εεx + εt + αx = εηzxΓ12(z)

13) βx = εηzxΓ13(z)

14) ηt = εηzxΓ14(z)

15) ηzt = εηzxΓ15(z)

16) ηψx = ηψzxΓ16(z)

17) (ψt + εψx − λψxx) = ηψzxΓ17(z)

18) (ψzt + εψzx − 2λψxzx − λψzxx) = ηψzxΓ18(z)

19) ησx = ηψzxΓ19(z)

20) −λψz2x = ηψzxΓ20(z)

21) σt + εσx − λσxx = ηψzxΓ21(z)

Alors:

(1.1.1)⇒ βηzx(h
′g + hg′) + βηzx(Γ1(z) + Γ2(z))hg + βηzxΓ3(z)h+ βηzxΓ4(z)g

+βηzxΓ5(z)g′ + βηzxΓ6(z)h′ + βηzxΓ7(z) = 0.

On dévise par (βηzx) on obtient:

(1.1.1)⇒ (h′g+hg′)+(Γ1(z)+Γ2(z))hg+Γ3(z)h+Γ4(z)g+Γ5(z)g′ +Γ6(z)h′+Γ7(z) = 0.

et

(1.2.1) ⇒ εηzxg
′ + εηzxΓ8(z)g + εηzxΓ9(z)g2 + εηzxΓ10(z)g′g + εηzxΓ11(z)h′

+εηzxΓ12(z) + εηzxΓ13(z)h+ εηzxΓ14(z)g+ εηzxΓ15(z) g′ = 0

On dévise par (εηzx) on obtient:

(1.2.1) ⇒ g′ + Γ8(z)g + Γ9(z)g2 + Γ10(z)g′g + Γ11(z)h′ + Γ12(z) + Γ13(z)h+ Γ14(z)g

+ Γ15(z) g′ = 0

et

(1.3.1)⇒ ηψzxgf
′ + ηψzxΓ16(z)gf + ηψzxΓ17(z)f + ηψzxΓ18(z)f ′

+ηψzxΓ19(z)g + ηψzxΓ20(z)f ′′ + ηψzxΓ21(z) = 0

On dévise par (ηψzx) on obtient:

(1.3.1)⇒ gf ′ + Γ16(z)gf + Γ17(z)f + Γ18(z)f ′ + Γ19(z)g + Γ20(z)f ′′ + Γ21(z) = 0

On cherche sur les valeurs des Γi(z) tel que (i = 1, ..., 21) :

1) ⇒ βxη = βηzxΓ1(z)⇒ βx = βzxΓ1(z)par l’intégration−−−−−−−−−−−→ ln |β| = Γ1(z) + β0(t)
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2.3. L’application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur un système en dimension un

⇒ β = β0(t) exp(Γ1(z))

D’aprés remarque (2.3.2 ) on a : exp(Γ1(z)) = 1⇒ Γ1(z) = 0 donc β = β0(t)

On peut prendre β0(t) constante on pose β = β0(t) = 1

2) ⇒ βηx = βηzxΓ2(z) ⇒ ηx = ηzxΓ2(z)par l’intégration−−−−−−−−−−−→ ln |η| = Γ2(z) + η0(t)

⇒ η = η0(t) exp(Γ2(z))

D’aprés remarque (2.3.2 ) on a : exp(Γ2(z)) = 1⇒ Γ2(z) = 0 donc η = η0(t)

On peut prendre η0(t) constante on pose η = η0(t) = 1 .

3) ⇒ (βxε+ βεx) = βηzxΓ3(z) on a : β = 1, η = 1 et βx = 0

⇒ εx = zxΓ3(z) par l’intégration−−−−−−−−−−−−→ ln |ε| = Γ3(z) + ε0(t)

⇒ ε = ε0(t) exp(Γ3(z))

D’aprés remarque (2.3.2) on a : exp(Γ3(z)) = 1⇒ Γ3(z) = 0 donc ε = ε0(t)

On peut prendre ε0(t) constante on pose ε = ε0(t) = 1

4) ⇒ (αxη + αηx) = βηzxΓ4(z) on a : β = 1, η = 1 et ηx = 0

⇒ αx = zxΓ4(z) par l’intégration−−−−−−−−−−−−→ ln |α| = Γ4(z) + α0(t)

⇒ α = α0(t) exp(Γ4(z))

D’aprés remarque (2.3.2 ) on a : exp(Γ4(z)) = 1⇒ Γ4(z) = 0 donc α = α0(t)

On peut prendre α0(t) constante on pose α = α0(t) = 1

5) ⇒ αηzx = βηzxΓ5(z) on a : β = 1, η = 1 et α = 1

⇒ zx = zxΓ5(z)⇒ Γ5(z) = 1

6) ⇒ (βεzx + βzt) = βηzxΓ6(z) on a : β = 1, η = 1 et ε = 1

⇒ zx + zt = zxΓ6(z)

On a : zx = 1
a(t)

et zt = −at
a(t)2

x

Donc : Γ6(z) = 1− at
a(t)

x , on prend a(t) = t

⇒ Γ6(z) = 1− 1
t
x = 1− z

7) ⇒ (αxε+ αεx + αt) = βηzxΓ7(z) on a :β = 1, η = 1, α = 1, ε = 1

et αx = 0, εx = 0, αt = 0

Alors : Γ7(z) = 0

8) ⇒ (εηx + εxη) = εηzxΓ8(z) on a : η = 1, ε = 1, εx = 0, ηx = 0

Alors : Γ8(z) = 0

9) ⇒ ηηx = εηzxΓ9(z) on a :η = 1, ε = 1, ηx = 0
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2.3. L’application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur un système en dimension un

Alors : Γ9(z) = 0

10)⇒ η2zx = εηzxΓ10(z) on a : η = 1, ε = 1

Alors : Γ10(z) = 1

11) ⇒ βzx = εηzxΓ11(z) on a : η = 1, ε = 1

Alors : Γ11(z) = 1

12)⇒ εεx + εt + αx = εηzxΓ12(z) on a : ε = 1, α = 1, αx = 0, εx = 0, εt = 0

Alors : Γ12(z) = 0

13) ⇒ βx = εηzxΓ13(z) on a : β = 1, η = 1, ε = 1, βx = 0

Alors : Γ13(z) = 0

14) ⇒ ηt = εηzxΓ14(z) on a : η = 1, ε = 1, ηt = 0

Alors : Γ14(z) = 0

15) ⇒ ηzt = εηzxΓ15(z) on a : η = 1, ε = 1, zx = 1
t
, zt = −1

t2
x

Alors : Γ15(z) = −x
t

= −z
16)⇒ ηψx = ηψzxΓ16(z) on a : η = 1⇒ ψx = ψzxΓ16(z)

par l’intégration ln |ψ| = Γ16(z) + ψ0(t)

⇒ ψ = ψ0(t) exp(Γ16(z))

D’aprés remarque (2.3.2 ) on a : exp(Γ16(z)) = 1⇒ Γ16(z) = 0 donc ψ = ψ0(t)

On peut prendre ψ0(t) constante on pose ψ = ψ0(t) = 1.

17)⇒ (ψt+εψx−λψxx) = ηψzxΓ17(z) on a : η = 1, ε = 1, ψ = 1, ψx = 0, ψt = 0, ψxx = 0

Alors : Γ17(z) = 0.

18)⇒ (ψzt + εψzx − 2λψxzx − λψzxx) = ηψzxΓ18(z)

On a : ε = 1, ψx = 0, ψ = 1, zxx = 0, zx = 1
t
, zt = −1

t2
x

Alors : Γ18(z) = 1− 1
t
x = 1− z

19)⇒ ησx = ηψzxΓ19(z) on a : η = 1, ψ = 1

⇒ σx = zxΓ19(z) par l’intégration−−−−−−−−−−−→ ln |σ| = Γ19(z) + σ0(t)

⇒ σ = σ0(t) exp(Γ19(z))

D’aprés remarque (2.3.2 ) on a : exp(Γ19(z)) = 1⇒ Γ19(z) = 0 donc σ = σ0(t)

on peut prendre σ0(t) constante on pose σ = σ0(t) = 1

20) ⇒ −λψz2x = ηψzxΓ20(z)⇒ −λzx = Γ20(z) on a : zx = 1
t
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2.3. L’application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur un système en dimension un

⇒ Γ20(z) = −λ(1/t)

21)⇒ σt + εσx − λσxx = ηψzxΓ21(z) on a : σxx = 0, σx = 0, σt = 0, ε = η = ψ = 1

⇒ Γ21(z) = 0

Alors, on remplace les valeurs de Γi(z) ,i = (1, ..., 21) dans ( (1.1.1), (1.2.1), (1.3.1) )

on obtient :

(1.1.1)⇒ (h′g + hg′) + g′ + (1− z)h′ = 0.

(1.2.1)⇒ g′ + g′g + h′ − z g′ = 0.

(1.3.1)⇒ gf ′ + (1− z)f ′ − λ(1/t)f ′′ = 0.

(1) On prend l’équation (1.1.1)

(h′g + hg′) + g′ + (1− z)h′ = 0⇒ h′(g + (1− z)) + g′(1 + h) = 0

⇒ h′(g + (1− z)) = −g′(1 + h)⇒ h′/(1 + h) = −g′/(g + (1− z))

par l’intégration−−−−−−−−−−−→ ln |(1 + h)| = − ln |(g + (1− z))| ⇒ h(z) + 1 = (g(z) + (1− z))−1

⇒ h(z) = (g(z) + (1− z))−1 − 1

(2) On prend l’équation (1.2.1)

g′ + g′g + h′ − z g′ = 0

On a : h(z) = (g(z) + (1− z))−1 − 1⇒ h′(z) = (−g′(z) + 1)(g(z)− z + 1)−2

⇒ g′(1 + g − z) + (−g′(z) + 1)(g(z)− z + 1)−2 = 0.

⇒ g′(−g−2 − ((z − 1)2 + z − 1) + 2g(z − 1)) = −(g − z + 1)2

(3) On prend l’équation (1.3.1)

( g + 1− z)f ′ − λ(1/t)f ′′ = 0 ⇒ −λ(1/t)f ′′ = − ( g + 1− z)f ′

⇒ f ′′

f ′ = ( g+1−z)
λ(1/t)

par l’intégration−−−−−−−−−−−→ ln |f ′| =
∫ ( g+1−z)

λ(1/t)
dz

On pose :
∫ ( g+1−z)

λ(1/t)
dz = K(z)

Donc : f(z) = exp(K(z))

Les valeurs des (ρ ,v, T, p)

ρ(x, t) = α(x, t) + β(x, t)h(z(x, t))

v(x, t) = ε(x, t) + η(x, t)g(z(x, t))

T (x, t) = σ(x, t) + ψ(x, t)f(z(x, t))

p(x, t) = aρn(x, t)

⇒



ρ(x, t) = (g(x/t) + (1− (x/t)))−1

v(x, t) = 1 + g(x/t)

T (x, t) = 1 + exp(K(x/t))

p(x, t) = (1/2)((g(x/t) + (1− (x/t)))−1) 2
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Chapitre 3

Application de la méthode de

Clarkson et Kruskal sur un système

des équations aux dérivées partielles

en dimension deux

Dans ce chapitre en se basent sur les travaux sur le système d’Euler en dimension deux [5],

et on va presenter une nouvelle application de le cas auto similarité sur le méme système

d’Euler.

3.1 Définition du système d’Euler en dimension deux

on prend le système d’Euler (2) en dimension deux : div u = 0

ut + (u.∇)u+∇p = 0
...(2)

Tel que : u est un la vitesse et composée à deux composants :

u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t)).

et p représente la valeur de la pression de liquide à position (x, y, t).

donc on écrit le système par les composants de u.
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3.2. Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur le système

donc div u = 0 ⇒ ∂u1
∂x

+ ∂u2
∂y

= 0 ...(2.1)

et ut + (u.∇)u+∇p = 0 ⇒

 ∂u1
∂t

+ u1
∂u1
∂x

+ u2
∂u1
∂y

+ ∂p
∂x

= 0 ...(2.2)

∂u2
∂t

+ u1
∂u2
∂x

+ u2
∂u2
∂y

+ ∂p
∂y

= 0 ...(2.3)

Donc les équations de système sont :
∂u1
∂x

+ ∂u2
∂y

= 0 ...(2.1)

∂u1
∂t

+ u1
∂u1
∂x

+ u2
∂u1
∂y

+ ∂p
∂x

= 0 ...(2.2)

∂u2
∂t

+ u1
∂u2
∂x

+ u2
∂u2
∂y

+ ∂p
∂y

= 0 ...(2.3)

3.2 Application de la méthode de Clarkson et Kruskal

sur le système

On a la forme de solution par la méthode de Clarkson et Kruskal écrit par :

u(x, y, t) = Ψ(x, y, t) + Φ(x, y, t)Ω(z(x, y, t))

tel que Ψ,Φ,Ω des fonctions et x, y, t des variables.

3.2.1 Réduction de similarité

u1(x, y, t) = α(x, y, t) + β(x, y, t)W (z(x, y, t))

u2(x, y, t) = ε(x, y, t) + η(x, y, t)Q(z(x, y, t))

donc on remplace dans (2.1), (2.2), (2.3) : ∂u1
∂x

= αx + βxW + zxβW
′

∂u2
∂y

= εy + ηyQ+ zyηQ
′

...(2.4)

(2.1) et (2.4) ⇒ αx + βxW + zxβW
′ + εy + ηyQ+ zyηQ

′ = 0...(2.5)

et on a

∂u1
∂t

= αt + βtW + ztβW
′

u1
∂u1
∂x

= (α + βW )(αx + βxW + zxβW
′)

u2
∂u1
∂y

= (ε+ ηQ)(αy + βyW + zyβW
′)

∂p
∂x

= px

...(2.6)
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3.2. Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur le système

(2.2) et (2.6)⇒ β2zxWW ′ + (ztβ + αβzx + εβzx)W
′ + βηzyQW

′ + ββxW
2

+(βt + αβx + βαx + εβy)W + ηβyQW + ηαyQ+ αt + ααx + εαy + px = 0...(2.7)

et on a

∂u2
∂t

= εt + ηtQ+ ztηQ
′

u1
∂u2
∂x

= (α + βW )(εx + ηxQ+ zxηQ
′)

u2
∂u2
∂y

= (ε+ ηQ)(εy + ηyQ+ zyηQ
′)

∂p
∂y

= py

...(2.8)

(2.3) et (2.8) ⇒ η2zy QQ′ + (ηzt + αηzx + εηzy)Q
′ + ηβzxWQ′ + ηηxQ

2

+(ηt + αηx + εηy + ηεy)Q+ βηxQW + βεxW + εt + αεx + εεy + py = 0...(2.9)

3.2.2 Méthode directe de similarité

on pose les coeffi cients Γi(z) pour écrire les équations de système par z

tel que les Γi(z) sont fonctions par z , et on peut d’appele les dérivées de Γi(z) par Γi(z)

.

Remarque 3.2.1 si δ à la forme δ = δ0 + λω(z) ,on peut prendre ω(z) = 0 .

Remarque 3.2.2 si µ à la forme µ = µ0ω(z) ,on peut prendre ω(z) = 1 .

Remarque 3.2.3 si z déterminer par un équation de la forme ω(z) = z0 ,

on peut prendre ω(z) = z .

1) On applique pour l’équation (2.5) :

βzxW
′ + ηzyQ

′ + βxW + ηyQ+ (εy + αx) = 0

On pose :

1)-ηzy = βzx Γ1(z) 2)-βx = βzx Γ2(z)

3)-ηy = βzx Γ3(z) 4)-(εy + αx) = βzx Γ4(z)

On remplace les valeurs de Γi(z) ,( i = 1, ..., 4) dans (2.5) on obtient:
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3.2. Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur le système

βzxW
′ + βzxΓ1(z) Q′ + βzxΓ2(z)W + βzxΓ3(z) Q+ βzxΓ4(z) = 0

on dévise par (βzx)

(2.5)⇒ W ′ + Γ1(z) Q′ + Γ2(z)W + Γ3(z) Q+ Γ4(z) = 0

2) On applique pour l’équation (2.7) :

β2zxWW ′ + (ztβ + αβzx + εβzx)W
′ + βηzyQW

′ + ββxW
2 + (βt + αβx + βαx + εβy)W

+ηβyQW + ηαyQ+ (αt + ααx + εαy + px) = 0

On pose :

5)-(ztβ + αβzx + εβzx) = β2zxΓ5(z)

6)-βηzy = β2zx Γ6(z)

7)-ββx = β2zxΓ7(z)

8)-(βt + αβx + βαx + εβy) = β2zxΓ8(z)

9)-ηβy = β2zx Γ9(z)

10)-ηαy = β2zxΓ10(z)

11)-(αt + ααx + εαy + px) = β2zx Γ11(z)

On remplace les valeurs de Γi(z) ,( i = 5, ..., 11) dans (2.7) on obtient :

β2zxWW ′+β2zxΓ5(z)W ′+β2zxΓ6(z)QW ′+β2zxΓ7(z)W 2+β2zxΓ8(z)W+β2zxΓ9(z)QW

+β2zxΓ10(z)Q+ β2zxΓ11(z) = 0

on devise par (β2zx)

(2.7)⇒ WW ′ + Γ5(z)W ′ + Γ6(z)QW ′ + Γ7(z)W 2 + Γ8(z)W + Γ9(z)QW + Γ10(z)Q

+Γ11(z) = 0

3) On applique pour l’équation (2.9) :

η2zy QQ′+(ηzt+αηzx+εηzy)Q
′+ηβzxWQ′+ηηxQ

2+(ηt+αηx+εηy+ηεy)Q+βηxQW

+βεxW + (εt + αεx + εεy + py) = 0

On pose :

12)-(ηzt + αηzx + εηzy) = η2zy Γ12(z)

13)-ηβzx = η2zy Γ13(z)

14)-ηηy = η2zy Γ14(z)
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15)-(ηt + αηx + εηy + ηεy) = η2zy Γ15(z)

16)-βηx = η2zy Γ16(z)

17)-βεx = η2zy Γ17(z)

18)-(εt + αεx + εεy + py) = η2zy Γ18(z)

On remplace les valeurs des Γi(z) ,( i = 12, ..., 18) dans (2.9) on obtient

η2zy QQ′+η2zyΓ12(z)Q′+η2zyΓ13(z)WQ′+η2zyΓ14(z)Q2+η2zyΓ15(z)Q+η2zyΓ16(z)QW

+η2zyΓ17(z)W + η2zyΓ18(z) = 0

on dévise par ( η2zy )

(2.9)⇒ QQ′ + Γ12(z)Q′ + Γ13(z) WQ′ + Γ14(z)Q2 + Γ15(z)Q+ Γ16(z)QW + Γ17(z)W

+Γ18(z) = 0 ...(2.9)

On étudie les équations suivants :

(1)-βx = βzxΓ2(z)⇒ βx
β

= zxΓ2(z)

donc par l’intégration on obtient

ln(β) = Γ2(z) + β0(y, t)⇒ β = β0(y, t) exp(Γ2(z))

on utilise le remarque (3.2.2)

exp(Γ2(z)) = 1⇒ Γ2(z) = 0

Alors pour réduction simple , on considére β constante et on prend β = 1.

(2)-ηηy = η2zy Γ14(z) ⇒ ηy
η

= zy Γ14(z)

donc par l’intégration on obtient:

ln(η) = Γ14(z) + η0(x, t)⇒ η = η0(y, t) exp(Γ14(z))

on utilise le remarque (3.2.2)

exp(Γ14(z)) = 1⇒ Γ14(z) = 0

Alors pour réduction simple , on considére η constante et on prend η = 1.

(3)-ηzy = β zx Γ1(z) ⇒ zy = zx Γ1(z) ,car β = 1, η = 1.

on utilise le remarque (3.2.2)

zy = zx ⇒ Γ1(z) = 1

(4)-ηy = β zx Γ3(z) ⇒ 0 = zx Γ3(z) ,car ηy = 0 .

⇒ Γ3(z) = 0

(5)-ββx = β2zxΓ7(z)⇒ βx = zxΓ7(z)⇒ zxΓ7(z) = 0, car βx = 0.

⇒ Γ7(z) = 0
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(6)-βηx = η2zy Γ16(z) ⇒ zy Γ16(z) = 0 , car η = 1, β = 1, ηx = 0.

⇒ Γ16(z) = 0

(7)-(βt + αβx + βαx + εβy) = β2zxΓ8(z)⇒ αx = zxΓ8(z),

car β = 1, βt = βx = βy = 0.

donc par l’intégration on obtient :

α = Γ8(z) + θ1(y, t)

d’aprés le remarque (3.2.1)

Γ8(z) = 0

⇒ α = θ1(y, t)

la méme chose pour l’équation :

(8)-(ηt + αηx + εηy + ηεy) = η2zy Γ15(z)⇒ εy = zy Γ15(z),

car η = 1, ηt = ηx = ηy = 0.

donc par l’intégration on obtient :

ε = Γ15(z) + θ2(x, t)

d’aprés le remarque (3.2.1)

Γ15(z) = 0

⇒ ε = θ2(x, t)

(9)-εy + αx = β zxΓ4(z)

on a α indépendant a x et ε indépendant a y donc εy = 0 , αx = 0

⇒ zxΓ4(z) = 0

⇒ Γ4(z) = 0.

(10)-ηαy = β2zx Γ10(z)⇒ αy = zx Γ10(z), car β = η = 1

et on a : αy = θ1,y(y, t)

θ1,y(y, t) = zx Γ10(z)

on utilise le remarque (3.2.2)

Γ10(z) = 1⇒ θ1,y(y, t) = zx

d’aprés l’intégration

z = θ1,y(y, t)x+ θ3(y, t)

(11)-ηβzx = η2zy Γ13(z) ⇒ zx = zy Γ13(z), car β = η = 1

on utilise le remarque (3.2.2)
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Γ13(z) = 1

⇒ zx = zy

et on a zx = θ1,y(y, t) , et zy = θ1,y,y(y, t)x+ θ3,y(y, t)

⇒ θ1,y,y(y, t)x+ θ3,y(y, t) = θ1,y(y, t)

⇒ θ1,y,y(y, t) = 0.

Alors θ3,y(y, t) = θ1,y(y, t)

par l’intégration :

θ3(y, t) = θ1(y, t) = f(t)y + g(t)

tel que f(t), g(t) des fonctions par la variable t .

on a : z = θ1,y(y, t)x+ θ3(y, t)

et θ3(y, t) = θ1(y, t) = f(t)y + g(t) , θ1,y(y, t) = f(t)

⇒ z = f(t)x+ f(t)y + g(t)

et α = θ1(y, t) = f(t)y + g(t)

donc on remplace dans les équations suivants :

(12)-βηzy = β2zx Γ6(z)⇒ zy = zx Γ6(z),car β = η = 1,et zy = zx = f(t).

⇒ f(t) = f(t) Γ6(z)⇒ Γ6(z) = 1

(13)-βεx = η2zy Γ17(z)⇒ εx = zy Γ17(z),car β = η = 1

d’aprés le remarque (3.2.2) :

Γ17(z) = 1⇒ εx = zy

on a ε = θ2(x, t)⇒ εx = θ2,x(x, t), et zy = f(t)

⇒ θ2,x(x, t) = f(t)

par l’intégration :

θ2(x, t) = f(t)x+ h(t) = ε(x, t).

(14)-αt + ααx + εαy + px = β2zxΓ11(z)

(15)- εt + αεx + εεy + py = η2zyΓ18(z)

 ...(2.10)

on a :

α = f(t)y + g(t)

⇒ αt = f ′(t)y + g′(t), αx = 0, αy = f(t)

et z = f(t)x+ f(t)y + g(t)

⇒ zy = f(t) = zx
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et ε(x, t) = f(t)x+ h(t)

⇒ εt = f ′(t)x+ h′(t), εx = f(t), εy = 0

(2.10)⇔

 f ′(t)y + g′(t) + (f ′(t)x+ g′(t))f(t) + px = zxΓ11(z)

f ′(t)x+ h′(t) + (f(t)y + g(t))f(t) + py = zyΓ18(z)

(2.10) ⇒

 f 2(t)x+ f ′(t)y + (g′(t) + f(t)h(t)) + px = zxΓ11(z)

f 2(t)y + f ′(t)x+ (h′(t) + f(t)g(t)) + py = zyΓ18(z)

par l’intégration :

(2.10) ⇒

 (1/2)f 2(t)x2 + f ′(t)xy + (g′(t) + f(t)h(t))x+ p = Γ11(z)

(1/2) f 2(t)y2 + f ′(t)xy + (h′(t) + f(t)g(t))y + p = Γ18(z)

d’aprés le remarque (3.2.1):

Γ18(z) = Γ11(z) = 0.

(2.10)⇒

 f 2(t)x+ f ′(t)y + px = −(g′(t) + f(t)h(t))

f 2(t)y + f ′(t)x+ py = −(h′(t) + f(t)g(t))

on utilise le même remarque:

(g′(t) + f(t)h(t)) = 0, (h′(t) + f(t)g(t)) = 0.

⇒ g′(t)
h(t)

= −f(t) = h′(t)
g(t)
⇒ h′(t)h(t) = g′(t)g(t)

par l’intégration : (1/2)h2(t) = (1/2)g2(t)⇒ h(t) = g(t)

Alors :

(2.10)⇒

 (1/2)f 2(t)x2 + f ′(t)xy + (g′(t) + f(t)g(t))x+ p = 0...(1)

(1/2) f 2(t)y2 + f ′(t)xy + (g′(t) + f(t)g(t))y + p = 0...(2)

(1) + (2)⇒ 2p+ (1/2)f 2(t)(x2 + y2) + 2f ′(t)xy + (g′(t) + f(t)g(t))(x+ y) = 0

⇒ 2p = −(1/2)f 2(t)(x2 + y2)− 2f ′(t)xy − (g′(t) + f(t)g(t))(x+ y)

⇒ p = −(1/4)f 2(t)(x2 + y2)− f ′(t)xy − (1/2)(g′(t) + f(t)g(t))(x+ y)

(16)-ztβ + αβzx + εβzx = β2zxΓ5(z)

(17)-ηzt + αηzx + εηzy = η2zy Γ12(z)

on a :

α = f(t)y + g(t)
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et z = f(t)x+ f(t)y + g(t)

⇒ zy = f(t) = zx , zt = f ′(t)(x+ y) + g′(t)

et ε(x, t) = f(t)x+ h(t)

et β = η = 1

(16)-⇒ f ′(t)(x+ y) + g′(t) + f 2(t)y + f(t)g(t) + f 2(t)x+ f(t)h(t) = zxΓ5(z)

(17)-⇒ f ′(t)(x+ y) + g′(t) + f 2(t)y + f(t)g(t) + f 2(t)x+ f(t)h(t) = zyΓ12(z)

on a zx = zy = f(t), h(t) = g(t) alors :

(f 2(t) + f ′(t))(x+ y) + g′(t) + 2f(t)g(t) = f(t)Γ5(z)...(1)

(f 2(t) + f ′(t))(x+ y) + g′(t) + 2f(t)g(t) = f(t)Γ12(z)...(2)

de (1), (2)⇒ Γ5(z) = Γ12(z)

on a z = f(t)x+ f(t)y + g(t)

z est linéaire pour x et y donc on peut prendre Γ5(z) = Γ12(z) linéaire pour z

donc : Γ5(z) = Γ12(z) = c1z + c2

tel que c1,c2 sont constantes

(f 2(t) + f ′(t))(x+ y) + g′(t) + 2f(t)g(t) = f(t)Γ5(z)

= f(t)(c1z + c2)

= f(t)(c1(f(t)(x+ y) + g(t)) + c2)

= c1f
2(t)(x+ y) + c1f(t)g(t) + c2f(t)

⇒ f 2(t) + f ′(t) = c1f
2(t)⇒ f ′(t) = f 2(t)(c1 − 1)

et g′(t) + 2f(t)g(t) = c1f(t)g(t) + c2f(t)

g′(t) = f(t)g(t)(c1 − 2) + c2f(t)

⇒

 f ′(t) = f 2(t)(c1 − 1)

g′(t) = f(t)g(t)(c1 − 2) + c2f(t)
...(2.11)

Alors

on remplace les valeurs de Γi(z) ,i = (1, ..., 18) dans ( (2.5), (2.7), (2.9) )

on obtient :

f(t)W ′ + f(t)Q′ = 0

WW ′ + (c1z + c2)W
′ +QW ′ +Q = 0

QQ′+ (c1z + c2)Q
′ +WQ′ +W = 0
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⇒


W ′ +Q′ = 0

WW ′ + (c1z + c2)W
′ +QW ′ +Q = 0

QQ′+ (c1z + c2)Q
′ +WQ′ +W = 0

...(2.12)

En fin : la conclusion de méthode de la réduction similarité général pour équation d’Euler

du 2D est donner par :

u1(x, y, t) = α(x, y, t) + β(x, y, t)W (z(x, y, t))

= f(t)y + g(t) +W (z)

u2(x, y, t) = ε(x, y, t) + η(x, y, t)Q(z(x, y, t))

= f(t)x+ g(t) +Q(z)

p(x, y, t) = −(1/4)f 2(t)(x2 + y2)− f ′(t)xy − (1/2)(g′(t) + f(t)g(t))(x+ y)

z = f(t)x+ f(t)y + g(t)

3.2.3 Les solutions exactes non linéaires

Dans cette partie, nous dixussion les solutions exactes non linéaires de système d’Euler

d’équation différentielle ordinaire pour trouve les solutions exacts non linéaires d’équation

aux dérivées partielles

Etudie de cas de c1 et c2 pour trouver les valeurs de f(t) et g(t)

*)-Premier cas c1 = 1

1)- f ′(t) = f 2(t)(c1 − 1)

⇒ f ′(t)
f2(t)

= (c1 − 1)

⇒ df
f2(t)

= (c1 − 1)dt

par l’intégration : −f(t)−1 = (c1 − 1)t+ k, k est une constante

⇒ f(t) = 1
(1−c1)t−k , pour c1 = 1

⇒ f(t) = −1
k

on a −1
k
est un constante donc on peut prendre −1

k
= c3

donc f(t) = c3

2)-g′(t) = −f(t)g(t) + c2f(t) = −c3g(t) + c2c3

cette équation non homogène, donc premier étape
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on cherche sur une solution homogène : g′(t) = −c3g(t)⇒ g′(t)
g(t)

= −c3
⇒
∫

dg
g(t)

=
∫
−c3dt⇒ ln |g(t)| = −c3t+ c4

⇒ g(t) = c4 exp(−c3t)
deuxième étape on cherche sur une solution particulier :

g(t) = c4 exp(−c3t)⇒ g′(t) = −c3c4 exp(−c3t) + c′4 exp(−c3t)
on remplace dans l’équation non homogène on obtient :

−c3c4 exp(−c3t) + c′4 exp(−c3t) = −c3c4 exp(−c3t) + c2c3

c′4 exp(−c3t) = c2c3 ⇒ c′4(t) = c2c3 exp(c3t)

D’aprés l’intégration:

c4(t) = c2 exp(c3t) + k, k est une constante

⇒ g(t) = (c2 exp(c3t) + k) exp(−c3t) = k exp(−c3t) + c2 , (on prend k = 1)

donc g(t) = exp(−c3t) + c2.

*)-Deuxième cas pour c1 = 2 :

1)- f
′(t)

f2(t)
= 1

⇒
∫

df
f2(t)

=
∫
dt⇒ −f−1(t) = t+ c0

⇒ f(t) = −(t+ c0)
−1

on pose c0 = 0

⇒ f(t) = −t−1

2)-g′(t) = c2f(t) = −c2t−1

par l’intégration : g(t) = −c2 ln |t|
*)-Troixième cas c1 6= 1 et c2 6= 2 :

1)-f ′(t) = f 2(t)(c1 − 1)

⇒ f ′(t)
f2(t)

= (c1 − 1)⇒ df
f2(t)

= (c1 − 1)dt

par l’intégration : f(t) = 1
(1−c1)t

2)- g′(t) = f(t)g(t)(c1 − 2) + c2f(t)⇒ g′(t) = (c1−2)
(1−c1)tg(t) + c2

(1−c1)t

cette équation non homogène, on a deux étapes pour résoudre cette équation

premier étape on cherche sur la solution homogène

g′(t) = (c1−2)
(1−c1)

g(t)
t
⇒ g′(t)

g(t)
= (c1−2)

(1−c1)
1
t

Par l’intégration :

ln |g(t)| = (c1−2)
(1−c1) ln |t|+ k
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⇒ g(t) = kt
(
(c1−2)
(1−c1)

)

Deuxième étape on cherche sur une solution particulier :

on remplace les valeurs des g′(t), g(t) dans l’équation non homogène

g′(t) = k′(t)t
(
(c1−2)
(1−c1)

)
+ ( (c1−2)

(1−c1))k(t)t
(
(c1−2)
(1−c1)

)−1 = ( (c1−2)
(1−c1)

1
t
)(kt

(
(c1−2)
(1−c1)

)
) + c2

(1−c1)t

⇒ k′(t)t
(
(c1−2)
(1−c1)

)
= c2

(1−c1)t
−1 ⇒ k′(t) = c2

(1−c1)t
−( (c1−2)

(1−c1)
)−1

par l’intégration

k(t) = −c2
(1−c1)

1−c1
c1−2t

(
(c1−2)
(c1−1)

)

+ k0

⇒ g(t) = ( −c2
(1−c1)

1−c1
c1−2t

(
(c1−2)
(c1−1)

)

+ k0)t
−( (c1−2)

(c1−1)
)

On pose: k0 = 1

⇒ g(t) = t
−( (c1−2)

(c1−1)
) − c2

c1−2

Etudie le cas de c1 et c2 pour résoudre les systémes ( (2.11) (2.12) )

*)Premier cas (c1 6= 0 , c2 6= 0)

W ′ +Q′ = 0⇒ W ′ = −Q′parl’intégration−−−−−−−−−−−→ W = −Q
et :

WW ′ + (c1z + c2)W
′ +QW ′ +Q = 0

⇒ WW ′ + (c1z + c2)W
′ −WW ′ −W = 0

⇒ (c1z + c2)W
′ = W

⇒ W ′

W
= (c1z + c2)

−1 ⇒ W ′

W
= 1

c1
(z + c2

c1
)−1 = dW

W
= 1

c1
(z + c2

c1
)−1dz

par l’intégration :

ln |W | = 1
c1

ln |(z + c2
c1

)|
⇒ W = (z + c2

c1
)
1
c1 , c1 6= 0

z = f(t)x+ f(t)y + g(t) = ( 1
(1−c1)t)(x+ y) + t

−( (c1−2)
(c1−1)

) − c2
c1−2

On romplace les valeurs (f(t), g(t),W (z), Q(z)) dans (u1(x, y, t), u2(x, y, t), p(x, y, t))

⇒


u1(x, y, t) = f(t)y + g(t) +W (z)

u2(x, y, t) = f(t)x+ g(t) +Q(z)

p(x, y, t) = −(1/4)f 2(t)(x2 + y2)− f ′(t)xy − (1/2)(g′(t) + f(t)g(t))(x+ y)
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⇒



u1(x, y, t) = ( 1
(1−c1)t)y + t

−( (c1−2)
(c1−1)

) − c2
c1−2 + ( ( 1

(1−c1)t)(x+ y) + t
−( (c1−2)

(c1−1)
) − 3c2

c1(c1−2))
1
c1

u2(x, y, t) = ( 1
(1−c1)t)x+ t

−( (c1−2)
(c1−1)

) − c2
c1−2 − ( ( 1

(1−c1)t)(x+ y) + t
−( (c1−2)

(c1−1)
) − 3c2

c1(c1−2))
1
c1

p(x, y, t) = −(1/4)( 1
(1−c1)t)

2(x2 + y2)− 1−c1
((1−c1)t)2xy − (1/2)(−( c1−2

c1−1)t
−( c1−2

c1−1
)−1

+( 1
(1−c1)t)(t

−( c1−2
c1−1

)
+ c2

c1−2))(x+ y)

*)Deuxième cas (c1 = c2 = 0)

On a : W = −Q
et

WW ′ + (0 + 0)W ′ −WW ′ −W = 0⇒ W = 0⇒ Q = 0

⇒

 f(t) = t−1

g(t) = t−2

⇒


u1(x, y, t) = t−1y + t−2

u2(x, y, t) = t−1x+ t−2

p(x, y, t) = t−2(−1/4(x2 + y2)− xy) + 1/2(t−3)xy)

*)Troixième cas :(c1 = 0 ,c2 6= 0)

W ′ +Q′ = 0⇒ W ′ = −Q′parl’intégration−−−−−−−−−−−→ W = −Q
⇒ WW ′ + c2W

′ −WW ′ −W = 0⇒ c2W
′ −W = 0

c2W
′ = W ⇒ W ′ = (1/c2)W

⇒ dW
W

= (1/c2)dz

par l’intégration on obtient :

ln |W | = ln |(1/c2)z|
⇒ W = exp((1/c2)z) = −Q
et f(t) = 1

t
, g(t) = t−2 + c2

2
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3.2. Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur le système

⇒


u1(x, y, t) = t−1y + t−2 + c2

2
+ exp((1/c2)z)

u2(x, y, t) = t−1x+ t−2 c2
2
− exp((1/c2)z)

p(x, y, t) = t−2(−1/4(x2 + y2)− xy) + 1/2(t−3)(x+ y)

*)Quatrième cas : (c1 = 1 , c2 6= 0)

On a : W = −Q
⇒ WW ′ + (z + c2)W

′ −WW ′ −W = 0

⇒ (z + c2)W
′ −W = 0

(z + c2)W
′ = W ⇒ W ′ = ( 1

z+c2
)W

⇒ dW
W

= ( 1
z+c2

)dz

par l’intégration on obtient :

ln |W | = ln |z + c2| ⇒ W (z) = z + c2 = −Q(z)

On a : f(t) = c3 , et g(t) = exp(−c3t) + c2.

⇒


u1(x, y, t) = 2c3(y + (1/2)x) + 2 exp(−c3t) + 3c2

u2(x, y, t) = −c3y − c2
p(x, y, t) = (−1/4)c23(x

2 + y2)− (1/2)c2c3

*)Cinquième cas: c1 = 2

On a: W = −Q
⇒ WW ′ + (2z + c2)W

′ −WW ′ −W = 0

⇒ (2z + c2)W
′ −W = 0⇒ dW

W
= (2z + c2)

−1dz

par l’intégration on obtient :

ln |W | = (1/2) ln |(z + c2
2

)|
⇒ W = (z + c2

2
)1/2

on a : f(t) = −t−1 , g(t) = −c2 ln |t| , z = f(t)(x+ y) + g(t)

⇒ z = −t−1(x+ y)− c2 ln |t|
⇒ W = (−t−1(x+ y)− c2 ln |t|+ c2

2
)1/2

⇒


u1(x, y, t) = −t−1y − c2 ln |t|+ (−t−1(x+ y)− c2 ln |t|+ c2

2
)1/2

u2(x, y, t) = −t−1x− c2 ln |t| − (−t−1(x+ y)− c2 ln |t|+ c2
2

)1/2 + c2

p(x, y, t) = −(1/2)t−1((1/2)t−1(x2 + y2) + t−1xy + c2(ln |t| − 1)
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3.3. Application du cas auto similaire sur le système en dimension deux

3.3 Application du cas auto similaire sur le système

en dimension deux

on applique le cas auto similaire sur le système (2), dans ce cas la forme de solution est :

ui = ci(t)ϕi(z)

Tel que ui sont composants iéme de u la solution de système .

dans ce cas on prend ( i = 1, 2 )

3.3.1 Réduction de similarité

u1(x, y, t) = c1(t)ϕ1(z)

u2(x, y, t) = c2(t)ϕ2(z)

On pose : c1(t) = β(t)

c2(t) = η(t)
et

 ϕ1(z) = W (z)

ϕ2(z) = Q(z)

⇒


u1(x, y, t) = β(t)W (z)

u2(x, y, t) = η(t)Q(z)

p = p(x, y, t)

et z = 1
a(t)

(x+ y)

On remplace u1, u2 dans l’équation de système

1) La premier équation :
∂u1
∂x

+ ∂u2
∂y

= 0 ...(2.1)

et on

 ∂u1
∂x

= β(t)zxW
′(z)

∂u2
∂y

= η(t)zyQ
′(z)

⇒ (2.1)⇒ β(t)zxW
′(z) + η(t)zyQ

′(z) = 0

2) La deuxième équation :
∂u1
∂t

+ u1
∂u1
∂x

+ u2
∂u1
∂y

+ ∂p
∂x

= 0 ...(2.2)
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3.3. Application du cas auto similaire sur le système en dimension deux

On a

∂u1
∂t

= βtW + βztW
′

u1
∂u1
∂x

= β2zxWW ′

u2
∂u1
∂y

= ηβzyQW
′

∂p
∂x

= px


⇒ (2.2)⇒ βztW

′ + βtW + β2zxWW ′ + ηβzyQW
′ + px = 0

3) Le troixième équation :
∂u2
∂t

+ u1
∂u2
∂x

+ u2
∂u2
∂y

+ ∂p
∂y

= 0 ...(2.3)

On a

∂u2
∂t

= ηtQ+ ηztQ
′

u1
∂u2
∂x

= ηβzxWQ′

u2
∂u2
∂y

= η2zyQQ
′

∂p
∂y

= py


⇒ (2.3)⇒ ηztQ

′ + ηtQ+ ηβzxWQ′ + η2zyQQ
′ + py = 0

3.3.2 Méthode directe de similarité

on pose les coueficients Γi(z) pour écrire les équations de systéme par z

tel les Γi(z) sont fonctions par z , et on peut appelée les dérivées de Γi(z) par Γi(z) .

Remarque 3.3.1 si δ à la forme δ = δ0 + λω(z) ,on peut prendre ω(z) = 0 .

Remarque 3.3.2 si µ à la forme µ = µ0ω(z) ,on peut prendre ω(z) = 1 .

Remarque 3.3.3 si z déterminer par un équation de la forme ω(z) = z0 ,

on peut prendre ω(z) = z .

pour l’équation (2.1) on a :

1)-ηzy = βzxΓ1(z)

pour l’équation (2.2) on a :

2)-βt = βztΓ2(z) 3)- β2zx = βztΓ3(z)

4)-ηβzy = βztΓ4(z) 5)-px = βztΓ5(z)
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3.3. Application du cas auto similaire sur le système en dimension deux

pour l’équation (2.3) on a :

6)-ηt = ηztΓ6(z) 7)-ηβzx = ηztΓ7(z)

8)-η2zy = ηztΓ8(z) 9)- py = ηztΓ9(z)

On remplace les valeurs de Γ1(z) dans (2.1) on obtient:

βzxW
′(z) + βzxΓ1(z)Q′(z) = 0

On devise par (βzx)

(2.1)⇒ W ′(z) + Γ1(z)Q′(z) = 0

On remplace les valeurs de Γi(z) (i = 2, ..., 5) dans (2.2) on obtient:

βztW
′ + βztΓ2(z)W + βztΓ3(z)WW ′ + βztΓ4(z)QW ′ + βztΓ5(z) = 0

On devise par (βzt)

(2.2)⇒ W ′ + Γ2(z)W + Γ3(z)WW ′ + Γ4(z)QW ′ + Γ5(z) = 0

On remplace les valeurs de Γi(z) (i = 6, ..., 9) dans (2.3) on obtient:

ηztQ
′ + ηztΓ6(z)Q+ ηztΓ7(z)WQ′ + ηztΓ8(z)QQ′ + ηztΓ9(z) = 0

On devise par (ηzt)

(2.3)⇒ Q′ + Γ6(z)Q+ Γ7(z)WQ′ + Γ8(z)QQ′ + Γ9(z) = 0

On etudie les équations suivants :

1)- βt = βztΓ2(z) ⇒ βt
β

= ztΓ2(z)

Par l’intégration on obtient :

ln |β| = Γ2(z) +β0 ⇒ β = β0 exp Γ2(z) , tel que β0 est une constante.

D’aprés le remarque (3.3.2)

donc : exp(Γ2(z)) = 1⇒ Γ2(z) = 0

⇒ β = β0 , on peut prend β = 1

2)- ηt = ηztΓ6(z) ⇒ ηt
η

= ztΓ6(z)

Par l’intégration on obtient :

ln |η| = Γ6(z) +η0 ⇒ η = η0 exp Γ6(z) , tel que η0est une constante.

D’aprés le remarque (3.3.2)

donc : exp(Γ6(z)) = 1⇒ Γ6(z) = 0

⇒ η = η0 ,on peut prendre η = 1.
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3.3. Application du cas auto similaire sur le système en dimension deux

3)-η(t)zy = β(t)zxΓ1(z)⇒ zy = zxΓ1(z)

on a z = 1
a(t)

(x+ y) ⇒ zx = zy = 1
a(t)

⇒ zy = zx ⇒ Γ1(z) = 1

4)-β2zx = βztΓ3(z)⇒ zx = ztΓ3(z)⇒ Γ3(z) = zx
zt

5)-η2zy = ηztΓ8(z) ⇒ zy = ztΓ8(z) ⇒ Γ8(z) = zy
zt

6)-ηβzy = βztΓ4(z) ⇒ zy = ztΓ4(z) ⇒ Γ4(z) = zy
zt

7)-ηβzx = ηztΓ7(z)⇒ zx = ztΓ7(z)⇒ Γ7(z) = zx
zt

on a zx = zy = 1
a(t)

, zt = θ(t)(x+ y)

tel que θ(t) est un fonction par rapport à t .

Alors Γ3(z) = Γ4(z) = Γ7(z) = Γ8(z)

8)- px = βztΓ5(z)⇒ px = θ(t)(x+ y)Γ5(z)

9)-py = ηztΓ9(z)⇒ py = θ(t)(x+ y)Γ9(z)

On pose θ(t)(x+ y) = p0 ⇒

 px = p0Γ5(z)

py = p0Γ9(z)

On utilise le remarque (3.3.2) ⇒ Γ5(z) = 1,Γ9(z) = 1⇒ px = py

on a

 px = θ(t)(x+ y)

py = θ(t)(x+ y)

 par l’intégration−−−−−−−−−−−→

 p(x, y, t) = θ(t)((1/2)x2 + yx)

p(x, y, t) = θ(t)((1/2)y2 + yx)


⇒ x = y

donc p(x, y, t) = θ(t)(x2) , θ′(t) = −at
a2(t)

On remplace les valeurs de Γi(z) dans ((2.1), (2.2))

le premier équation (2.1) :

W ′(z) + Γ1(z)Q′(z) = 0⇒ W ′ +Q′ = 0⇒ W = −Q
la deuxième équation (2.2) :

W ′ + Γ2(z)W + Γ3(z)WW ′ + Γ4(z)QW ′ + Γ5(z) = 0

⇒ W ′ + Γ3(z)WW ′ − Γ3(z)WW ′ + 1 = 0⇒ W ′ + 1 = 0⇒ W ′ = −1

⇒ dW = −dz par l’intégration−−−−−−−−−−−→ W (z) = −z = − 1
a(t)

(2x)⇒ Q(z) = 1
a(t)

(2x)

On pose a(t) = t

W (z) = −2x
t
⇒ Q(z) = 2x

t

et p(x, y, t) = −x2
t2
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3.3. Application du cas auto similaire sur le système en dimension deux

3.3.3 les solutions exactes non linéaires
u1(x, y, t) = β(t)W (z)

u2(x, y, t) = η(t)Q(z)

p = p(x, y, t)

On a :

β(t) = η(t) = 1

W (z) = −Q(z) = −2x
t

Alors :
u1(x, y, t) = −2x

t

u2(x, y, t) = 2x
t

p(x, y, t) = −x2
t2
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Conclusion générale

Nous avons appliquée dans ce mémoire la méthode directe de Clarkson et Kruskal et cas

particuliére la forme auto similaire.

Essentiellement nous avons appliqué cette méthode sur un système aux dérivées

partielles non linéaire (système d’Euler) en généralisant ainsi un travail établit sur

la recherche de solution auto similaire pour le mème système [7].

Nous avons également étudié un système aux dérivées partielles non linéaire mais

en dimension deux (Euler) en cherchant des solutions sous la forme de Clarkson

et Kruskal en se basent sur les travaux de [5].

En fin nous avons étudié le cas particuliére concernant les solutions auto similaires.
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