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Résumé

Nous nous intéressons ici aux méthodes de réduction pour le systeme des équations aux
dérivées partielles non linéaires , nous choisisons la méthode directe de Clarkson
et Kruskal, apparue en 1989.
pour résoudre un systéme d’Euler en dimension un , et un systéme en dimension deux

lié & la mécanique des fluides.

i



Table des matiéres

Introduction 1
1 Meéthode de similarité directe de Clarkson et Kruskal 2
1.1 Définition de la méthode de Clarkson et Kruskal . . . . . . ... ... .. .. 2
1.2 Exemple d’application de la méthode de Clarkson et Kruskal . . . . . .. .. 3
1.2.1 Réduction de similarité . . . . . . ... ..o 3
1.2.2  Meéthode directe de similarité . . . . . . ... .. ... ... 3
1.3 Cas particulier - auto similarité- . . . . . . ... .. ... ... ... ..., 5
1.3.1 Définition du cas auto similaire . . . . . .. ... ... 5)
1.3.2  Cas auto similarité de un dimension . . . . . .. ... ... ... .. )
1.3.3 Cas auto similarité de deux dimensions . . . . . . . .. .. ... ... 5
1.4 Exemple d’application du cas auto similaire . . . . .. ... ... ... ... 6
1.4.1 Réduction de similarité . . . . . . . . ... 6
1.4.2 Meéthode directe de similarité . . . . . . ... ... ... ... ... 6

2 Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur un systéme des
équations aux dérivées partielles en dimension un 8
2.1 Définition du systéme d’Euler en dimensionun . . . . . . .. ... ... ... 8
2.2 L’application du cas auto similarité sur le systéme en dimension un . . . . . 9
2.2.1 Reéduction de similarité . . . . . .. ..o oo 9

2.2.2  Les solutions non linéaires du systeme . . . . . . ... ... ... .. 10

iii



Table des matiéres

2.3 L’application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur un systéme en di-

IMENSION ULl + v v v v o v e e e e e e e e e e s, 12
2.3.1 Réduction de similarité . . . . . . . . . . ... 12
2.3.2 Méthode directe de similarité . . . . . . . . . . ... .. ... .. 13

3 Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur un systéme des

équations aux dérivées partielles en dimension deux 18
3.1 Définition du systéme d’Euler en dimension deux . . . . . . .. .. ... .. 18
3.2 Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur le systéme . . . . . . . 19
3.2.1 Réduction de similarité . . . . . . ... 19

3.2.2 Méthode directe de similarité . . . . . ... .. ... 20

3.2.3 Les solutions exactes non linéaires . . . . . . . .. ... .. ... ... 27

3.3 Application du cas auto similaire sur le systéme en dimension deux . . . . . 32
3.3.1 Réduction de similarité . . . . . . . . ... ... oL 32

3.3.2 Méthode directe de similarité . . . . . ... ... .00 33

3.3.3 les solutions exactes non linéaires . . . . . . . .. ... .. ... ... 36
Conclusion générale 37
Bibliographie 39

v



Introduction

Il est important de développer des méthodes d’obtention des solutions des équations
aux dérivées partielles non-linéaires, parce que celles-ci sont présentés dans
la formulation de plusieurs modéles physiques. Par exemple, plusieurs équations
aux dérivées partielles non-linéaires interviennent en grand nombre dans
la théorie moderne des solitons ainsi qu’en mécanique des fluides, en théorie
des champs classiques et quantiques.
Les transformations apparaissent pour la premieére fois dans I’année 1880 dans le
cadre de la théorie classique de la géométrie différentielle des surfaces et de
la théorie des équations différentielles.
La méthode de similarité directe de Clarkson et Kruskal a été proposée en 1989 [11] .
L’idée de la méthode est de chercher la solution sous forme particuliére, en transformant
les équations aux dérivées partielles a des équations différentielles ordinaires.
Dans ce mémoire on s’intéresse a ’application de cette méthode aux systemes
des équations aux dérivées partielles.
Dans le premier chapitre on donne la définition de la méthode de Clarkson et Kruskal
avec un exemple d’application sur les équations aux dérivées partielles.
Dans le deuxieme chapitre on étudie le systeme des équations aux dérivées partielles en
dimension un, a partir de la recherche de la solution sous forme auto similaire [7] ,
et en proposant une nouvelle application de la méthode de Clarkson et Kruskal .
En fin dans le chapitre trois, on étudie un systéme d’Euler en dimension deux,
en proposant une nouvelle application pour donner des solutions auto similaires

de ce systéme, et en se basant sur les travaux de Clarkson et Kruskal [5] .



Chapitre 1

Méthode de similarité directe de

Clarkson et Kruskal

On a plusieurs méthodes de réduction de similarité , pour résoudre les équations d’Euler,

on va présenter essentiellement dans ce chapitre la méthode de Clarkson et Kruskal.

1.1 Définition de la méthode de Clarkson et Kruskal

La méthode de similarité directe de Clarkson et Kruskal est une méthode de reduction
directe des équations aux dérivées partielles & des équations différentielles ordinaires
elle a été introduite par Clarkson et Kruskal en 1989 [11] .

L’idée de base est chercher la solution a la forme :
u(x,t) = u(z, t, W(z)) = A(z,t) + B(z, t)W (2(z,t))
Et de, choisir les fonctions u et z de telle maniére que I’équation aux dérivées partielles

se réduite a une équation différentielle ordinaire pour W(z).



1.2. Exemple d’application de la méthode de Clarkson et Kruskal

1.2 Exemple d’application de la méthode de Clarkson
et Kruskal

On a I’équation de la chaleur :

Up = Ugy (1)

on va appliquer la méthode de Clarkson et Kruskal sur cette équation

1.2.1 Reéduction de similarité

On a la forme de solution:
u(x,t) = A(z,t) + Bz, t)U(2(x, 1))
2(x,t) = 2

Et on a

u, = Ay + B,U + Bz U’

Upy = Agz + BoaU + 2B, 2,U" + B22U" + Bz, U’
On remplace dans ’équation:

Bz2U" + (2By2; + Bzt + Bzyy)U' + (By + By )U + Ay + Ap = 0...(1)

1.2.2 Méthode directe de similarité

on pose les coefficients I';(z) pour écrire I’équation par z,

tel que I';(z) sont fonctions depende & z et (i = 1...5) , et on peut appelée les dérivées
de T';(z) par T'y(2) .
Remarque 1.2.1 si § a la forme 6 = g+ A\w(z) ,on peut prendre w(z) =0 .

Remarque 1.2.2 si p ala forme p = pow(z) ,on peut prendre w(z) =1 .



1.2. Exemple d’application de la méthode de Clarkson et Kruskal

Remarque 1.2.3 si z déterminer par un équation de la forme w(z) = zg ,
on peut prendre w(z) = z .

1) 2B,z, = B2’T(2) , 2) Bz + Bz, = B22Ts(2)
3) Bi + Byp = B22T'3(2)  ,4) A = B22T'y(2)
5) Ay = B22T5(2)
Donc I’équation (1) implique :
Bz2U" + Bz2T1(2)U' + B22T9(2)U’ + Bz2T'3(2)U + Bz2T4(2) + B22T'5(z) = 0.
on dévise par ( Bz2 ) on obtient :
U'+T1(2)U +Ta(2)U" 4+ T3(2)U + T'y(2) + T's(z) = 0.
1)= 2B, = Bz,I'1(z) = 2 = (1/2)2,I'1(z) = In|B| = (1/2)'1(2) + Bo
= B = Byexp((1/2)I'1(2))
tel que By est une constante , on utilise le remarque (1.2.2) :
exp((1/2)['1(2)) =1=T4(2) =0.
Alors B = By , pour la similarité simple on prend B = 1.
3)= Bz2T'3(2) =0, car ( By =B, =0) .
= T'3(z) = 0.
1

2)= 2z = 2205(2) = = 5T2(2), car (B=1,25, = 0,2 = 3,22 =

)

Rl

= FQ(Z) = —1.
4:):> At g ti2P4(Z)7 car (B — 172‘% — t%) ,

on utilise le remarque (1.2.1) :

1

Iy(2) =1 = A, = & parl'intégration A(z,t) = A(t) = 34

5) = 22T'5(2) =0 ,(car Ay, =0).

On remplace les valeurs des I';(z) dans I’équation (1) on obtient:
U'—zU' +1=0.
la solution d’équation de la chaleur donner par :

u(z,t) = =+ U(%).



1.3. Cas particulier - auto similarité-

1.3 Cas particulier - auto similarité-

1.3.1 Définition du cas auto similaire

C’est un cas particuliére de la méthode directe de Clarkson et Kruskal,
la forme de solution du Clarkson et Kruskal est:
u(x,t) = Az, t) + Bx, )W (2(z,t))
avec z(x,t) = 0
et dans le cas auto similarité A(x,t) =0 et B(x,t) = B(t)
Alors la forme de solution de cas auto similarité est :

u(z,t) = B(t)W (z(z,t))

1.3.2 Cas auto similarité de un dimension

Dans ce cas z s’écrit sous la forme :

z(x,t) = POk
et la solution s’écrit sous la forme :

u(z,t) = B(t)W(%) .

1.3.3 Cas auto similarité de deux dimensions

Dans ce cas z s’écrit sous la forme :

T

Z(x’ y7t) = (@? %)
et la solution s’ écrit sous la forme :

uw(z,t) = B{O)W (z(z,y,t)) .
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1.4 Exemple d’application du cas auto similaire

On applique le cas auto similarité sur ’équation (1) ( I’équation de la chaleur)
Up = Uz (1)

1.4.1 Reéduction de similarité

La forme de solution dans le cas particulie de Clarkson et Kruskal
-Le cas auto similaire-
u(z,t) = B(t)U(z(z,1))
= B(t)U(%) , tel que z(z,t) =%

t t

Ut = BtU + BZtUI
Upe = B22U" + Bz, U’

donc

On remplace dans 1'équation (1) :

B22U" + (Bz + Bz.)U' + B,U = 0...(1.1)

1.4.2 Meéthode directe de similarité

on pose les coefficients T';(z) pour écrire I’équation par fonction z,

tel que les I';(z) sont fonctions par z et (i = 1,...,3) , et on peut appelée les dérivées de
[;(2) par T';(2) .
Remarque 1.4.1 si § a la forme 6 = g+ A\w(z) ,on peut prendre w(z) =0 .
Remarque 1.4.2 si p a la forme p = pow(z) ,on peut prendre w(z) =1 .
Remarque 1.4.3 si z déterminer par un équation de la forme w(z) = zo

on peut prendre w(z) = z .
1) B; = BzTI4(2) , 2) Bz2 = Bz Ty(2)
3) Bzy, = Bz I'3(z2)



1.4. Exemple d’application du cas auto similaire

on remplace les fonctions des I';(z), (i = 1,2,3) dans (1.1)
Bz U 4+ Bz 11 (2)U + By (2)U” + I's(2) B2,U' = 0...(1.2)
on dévise par (Bz) :

(1.2) = U’ + Dy (2)U + Da(2)U" + Da(2)U" = 0.

1) = &t = zT(2) par lintégration In |B| = I'1(z) + By = B = Byexp(T'1(2)),

tel que By est un constant.
on utilise le remarque (1.4.2)
donc exp(I'1(2)) =1 =T1(2) = 0= B = B,.
pour la similarité simple on prend B = By = 1.
2) = 5 = F0a(2) (car 22 = 5, B=1,2z=3)
= I'y(2) = —%.
3)=TI'3(2) =0, (car 2z, =0,B=1,2 = %)
on remplace les valeurs des fonctions I';(2), (i = 1,2,3) dans (1.2) on obtient :
—U"+U =0

par Uintégration In |U'(z)| = x = U'(2) = exp(zz)

par lintégration U(z) = L exp(z2).

T

Alors la solution auto similaire d’équation de la chaleur est :

u(z,t) = = exp(zz).



Chapitre 2

Application de la méthode de
Clarkson et Kruskal sur un systéme
des équations aux dérivées partielles

en dimension un

Dans ce chapitre on va présenter une nouvelle application de la méthode de Clarkson et
Kruskal sur le systeme d’Euler en dimension un.
Commencant d’abord par la présentation d’une application de la forme auto-similaire

donnée dans [7]

2.1 Définition du systéme d’Euler en dimension un

On a le systéme d’Euler (1) en dimension un composée a troix équation :
plx,t) + (p(z,t)v(z,t)), = 0. ...(1.1)
vz, t) +o(z, t)v(x, t), = ﬁp(mat)m ..(1.2)

T(x,t): +v(z, )T (2, t), = NT(2,t) 00 -...(1.3)
Tel que p ,u,T,p des fonctions représentant respectivement les valeurs des densité,

vitesse, tempéra ture, pression .
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2.2 L’application du cas auto similarité sur le systéme

en dimension un

On appliquant -le cas auto similaire- sur le systéme (1)

2.2.1 Réduction de similarité

Tel que p ,v,T,p des fonctions par x,t s’écrivons sous la forme :
pla,t) = t77h(z(z, 1))
v(a,t) =tg(z(,1))
T(x,t) =t7f(z(x,1))
p(x,t) = b(t™ h(z(x, 1)))"
2(x,t) = 35

Tel que x,t sont variables et a, 3,7, sont paremétres, b est un nomber réel constant

et n € N.
(D)- pla,t)e = =yt h(2) — 77120 (2)
(2)- (p(z, t)v(x, 1) = ((t77h(2))(t°9(2)))e = 7P (g'h + h'g)

/\/\

D’aprés ((1),(2),(1.1)) on trouve
—yt T R(2) — Btk (2) + 0B (gh + Wg) = 0...(1.1.1)
(3)- v(@,t)e = =0t "tg(z) — Bt "12g'(2)
() vz, o(, 1 = (29(2)(E9(2))e = 2 Bgg
(5)- pla,t) = bp"(x,t) = b(t~"h(z))"
= p, = bn(tPR) (¢t h)" 1
= ﬁp(x,t)gc = —bn(t PR (t~7h)" 2
D’aprés ((3),(4),(5),(1.2)) on trouve
—5t 0 g — Bt g + 7P Bgg = —bn(t PR (tTTh) 2
= —6t 0 g — Bt 2y + 72 Bgg + (VPN )(tTTR)2 =0...(1.2.1)
(6)- T'(x,t)e = —at™"1f — Btz f’
(7)- v(z, )T (2, 1), = (t°g)(t " ')
(8)- AT(x,t)ae = At f")
D’apreés ((6),(7),(8),(1.3)) on trouve



2.2. L’application du cas auto similarité sur le systéme en dimension un

T(x,t); +v(x, )T (x,t), — AT (2,)4e = 0.
= —at 7 f — Bty f 4 (0B ) — ANt f) = 0...(1.3.1)

2.2.2 Les solutions non linéaires du systéme

(1.1.1) = —yt 77 th(2) = Bt L2 (2) + 72 P(g'h + Wg) = 0.
St 7=t sy 1=y -7
=1-0=p
On pose B =1/2=0=1/2
Donc (1.1.1) = —yh(z) — (1/2)zh (2) + (¢h+ h'g) =0
Si on choisisons v =1/2
Donc (1.1.1) = —(1/2)h — (1/2)zh' + (¢’h + h'g) =0
= —((1/2)zh)" = —(hg)" parlintégration (1/2)zh = (hg) = g(2) = (1/2)z
(1.2.1) = =6t 07 g — Bt 0729 + 72 Pgg + bn(t 7 PR)(tTh)"2 =0
St Ol BBy Bt o 1 =-20—B=—y—F—ny+2y
Ona:d=p=1/2
= -y +y-1/2=-3/2=n="12
(1.2.1) = —(1/2)g — (1/2)2g + g9’ + bn(W)(h)"2 =0
(1.3.1) = —at™7Lf — gtz f + (#7072 Bgf) — ANt 25 f") =0
S e R
Ona:d0=p=1/2
= A"+ (=(1/2)z+g)f —af =0.
Ona: g(z)=(1/2)z
1) On remplace dans (1.2.1) on obtient:
1
1

1ty _o
]

—(1/2)(1/2)z = (1/2)(1/2)z + (1/2)(1/2)z + b. 221 (h) =0

Si on choisisons n = % =3.

= —(1/2)(1/2)z = ~b. 20 (h) 72 = —(1/4)z = —3bhN’
La solution de (1.2.1) donner par 3bhh' = (1/4)z

Par I'intégration :

3b [ hdh = (1/4) [ zdz = 2h(2)? = 122+ ¢

= h(z) = ((1/3b)(322 + 2¢1))"/?

10



2.2. L’application du cas auto similarité sur le systéme en dimension un

Tel que ¢ et constant .

2) On remplace dans (1.3.1) on obtient:
A"+ (—(1/2)2+ (1/2)2)f —af =0= —Af"—af =0
= A"+af =0

Par I'intégration on obtient :

f(z) = cacos(y/S2) + cssin(/52)

Alors on a les resultats suivants :

9(z) = (1/2)z

f(2) = cacos(y/$2) + czsin(/52)

h(z) = ((1/30)(32% + 2c1))"2

Donc on donne les valeurs des (p, v, T, p)

.

plx,t) =t""h(z(z, 1)) p(o,t) = t77((1/3b)(32% + 2¢1)) "/

v(z,t) =t0g(2(x,t)) N v(x,t) =t"12(1/2)z

T(x,t) =t"*f(2(x,1)) T(x,t) =1t"%(cy cos(\/?z) + 3 sin(\/gz))
[ p(x,t) = b(t"h(z(x,1)))" L pla,t) = b(t7((1/30)(32° + 2¢1))'/?)°

11
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2.3 L’application de la méthode de Clarkson et Kruskal
sur un systéme en dimension un

En appliquant la méthode de Clarkson et Kruskal sur le systéme (1) avec les équations

((1.1), (1.2), (1.3) )

2.3.1 Réduction de similarité

Tel que p ,v,T,p des fonctions par x,t s’écrivons sous la forme:
p(2,t) = ala,1) + Bz, Oh(=(z, )
v(z,t) =e(x,t) +n(x,t)g(z(z, 1))
T(x,t) = o(x,t) + (1) f(2(,1))
p(z,t) = bp"(z,1)
z(x,t) = ﬁ
Tel que b est une constant et n est réel, on prend n = 2.

On a:
()-p(z,t); = oy + Bh + Bzh
(2)- (p(z, t)v(z,t)): = ((a + Bh)(e +1g))s
= u€ + ag; + agng + an,g + anz.g' + B,eh + Beyh + Pz, b
+B,nhg + Bn,hg + Bnz.(h'g + hy')
daprés ( (1), (2), (1.1) )
Bnz(h'g + hg') + (Bon + Bn,)hg + (8,6 + Bex)h + (aun + an,)g + (Bezy + Bz W
+anz.g + aze + ag, + ap = 0...(1.1.1)
On a:
(3)-v(z,t)e = er + mg + N2y’
(4)-v(z, t)o(z,t), = (e +ng)(ex + 1,9 + N229')
(5)-GpP(@ t)e = —p~ (2, )(2bp,p(2, 1)) = —2bp, , (on prend b=1/2))
d’aprés ( (3), (4), (5), (1.2))

er+ 1,9 + N2y + ee +eneg + enzed + €ang + mMe9% + 17 2:9'9 = —(ap + Boh + fzh)

12



2.3. L’application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur un systéme en dimension un

= 1°2:9'9 + 1M,9° + enzag + (En, +ean)g + Bh + g +nzg + Bz
+ee, + e+ =0...(1.2.1)

On a:

(6)-T(x,t)e = o0 + o f + Y2 f

(-2, )T (z,t)s = (e +n9) (02 + Vo f + V20 f)

(8)-AT (2, V)ze = MOaw + Vyuf + V2" +yzaf + P22 ")

d’aprés ( (6), (7), (8), (1.3))

(U + ey = M) f + (V2 + e2e — 2M, 20 — Mp2ga) f' + 000wg + 10,9 f
+nzegf — M2 " + 0y 4+ €0, — Aoy = 0...(1.3.1)

2.3.2 Méthode directe de similarité

on pose les coefficients I';(z) pour écrire les équations par z,

tel que les T';(z) sont fonctions par z et (i = 1,...,21) , et on peut appelée les dérivées

de T';(z) par [';(2) .

Remarque 2.3.1 si ¢ ala forme 6 = 6y + Mw(z) ,on peut prendre w(z) =0 .
Remarque 2.3.2 si p ala forme p = pow(z) ,on peut prendre w(z) =1 .
Remarque 2.3.3 si z déterminer par un équation de la forme w(z) = zo ,

on peut prendre CU(Z) =Z.
1) B.n = Bnz.T1(2)
2) Bn, = Bnz.I(2)
3) (Bag + Bea) = BnzT's(2)
4) (own + an,) = Bnzla(z)
) anzy = Bnzls(2)
6) (Bez: + Ba) = Bnz.le(2)
)
)
)

(S

7 (05116 + ag, + at) = BUZIF7(Z)
8 (57790 + Exn) = EanFS(Z>

9) m, = enzly(z)

13



2.3. L’application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur un systéme en dimension un

—_

0) %2z, = enz,1o(2)
1
12
13
14

—_

=enz111(2)
ey + e+ ap = enz12(2)
B, = enz13(2)
n, = enzzl'14(2)

16) b, = mpzal'16(2)

17) (¢ + ey — My,) = mpzel'(2)

18) (Vi + ehzy — 2020 — Mp2ay) = npz, s (2)

19) now = nzT1e(2)

20) =23 = mpzelao(2)

21) 0y + €0y — Aoy = NPz, 21(2)

Alors:

(1.1.1) = Bnz.(h'g + hg') + Bnz.(T1(2) + T2(2))hg + Bnz.Ls(2)h + Bnz.T4(2)g
+0n2z.I5(2)g" + pnz.Te(2)h + Bnz.I7(z) = 0.

On dévise par (nz,) on obtient:

(1.1.1) = (Wg+hg )+ (T1(2)+Ta(2)) hg+T3(2)h+T4(2)g+T5(2)g" +T6(2)h +I'7(z) = 0.
et

)
) B
) ee
)
)
15) nzy = enz,[15(2)
)
)
)
)
)

(1.2.1) = enz.g + enz.Ts(2)g + enz.Lo(2)g? + enz.T10(2)9'g + enz.T1i(2) W
+enz,ia(2) + enzelis(2)h + enz,[1a(2) g+ enz.li5(2) ¢ =0

On dévise par (enz,) on obtient:

(1.2.1) = ¢ + Tg(2)g + To(2)g? + T10(2)g’g + T11(2)h + Tia(2) + Tiz(2)h + Tu(2)g
+i5(2) ¢ =0

et

(1.3.1) = nzegf' + mbz.l6(2)gf + mpz.lin(2) f + mpzelis(2) f

+nz.l19(2)g + nP2zelao(2) [ + mpzelai(2) =0

On dévise par (nz,) on obtient:

(1.3.1) = gf" +Tie(2)gf + T1r(2)f + T1s(2) /' + T19(2)g + Pao(2) f” 4+ Ta1(2) = 0
On cherche sur les valeurs des I';(z) tel que (i =1,...,21) :

1) = B,n=nzli(z) = B, = BT (z)par intégration In|8] = T (=) + By(1)
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2.3. L’application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur un systéme en dimension un

= [ = Bo(t) exp(I'1(2))
D’aprés remarque (2.3.2 ) on a: exp(I'1(z)) =1=T1(z) = 0 donc 5 = [,(t)
On peut prendre f3,(t) constante on pose 8 = [,(t) =1
2) = fn, = nzla(2) = n, = nzTy(2)par lintégrationIn || = Ty(2) + ny(t)
= 1 = 1(t) exp(I'z(z))
D’aprés remarque (2.3.2 ) on a: exp(I'y(z)) =1 = I'y(z) = 0 donc n = ny(%)

On peut prendre 7y(t) constante on pose n=1,(t) =1.

3) = (ng—i_ﬁgx) - anme&('Z) ona: f3= Ln=1et Bx =0
= &, = 2z,1'3(z) par 'intégration In |e| = T'3(2) + o(t)

= e = ¢go(t) exp(I'3(2))
D’aprés remarque (2.3.2) on a : exp(I's(z)) = 1= T'3(z) = 0 donc & = gy(t)
On peut prendre £y(t) constante on pose ¢ = go(t) =1
4) = (azn+an,) = nzlu(z)ona: f=1n=1etn, =0

= a, = z,'4(2) par Uintégration In |a| = ['y(z) + ap(t)

= a = op(t) exp(I'4(2))
D’aprés remarque (2.3.2 ) on a: exp(I'y(z)) =1 = I'y(z) = 0 donc o = ay(t)
On peut prendre ag(t) constante on pose o = ap(t) =1
5) = anz, =Pnzls5(z)ona: f=1,n=1leta=1
= 2, = 2. 15(2) = [5(2) =1
6) = (Bezy + Pzt) = Pnzl¢(z) ona: f=1n=1letec=1
= 2, + 2t = 2,16(2)

Ona:zmzﬁetzt:a’(ggx

Donc : T4(2) =1 — 2% » on prend a(t) =t
=Tg(z)=1-qz=1—=2

7 = (ge+ae, + o) =0nzl7(z) ona:f=1n=1a=1e=1
et a, =0,6, =0,0, =0

Alors : I'7(2) =0

8) = (en, +e.m) =enzls(z)ona:n=1e=1¢=0mn,=0
Alors : T'g(z) =0

9) = nn, =enzl9(z) onam=1,e=11n,=0
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2.3. L’application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur un systéme en dimension un

Alors : T'g(z) =0

10)= n?z, = enz,Lp(z)ona:n=1e=1

Alors : T'yp(2) =1

11) = Bz, =enzl(z)ona:n=1e=1

Alors : I'11(2) =1

12)= e, + e+ a, =enzl2(z)ona: e=1l,a=1a, =0,6, =0,6, =0
Alors : T'12(2) =0

13) = 3, =enz,l3(z)ona: f=1,n=1e=1,6,=0
Alors : T'13(2) =0

14) = n, =enz,lu(z) ona:n=1e=1,1n=0

Alors : T'14(2) =0

15) = nzy =enz,lis(z) ona: n=1e=1, 2, = % , %= 5T
Alors : I'j5(2) = =2 = —2

16)= ny, = bz, Tg(z) ona:n=1= 1, =z.(2)

par l'intégration In |¢| = T'g(2) + 1, (t)
= ¥ = 1y(t) exp(I'ig(2))
D’aprés remarque (2.3.2 ) on a: exp(I'g(z)) =1 = T'14(2) = 0 donc ¢ = 1y(t)

On peut prendre 1),(t) constante on pose 1 = ¥,(t) = 1.
17) = (P+et, = My,) = npzliz(z)ona: n=1e=14¢=1¢, =04, =0,¢,, =0
Alors : I'17(2) = 0.
18)= (V2 + ethzy — 2020 — Mp2zgs) = qipz.1s(2)
Ona:e=1,9, =0, =1,2,, =0, 2, = +

—1
7, =T
Alors : I'g(z) =1—qz=1—2

Zt: 12

19)= no, =nzle(z)ona:n=19 =1

= 0, = 2,1'19(2) par intégration In|o| =T'19(z) + oo(t)

= 0 = 0o(t) exp(T'9(2))
D’aprés remarque (2.3.2 ) on a: exp(I'g(2)) =1 =T'19(z) = 0 donc o = oy (t)
on peut prendre oy(t) constante on pose o = ogg(t) =1

20) = —A\z22 = mipzTag(2) = —Azy =Typ(z) ona: z, =
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2.3. L’application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur un systéme en dimension un

= T'a(2) = —A(1/1)

21)= 04+ c0, — Aoy =Pz, ln(2z) ona: 0, =0,0, =0,0, =0, e=n=9 =1
=TI'91(2) =0

Alors, on remplace les valeurs de I';(z) ,i = (1,...,21) dans ( (1.1.1),(1.2.1),(1.3.1) )

on obtient :

(1.1.1) = (Wg+hg')+ ¢ +(1—2)h =0.

(1.21)=¢ +4dg+h —z2¢ =0.

(1.3.1) = gf '+ (1 —2)f = A(1/t)f" = 0.

(1) On prend l'équation (1.1.1)

(Wg+hg)+g +(1—=2)=0="h(9g+(1—2)+4¢d(1+h)=0

=g+ (1 =2)=—-g(0+h)=NW/(1+h)=—-g/(g+(1-2)

par 'intégration In|(1+h)|=—In|(g+ (1 —2))| = h(z)+1=(9(z) + (1 —2))~*

S h() = (9(2) + (1) 1

(2) On prend l'équation (1.2.1)

d+dg+n—24¢=0

Ona: h(z)=(g(z) + (1 =2)7" = 1= () = (=¢'(2) + D(g(z) =2+ 1)~
=gd(14+g9—2)+ (¢ (=) +1)(g(z) —z+1)"2=0.

=97 = (-1’ +2-1)+29(z-1) = —(9— 2+ 1)*

(3) On prend l'équation (1.3.1)

(g+1—2)f =AU =0 = MU' =— (g+1—2)f

= % = { f\?rll/;)z) par intégration In |f/| = [ { izrll/;)z) dz
1—2
On pose : [ ia/t) ldz = K(2)

Donc : f(z) = exp(K(z))
Les valeurs des (p ,v,T,p)

p(x,t) = afz,t) + Bz, t)h(z(z, 1)) pla,t) = (g(x/t) + (1 = (x/1)))~!
v(z,t) =¢e(x,t) +n(x, t)g(z(z, 1)) N v(z,t) =1+ g(z/t)
T(x,t) =o(z,t) +(x,t)f(z(z,1)) T(x,t) =1+ exp(K(x/t))

| p(x,t) = ap™(z,1) ( p(z,t) = (1/2)((g(z/t) + (1 = (z/1))) ") ?
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Chapitre 3

Application de la méthode de
Clarkson et Kruskal sur un systéme
des équations aux dérivées partielles

en dimension deux

Dans ce chapitre en se basent sur les travaux sur le systéme d’Euler en dimension deux [5],

et on va presenter une nouvelle application de le cas auto similarité sur le méme systéme

d’Euler.

3.1 Définition du systéme d’Euler en dimension deux

on prend le systéme d’Euler (2) en dimension deux :

divu =0 5
u + (u.V)u+Vp =0
Tel que : u est un la vitesse et composée & deux composants :

uw(z,t) = (u(z,t), ug(z, t)).
et p représente la valeur de la pression de liquide & position (z,y,t).

donc on écrit le systéme par les composants de wu.
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3.2. Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur le systéme

donc divu =0 = %%—%‘JQ:O ..(2.1)

8u1 Our Ouy op __
FuGt tuGr+gt =0 (2.2
et uy + ('LLV)U + Vp =0 = 18z 279y ( )

8“2 2w G2+ u 8“2 + ap =0 ..(23)
Donc les équations de systeme sont :
0 au
B =020
Gautz +u 3U2 + U2%_1;2 4 g_g =0 (2.3)

3.2 Application de la méthode de Clarkson et Kruskal

sur le systéme

On a la forme de solution par la méthode de Clarkson et Kruskal écrit par :

u(z,y,t) = W(z,y,t) + ®(,y,1)Q2(z, y, 1))
tel que W, @, Q) des fonctions et x,y,t des variables.

3.2.1 Réduction de similarité

ui(2,y,t) = alz,y,t) + Bz, y, OW (2(z, 9, 1))
uz(w,y,t) = e(x,y, 1) +n(x, y, )Q(2(x, y, 1))
donc on remplace dans (2.1), (2.2),(2.3) :

B = oy B,W + 2 W

; ..(24)
S =€y +1,Q + zynQ’

(21) et (24) =+ B,W +2.8W +¢,+1,Q+ 2,nQ" =0...(2.5)

et on a
( agtl = O + BtW -+ ztﬁW’
Uy 65;1 = (o + W) (g + B, W + 2, W) (2.6)
Uz %uyl = (e +nQ)(ay + B,W + 2, W)
op _
\ oz = Pz
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3.2. Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur le systéme

(2.2) et (2.6) = B2, WW' + (23 + afBzy + eB2,)W' + Bnz, QW' + BB, W2
+(B; + aB, + Bag +eB, )W +nB,QW + na,Q + oy + aa, + eay + p, = 0...(2.7)
et on a

( U
G =+ 0,Q + 2n@Q

92 = (a+ W)(ex +0,Q + 21Q")

(2.8)
us %2 = (e +1Q)(ey +1,Q + 2nQ")
0
. a_i =Dy

(2.3) et (2.8) = n’zy QQ' + (N2 + anzy +enzy)Q' +nBzWQ' + 1, Q?
+(ny +an, +en, +ne,y)Q + Bn, QW + Be,W + &, + ag, +egy + p, = 0...(2.9)

3.2.2 Meéthode directe de similarité

on pose les coefficients I';(z) pour écrire les équations de systéme par z

tel que les T';(z) sont fonctions par z , et on peut d’appele les dérivées de T';(z) par T';(z)

Remarque 3.2.1 si ¢ ala forme 6 = o+ Aw(z) ,on peut prendre w(z) =0 .
Remarque 3.2.2 si p ala forme p = pow(z) ,on peut prendre w(z) =1 .
Remarque 3.2.3 si z déterminer par un équation de la forme w(z) = zo ,

on peut prendre w(z) = z .
1) On applique pour 'équation (2.5) :
Bz W'+ nz,Q" + B,W +1,Q + (e, +a,) =0

On pose :
1)_77Zy = Bzz Fl(z) 2)'535 = Bzx F?(z)
3)-n, = Bz I's(2) 4)-(ey + ) = fza Ty(2)

On remplace les valeurs de I';(z) ,(i=1,...,4) dans (2.5) on obtient:
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3.2. Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur le systéme

BzW' 4 B2,T1(2) Q'+ Pz.To(2)W + B2,T3(2) Q + f2z.T4(2) =0

on dévise par (£z;)

(25) = W' +T1i(2) @+ Da(z)W +T5(2) Q+1Tu(z) =0

2) On applique pour I’équation (2.7) :

B2, WW' + (28 + afzy + Bz )W’ + Bz, QW' + BB, W2 + (B, + af, + Bay, +£8,)W
+nB,QW + noy,Q + (o + ey + cay +p,) =0

On pose :

B)-(2:3 + afz, +efz) = f22.T5(2)
6)-8nz, = 3%z, Ts(2)

7)-88, = B*2.T7(2)

8)-(B, + B, + Bas +£B,) = B7zTs(2)

9)‘7751, = BZZ:): FQ(’Z)
10)-na, = B%2,T10(2)
11)-(oy + ay + ey + p) = B2, T (2)

On remplace les valeurs de TI';(z) ,(i=25,...,11) dans (2.7) on obtient :

B2z WW' 4 322,05 (2)W' + 322,06 (2) QW' + 32 2, D2 (2) W2+ 322, T (2 )W + 322, D9 (2) QW
+6%2:.T10(2)Q + 522,11 (2) = 0

on devise par (3%z,)

(2.7) = WW' + T5(2)W' + Tg(2) QW' + T7(2)W?2 + Tg(2)W + To(2) QW + T'1(2)Q
+T1(2) =0

3) On applique pour I’équation (2.9) :

2y QQ'+(nz+anze +enzy) Q' +nBzWQ +1m, Q%+ (n,+am, +en, +ne,)Q+ 51,QW
+Be. W + (e, + ag, + e, + py) =0

On pose :

12)-(nz, + amz, + enz,) = n°zy T1a(2)

13)-nBz. = n*zy T13(2)

14)-nn, = n°zy T1a(2)
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3.2. Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur le systéme

15)-(n, + an, +en, +ney) = nzy Ti5(2)
16)-pn, = n*zy T16(2)
17)-Be, = nzy Tiz(2)
18)-(g; + e, + gy + py) = P2y Tis(2)
On remplace les valeurs des I';(z) ,( i = 12,...,18) dans (2.9) on obtient
n’zy QQ'+n*2yl12(2)Q"+n*2yTi3(2) WQ'+1?2yT14(2) Q%40 2yT15(2) Q1 2y T 16(2) QW
+n?2ylir ()W + n?2yTis(2) = 0
on dévise par ( %2y )
(2.9) = QQ' +T12(2)Q" + T13(2) WQ' + T14(2)Q* + T15(2)Q + T'16(2) QW + Ti7(2)W
+T'15(2) =0 ...(2.9)
On étudie les équations suivants :
(1)-8, = Bzala(2) = 5 = 2,Ta(2)
donc par l'intégration on obtient
n(8) = Ta(2) + Boly ) = B = Bo(y,t) exp(Ts(2))
on utilise le remarque (3.2.2)
exp(ly(2)) =1=Ty(2) =0
Alors pour réduction simple , on considére 3 constante et on prend 3 = 1.
(2)'7777y = n’zy Fu(z) = %y = zy T'iu(2)
donc par 'intégration on obtient:
In(n) = Tia(2) +no(z, 1) = 1 =no(y,t) exp(I'a(2))
on utilise le remarque (3.2.2)
exp(I'4(z)) =1=Twu(z)=0
Alors pour réduction simple , on considére 1 constante et on prend n = 1.
(B)nzy =0 2, T'1(2) = 2y =2, ['1(2) ,car f=1,np=1.
on utilise le remarque (3.2.2)
2y =2, =>1(2) =1
(4)n, = B2 T3(z) = 0= 2z I3(2) ,carn,=0.
=T3(2)=0
(5)-88, = B22.I1(2) = B, = zI'7(2) = 2I7(2) =0, car 3, = 0.
=I7(2)=0
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3.2. Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur le systéme

(6)-n, =n*2y T15(z) = 2y T16(2) =0, car n=1,8=1,n, =0.
= I'ig(2) =0

(7)-(B, + aB, + oy +eB,) = B*2,Ts(2) = a, = 2.Ts(2),

car 3 =1,6,=08,=08,=0.

donc par l'intégration on obtient :

a=Tg(z)+6:1(y,t)

d’aprés le remarque (3.2.1)

Is(z) =0

= o =01(y,t)

la méme chose pour 1’équation :

(8)-(n; + am, +en, +ney) =2y Tis(2) = &, = 2y Ti5(2),

carn=1,n,=n,=n,=0.

donc par l'intégration on obtient :

e =T15(2) + O(z,t)

d’aprés le remarque (3.2.1)

I'5(2) =0

= e = 0y(x,t)

(9)-e, + ap = B 2, T'4(2)

on a « indépendant a x et ¢ indépendant a y donc e, =0, a; =0

= 2, 14(2) =0

= Ty(z) =0.

(10)-na, = B2, T1o(2) = @, = 2, T1o(2), car B=n =1

etona: a, =0,(y,t)

01,(y,t) = 25 T'10(2)

on utilise le remarque (3.2.2)

Fio(z) =1=01,(y,t) = 2,

d’aprés l'intégration

2 ="01,(y, )z +03(y,t)

(11)-nBz, = P2y T13(2) = 2, = 2y T13(2), car f=n =1

on utilise le remarque (3.2.2)
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3.2. Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur le systéme

[3(z) =1

= 2, =2y

et on a z, = 01,(y,t) , et zy =01,,(y, t)z+05,(y,t)

= 01y (Y, )z + 03, (y, 1) = b1,(y,7)

= 0144y, t) =0.

Alors 03, (y,t) = 01,(y, 1)

par l'intégration :

0s(y,t) = 01(y,t) = f(t)y + g(t)

tel que f(t),g(t) des fonctions par la variable ¢ .

ona: z="0,(yt)x+0sy,t)

et O3(y, 1) = 01(y, 1) = f()y +9(t) , Ory(y, 1) = f(1)

= z=ft)z+ f(t)y +9(t)

et a=0i(yt) = f(t)y +g(t)

donc on remplace dans les équations suivants :

(12)-Bnz, = B2, T(2) = 2, = 2, Tg(2),car B =n = let 2z, = z, = f(1).
= f(t) = f(t) Ts(z) = Is(z) = 1

(13)-Be, = n*2y T17(2) = e, = 2y Ti7(2),car B=n =1

d’aprés le remarque (3.2.2) :

- ~—

Fi7(2)=1=¢e, =2y

ona =060z t)=e, =0z,(z,t), et zy= f(t)
= Oaa(x,t) = f(1)

par l'intégration :

Oa(z,t) = f(t)z + h(t) = e(a, 1),

(14)-cy + aa, + eay, + pr = B22,T11(2) (2.10)
(15)- &4 + ae, + egy + py = n?2ylig(2)

a= f(t)y+g(t)
= a = f'(t)y+9g't),a. =00, = f(t)
et 2= f(t)x+ f(t)y+g(?)

:>Zy:f<t):'zx
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3.2. Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur le systéme

et e(x,t) = f(t)x + h(t)
=& =[x+ () e. = f(t),e, =0
'@y +g'(t) + (f )z +g'(0)f(t) + pe = 2T11(2)

(2.10) &
F'@x+ 1)+ (f(O)y + g() f({t) + py = zyTs(2)

fORH) + pe = 2.T11(2)

(2.10) = fAx+ 'y + (9 (1)
Ft)g(t) +py = z,T1s(2)

POy + )z + (W)

par l'intégration :

+
+

(2.10) = (1/2)f2(t)2* + f'(t)zy + ('() + f(OA(E))x +p =T1(2)
(1/2) 2y + )y + (W (t) + fF(E)g(t)y +p = Tis(2)

d’aprés le remarque (3.2.1):
Flg(Z) = F11<Z) = 0.

@.10)= | T DT LB+ ==(d0)+ FORD)
Pty + f' (0 +py = —(H(0) + f(D)g(1))

on utilise le méme remarque:

(g'(t) + f(B)n(t)) = 0, (W' (t) + f(t)g(t)) =
S 20— () = O S () = g'(1)g <>
par U'intégration : (1/2)h?(t) = (1/2)g*(t) = h(t) = g(t)

Alors :

(2.10) = (1/2) /()2 + f'(t)ay + (¢'(t) + [(D)g()x +p = 0...(1)
(1/2) P22 + f/()zy + (¢(t) + f(£)g(t))y +p = 0...(2)

(1) +(2) = 2p+ (1/2) () (2* + y*) + 2f (Dzy + (' () + f(D)g(D) (2 +
(

= 2p=—(1/2)f2(t)(a* +y*) = 2f ()zy — (¢'(t) + f(t)g(t)) (2 +v)
=p=—(1/9 20 +y*) = f'(t)zy — (1/2)(g' (1) + f()g(t))(x +y)

(16)-28 + afizy + €82, = 22, T5(2)
(17)-nz + anzz + enzy = 0’2y Tia(2)

on a :

a=f(t)y+g()
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3.2. Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur le systéme

et z= f(t)x+ f(t)y +g(t)

=2y =f(t) =2, 2= ft)(x+y) +d1)
et e(x,t) = f(t)x + h(t)

et f=n=1

(16)-= f'(t)(z +y) + g'(t) + f2()y + f{D)g(t) + [P O)x + f(D)h(t) = 2T5(2)
A7)-= ')z +y) + g @) + L2y + fD)g(t) + P2 + f(DR(t) = 2,T12(2)
on a z, = 2z, = f(t), h(t) = g(t) alors :

(f2@) + )@ +y) + /() +2f(t)g(t) = f(H)T5(2)-..(1)

(2 + fO)x+y) + ') +2f()g(t) = f(t)T12(2)...(2)

de (1), (2) = I's(z) =T'1a(2)
ona z= f(t)z+ f(t)y+g(t)
z est linéaire pour z et y donc on peut prendre I'5(z) = I'12(2) linéaire pour z
donc : T'5(2) =T12(2) = 12+ ¢
tel que c¢q,co sont constantes
(f2@®) + fO) @ +y) + g (1) +2f(t)g(t) = f(£)T5(2)
OICERSSY
fO(e(f()(@ +y) +9(t) + c2)
= c1f2 (t)(x +y) + e f()g(t) + caf (1)
= f2() + /(1) = cr f2(t) = f'(t) = () (e = 1)
et ¢'(t) +2f(t)g(t) = crf()g(t) + c2f (t)
g'(t) = f(£)g(t)(c1 — 2) + 2 f (1)

. F(t) = £ (e — 1) e
¢ = FOgE) (e —2) + eaf (1)

Alors

on remplace les valeurs de I';(z) ,i = (1, ...,18) dans ( (2.5),(2.7),(2.9) )
on obtient :

FOW + fH)Q =0

WW'+ (c1z + )W+ QW' +Q =0

QA+ (az+ )@ +WQ + W =0
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3.2. Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur le systéme

W+Q =0
= WW + (crz+e)W +QW' +Q =0 ...(2.12)
QQI+ (c1z+)Q +WQ +W =0

En fin : la conclusion de méthode de la réduction similarité général pour équation d’Euler

du 2D est donner par :

ui(z,y,t) = oz, y, 1) + Bz, y, )W (2(z,y,1))
= f(t)y +g(t) + W(z)

uz(2,y,t) = e(x, y, 1) + n(z,y, )Q(2(x, y, 1))
= f(t)z +g(t) + Q(2)

pz,y,t) = =(1/4) f2(t)(2* + y*) — fO)zy — (1/2)(g'(t) + f()g(t)) (2 + )

z=f(t)r+ f()y +9(t)

3.2.3 Les solutions exactes non linéaires

Dans cette partie, nous dixussion les solutions exactes non linéaires de systeme d’Euler
d’équation différentielle ordinaire pour trouve les solutions exacts non linéaires d’équation

aux dérivées partielles

Etudie de cas de ¢; et ¢ pour trouver les valeurs de f(t) et g(t)

*)-Premier cas ¢; = 1

D- f'(t) = f2(t)(cr — 1)

- =

d
par l'intégration : — f (

)
ft)
)

=

V= (¢ — 1)t + k, k est une constante

161tkaP0111"01—1

(i

on a T est un constant
donc f(t) =c3
2)-g'(t) = —f(t)g(t) + c2f (t) = —c3g(t) + cac3

cette équation non homogene, donc premier étape

donc on peut prendre = T = c3
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3.2. Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur le systéme

on cherche sur une solution homogene : g/(t) = —c3g(t) = %(tt)) = —c3

= % = [ —c3dt = In|g(t)| = —cst + ¢4
= g(t) = ca exp(—cst)

deuxiéme étape on cherche sur une solution particulier :

g(t) = cq exp(—cst) = g/(t) = —c3cq exp(—cst) + ¢ exp(—cst)

on remplace dans 1’équation non homogéene on obtient :

—c3cy exp(—cst) + ¢y exp(—cst) = —cscq exp(—cst) + cacs

¢y exp(—cst) = cacy = ¢(t) = cacs exp(cst)

D’aprés l'intégration:

ca(t) = coexp(est) + k, k est une constante

= g(t) = (caexp(cst) + k) exp(—cst) = kexp(—cst) + ¢ , (on prend k = 1)

donc g¢(t) = exp(—cst) + co.

*)-Deuxiéme cas pour ¢; = 2 :

4=

= [y = [dt= () =t+c

= f(t) == +c)"

on pose cg =0

= f(t) = -t

2)g/(t) = eaf (t) = —eot ™

par l'intégration : g(t) = —coIn |t

*)-Troixiéme cas ¢; # 1 et ¢y # 2 :

D-f'(t) = f*(t)(ecr — 1)
= LS = (- 1) = @5 = (a - Ddt
par l'intégration : f(t)

1
(1—01)15

2)- ¢'(t) = FB)g()(er = 2) + e2f (1) = g'(t) = £ha(t) + 72;

cette équation non homogeéne, on a deux étapes pour résoudre cette équation

premier étape on cherche sur la solution homogene

g/(t) _ (a—=2)g(®) g _ (a=2)1

T ()t 9(t) — (I-er) t

Par l'intégration :

In|g(t)] = 81__3 In|t|+k

28



3.2. Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur le systéme

1 *2))

(
= g(t) = kt'TeD
Deuxiéme étape on cherche sur une solution particulier :

on remplace les valeurs des ¢'(t), g(t) dans I’équation non homogene

q(t) = k’(t)t(%) + ((6172))k(t)t(81*7;3)_1 — ((61*2)1)(“(%)) 4 c

(1—01) (].—Cl) t (l—cl)t
(c1-2) o . —1=)
= Kt = p2 s () = g2t

par l'intégration

(c1—-2) )

(e =
k() = 72559t + kg

o e 5D (=)
= gt) = (gt 7 + ko)t (@
On pose: kg =1

~({a=) _ e
= g(t) =t ‘) -

c1—2

Etudie le cas de ¢; et ¢ pour résoudre les systémes ( (2.11) (2.12) )

*)Premier cas (¢; # 0, cg # 0)
W'+ Q' =0= W = —Q'parl'intégration W = —Q
et :
WW' 4+ (c1z + o)W + QW' +Q =0
=WW'+ (ciz+ )W —WW' - W =0
= (ciz+ )W =W

() = G = M = G )

par l'intégration :
In|W|= éln|(z +2)]
1
=W = (Z—i-i—f)a,ﬁ #0
_(e1-2) c
c= fa+ fEy+gt) = (ghp)la+y) +t @) - ey

On romplace les valeurs (f(t),g(t), W(z),Q(2)) dans (u1(z,y,t),us(x,y,t), p(z,y,t))
ui(z,y,t) = f(t)y +g(t) + W(z)

= ua(z,y,t) = f(t)r +g(t) + Q(2)
p(z,y,t) = —(1/4) f2(t)(2* + y*) — f' )y — (1/2)(g'(t) + f(t)g(t))(z +y)
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3.2. Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur le systéme

( (c1—2)
ul(xvyut) - ((1711)t)y+t ((Cl 1))

(c1—2)

c 1 —( ) 3c2 =
61_32 +( ((1 )t )(x—i—y) +t bt — cl(cl—2))Cl

(c1—-2) (c1—-2) 1
U2(x7y7t):<(1 o )ZL’+t ((c171))_61c_32 _( ((1 161)t)<.7}+y)+t ((clfl))_%)cl

c1—2
Pl 1) = —(1/4) (kg P + 97) = ey — (1/2) (2 D
. (1 Cl) c1—2 Yy

*)Deuxiéme cas (¢; = ¢3 = 0)

Ona : W =-Q

WW +(0+0W —WW —W=0=W=0=Q=0

uy(x,y,t) =ty +t72
ug(w,y,t) =t o + 72
p(x,y,t) = t72(=1/4(2* + y°) — xy) + 1/2(t?)zy)

*)Troixieme cas :(¢; = 0 ,c2 # 0)

W'+ Q' =0= W = —Q'parl'intégration W = —Q
=S WW + W —WW =W =0=cW —-W=0
CQW, =W=W = (1/02)W

= % = (1/cp)dz

par l'intégration on obtient :
In|W|=1In|(1/c)z|
= W = exp((1/e2)2) = —Q

et f(t)=1 , 9()=t"+%
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3.2. Application de la méthode de Clarkson et Kruskal sur le systéme

ur(z,y,t) =ty + 172 + 2 +exp((1/c2)2)
= ug(w,y,t) =tz + 1722 —exp((1/c2)2)
pla,y.t) = t2(=1/4(=* + y?) — ay) + 1/2(t7°) (2 + y)
*)Quatrieme cas : (¢p =1 ,c0 #0)
Ona: W=-Q
=WW+ (z+e)W -—WW —-W =0
= (z+e)W -W=0
(z+ )W =W =W = ()W

z—+co
aw __ 1

par l'intégration on obtient :

In|W|=Inlz+c| = W(z) =2+ ca=—Q(2)

Ona: f(t)=c3 ,et g(t) = exp(—cst) + co.

uy(z,y,t) = 2¢3(y + (1/2)x) + 2exp(—cst) + 3c

= ug(z,y,t) = —c3y — o
p(z,y,t) = (=1/4)c3(2* + y?) — (1/2)cacs

*)Cinquieme cas: ¢; = 2
Ona: W=-Q
= WW 4+ (22 + )W — WW' —W =0
= 224 )W =W =0= 97 = (22 + ;) dz
par l'intégration on obtient :
In|W|=(1/2)In|(z + 2)|
=W = (z+2)/2
ona: f(t)=—t"1, g(t) = —cxlnlt] , 2= f(t)(x +y) + g(t)
=z=—tz+y)—cInlt]
=W = (—t"Yz+y)—chnlt|+2)/?

ui(@,y,t) = =ty —calnft| + (¢ (o +y) — o Int] + F)'/2
= q w(z,y,t)=—t"'z—cnlt|— (—t Nz +y) —cnft|+ 2)/? 4+
p(z,y,t) = —(1/2)t 7 ((1/2)t 7 (@* + y?) + t oy + eo(Inft] — 1)
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3.3. Application du cas auto similaire sur le systéme en dimension deux

3.3 Application du cas auto similaire sur le systéme
en dimension deux

on applique le cas auto similaire sur le systéme (2), dans ce cas la forme de solution est :
ui = ¢i(t)p;(2)
Tel que u; sont composants iéme de u la solution de systeme .

dans ce cas on prend (i =1,2)

3.3.1 Réduction de similarité

ur(z,y,t) = c1(t)p(2)
us(x,y,t) = ca(t)py(2)

On pose :

al) =80, [ wi&) =W

ca(t) = n(?) pa(2) = Q(2)

u(w,y,t) = Bt)W(z)
=3 u2(z,y,t) =n(t)Q(2)
p= p(l‘7 Y, t)

et 2= t5(z+y)
On remplace uj, uy dans ’équation de systeme
1) La premier équation :

ou Oug __

et =0 ..(2.1)

G = B(t)zW'(2)

= (2.1) = B(t)zW'(2) + n(t)z,Q'(2) =0
s | "

et on

2) La deuxiéme équation :
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3.3. Application du cas auto similaire sur le systéme en dimension deux

On a
(%1 =BW + B0 )

Uy % = B, WW'

= (2.2) = BzW' + BW + B2, WW' +3B2,QW' +p, =0
u28“1 = 1Bz, QW'
oy Y

3) Le troixieme équa,tion :

Buz _'_ulaaq;z + us Buz + =0 (23)

On a

( u 3
%2 = 0,Q + 0z Q'

U Bug — 2. W /
152 =np Q = (2.3) = nzQ" + n,Q + nBzWQ +1?2,QQ" +p, =0

6u2 =" ZyQQ,
8:0 _
\ oy Dy Y,

3.3.2 Meéthode directe de similarité

on pose les coueficients I';(z) pour écrire les équations de systéme par z

tel les T';(z) sont fonctions par z , et on peut appelée les dérivées de I';(z) par [';(z) .
Remarque 3.3.1 si § a la forme 6 = g+ A\w(z) ,on peut prendre w(z) =0 .
Remarque 3.3.2 si p ala forme p = pyw(z) ,on peut prendre w(z) =1 .

Remarque 3.3.3 si z déterminer par un équation de la forme w(z) = zy ,

on peut prendre w(z) = z .

pour I’équation (2.1) on a :

1)-nz, = Bz.I'1(2)

pour ’équation (2.2) on a :

2)-B, = Bzla(2) 3)- B2z, = Bzls(2)
4)-npz, = Bzl4(2) 5)-p. = Bzs5(2)
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3.3. Application du cas auto similaire sur le systéme en dimension deux

pour I’équation (2.3) on a :

6)-n, = nzls(2) T)-nBz = nzuli(2)

8)-1*zy = nul's(2) 9)- py = nzle(2)

On remplace les valeurs de T'y(z) dans (2.1) on obtient:
Bz W'(2) 4+ Bz.T1(2)Q'(2) =0

On devise par (6z,)

(21) = W/(2) + T4 (:)Q(2) = 0

On remplace les valeurs de T';(z) (i = 2,...,5) dans (2.2) on obtient:

BaW'+ Bzl (2)W + B ls(2)WW' + B2, L4 (2) QW' + Sz I5(2) = 0
On devise par (8z;)

(2.2) = W + To(2)W 4+ T3(2)WW' +Ty(2)QW' +T5(2) =0

On remplace les valeurs de I';(z) (i =6, ...,9) dans (2.3) on obtient:

nz2Q +nzle(2)Q + Nzl (2)WQ' + 1n2Ts(2)QQ" + nzTy(2) = 0
On devise par (nz;)

(2.3) = Q" +T6(2)Q + I'7(2)WQ" + I's(2)QQ" + T'g(2) = 0

On etudie les équations suivants :

1)- B, = Bala(z) = % =z (2)

Par l'intégration on obtient :

In|B| =T2(2) +8, = 5 = Byexpla(2) , tel que B, est une constante.
D’aprés le remarque (3.3.2)

donc : exp(I'2(2)) =1=T(2) =0

= [ =/, ,on peut prend g =1

2)- ny = nzle(z) = 2 = zle(2)

Par I'intégration on obtient :

In|n| =Te(2) +ny = n =nyexpls(z) , tel que nyest une constante.
D’aprés le remarque (3.3.2)

donc : exp(I'¢(2)) =1 =Tg(2) =0

= 1 =1, ,on peut prendre n = 1.
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3.3. Application du cas auto similaire sur le systéme en dimension deux

3)'77(t)zy = 6(t)le—‘1(z> = Zy = le—‘l(Z)
ona z= a(t)(x—l—y) = 2y =2y = Klt)

=z, =2, = [1(2) =1

4)-B22, = Bxls3(2) = 2, = 2 3(2) = T3(z) = =
5)-n*zy, = nzls(2) = 2z, = 2ls(2) = Ts(z) = 2
6)-nBz, = Bzl4(2) = 2, = zLu(2) = Tu(z) = %
T)-nBzy = nzl'7(2) = 2. = 27(2) = I'7(2) = 2
ona z, =2z, = Wlty 2z =0(t)(z+y)

tel que O(t) est un fonction par rapport a t .

Alors I'3(z) =T4(z) =T7(2) =T's(2)

8)- pr = Pzul's(2) = p. = 0(t)(x + y)T'5(2)
9)-py = nzLo(2) = py = 0(t)(z + y)To(2)

» = pol's(%
On pose 0(t)(z + y) = po = Pz = pol's(2)
= pol'e(2)
On utilise le remarque (3.3.2) = I's(2) = 1,T9(2) =1 = p, = p,
(z+y) : plx,y.t) = 0(t)((1/2)2* + yx)
on a par l'intégration
(z+y) pla,y.t) = 0(t)((1/2)y + yz)

==y

done plz,y,t) = 0(t)(a?) , 0(t) = 5

On remplace les valeurs de I';(z) dans ((2.1),(2.2))

le premier équation (2.1) :

W(z)+T1(2)Q(2)=0=W+Q =0=W =-Q

la deuxiéme équation (2.2) :

W'+ To(2)W + Ta(2)WW' + Ty(2)QW’' +T'5(2) =0

=W +L3()WW —T3(z)WW +1=0=>W+1=0=W'=—

= dW = —dz par lintégration W(z) = —z = —ﬂ(%ﬂ) = Q) = (t) (22)
On pose a(t) =t
W(z)=F=Q() =%

2

et p(z,y,t) = -5
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3.3. Application du cas auto similaire sur le systéme en dimension deux

3.3.3 les solutions exactes non linéaires

uy(z,y,t) = B(t)W(2)
us(,y,t) = n(t)Q(2)

p=p(,y,t)
On a:
Bt) =n(t) =1
W) = Q) = =2
Alors :
u1($7y7t) = _T%
Ug(x,y,t) = QTI
p(,y,t) = =%
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Conclusion générale

Nous avons appliquée dans ce mémoire la méthode directe de Clarkson et Kruskal et cas
particuliére la forme auto similaire.
Essentiellement nous avons appliqué cette méthode sur un systéme aux dérivées
partielles non linéaire (systéme d’Euler) en généralisant ainsi un travail établit sur
la recherche de solution auto similaire pour le méme systéme [7].
Nous avons également étudié un systéme aux dérivées partielles non linéaire mais
en dimension deux (Euler) en cherchant des solutions sous la forme de Clarkson
et Kruskal en se basent sur les travaux de [5].

En fin nous avons étudié le cas particuliére concernant les solutions auto similaires.
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