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Résumé

C e mémoire est consacré sur les inéquations variationnelles en dimension fini avec un opé-
rateur monotone. Nous considérons d’abord les principaux résultats de la théorie des pro-

blèmes d’inéquations variationnelles avec un opérateur continu et leurs relations avec d’autres
problèmes généraux d’analyse non linéaire, telles que le problème de complémentarité, pro-
blème de point fixe et problème d’optimisation. Ensuite, nous présentons des méthodes pour
la résolution numérique et quelques applications.

Mots-Clés : Inéquations variationnelles, Méthode de projection, Méthode de l’extragradient.
Problème de complémentarité, Problème d’optimisation.

T his memory is devoted to variational inequalities in finite-dimensional with a monotone
operator. We first consider the main results of the theory of variational inequalities pro-

blems with a continuous operator and their relationship with other general problems of non-
linear analysis, such as the complementarity problem, fixed point problem and optimization
problem. Then, we present methods for the numerical solution and some applications.

Keywords : Extragradient Method, Complementarity problem, Optimization problem,
Projection method, Variational inequalities.
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Introduction générale

L a théorie de l’inéquation variationnelle a été introduite par Hartman et Stampacchia (1966)
comme un outil pour l’étude des équations aux dérivées partielles avec des applications

principalement tirées de la mécanique. De telles inéquations variationnelles étaient en dimen-
sion finie plutôt que de dimension finie que nous allons étudier ici.

Dans ce mémoire, nous présentons des méthodes numériques et quelques applications sur
les inéquations variationnelles en dimension fini avec un opérateur monotone. Nous considé-
rons d’abord les principaux résultats de la théorie des problèmes d’inéquations variationnelles
avec un opérateur continu et leurs relations avec d’autres problèmes généraux d’analyse non
linéaire.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la manière suivante : Le chapitre 1 est un
rappel sur quelques définitions et outils de l’analyse convexe qui nous seront utiles dans ce
mémoire.

Le chapitre 2 est consacré sur les inéquations variationnelles en dimension fini et leurs rela-
tions à de nombreux problèmes généraux d’analyse non linéaire, telles que le problème de com-
plémentarité, problème de point fixe et problème d’optimisation. Ensuite, nous présentons des
méthodes pour la résolution numérique.

Dans le chapitre 3, nous avons donné deux exemples sur les problèmes d’équilibre :

3 Équilibre oligopolistique.

3 Équilibre sur des réseaux de transport.

Ce mémoire se termine par une conclusion et quelques perspectives.
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CHAPITRE 1

NOTIONS GÉNÉRALES DE L’ANALYSE CONVEXE

D ans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et outils de l’analyse convexe qui nous
seront utiles par la suite. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur aux ouvrages.

Dans la suite, l’espace Rn est muni du produit scalaire 〈·, ·〉, dont la norme associée est notée
‖ ·‖.

1



1.1. DIFFÉRENTIABILITÉ 2

1.1 Différentiabilité

Définition 1.1. (Dérivée directionnelle). Soient Ω un ouvert de Rn et f :Ω→ Rm une fonction.
On appelle dérivée directionnelle de f au point x ∈Ω suivant le vecteur v ∈ Rn , v 6= 0, si la limite
suivante :

∂ f

∂v
(x) = lim

t→0+
f (x + t v)− f (x)

t

existe dans Rm .

Définition 1.2. (Différentiabilité). Soient Ω un ouvert de Rn et f :Ω→ Rm une fonction. on dit
que f est différentiable en x ∈Ω s’il existe une application linéaire L :Rn →Rm telle que

lim
h→0

∥∥ f (x +h)− f (x)−L(x)h
∥∥

‖h‖ = 0.

et par conséquent, on a :

L (x)h = ∂ f

∂h
(x) = 〈∇ f (x) ,h

〉
.

1.2 Analyse convexe

1.2.1 Ensembles convexes

Définition 1.3. Un sous ensemble C de Rn est dit ensemble convexe si pour tous x, y ∈C ,

(1−λ)x +λy ∈C , ∀λ ∈ [0,1] .

Définition 1.4. Soit C un sous ensemble de Rn non vide. On appelle enveloppe convexe (resp.
enveloppe convexe fermé) de C , et on note co(C ) (resp. c̄o (C )), le plus petit ensemble convexe
(resp. ensemble convexe fermé) contenant C .

Remarque 1.1. 1. En général, co(C ) n’est pas un ensemble fermé.

2. Si C est convexe alors co(C ) =C .

3. Si C est compact (resp. borné) alors co(C ) est compact (resp. borné).

1.2.2 Cônes

Définition 1.5. Soit C un sous ensemble de Rn . On dit que C est un cône si

∀λ≥ 0, ∀x ∈C , λx ∈C .

Si C est un cône convexe fermé, on définit le polaire de C par :

C 0 = {
z ∈Rn / 〈z, x〉 ≤ 0, ∀x ∈C

}
.

Définition 1.6. On appelle cône normal d’un ensemble convexe C de Rn au point x, l’ensemble
défini par :

NC (x) = {
z ∈Rn /

〈
z, y −x

〉≤ 0,∀y ∈C
}

.

K. Barka Inéquations variationnelles en dimension fini



1.2. ANALYSE CONVEXE 3

Remarque 1.2. Le cône normal est toujours un cône convexe fermé de Rn .

Définition 1.7. On définit le polaire de NC (x) par :

(NC (x))0 = {
z ∈Rn |〈z, y

〉≤ 0,∀y ∈ NC (x)
}

.

où l’ensemble (NC (x))0 est appelé cône tangent à C au point x et dans la suite sera noté par
TC (x).

Définition 1.8. On dit que le cône C est saillant si et seulement si (C )
⋂

(−C ) = {0}, avec

−C = {−x / x ∈C } .

1.2.3 Fonctions convexes

Définition 1.9. Soit ϕ : Rn → R∪ {+∞} une fonction. On appelle épigraphe de la fonction ϕ,
l’ensemble défini par :

epi
(
ϕ

)= {(
x,µ

)
Rn ×R /ϕ (x) ≤µ}

.

– Nous notons par :
dom

(
ϕ

)= {
x ∈Rn /ϕ (x) <+∞}

le domaine de définition de la fonction ϕ.
– Si dom

(
ϕ

) 6= ; alors la fonction ϕ est dite propre.
– La fonctionϕ est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) dans Rn si et seulement si pour

tout x0 ∈Rn nous avons :
ϕ (x0) ≤ lim

x→x0
infϕ (x) .

– La fonction ϕ est s.c.i. si et seulement si son épigraphe est un fermé de Rn .
– la fonction ϕ est dite semi-continue supérieurement (s.c.s.) si la fonction −ϕ est s.c.i..

Définition 1.10. Soit f : C →R une fonction tel que C un ensemble convexe.

1. On dit que f est convexe sur C si et seulement si :

∀x, y ∈C ;∀λ ∈ [0,1] : f
(
(1−λ) x +λy

)≤ (1−λ) f (x)+λ f (y).

2. On dit que f est strictement convexe sur C si l’inégalité ci dessus est stricte.

3. On dit que f est fortement convexe sur C si :

∃α≥ 0 tel que : f
(
(1−λ) x +λy

)≤ (1−λ) f (x)+λ f (y)− α

2
λ (1−λ)

∥∥x − y
∥∥2 .

Remarque 1.3. Soit C un sous ensemble convexe de Rn . Une fonction f est convexe sur C si son
épigraphe epi

(
f
)

est une partie convexe de C ×R.

Proposition 1.1. Soient Ω un ouvert de Rn , C ⊂ Ω un sous ensemble convexe et f : C → R une
fonction différentiable. Nous avons :

1. f est convexe si et seulement si

f (y) ≥ f (x)+〈∇ f (x), y −x
〉

,∀x, y ∈C .

K. Barka Inéquations variationnelles en dimension fini



1.2. ANALYSE CONVEXE 4

2. f est strictement convexe si et seulement si〈∇ f (x)−∇ f (y), x − y
〉> 0,∀x, y ∈C , x 6= y.

3. f est fortement convexe si et seulement s’il existe α> 0 tel que〈∇ f (x)−∇ f (y), x − y
〉≥α∥∥x − y

∥∥2 , ∀x, y ∈C .

1.2.4 Fonctions monotones

Définition 1.11. SoientΩ un ouvert de Rn et f :Ω→Rm une fonction. On dit que :

1. f est monotone si

∀x, y ∈Ω,
〈

f (x)− f (y), x − y
〉≥ 0.

2. f est strictement monotone si

∀x, y ∈Ω, x 6= y,
〈

f (x)− f (y), x − y
〉> 0.

3. f est fortement monotone s’il existe α> 0 telle que

∀x, y ∈Ω,
〈

f (x)− f (y), x − y
〉≥α∥∥x − y

∥∥2 .

1.2.5 Projection sur un convexe fermé

Lemme 1.1. Soit C un convexe fermé de Rn . Alors, pour tout x ∈Rn il existe unique élément y ∈C
tel que ∥∥x − y

∥∥= inf
z∈C

‖x − z‖ . (1.1)

Le point y est appelé la projection de x sur C et on note y = PC (x).

Démonstration. Existence : Soit (zk ) ∈C une suite minimisante c’est-à-dire

lim
k→+∞

‖x − zk‖ = d = inf
z∈C

‖x − z‖ . (1.2)

Avec la loi de parallélogramme suivante :

‖u + v‖2 +‖u − v‖2 = 2
(‖u‖2 +‖v‖2) , ∀u, v ∈Rn . (1.3)

en remplaçant dans (1.3) u = x − zn et v = x − zm , on obtient :

‖zn − zm‖2 = 2‖x − zn‖2 +2‖x − zm‖2 −4
∥∥∥x − zn + zm

2

∥∥∥2
. (1.4)

C est convexe, alors zn+zm
2 ∈C donc, on a :

d 2 ≤
∥∥∥x − zn + zm

2

∥∥∥2
.

K. Barka Inéquations variationnelles en dimension fini



1.2. ANALYSE CONVEXE 5

Par conséquent,
‖zn − zm‖2 ≤ 2‖x − zn‖2 +2‖x − zm‖2 −4d 2,

et de (1.2), nous obtenons :
lim

n,m→+∞‖zn − zm‖ = 0.

Alors, (zn) est une suite de Cauchy donc il existe un élément y ∈C tel que

lim
k→+∞

zk = y.

et on a : ∥∥x − y
∥∥= lim

k→+∞
‖x − zk‖ = d .

Unicité : Soient y1, y2 ∈ C vérifiant (1.1). En remplaçant dans (1.3) u = x − y1 et v = x − y2, on
obtient :

∥∥y1 − y2
∥∥2 = 2

∥∥x − y1
∥∥2 +2

∥∥x − y2
∥∥2 −4

∥∥∥x − y1 + y2

2

∥∥∥2
≤ 4d 2 −4d 2 = 0,

donc y1 = y2.

Nous procédons à caractériser la projection.

Théorème 1.1. Soit C un convexe fermé de Rn . Alors, y = PC (x) la projection de x sur C si et
seulement si

y ∈C :
〈

x − y, z − y
〉≤ 0, pour tout z ∈C . (1.5)

Démonstration. 1. Soit x ∈Rn et y = PC (x) ∈C . Comme C est convexe, on a :

(1− t ) y + t z = y + t
(
z − y

) ∈C , pour tout z ∈C , t ∈ [0,1] ,

et donc, de (1.1), la fonction

Φ (t ) = ∥∥x − y − t
(
z − y

)∥∥2 = ∥∥x − y
∥∥2 −2t

〈
x − y, z − y

〉+ t 2
∥∥z − y

∥∥2

est convexe et atteint son minimum à t = 0. Alors, on a :

lim
t→0

Φ (t )−Φ (0)

t
=Φ′ (0) ≥ 0

donc, on a : 〈
x − y, z − y

〉≤ 0, pour tout z ∈C .

2. D’autre part, si

y ∈C :
〈

x − y, z − y
〉≤ 0, pour tout z ∈C ,

alors,

0 ≤ 〈
y −x, (z −x)+ (

x − y
)〉=−∥∥x − y

∥∥2 +〈
y −x, z −x

〉
, pour tout z ∈C .

K. Barka Inéquations variationnelles en dimension fini



1.3. THÉORÈME DE BROUWER 6

Donc, ∥∥x − y
∥∥2 ≤ 〈

y −x, z −x
〉≤ ∥∥y −x

∥∥‖z −x‖ ,

enfin, ∥∥x − y
∥∥≤ ‖z −x‖ .

Corollaire 1.1. Soit C un convexe fermé de Rn . Alors, on a :∥∥PC (x)−PC
(
x ′)∥∥≤ ∥∥x −x ′∥∥ , pour tout x, x ′ ∈C . (1.6)

Démonstration. Soient x ′, x ′ ∈Rn et on pose y = PC (x) et y ′ = P
(
x ′). Alors, on a :

y ∈C :
〈

x − y, z − y
〉≤ 0, pour tout z ∈C ,

y ′ ∈C :
〈

x ′− y ′, z − y ′〉≤ 0, pour tout z ∈C ,

Nous choisissons z = y ′ dans la première inégalité et z = y dans la seconde, et par sommation,
on obtient : ∥∥y − y ′∥∥2 ≤ 〈

y − y ′, y − y ′〉≤ 〈
x −x ′, y − y ′〉≤ ∥∥x −x ′∥∥∥∥y − y ′∥∥ ,

où ∥∥y − y ′∥∥≤ ∥∥x −x ′∥∥ .

1.3 Théorème de Brouwer

Définition 1.12. Soient C un sous ensemble non vide de Rn et f : C → C une application. Un
point x ∈C est point fixe de f si

f (x) = x.

Lemme 1.2. (voir [6]). Soient B une boule fermée de Rn et f : B → B une application continue.
Alors, f admet au moins un point fixe.

Théorème 1.2. (Brouwer). Soit C un sous ensemble compact et convexe de Rn et soit f : C → C
une fonction continue. Alors, f admet au moins un point fixe.

Démonstration. Soit B une boule fermée de Rn telle que C ⊂ B . D’après Corollaire 1.1, PC est
continue ; donc l’application :

f ◦PC : B →C ⊂ B

est continue. En utilisant le lemme 1.2, on obtient que f ◦PC admet au moins un point fixe c’est
à dire

∃x ∈C , f ◦PC (x) = x,

et par conséquent, PC (x) = x, donc f (x) = x.

K. Barka Inéquations variationnelles en dimension fini



CHAPITRE 2

INÉQUATION VARIATIONNELLE EN DIMENSION

FINI

D ans ce chapitre, on s’intéresse sur les inéquations variationnelles en dimension fini et leurs
relations à de nombreux problèmes généraux d’analyse non linéaire, telles que le pro-

blème de complémentarité, problème de point fixe et problème d’optimisation. Ensuite, nous
présentons des méthodes pour la résolution numérique.

7



2.1. INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE 8

Définition 2.1. Soient K un sous ensemble de Rn donné et F : K → Rn une fonction. Le pro-
blème d’inéquation variationnelle en dimension fini, noté par IV (F,K ), consiste à déterminer
un vecteur x ∈ K tel que 〈

F (x), y −x
〉≥ 0 ,∀y ∈ K . (2.1)

L’ensemble des solutions à cette inéquation variationnelle est notée par Sol (F,K ).

Remarque 2.1. Les inéquations variationnelles en dimension fini permettent la représentation
mathématiques d’équilibre physiques, chimiques et économique. Un équilibre du système cor-
respondra à une solution de l’inéquation variationnelle (2.1).

Proposition 2.1. Soient K = Rn et F : K → Rn une fonction donnée. Un vecteur x ∈ K solution de
(2.1) si et seulement si F (x) = 0.

Démonstration. Si F (x) = 0, donc l’inéquation variationnelle (2.1) se tient avec l’égalité. Au
contraire, si x satisfait (2.1), on pose y = x −F (x) on obtient

−‖F (x)‖2 ≥ 0,

donc, F (x) = 0.

2.1 Interprétation géométrique

Soit NK (x) le cône normal à l’ensemble K au point x ∈ K , défini par :

NK (x) = {
d ∈Rn /

〈
d , y −x

〉≤ 0, ∀y ∈ K
}

. (2.2)

L’inéquation variationnelle (2.1) dit clairement qu’un vecteur x ∈ K solution de (2.1) si et seule-
ment si −F (x) est un vecteur normal à K en x, c’est à dire

−F (x∗) ∈ NK (x∗). (2.3)

K. Barka Inéquations variationnelles en dimension fini



2.2. PROBLÈMES D’OPTIMISATION 9

FIGURE 2.1 – Interprétation géométrique

2.2 Problèmes d’optimisation

Proposition 2.2. Soit K un sous ensemble convexe fermé de Rn . On considère le problème de mi-
nimisation avec contraintes suivant : {

min f (x)

x ∈ K
(2.4)

où f : K →Rn est une fonction différentiable. Alors, on a :

1. Si x une solution de problème (2.4) donc x est une solution d’inéquation variationnelle
suivante : 〈∇ f (x) , y −x

〉≥ 0, ∀y ∈ K . (2.5)

2. De plus, si f est convexe et x est une solution d’inéquation variationnelle (2.1) donc x est
une solution de (2.4).

Démonstration. 1. On suppose que x une solution de problème (2.4), donc

f (x) ≤ f
(
x + t

(
y −x

))
, ∀y ∈ K , ∀t ∈ [0,1] .

En divisant sur t et par passage à la limite t → 0+, on obtient :

lim
t→0+

f
(
x + t

(
y −x

))− f (x)

t
= 〈∇ f (x) , y −x

〉≥ 0, ∀y ∈ K .

K. Barka Inéquations variationnelles en dimension fini



2.3. PROBLÈMES DE COMPLÉMENTARITÉ 10

2. On suppose que f est convexe. Alors, on a :

f (y) ≥ f (x)+〈∇ f (x) , y −x
〉

,∀y ∈ K .

Si x une solution de (2.5), donc on trouve

f (y) ≥ f (x),∀y ∈ K ,

alors x est un point de minimum global de f sur K .

2.3 Problèmes de complémentarité

Définition 2.2. Soient K un cône donné et F : K →Rn une fonction. Le problème de complémen-
tarité, noté par PC (F,K ), consiste à déterminer un vecteur x ∈ K tel que

〈F (x) , x〉 = 0. (2.6)

Pour préciser la relation entre une inéquation variationnelle et un problème de complémen-
tarité, nous avons le résultat suivant

Proposition 2.3. Soit K un cône de Rn . Le problème d’inéquation variationnelle (2.1) est équi-
valent le problème de complémentarité (2.6).

Démonstration. 1. On suppose que x ∈ K une solution de (2.1). En remplaçant (2.1) y = 0,
on obtient :

〈F (x) , x〉 ≤ 0.

En remplaçant dans (2.1) y = 2x, on obtient :

〈F (x) , x〉 ≥ 0.

En combinant les deux inéquations ci-dessus, on déduit que x ∈ K est une solution de
(2.6).

2. On suppose que x une solution de (2.6)

2.4 Problème de point fixe

Théorème 2.1. Soient K un convexe fermé non vide de Rn et F : K → Rn une fonction continue.
Alors, x ∈ K est une solution du problème de l’inéquation variationnelle (2.1) si et seulement si,
pour tout µ> 0, x est un point fixe de l’application suivante :

PK
(
I −µF

)
: K → K

c’est à dire
x = PK

(
x −µF (x)

)
K. Barka Inéquations variationnelles en dimension fini



2.5. EXISTENCE ET D’UNICITÉ 11

Démonstration. 1. On suppose que x une solution de (2.1) c’est à dire〈
F (x) , y −x

〉≥ 0, ∀y ∈ K .

Multipliant l’inéquation ci-dessus par −µ, et en ajoutant
〈

x, y −x
〉

aux deux côtés de l’in-
équation, on obtient : 〈(

x −µF (x)
)−x, y −x

〉≤ 0, ∀y ∈ K .

D’après Théorème 1.1, on conclut que

x = PK
(
x −µF (x)

)
2. inversement, si x = PK

(
x −µF (x)

)
, pour tout µ> 0, d’après Théorème 1.1, on obtient :〈(

x −µF (x)
)−x, y −x

〉≤ 0, ∀y ∈ K ,

et donc, 〈
F (x) , y −x

〉≥ 0, ∀y ∈ K .

2.5 Existence et d’unicité

Pour l’existence et l’unicité de la solution de l’inéquation variationnelle (2.1), nous avons le
théorème suivant :

Théorème 2.2. Soit K un sous ensemble compact et convexe de Rn et soit F : K →Rn une fonction
continue. Alors,

1. le problème d’inéquation variationnelle (2.1) admet au moins une solution.

2. Si F est strictement monotone, donc la solution de (2.1) est unique.

Démonstration. 1. On remarque que PK et
(
I −µF

)
sont continues, donc PK

(
I −µF

)
: K → K

est continue. En utilisant Théorème 1.2 et Théorème 2.2, on déduit que le problème (2.1)
admet au moins une solution.

2. On suppose que x1 et x2 deux solutions de (2.1) telles que x1 6= x2. Alors, on a :〈
F

(
x1) , y −x1〉 , ∀y ∈ K , (2.7)〈

F
(
x2) , y −x2〉 , ∀y ∈ K . (2.8)

En remplaçant y = x2 dans (2.7) et y = x1 dans (2.8), on obtient :〈
F

(
x1)−F

(
x2) , x1 −x2〉≤ 0. (2.9)

Mais l’inéquation (2.9) est en contradiction avec la définition de de la monotonicité stricte
de F . Donc, x1 = x2.

K. Barka Inéquations variationnelles en dimension fini
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2.6 Méthode de projection

Soit K un sous ensemble compact et convexe deRn et soit F : K →Rn une fonction continue.
On considère la suite

(
xk

)
de K définie par l’équation de récurrence :{
x0 ∈ K ,

xk+1 =Φ(xk ) = PK
(
xk −µF

(
xk

))
, ∀k ∈N.

(2.10)

où µ> 0 est un paramètre. On suppose que F est fortement monotone c’est à dire

∃α> 0 /
〈

F (x)−F
(
y
)

, x − y
〉≥α∥∥x − y

∥∥2 , ∀x, y ∈ K , (2.11)

et lipschitzienne c’est à dire

∃L > 0,
∥∥F (x)−F

(
y
)∥∥≤ L

∥∥x − y
∥∥ , ∀x, y ∈ K . (2.12)

Pour la convergence de la suite
(
xk

)
, nous avons le théorème suivant :

Théorème 2.3. Si µ< 2α/L2, la suite
(
xk

)
définie par (2.10) est convergente vers x∗ ∈ K l’unique

solution de l’inéquation variationnelle (2.1).

Démonstration. En utilisant (2.10)-(2.12) et Corollaire 1.1, on trouve :∥∥∥xk+1 −x∗
∥∥∥2 =

∥∥∥Φ(
xk

)
−Φ(

x∗)∥∥∥2

=
∥∥∥PK

(
xk −µF

(
xk

))
−PK

(
x∗−µF

(
x∗))∥∥∥2

≤
∥∥∥(

xk −µF
(
xk

))
− (

x∗−µF
(
x∗))∥∥∥2

=
∥∥∥xk −x∗

∥∥∥2 −2µ
〈

F
(
xk

)
−F

(
x∗)

, xk −x∗
〉

+µ2
∥∥∥F

(
xk

)
−F

(
x∗)∥∥∥2

≤ (
1−2µα+µ2L2)∥∥∥xk −x∗

∥∥∥2
.

Par récurrence, on obtient :∥∥∥xk −x∗
∥∥∥≤ ρk

∥∥x0 −x∗∥∥ , ρ =
√

1−2µα+µ2L2. (2.13)

On remarque que

0 <µ< 2α/L2 ⇒ 0 < 1−2µα+µ2L2 < 1 ⇒ 0 < ρ < 1.

donc, d’après (2.13), xk −−−−−→
k→+∞

x∗.

K. Barka Inéquations variationnelles en dimension fini



2.7. MÉTHODE DE L’EXTRAGRADIENT 13

2.7 Méthode de l’extragradient

On suppose que l’ensemble des solutions Sol (F,K ) de l’inéquation variationnelle (2.1) est
non vide et F est une fonction monotone c’est à dire〈

F (x)−F
(
y
)

, x − y
〉≥ 0, ∀x, y ∈ K . (2.14)

On considère la suite
(
xk

)
définie par les deux projections à chaque itération :

x0 ∈ K ,

yk = PK
(
xk −µF

(
xk

))
,

xk+1 = PK
(
xk −µF

(
yk

))
.

(2.15)

où µ> 0 est une constante.

FIGURE 2.2 – L’extragradient

Lemme 2.1. Soient K un convexe fermé non vide de Rn et F : K → Rn une fonction continue,
satisfaite la condition de monotonie (2.14) et la condition de Lipschitz (2.12). Soit x∗ ∈ Sol (F,K )
une solution de l’inéquation variationnelle (2.1). Pour tout k ∈N, nous avons :∥∥∥xk+1 −x∗

∥∥∥2 ≤
∥∥∥xk −x∗

∥∥∥2 − (
1−µ2L2)∥∥∥yk −xk

∥∥∥2
. (2.16)

Démonstration. En remplaçant dans (2.14) x = x∗ et y = yk , on obtient :〈
F

(
yk

)
, yk −x∗

〉
≥

〈
F

(
x∗)

, yk −x∗
〉
≥ 0, ∀k ∈N.

Donc, on a : 〈
F

(
yk

)
, x∗−xk+1

〉
≤

〈
F

(
yk

)
, yk −xk+1

〉
. (2.17)
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De (2.15) et Théorème 1.1, nous avons :〈
xk+1 − yk , xk −µF

(
yk

)
− yk

〉
=

〈
xk+1 − yk , xk −µF

(
xk

)
− yk

〉
+µ

〈
xk+1 − yk ,F

(
xk

)
−F

(
yk

)〉
=

〈
xk+1 −PK

(
xk −µF

(
xk

))
, xk −µF

(
xk

)
−PK

(
xk −µF

(
xk

))〉
︸ ︷︷ ︸

≤0

+µ
〈

xk+1 − yk ,F
(
xk

)
−F

(
yk

)〉
≤µ

〈
xk+1 − yk ,F

(
xk

)
−F

(
yk

)〉
.

(2.18)

On pose zk = xk −µF
(
yk

)
. En utilisant Théorème 1.1, (2.17) et (2.18), on obtient :∥∥∥xk+1 −x∗

∥∥∥2 =
∥∥∥PK

(
zk

)
−x∗

∥∥∥2 =
∥∥∥PK

(
zk

)
− zk + zk −x∗

∥∥∥2

=
∥∥∥zk −x∗

∥∥∥2 +
∥∥∥PK

(
zk

)
− zk

∥∥∥2 +2
〈

PK

(
zk

)
− zk , zk −x∗

〉
=

∥∥∥zk −x∗
∥∥∥2 −

∥∥∥PK

(
zk

)
− zk

∥∥∥2 +2
〈

PK

(
zk

)
− zk ,PK

(
zk

)
−x∗

〉
︸ ︷︷ ︸

≤0

≤
∥∥∥zk −x∗

∥∥∥2 −
∥∥∥PK

(
zk

)
− zk

∥∥∥2

=
∥∥∥xk −x∗−µF

(
yk

)∥∥∥2 −
∥∥∥xk −xk+1 −µF

(
yk

)∥∥∥2

=
∥∥∥xk −x∗

∥∥∥2 −
∥∥∥xk −xk+1

∥∥∥2 +2µ
〈

x∗−xk+1,F
(

yk
)〉

≤
∥∥∥xk −x∗

∥∥∥2 −
∥∥∥xk −xk+1

∥∥∥2 +2µ
〈

yk −xk+1,F
(

yk
)〉

=
∥∥∥xk −x∗

∥∥∥2 −
∥∥∥xk − yk

∥∥∥2 −
∥∥∥yk −xk+1

∥∥∥2

+2
〈

xk+1 − yk , xk −µF
(

yk
)
− yk

〉
≤

∥∥∥xk −x∗
∥∥∥2 −

∥∥∥xk − yk
∥∥∥2 −

∥∥∥yk −xk+1
∥∥∥2

+2µ
〈

xk+1 − yk ,F
(
xk

)
−F

(
yk

)〉 (
d’après (2.18)

)
≤

∥∥∥xk −x∗
∥∥∥2 −

∥∥∥xk − yk
∥∥∥2 −

∥∥∥yk −xk+1
∥∥∥2

+2µL
∥∥∥xk+1 − yk

∥∥∥∥∥∥xk − yk
∥∥∥ ,

(
d’après inégalité de Cauchy-Schwarz et (2.12)

)
≤

∥∥∥xk −x∗
∥∥∥2 − (

1−µ2L2)∥∥∥xk − yk
∥∥∥2

,
(

d’après l’inégalité de Young
)

.

D’où la preuve de Lemme 2.1.

Pour la convergence de la suite (2.15), nous avons le théorème suivant

Théorème 2.4. (Voir [11, p.1118]). Soient K un convexe fermé non vide de Rn et F : K → Rn une
fonction continue, satisfaite la condition de monotonie (2.14) et la condition de Lipschitz (2.12).
Si 0 <µ< 1/L, la suite

(
xk

)
définie par (2.15) est convergente vers une solution x∗ ∈ Sol (F,K ).

K. Barka Inéquations variationnelles en dimension fini
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Démonstration. On pose ρ = 1−µ2L2. Donc, 0 <µ< 1/L implique que 0 < ρ < 1. D’après (2.16),
on obtient : ∥∥∥xk+1 −x∗

∥∥∥≤
∥∥∥xk −x∗

∥∥∥
Par sommation, on a :

n−1∑
k=0

(∥∥∥xk+1 −x∗
∥∥∥−∥∥∥xk −x∗

∥∥∥)
≤ 0,

Après calcul on trouve : ∥∥xn −x∗∥∥≤ ∥∥x0 −x∗∥∥ .

Alors, on a : ∥∥xn
∥∥≤ ∥∥xn −x∗∥∥+∥∥x∗∥∥≤ ∥∥x0 −x∗∥∥+∥∥x∗∥∥ .

D’où
(
xk

)
est bornée. Donc, il existe une sous suite notée par

(
xϕ(n)

)
converge vers x̄. D’autre

part, de (2.16) nous avons :

ρ
+∞∑
k=0

∥∥∥xk − yk
∥∥∥2 ≤ ∥∥x0 −x∗∥∥2

.

Alors, implique que

lim
k→+∞

∥∥∥xk − yk
∥∥∥= 0,

donc, on a :
lim

k→+∞
yϕ(k) = x̄

De (2.15) et d’après la continuité de F et Pk , on obtient :

x̄ = lim
k→+∞

yϕ(k)

= lim
k→+∞

PK

(
xϕ(k) −µF

(
xϕ(k)

))
= P

(
x̄ −µF (x̄)

)
,

d’où x̄ ∈ Sol (F,K ). En remplaçant dans (2.16), x∗ = x̄, on trouve que la suite
(∥∥xk − x̄

∥∥)
est dé-

croissante, donc converge. Alors, nous avons :

lim
k→+∞

∥∥∥xk − x̄
∥∥∥= lim

k→+∞

∥∥∥xϕ(k) − x̄
∥∥∥= 0,

d’où
(
xk

)
converge vers x̄.
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CHAPITRE 3

QUELQUES APPLICATIONS

L es inéquations variationnelles représentent le cadre mathématique approprié pour modé-
liser des situations d’équilibre. Dans ce chapitre, j’en donnerai quelque exemples, prin-

cipalement reliés à un contexte "économique" ou "compétitif" sur des réseaux de transports.
D’autre modèles du même type sont présentés dans le livre de Nagurney.

16



3.1. ÉQUILIBRE OLIGOPOLISTIQUE 17

3.1 Équilibre oligopolistique

Soit un ensemble de n firmes en compétition pour la vente d’un bien sur un marché unique.
On suppose que le coût de production est une fonction croissante de la quantité produite (la
production du bien n’est pas soumise à des économies d’échelle).

Chaque firme i ∈ I = {1, ...,n} est caractérisée par un coût de production ci (xi ) qui dépend
de sa propre production xi . Une fonction de demande inverse P relie le prise du marché P (Q)
à la production totale Q = ∑

i∈I xi . Un équilibre de cournot-Nash est un vecteur x∗ qui satisfait
aux conditions :

xi ∈ argmax fi (xi ) = xi P

(
xi +

∑
j 6=i

x∗
j

)
−Ci (xi ) ∀i ∈ I .

A l’équilibre, aucune firme ne peut augmenter son profit, une fois fixées les quantités pro-
duites par les firmes concurrentes. Cet notion d’équilibre constitue un cas particulier de la no-
tion d’équilibre de Nash.

3.1.1 Hypothèses

Des hypothèses classiques sur les fonctions Ci et P sont :

1. La fonction P est non négative et décroissante sur R+.

2. La fonction QP (Q) est concave.

3. Les fonctions Ci sont positives, convexes et croissantes.

K. Barka Inéquations variationnelles en dimension fini
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4. Pour tout i dans I , il existe une quantité non négative xi , telle que xi P (xi )−Ci (xi ) soit
négative.

5. Les fonctions sont toutes continument différentiables sur R+.

Sous les hypothèses 1−4, chaque fonction de profit fi est concave par rapport à xi et l’en-
semble des solutions d’équilibre est non vide, convexe et compact. Si l’hypothèse 5 est satisfaite,
la fonction fi atteint sont maximum en un point xi satisfaisant la condition d’optimalité du pre-
mier ordre :

P

(∑
j∈I

x j

)
+xi P ′

(∑
j∈I

x j

)
−C ′

i (xi ) ≤ 0

xi

[
P

(∑
j∈I

x j

)
+xi P ′

(∑
j∈I

x j

)
−C ′

i (xi )

]
= 0

xi ≥ 0.

Ce problème de complémentarité non linéaire peut être mis sous forme variationnelle
IV (F,Rn) en posant :

Fi (x) =−
[

P

(∑
j∈I

x j

)
+xi P ′

(∑
j∈I

x j

)
−C ′

i (xi )

]
.

Sous les hypothèses 1−5, la fonction F n’est pas nécessairement monotone. Une condition
suffisante assurant la monotonie de F est que la fonction de demande inverse P soit convexe. D
ans ce cas, des algorithmes classiques peuvent être implantés. Ils requièrent, à chaque itération
k, de résoudre n programmes mathématiques, un par firme :

K
k
i ∈ argmax

xi≥0
xi P

xi +
∑

j∈I j 6=0x
j
k−1

−Ci (xi ) .

A l’itération k + 1 on pose xk+1 = t xk + (1− t ) xk où t (0 < t ≤ 1) est un paramètre de sous-
relaxation.

Remarque 3.1. Dans le cas de l’oligopole, la formulation variationnelle obscurcit la structure in-
hérente au problème. Il est en effet préférable de construire un algorithme de résolution autour
d’un problème unidimensionnel auxiliaire. En effet, si la production totale Q à l’équilibre était
connue apriori, il serait aisé d’obtenir les productions individuelles xi à partir des formules :{

xi = 0 si P (Q)−C ′
i ≤ 0

P (Q)+xi P ′ (Q)−C ′
i (xi ) = 0 si non

Ces conditions sont les conditions d’optimalités du premier ordre du problème de maximisation
concave paramétré en Q :

maxP (Q)
∑
i∈I

xi +1/2P ′ (Q)
∑
i∈I

x2
i −

∑
i∈I

Ci xi . (3.1)
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Puisque je recherche des solutions des programmes ci-dessus qui soient compatibles avec la
production totale Q, il est naturel d’étudier le programme mathématique :

maxP (Q)
∑
i∈I

xi +1/2P ′ (Q)
∑
i∈I

x2
i −

∑
i∈I

Ci xi

su j età
∑
i∈I

xi =Q.

Théorème 3.1. (voir [11]). Si la fonction de demande est strictement décroissante, la solution
x (Q) est unique.

Soitλ (Q) la variable duale optimale associé à l’unique contrainte du programme 3.1. Murphy,
soyster ont démontré que λ (Q) est une fonction continue et non croissante de Q et que Q est une
production totale d’équilibre si et seulement siλ (Q) = 0. Les auteurs ont proposé un algorithme de
fouille dichotomique pour localiser l’intervalle contenant la valeur optimale de Q. Si les fonctions
Ci sont strictement convexes, ou si QP (Q) est strictement concave, alors le vecteur d’équilibre est
unique.

3.2 Équilibre sur des réseaux de transport

Dans cette section, nous reprenons le modèle d’équilibre du trafic en zone urbaine. La si-
tuation à modéliser est le choix d’itinéraires des usagers d’un réseaux routier urbain à l’heure de
pointe. Le réseaux comprend des arcs, des sommets ’origines’. Des sommets’destinations’ ainsi
que des sommets intermédiaires. Soit Pkl l’ensemble des chemins reliant l’origine k à la des-
tination l , et dkl la demande de transport entre les sommets k et l . Le temps de transport sur
un arc a est fonction des débits sur les arcs du réseau, exprimés en véhicules/minute. Le temps
de transport sur le chemin j est la somme des temps de transport sur les arcs constituent le
chemin j . Une affectation d’équilibre est obtenue lorsque, pour tout couple origine destination
(k, l ), les temps de transport sur les chemins utilisés sont tous égaux, et inférieurs au temps de
parcours des chemins non utilisés (principe d’équilibre de wardrop). Le problème d’affectation
d’équilibre à été abondamment étudié.

K. Barka Inéquations variationnelles en dimension fini
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Je dénote par v0 le débit sur l’arc a, x j le débit sur le chemin j , Ca(v) le temps de parcours
de l’arc a, dkl la demande de transport entre k, l , A la matrice d’incidence arc-chemin, F j (x) le
temps de parcours du chemin j et

K =
{

x ≥ 0 :
∑

j∈Pkl

x j = dkl ∀(k, l )

}
l’ensemble des vecteurs de débit admissibles. On a les relations :

v = Ax

F (x) = AtC (Ax) .

Le principe de Wardrop peut se reformuler de la façon suivante : un vecteur x est un vecteur
d’équilibre si et seulement s’il n’existe pas un vecteur y de coût inférieur par rapport au vecteur
de coût F (x), c’est-à-dire que x est un vecteur de plus courts chemins par rapport à F (x) :

〈F (x), x〉 ≤ 〈
F (x), y

〉 ∀y ∈ K .

Ceci correspond à l’inégalité variationnelle :〈
F (x), x − y

〉≤ 0 ∀y ∈ K .

K. Barka Inéquations variationnelles en dimension fini



Conclusion générale

D ans ce mémoire, nous avons étudie les inéquations variationnelles en dimension fini avec
un opérateur monotone.

Ce travail se déroule en deux étapes :

3 Etude mathématique et numérique : nous considérons les principaux résultats de la
théorie des problèmes d’inéquations variationnelles avec un opérateur continu et leurs
relations avec d’autres problèmes généraux d’analyse non linéaire, telles que le problème
de complémentarité, problème de point fixe et problème d’optimisation. Ensuite, nous
présentons des méthodes pour la résolution numérique.

3 Applications : nous présentons deux exemples : équilibre oligopolistique et équilibre sur
des réseaux de transport.

Comme perspectives, nous avons prévu les projets de recherches suivants :

+ Problème de complémentarité : étude théorique numérique.

+ Inéquations variationnelles en dimension fini avec un opérateur multivoque.

+ Résolution numérique d’inéquations variationnelles en dimension fini par des méthodes
de type extragradient.
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