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Introduction

Introduction

La mesure de non compacité est une outil trés utilisée dans un espace de Banach, elle est
largement utilisée sur la théorie du point fixe de but de résoudre une équation différentielle,
équation intégrale,et intégro-différentielle, dans ces derniéres années, plusieurs travaux on
fait la mise au point sur I’étude des équations différentielles fractionnaires.

Dans ce mémoire on va étudier la mesure de non compacité ,cette étude dans le cadre
théorique ayant plusieurs applications dans topologie I’analyse fonctionnelle et la théorie des
opérateurs. Elle est apparue la premiére fois par mathématicien Kuratowski en 1930 et
aprés Hausdorff en 1957. Notre objectif dans ce sujet comment utilisé la notion de mesure
de non compacité pour prouvé 'existence de la solution d’un probléme différentielle d’ordre

fractionnaire (équation différentielle d’ordre fractionnaire), ou la forme générale est
‘Dyt)y=f(ty 1l<r<2

Avec les conditions
y(0) = yo, ¥ (0) = y1,
a aide d’une théorie importante i.e.,: la théorie de point fixe notamment le théoréme de
Darbo, Monch.....etc.

Le mémoire se compose de trois chapitres qui s’articulent de la facon suivant:

Le premier chapitre, consacré sur la notion de la mesure de noncompacité(mesure de
Kuratowski et Hausdorff) et leurs propriétés ainsi la relation entre les ensembles compactes,
relativement compacts au sens topologique et au sens mesure, et ainsi les propriétés des
opérateurs par la vision de la mesure de non compacité et en finir par la théorie du point
fixe .

Le deuxiéme chapitre, est consacré aux définitions élémentaires et notions de base
relatives au calcul fractionnaire, telles que:I'intégration fractionnaire,la dérivation fraction-
naire au sens de Riemann-Liouville,Caputo et Katugampola, on présentera leurs propriétés
et on précisera aussi la relation entre ces trois approches,qui sont les plus utilisées.

Le dernier chapitre, on va essayer d’appliquer la notion de la mesure de non com-
pacité sur les problémes différentiels précisément sur les équations différentielles d’ordre

fractionnaires.

iii



Introduction

Enfin, le mémoire sera cloturé par une Bibliographie.
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Chapitre 1

Notions sur la mesure de non

compacité

Dans ce chapitre,nous rappelons briévement la notion de compacité puis introduisons les
opérateurs compacts entre les espace de Banach. Nous donnons en suite un résultat fon-
damental de compacité pour les fonctions continues;le théoréme (Arzela-Ascoli) et quelques
définitions sur la mesure de non compacité,et on termine par un rappel de théorémes de

point fixe.

1.1 Notions et définitions

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et notations que nous utilisons par
la suite.

Soit(X,]|.||) un espace de Banach, notons par A un sous-ensemble de X, et 0A la frontiére
de A

De plus, le diameétre de A et leur distance,

diam(A) = sup{l[z —yl; z,y € A}

dist(z, A) = inf{|l — yl[; 2,y € A}



1.2. Notions sur les opérateurs

Si A est un sous-ensemble de X,alorsA est conv A sont la fermeture et I’adhérence de

I'enveloppe convexe da A (respectivement), notons par
Br(XaA):BT :{LUEX,H.I'—(IH ST} )
Bi(X) = B(X) = Bx

La boule fermé dans X de centre a et de rayon r et

B(X) =08 = {#X; lal| = 1}

La sphére dans X .
Soient X et Y deux espaces de Banach de dimension infini et on noté I’ensemble
des opérateur linéaire de X dans Y par L, (X,Y) , L(X) = B(X, X) un opérateur linéaire T
défini sur X dans Y

1.2 Notions sur les opérateurs

1.2.1 Compacité

Définition 1.2.1 Soit U un ensemble d’un espace normé X, U est dit compact si de tout

recouvrement de U par des ouverts de U, on peut extraire un sous-recouvrement fini, i.e:

vvj77j € J(ouverts) tels que U C Ujes Vik), j(k):1,2, ........... ,n
tel que U C Ujp_; Vi

Définition 1.2.2 1. Une classe de sous-ensemble de E s’appelle une couverture d’un

ensemble G de E ,si nous avons G C U;U;

2. Un ensemble U est dit séquentiellement compact si pour tout suit d’éléments dans E

contient une sous -suite converge vers un élément dans U.

3. Un sous ensemble d’un espace normé est compact si et seulement si il est séquentielle-

ment compact.



1.2. Notions sur les opérateurs

4. Un sous-ensemble d’un espace normé est dit relativement compact si son adhérence

est compact.

5. Un sous-ensemble G d’un espace normé est totalement borné si il existe une suite finie
1,€:

Ve>0:G CU_B(g;.).

Définition 1.2.3 (Opérateur Compact): Soit Aun opérateur linéaire d’un espace normé
X dans un espace normé Y ,on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble

borné un ensemble relativement compact dans 'Y .

Définition 1.2.4 (Opérateur Linéaire) : Soient E et F' deux espaces normés, un opéra-
teur A défini sur E dans F est dit linéaire s’il vérifie les conditions suivantes: Condition

additive:
Vo, 00 € B on a A(py + @y) = A(py) + A(py).

Condition homogéne:
Vo e E,X €k = (RouC),on a A(Ap) = AA(p).

Définition 1.2.5 (Opérateur borné): Un opérateur linéaire A défini sur E dans F est

dit borné s’ il existe une constante positive C' > 0, tel que :

JA@)p < Cllally. Ve € E

1.2.2 Compacité dans C (G)

Dans cette partie, I’espace des fonctions continues définies dans C' (G) est muni de la norme

maximum,

lplloe = max e (z)].

Théoréme 1.2.1 (Bolzano- Weiertrass): Un espace métrique (X, d)est compact si et seule-

ment si toute suite d’éléments de X admet une sous -suite convergente.



1.3. Mesure de non compacité:

Théoréme 1.2.2 (Arzela-Ascoli):Un ensemble U C C(G) est relativement compact si et
seulement si les condition suivants sont vérifies i,e:

1. L’ensemble U est borné telle que :
VoeU:Vrxek,dM >0: |p(z)| < M .
2.L’ensemble U est équicontinu ,
: Ve>0:VoeU:Ve,y€k:35 >0 telleque i1z —y 1> 0 =1 p () — @ (y) 1<e

Définition 1.2.6 :Soit A un opérateur linéaire d’un espace norme X dans un espace norme
Y,on dit que Aest un opérateur compact d’il envoie tout ensemble borné G dans X un en-

semble relativement compact A (G)dans Y. Autrement dit ,la fermeture A (G) est compact.

Définition 1.2.7 :Un ensemble G C X est relativement compact si pour toute suite {p,,}

il existe une sous suite {gpn(k)} qui converge dans 'Y .

Définition 1.2.8 Un opérateur A deX dans Y est compact si et seulement si pour toute

suite bornée{p, } de X ,la suite {Ap, } contient une sous suite convergent dans 'Y

1.3 Mesure de non compacité:

La mesure de non compacité est un outil tres utile dans les espaces de Banach, ils sont
largement utilisé dans la théorie du point fixe ,les équations différentielles ,les équations

fonctionnelles, les intégrales et équations integro-différentielles,.....etc([7, 7])

1.3.1 Mesure de non compacité en général

Avant de rappeler la mesure de non compacité, on note par (X, ||.||) un espace de Banach,
nous désignons par My la famille des sous-ensembles bornées non vide deX, et par Nx la
famille des sous-ensemble relativement compact de X, et ’enveloppe convexe d’'un ensemble

A C X notons par conv(A).

Définition 1.3.1 :Une application i : Mx — [0, +00[ ,est appelée mesure de non compacité

dans ’espace X ,qui satisfait les condition suivantes:  La famille

ker(p) :={D € Mx telle que:u(D) = 0} # ¢, et ker(u) C Nx



1.4. Mesure de non-compacité de Kuratowskii

(ker est appelé le noyau de MNC)
Théoréme 1.3.1 :Soit A,BE My, alors:

1. Si AC B = u(A) < u(B).

2.0(A) = p(A).

3.u(conv A) = ju(4).

LA + (1= ) B) < Au(A) + (1 - \u(B), A € [0,1].

p(AA) = || u(A)(pest dit homogene)
(

w(A+ B) < p(A) + pu (B) (uest dit sub additif)
6.Si(A,,) ensemble de suite de Mx telleque A, 1 C Ap(n=1,......,n) et lim,, . u (A4,) =

0, alors Ay =N, A, et Ay € ker (p).

5.1 est dit semi-norme si

Définition 1.3.2 :

1\ Une mesure de non compacité est appelée mesure avec la propriété mazimale, simax (pu (A), u(B)) =
(AU B)

2\ Une mesure de non compacité est dit réguliére, si ker () = Nx ,sup linéaire et posséde

une propriété maximal.

3\ Une mesure de non compacité est lipschitzienne, si elle satisfait la condition de Lipschitz
[w(A) = p(B)| < p(B(X))dn (4, B)

Avec:

dir (A, B) = max {sup dyen (2, A) ,supd (3, A)}

yeB
et:

B (X)la boule fermée dans X et de centre X et de rayon 1.

1.4 Mesure de non-compacité de Kuratowskii

Kuratowskii fut le premier(1930) a introduire et étudier la notion de la mesure de

non-compacité([16])



1.4. Mesure de non-compacité de Kuratowskii

Définition 1.4.1 :La mesure de non-compacité de Kuratowski d’un ensemble borné A €

Mx ,notée o (A) ,est définie par:
a(A)=inf{Ve<0: ACUB;,B; C X,diam (B;) <e€,i=1,2,...,n}

désigne le diamétre de l’ensemble B; ,oo (A) = inf {e < 0: admet une recouvrement fini par des ensembles
est sous ensemble de X et BE Mx.On notera que, dans cette définition, [’expression peut
étre remplacée par diam B; < e.Il est clair que a(A) < diam A pour tout ensemble borné
A dans My et que a(A) = 0 si A est fini. Les propriétés essentielles de la mesure de

non-compacité de Kuratowski d’un ensemble borné sont résumées dans le théoréme suivant:

Théoréme 1.4.1 ([16]):Soit (X,d) un espace métrique et A, A; Ay € Mx ,alors

1. a(A)=0<% A est compact.

2. ACA =a(A) <a(4).

3. a(A)=a(4).

4. a (AU As) =max{a (A1), a(A42)}.

5. a (AN As) <min{a(A;),a(A2)}.

6. Si X est complet,(F),), une suite des ensembles croissantes d’ensembles non

vide,fermés et bornés, telles que :

lim, o (F,,) =0, alors Fp, = N2, F), est sous-ensemble non vide et compact.

Démonstration:

1. .Par définition de la mesure de non-compaciteé.

2. Soit €1,€9 > 0, {Bi}?zl un recouvrement fini de I’ensemble A avec diam B; < €151 =

1,.....m

et {goj };n:l un recouvrement fini de I'ensemble A;avec diam ¢; < €55 =1,....,m
Puisque A C Aj,on peut toujours choisir les ¢, ,telle que:

Ceci implique a (A) < €, Par conséquent ,a (A) < a (A;).



1.4. Mesure de non-compacité de Kuratowskii

3. Puisque A C A alors a (A) < « (/_l) d’apres l'assertion 2, il suffit de démontrer 1'inégalité

dans l'autre sens:ov (4) < a (A) Soit € > 0 Avec diam B; < € ;Pour i=1,...n ,on a

Comme diam B; = diam B; ,on déduit que a (4) < € ,par conséquent o (4) < a(4) .

4. D’apres 'assertion 2, on a

A1CA1UA2:>OK(A1>§OC(A1UA2)

AQCA1UA2:>CY(A2>§OC(A1UA2).

Donc

max (a (A1), (A4z)) < a (A3 U A,).
Montrons l'inégalité dans l'autre sens ,soit €, €1,e3 > 0,7 = max (a (A1), a (A42)) et

.1, _ym . .
considérons {B;};_, = {<pj }j—l des recouvrements finis des ensemble A;, A, respectivement

avec diam B; < € pour i=1,...n et diamp; < € pour j=1,...m on a diam B; < 7 + € et

diam ¢; < r + € pour i=1,...,n et diam ¢; < € pour j=1,....m. par conséquent,

AUAy C (UL B) U (Ulyp;) = A1U Ay C U G <7 +e

D’ou:

a (A3 UA) <max{a(A;),a(As)}.

5. Utilisons I’assertion 2 ,on obtient :



1.4. Mesure de non-compacité de Kuratowskii

AlﬂAQCAlé&(AlﬂAg)g&(Aﬁ

AlﬂAQCAgia(AlﬂAg)SOKCAg)

D’ou:

a (A; N Ay) < minf{a(4;),a(4z)}

6. Montrons que F, est non vide ,Choisissons,pour chaque n ,un élément x,, € F,,. Posons
X, = {x;,i 2n }.Puisque X,, C F, alors a(X,) < a(F,);Vn. Par passage a la
limite, on obtient ar(X;) = 0. C’est a dire X; est relativement compact .Donc la

suite (X,,), contient une sous-suite (X,), convergente dans X. Soit z = lim,,_, Zy,.

Comme F, est un sous-ensemble fermé de X alors x € F),; Vn. Ceci implique que F,, # ().

Montrons maintenant que Fy, est compact .Comme F,, C F,;Vn alors o (F) < o (F,)
est relativement compact et donc compact puisqu’il fermé.

Si X est un espace normé alors la mesure de non-compacité de Kuratowski vérifie,en

outre, les propriétés citées dans la proposition suivante.
Proposition 1.4.1 :Soit (X, d) un espace normé et A, Ay, As € Mx ,alors:

L. a(A1+ As) < a (A1) +a(A4r).

2. a(A+zx)=a(A),Vxe X.
3. a(M)=1XA1a(4).
4. «a(A) = a(conv (A)) ou conv A désigne I'enveloppe convexe de ’ensemble A.

Démonstration.

1. Soit €165 > 0, Ay C UL, By, Ay C UTL ¢, avec diam B; < € pour i=1,....,n et diam ¢; < €

pour j=1,.....m.



1.4. Mesure de non-compacité de Kuratowskii

Alors:
Ay + Ay CUL UL, (Bi + S0‘7') :
Avec:
diam (B; + ¢;) < €1+ e,
c’est a dire :

Oé(Al —|—A2) S Oz(Al) +OZ(A2).

2. D’une part,en utilisant la assertion précédente on obtient

a(A+z) <a(A)+a({z}) =a(4h).

Et d’une part,

a(A)=a(A+z—2)<a(A+z)+a({-2}).
D’ou
a(A+z)=a(A),Vre X.
3. Considérons € > 0, A C U, B; avec diam B; < € pour ¢ = 1,...,n .Alors
pour tout A € k, \A C U AB; et diam AB; =1 A 1 diam B; <i A 1 €.
C’est a dire :

a(A) <idia(A).

L’autre inégalité est évidente puisque:

a(A)=a(AXA) <A a(MA).



1.5. Mesure de non-compacité de Hausdorft:

4. L’inégalité o (A) = o (con (A)) est toujours satisfaite puisque A C con (A)

Pour démontrer 'autre inégalité ,a (con (A)) < a (A)

Pour A; sous suite borné de X diam A; < d pour tout i=1,...net A =U! A, on a:

con (A) = {Z Nai s X =0, A= 12; € con (A4)) (i =1, m}
=1 =1

pour € > 0 et

=1

Puis A sous suit compact de (R™, 11 . 11oo) 00 11 Ay, ...y Ay 1= MmaXy<i<y, | A; 1-([15])([4])

1.5 Mesure de non-compacité de Hausdorft:

En 1957,Goldenstein,Goh’berg et Markus ont introduit une autre mesure de non-compacité

appelée mesure de non-compacité de Hausdorff.

Définition 1.5.1 La mesure de non-compacité de Hausdorff d’un ensemble borné A &

My ,notée x (A), est définie par:

X(A) =inf{e>0: AC U B (z;,1;),x; € X,r; <e,i=1,...n}.
Ou:B (z;,1;) désigne la boule de centre x; et de rayon r;.
ou:
X (A) = inf {¢ > 0, B admet un recouvrement fini des boules de rayons<e}
avec B est la famille des sous espace fermés de X et B € My.Dans cette définition
Jinégalité r; < e,peut étre remplacée par r; < €,De plus les centres x; des boules qui
recouvrent ’ensemble A ne sont pas forcement dans 1’ensemble(Az; € X, en général) .

Les propriétés fondamentales de la mesure de non-compacité de Hausdorff sont données

par le théoréeme suivant:

Théoréme 1.5.1 :Soit(X,d) un espace de Banach et soit A, Ay, Ay des sous ensembles

bornés.

10



1.5. Mesure de non-compacité de Hausdorft:

1. Si est finiA alors:x (A) = 0 < A totalement bornée<> A est compact.
2. Si Aest fini,alors x (A) = 0.

3. ACAI=x(A) <x(4)

4. x(A) =x (A) = x (con (A)).

5. X (A1 U Az) = max {x (A1), x (A2)}.

6. x (A1 N Az) <min{x (A1), x (42)}

7. Si Xest complet ,(F),), une suite décroissante d’ensembles non vides, fermés et bornés

telle que :lim,, (F,) = 0 ,alorsF,, = N2, F,, est un sous-ensemble non vide et compact.
Démonstration.
1. Les assertions let2 sont évidentes d’aprés la définition de la mesure de non-compacité.

3. Soit A C Ay ,Bun e— réseau fini deA;, alors Best aussi fini un e—réseau fini de Aj,et

d’apres définition de la mesure de non-compacitéy ,on obtient :y (4) < x (4;).

4. D’apres le point précédent ,on a:

ACAéx(A)Sx(/_l)
Montrons I'inégalité dans l'autre sens, soit € > 0, B (z;,7;) des boules de centre z; et

de rayon r; ,tels que A C U, B (x;,r;),r; <€ Pouri=1,...,n .Alors on a

AcC U Bz, 1) = UL B (x,1) -

(2

Ceci implique que,y (f_l) < €,Par conséquent,y (f_l) < x(A).

ot

. Soit {x1,...,x,} un e—réseau fini de A; ,{y1, ..., ym fun p—réseau fini de A,

Alors {x1,...,x,} U{y1, ..., ym} est un e;—réseau fini de(A; U Ay) ot g = max {e, u}
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1.5. Mesure de non-compacité de Hausdorft:

6. C’est évident ,puisque

AlﬂAg C A1:>X(A1HA2>§X(A1)
AlﬁAQ C A2:>X(A1HA2>§X(A2)

D’ou:

X (A1 N Ag) <min {x (A1), x (A2)}

7. On fait un raisonnement analogue a celui qui a été fait avec la mesure de non-compacité

de Kuratowski. Lorsque ’espace X est normé,on démontre alors d’autres propriétés.
Proposition 1.5.1 Soient X un espace normé A, Ay, As € My . Alors:

Lox (A1 + A2) < x (A1) +x (Az).

2. x(A+z2)=x(4),Vx € X.

3. x(ANA) =1 A1 x(A), ek

4. x (A) = x (con (A)) ,ou con (A) désigne I'enveloppe convexe de I'ensemble A.

Démonstration.

1. Soit {z1,...,x,} un e—réseau fini de Aj,{yi,...,ym}un p—réseau fini de A, Alors
I'ensemble {z; + y;,i =1,...,n;j = 1,...,m} est un (¢ + p) —réseau fini de (4; + As) .Donc
X(A1+A2) §€+/JJ.

2. Il suffit de démontrer que {1, ..., z, jun e—réseau fini de A si et seulement si {z; + z, ..., z, + z}
est un e—réseau fini de 'ensemble(A + x) pour tout x € X.En effet soit x € X et
supposons{z; + x, ..., x, + x} est un e—réseau fini de l’ensemble(A + ) .Prenons y €
(A+1z);y =y1 + x avec y; € A alors il existe:(z; + x) € {x1 + z,...,z, + x} tel que
d(y1 + ;2 + ) < €. Mais
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1.5. Mesure de non-compacité de Hausdorft:

dy + ;2 +x) <d(y;x;) +d(z;2) <e.

Par conséquent {x1,...,x,} est un e—réseau fini de A .supposons maintenant que
{z1,...,x,} soit un e—réseau fini de A .Alors ,pour tout y € A, il existe z; € {x1, ..., T, }

tel que d (y; ;) < e.Comme

d(y1 +x;2, +2) < d(y1;2;) +d(x;x) < € pour tout z € X
On déduit que {z; + x,...,x, + £} est un e—réseau fini de 'ensemble(A + z) .

3. Cette assertion est évident ,si 'ensemble {z1, ..., 2, }est un e—réseau fini de A , alors

{\z1, ..., Az, } est un 1 A1 e—réseau fini de ensemble(AA) ,pour tout A € k.

4. 11 suffit de démontrer I'inégalité suivante x (con A) < x (A).Soit € > 0, > 0 tel
que X (A) < p.Choisissons 'ensemble {Zi, ..., Z, }un pu—réseau de A.Alors N = con
{Z1, ..., Z,} est compact et vérifie d (x; N) < u pour tout x € con (A), mais puisque
N est compact on peut trouver un ensemble fini {W7, ..., W, } qui est un e—réseau de

N.

Donc

d(wi;x) <d(z;N)+d(N;w;) < e+ p.

C’est a dire {Wh, ..., W, }est un (e + u) —réseau de con A.L’autre inégalité est satisfaite
puisque

ACconA= x(A) = x(conA).

La mesure de non-compacité de Kuratowski et de Hausdorff de la boule unité fermée

(ou ouverte) sont données dans le théoréme suivant:

Théoréme 1.5.2 :Soit X un espace normé de dimension fini et B, la boule unité fermée

dans X. Alors:
1. a(B,) =2

2. x(B;) =1.
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1.6. Mesure de non compacité sur les opérateurs

1.6 Mesure de non compacité sur les opérateurs

Définition 1.6.1 :Soient T : D (T) C X — X un opérateur continu « (.) est la mesure de
non compacité de Kuratowski dans X ,pour tout k > 0 ,on dit que Test une contraction si

pour tout sous-ensemble borné A de D (T),T (A)est un sous-ensemble borné dans X et

a (T (A)) < ka (A).

pour tout sous-ensemble borné A de D (T'), alors a (A) > 0,7 (A) est un sous-ensemble

borné dans X et

a(T(A) <a(A)

Définition 1.6.2 :Soient T' : D (T) C X — X wun opérateur continu x (.) est la mesure
de non compacité de Hausdroff dans X et k > 0,T est dit K-boule contraction si pour tout

sous-ensemble borné A de D (T),T (A)est un sous-ensemble borné dans X et

2. a(T)=0< x(T) =0<«= T est compact.

3. SiT,S € L(X),donc a(TS) <a(T)a(S)et x(TS) < x(S)x(T).

4. Sike K(X),donc a(T +k)=a(T)et x(T'+k)=x(T)

5. a(T*) < x(T) et a(T) < x(T*), ou T* désigne l'opérateur dual de 7'
6. Si B est un sous-ensemble borné de X, donc o (T (B)) < a(T) o (B).

7.59ACD(T),a(A) >0 alors T (A) borné ,

1.7 Quelques théoréme de point fixe

Dans cette section on a rappelle quelques outils et résultats d’analyse fonctionnelle utilisés

par la suite :principe de contraction de Banach ,équicontinuité,théoréme de Schauder, de
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1.7. Quelques théoréme de point fixe

Brower résoudre des équations différentielle d’ordre fractionnaire ot deuxiéme membre est
non linéaire, nous besoin des théories du point fixe.
On note par L' (I, E) L’espace de Banach des fonctions mesurables, y : I — E qui sont

Bochner intégrales, muni de la norme

T
il = / ly ()] dt.
0

L’espace de Banach des fonctions mesurables y : I — FE qui sont bornées est noté par

L> (I, ) muni de la norme:

1Yl = inf{c>0,]ly (®)l <c, ppte}.

On note par AC! (I, F) I'espace de Banach des fonctions dérivables y : I — E ,ayant la

premiére dérivée absolument continue.

Définition 1.7.1 L’application f : I X E — FE est dit de Carathéodory si,
1. t — f (t,u) est mesurable Yu € E.
2. uw — f(t,u) est continue presque pour tout ¢ € I.

3. Vr > 0,il existe une fonction @, € L' (I,R,), telle que Yu € R avec |ul| < r,
1 (& )] < @ (2).
Remarque 1.7.1 Si f vérifier lassertion 3 ,alors est dite L' Carathéodory.

Définition 1.7.2 Soit X une espace de Banach on dit que F' est contractent = V1,15 € X

on a:

|F(21) = F (22)| < ko1 — 22| ,0< k <1

Théoréme 1.7.1 (Scharefer).Soient X un espace de Banach lopérateur F : X — X

complément continu .Alors F' posséde au moins un point fixe.

on dit que F' est complétement continu si:

Définition 1.7.3 i) Vb € X = F (b) est relativement compacte.
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1.7. Quelques théoréme de point fixe

ii) Si l'ensemble P = {y € X, \F (y) =y, A € [0,1]} est borné.

Théoréme 1.7.2 Définition 1.7.4 (Banach).Soit X une espace de Banach ,et soit l'opérateurF’ :

X — X est contractent alors:F' admets un point fize unique:
Jy* € X telle que F (y*) = y*

Théoréme 1.7.3 Définition 1.7.5 (Schauder).Soit (E;d) un espace métrique complet
et A une partie convere fermée de E et soit F: A — A ,on a si l'ensemble {Fz :x € A}

est relativement compact dans E .Alors F posséde ou moins un point fize.
Définition 1.7.6 On dit que A est convezxe:
Ve,y e AVEe[0,1]:te+(1—t)ye A

Définition 1.7.7 L’application T : C' C E — FE est dit une ag contraction s’il existe une

constante k < 1 positive telle que :
ap (T (W) < kag (W), (YW fermé et borné)

Théoréme 1.7.4 (Darbo-généralisé) C' un sous ensemble non vide, ,fermé,borné et con-

vexe d’un espace de Banach E [’application continue
T:C—C,

satisfaisant:

p (T (W) < ou (W), YW cC,

ol pr une mesure de non compacité arbitraire et ® : [0,00[ — [0,00[, une fonction

strictement croissante (non nécessairement continue),avec:
lim®" (¢) =0, Vte[0,00].

Alors, T admet au moins un point fixe dans C.
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1.7. Quelques théoréme de point fixe

Lemme 1.7.1 Soit C' un sous ensemble non vide, fermé,borné et convere d’un espace de
Banach, C (1, E) et soit G une fonction continue de I x I et f : 1 x E — E une fonction
qui satisfait les conditions de Carathéodory,et il existe p € L* (I;R,) telle que tout t € I, et

tout sous ensemble borné B C E on a:

hlinofg a(f(linx B) <pt)a(B);ln=1[t—htNI

StV est un sous ensemble équicontinu de D ,alors:
a ({/G(t,s)f(s,y(s))ds Yy € V}) < / nG(t,s)np(s)a(V(s))ds.
I

Théoréme 1.7.5 (Darbo-sadovskii) Soit C' un sous ensemble non vide ,fermé,borné et

conveze d’un espace de Banach E et soit l’application continue
T:C—-C
une agp  contraction ,alors T admet au moins un point fixe dans C.

Théoréme 1.7.6 (Mdnch) Soit D un sous espace fermé,borné et convere d’un espace de

Banach, tel que 0 € D;et soit N une application continue de D dans D .St l'implication

V=convN (V) ouV =N ((V)Uu{0} = a(V)=0.

est vérifiée pour tout ensemble V' de D, alors N admet un point fixe dans D.
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Chapitre 2

Calculs fractionnaires et équations

différentielles d’ordre fractionnaires

2.1 Equation différentielle ordinaire

On appelle I'équation différentielle une équation établissant une relation entre variable
indépendante ¢ et la fonction inconnue z = ¢ (t) et ses dérivées () 2 ... (™ symbolique

une équation différentielles est représente comme suit:[1, bb6]
F (t,x(l),x@),...,x(”) ) =0 (2.1.1)

Si la fonction x = ¢ (t) est d’une seule variable indépendante, I’équation différentielles
2.1.1 est dit ordinaire est appelle ordinaire car la fonction a déterminer est une fonction

d’un variable.

2.1.1 Ordre de I’équation différentielle

Définition 2.1.1 On appelle ordre d’un équation différentielle l’ordre le plus élevé de la

dérivée dans cette équation:
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2.1. Equation différentielle ordinaire

2.1.2 Equation différentielle de premier ordre
Définition 2.1.2 Une équation différentielle de premier ordre est la forme .

F(t,z,&) =0 (2.1.2)
Exemple 2.1.1 Equation différentielle de premier ordre :

& = cos (v +t) (2.1.3)

2.1.3 Equation différentielle de seconde ordre
Une équation différentielle de seconde ordre est de la forme :

F(t,z,2,%) =0 (2.1.4)
Exemple 2.1.2 FEquation différentielle de seconde ordre ¢ constant :

i—tr+c=0 (2.1.5)

Forme normale d’un équation différentielle

On appelle équation différentielle normale d’ordre n toute équation de la forme:

&= f(ta) (2.1.6)

2.1.4 Equation différentielle autonome

On appelle équation différentielle autonome d’ordre n toute équation de la forme:
™ = (:L’,i,i’, ...,x(”’l)) (2.1.7)

Autrement dit ,f ne dépendant pas explicitement de ¢.

2.1.5 Equation différentielle linéaire

Une EDO de type (1) d’ordre n est linéaire si elle est de la forme:
ag () x () 4+ a1 (t) & () 4+ ag () & (t) + ... + ap (1) 27D (1) = g () (2.1.8)

Avec tous degrél et tous les coefficients dépendant au plus de ¢.
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2.1. Equation différentielle ordinaire

2.1.6 Solution d’une équation différentielle

On appelle solution ou intégrale d’un équation différentielle tout fonction z = ¢ (t) de la
variable indépendante ¢, défini sur un intervalle I = ]t1, t5] et vérifiant identiquement cette
équation en tout points de cet intervalle l'intervalle ]t1, t5] est dit intervalle de définition de

la solution x = ¢ () (les cas t; = —00,ts = +00 ne sont pas exclus)

Solution maximales et globales

Définition 2.1.3 Soit (z,I) et ( z, f) deux solution d’un méme équation différentielle or-

dinaire on dit que (:L', f) est une prolongement de (x,1) et I C I et #\; = =

Définition 2.1.4 Soient I; et I, deux intervalle sur R tels que Iy C Iy on dit que une
solution (z, 1) est mazimale dans Iy si et seulement si n’admet pas la prolongement de
< 5U,I~> solution de I’équation différentielle telle que I, g I C I, on verra que méme plus

tard que I, est nécessairement ouvert.

Définition 2.1.5 Soit I intervalle inclus dans R une solution (x, 1) est dit globale dans I
si elle est définie sur l'intervalle I tout entier
Probléme de Cauchy général
On appelle probléme initial ou probléme de Cauchy pour l’équation différentielle 2.1.6
le probléme suivant parmi tout les solutions de [’équation 2.1.6 la solution satisfaite a la

condition initial 2.1.9 et on écrire

= f(t,x)

) e (2.1.9)

2.1.7 Existence et 'unicité pour le probléme de Cauchy

Proposition 2.1.1 5% la fonction [ est continue sur I x R™ tout solution de probléme de

Cauchy est une solution de probléme suivent et réciproquement x € C° (I x R") et

x(t):x0+/t £ (5,2 (s)) ds (2.1.10)
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2.1. Equation différentielle ordinaire

Existence et ’unicité locale

Définition 2.1.6 La fonction f : I x R* — R" est Lipchitzienne en X s’il existe une

constante L appelée la constante de Lipchitz de f ,telle que
| ftz)—f@y) lI<Llz—ylViel Vo,yeR" (2.1.11)

Théoréme 2.1.1 (Cauchy-Lipshiz-f Lipshizienne).Soit I un intervalle ouvert deR"™;
continue sur [to,tg + a] x R™ et lipschitzienne par rapport & x alors Yro € R"™ alors il existe

une fonction x € C* ([tg, to + a]Vz,y € R™,) qui vérifie:

= f(t,x(t Vt € [tg,to+ a
Fa®) vieloto+d -
T (to) = 29
Corollaire 2.1.1 (f Lipschitzienne sur tout compact).Soit I un intervalle ouvert de
R bornée ou non borné et f : I x R® — R™ continue et Lipschitzienne sur tout compact

k C I (c’est a dire qu’il existe L (k) telle que ¥t € k Vz,y € R")

f @)= fy) <L) [z-yl (2.1.13)

Donc pour tout ty € I et xg € R™ il existe une unique fonction x € C* (I, R™) solution

de probléeme 2.1.12

Définition 2.1.7 Soit la fonction f : A — R" continue et Lipchitzienne par rapport a x

sur le cylindre A :

A={(t,z),|t—to|<a|z—x||<b} CRXR" (2.1.14)
Alors ’équation:
rz=f(tx(t
St (@) (2.1.15)
T (to) = 29
a une unique solution sur [ty + aty, —a] avec & = min (a, ) ot m = SUP(; ryea |l

ft )|

Existence et unicité global

Définition 2.1.8 On suppose f : I x R" — R" continue et globalement Lipchitzienne par
rapport a X alors Vtg € I et zg € R™ il existe un unique x € C* (I, R™) solution de probléeme

2.1.12
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2.2. Equations différentielles fractionnaires

2.2 Equations différentielles fractionnaires

Dans cette chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives au
calcul fractionnaire,telles que:les fonctions spéciales(Gamma,Beta, Mittag-Leffer),l'intégration
fractionnaire de Riemann Liouville et de Katugampola, la dérivation fractionnaire au sens
Riemann-Liouville,Caputo,Katugampola,qui sont les plus utilisées,Lemmes Fondamentaux

et théorémes de point fixe.[[9, bb9]]

2.2.1 Fonctions spéciales
Fonction Gamma d’Euler

La fonction Gamma est une fonction complexe,considérée également comme une fonction
spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle a 1’ensemble des nombres complexe(excepte en

certains point)

Définition 2.2.1 On appelle la fonction Gamma ,la fonction définie par:
[(z)= /tw_le_tdt, (x € C,Re(x) >0).
0
lnt'

avec t*~1 = e(@—1)

+oo
Exemple 2.2.1 1. T'(1) = /e‘tdt =1.
0

+0o0 +o0
2.7 (1) = / \/ize*tdt =2 / e~2%ds = /7 (posant le changement de variable t = 1s2).
0 0

Lemme 2.2.1 ([11],[12])La fonction Gamma est une fonction de classe C*° sur R, (resp

holomorphe sur le demi plan x € C,Re (z) > 0) et,

+oo
Wk € N*, Vo € R”, (respx € C, Re (z) > 0),T® () = / (Int)* 1o tdr.
0

Proposition 2.2.1 ([11],[12]) Pour tout x € C, Re(z) >0, n € N, on a:
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2.2. Equations différentielles fractionnaires

1.T(z+1)=2al(x).

2.T(n+1)=(n)
3. T (n + %) = (227;2:;/,;
Preuve.

+o0

+o0

. T(z+1)= /tfe—tdt: [—txe—t]g“m/tf—le—tdt

0

al' (z)

2. il suffit d’appliquons 1 pour x = n

(

1
/rl/__

2

) (-

0

r

)r(rs)

(2n) (2n —

() () (F27) 2

"(2)

D(@n—2)..(1) .

27 (2n) (2n —2) (2n — 4)

)

1

2

(2n)!
22| d (
207

22np)

5

(2)

Remarque 2.2.1 ([11],[12]) La détermination de la fonction Gamma pour les valeurs né-

gatifs non entiéres par la formule T' (z) = @ Lla fonction Gamma n’existe pas pour les
valeurs négatifs entiéres.
-1 1
Exemple 2.2.2 1. T'(5) = "2 -0 _ o 7
2 2
3y D(FE+H) (-3 oy aym
2T (F)="F =" ==
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2.2. Equations différentielles fractionnaires

Fonction Beta d’Euler

Définition 2.2.2 La fonction Beta est un type d’intégrale d’Fuler définie par:
1

B(p.q) = /fvp_l (1—2)""dz, (p,q € C,Re(p)>0,Re(q) >0).
0
Proposition 2.2.2 on a:

I'(p)T (g)
B(p,q) = =21
(P, q) I'(p+q)
Preuve. Soit D = (0,+00) x (0, +00)
—+oo “+o00

I(pT(e) = / e’ le T dx / y e Vdy

0

0
= // xp_lyq_le_(”y)dxdy
D

en utilisant un changement de coordonnées ,considérons les nouvelles coordonnées

u=x+y U= uv
V=75 y=u(l—v)
oa, v u
8&3 =] |= —uv —u (1l —v) =—u,

l1—v —u

de méme que le domaine D' correspondant & D dans les coordonnées u, v est
D' = {(u,v) Ju>00<v<1}.

alors:

// Pyt e @ drdy = // (wo)’  u (1 =) e ™ | —u | dudv
D D'

- // wPt P (1 — o) e tdudo

D/

— ( /O - up+qle“du) ( /0 1 P (1 — )"t dv)

= I'(p+q) B(pa),

par conséquent on a:
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2.2. Equations différentielles fractionnaires

Fonction de Mittag-Leffter
Définition 2.2.3 La fonction simple de Mittag-Leffler est définie par:
+o0 .Tk
= —,a> 0.
z) kZ:O F(ak—i—l)’a

et la fonction de Mittage-Leffter généralisée est définie par:
+o0 k

x
E, = — o, 3> 0.
Exemple 2.2.3 1. By =E; =), F(#’“H) — Yl e
2. FBy=FEpy =3 2 = 2 cosh [z
-2 2,1 k=0 T(2k+1) ~ £~k=0 (2k)! :
“+o00 .Z' k: +OO Ik+l 1 T
3. Eip =) 41 T(k+2) Zk: 0 (k+1 = Gt — =z (e —1).
_ N\~too _xk _ Notoo gk 1 Nxtoo gRH2 1 s
4 Brs =2 0020 Thrm) = 2akmo G = 32 k0 Gy = 52 (€7 — 1= 12).

Théoréme 2.2.1 ([11],[12])Pour tout « =n € N; A € R on a:
d n
<%) E,(\z") = AE,(\x").

d " - n —n— n
(%) P, s (A" = APTTLE, ().

2.2.2 Intégrale fractionnaire
Intégrale de Riemann-Liouville

Fonction définies sur [a, b]
Soit f : [a,b] — R une fonction définie sur [a, b] .Notons par (11, f) la primitive de f
qui s’annule on a:

vVt € [a,b], ( /f

L’intégration de ([3{+ f ) permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a et

dont la dérivée s’annule en a. De plus,d’aprés le théoreme de Fubini,
(L f) () = (Lef) o (L) @)

_ /:(/auf(:c)da:)du

_ /t(t—x)f(a:)dx.

a
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2.2. Equations différentielles fractionnaires

Soit n € N*, En notant (I;Jr f)n la n-iéme itération de (_f;+ f) , une récurrence directe

montre que
(120)" ) = o= [ (=27 F @),

si on note g = (I;+ f )n , g est donc I'unique fonction vérifiant |
VO<k<n-—1,¢"(a)=04¢" =
L’égalité ¢ = f justifie la définition suivante:

Définition 2.2.4 Soit n € N*| L’intégrale a gauche d’ordre n de f, que l’on note (I{;f)
est définie par:
1 t
1 _ - n—1
(1200 = =g [ =0 @
Grace a la fonction Gamma d’FEuler que nous avons définie précédemment.
C’est la propriété T'(n+ 1) = n!,Yn € N, qui permet de généraliser la définition de la

maniere suwivante:

Définition 2.2.5 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & gauche d’ordre o > 0,

est définie par:
we ot () ) = g [ —ar T @)

De méme maniére on définit l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & droite

d’ordre o > 0, est définie par:

b
vt € [a,b], (I,-f) ()= ﬁ/t (t —2)* " f (z) da.
Fonctions définies sur R* et R
Il est d’étendre la définition aux axes Rt et R ,Notons ces opérateurs (I(’j“+ f ) et (l'j“r f ) :
' -1
Woe BN (500 =5 [ -0 @

Vi € R, (I%f) (t):%a) / (t—2)*" f () da.

— 00

Proposition 2.2.3 (/11],[12])Pour o> 0,8 >0, on a:

26



2.2. Equations différentielles fractionnaires

1 (12 = )" ) (0) = P (0 - a)

2 (B o= 07 ) (0) = 25 (b= 1)

Preuve.
1.
(§+(t—a)ﬁ_l> t) = %/ —a)’ ' dz, posons (z—a) =s(t—a)
b —a)—s(t—a)*  (st—a))’ " (t—a)ds
—m/t (¢ =)™ (s (= )" (¢~ a)d

_ — )P [ B — ) s
-l [t
e (Bl - LT
_ _T» _g)etA

N F(a—i—ﬁ)(t ) '

2. Méme idée changement de variable est (b —z) = s (b—1).

Théoréme 2.2.2 (7], [2])Si f € L' ([a,b]), alors I% [ existe pour tout o > 0, et I%
f €L (a,b]).

Proposition 2.2.4 Soit a >0, >0, et f € L*([a,b]).
Alors
S f =T
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2.2. Equations différentielles fractionnaires

Preuve.

B0 = i e (w9 ) as
= m / ’ (t—x)* " (x —5)"" f(s)dsdz, |changement de 'ordre d’intégration|
= m/a f(s)/s (t—a) (@ —s)"dads, |t =(t—s)u+su:0—1 u:%
- F(+ f(s)(t— s)O‘J”Bl/O (1—w)* " uftds
- /f (6= 5" B (0,8) ds, (B0 ) = )
- TGTHT a+5l/f )t =5 ds
= I7F ().

n

Intégrale de Katugampola

Nous présentons une généralisation récente introduite par U dite Katugampola ,qui généralise
I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville et I'intégrale fractionnaire de Hadamard. I'intégrale
est maintenant aussi connue sous le nom d’intégrale fractionnaire de Katugampola et donnée

par

Définition 2.2.6 (/9])(Katugampola) L’intégrale fractionnaire d’ordre o > 0 de la fonc-
tiony € XP[0,T] est définie par:
l—a [t p1
p sy (s)
PI% ) (1) = ds, tel0,T].
pour p > 0 .Cette intégrale est appelée l'intégrale du coté gauche.

Remarque 2.2.2 Considérons l'espace X? [0,T] (c € R, 1 < p < o0) des fonctions mesurables

y sur [0,T] pour || y ||xr< 00 , ou la norme définie par:
1
T 1
. ds\*
([ 1uors)
0 s

|y lxr=ess sup [t°|y(t)[].
0<t<T

et pour le cas p = o0
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2.2. Equations différentielles fractionnaires

Théoréme 2.2.3 ([9])Soient a > 0 et p > 0.t € [0,T] Alors

1. timy o (P1gy) (6) = (o) () = iy Ji (= 5) y (s) ds,

2. lim,o(*Igy) (1) = (Jay) (1) = w5 Jo (log 1) Xdds.

2.2.3 Dérivées fractionnaire

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaire, on va commencer par introduire les
trois plus importantes approches de calcul fractionnaire :au sens de Riemann-Liouville,au

sens de Caputo et au sens de Katugampola. On présentera quelques une de leurs propriétés.

Dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville

Si o > 0, on note [ la partie entiére de « : [a] est 'unique entier vérifiant [a] < o < [a]+1,

Soit f : [a,b] — R. En s’inspirant de la relation classique % = % o I}, on peut définir une

dérivées fractionnaire d’ordre 0 < av < 1 par:

d d
- Il_a.
e~ dt
Plus généralement,si o > 0,et n = [a] + 1, on peut poser:
d« d" o

- = ——0 .
dt>  dtm

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville a gauche.

Définition 2.2.7 Soit a > 0,et n = [o] + 1, la dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville

a gauche d’ordre o est définie par:

“ et Dpf 0= (5) emr
1 ar [* ]
= —F(n—oz)d_t”/a (t —x) f(z)dx.

De plus ,on a vu que la définition ,d’intégrale a droit était associée a —d/dt. le raison-

nement conduit donc a la définition suivante:
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2.2. Equations différentielles fractionnaires

Définition 2.2.8 Soit o > 0, et n = [a]+ 1, la dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville

a droite d’ordrec est définie par:
d\" _
woe b Dp - (—5) oo

_1\" n b
_ %%/t (t— )" f (2) do

Soit maintenant f : R — R, les définitions précédentes se généralisent directement et

sont appelées de Liouuville.

Définition 2.2.9 Soit a > 0,et n = [a] + 1.la dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville

a gauche d’ordrea est définie par:

vVt € R,DLf(t) = (%) o I f (1)
1 d" ! n—a—1
= Tn—a) %/m(t—x) f(z)dz

De plus,on a vu que la définition ,d’intégrale a droit était associée a —d/dt. le raison-

nement précédent conduit donc a la définition suivante:

Définition 2.2.10 Soit o > 0,et n = [a|+ 1.la dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville

a droite d’ordrea est définie par:

Vi e R,Dﬁf(t):(%)noff—af(t)
=" a
I'(n—a) di"

[t @

Remarque 2.2.3 ([13/) Pour a =0,n=1 ,on a:

1L DYf(t) =g (I f) (1) = f (1)

2. Toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers:

Vn € N¥,

Proposition 2.2.5 ([11],[12]) Pour a > 0, > 0, on a:
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2.2. Equations différentielles fractionnaires

(DZ;‘+ (t—a)‘“) (t) = r(8) (t — a)f o

(D -6"") (1) = L) pypom

Remarque 2.2.4 Pour A\=p—1,a=0o0na :

(DgtY) (1) = F(nr_%iil ) nm—a+A)(n—at+r—1) .. . A+1—a)tr™
T'(A+1)

= T —atAr) (n—(Oé—)\))(n—1—(04—)\))...(1—(04—)\))75/\_&

LD g — A ¢ {1,2,..... n}A> -1
(D5 ) (#) = 4 TO=D

0, st a—-Ne{l,2,...,n}
Sia—Xe{l,2,...n} =a—-A=m=>A=a—m,me{1,2,....,n} c-a-d

Proposition 2.2.6 (/11],/12])Soit a > 0,5 > 0,n = [a] + 1, on a les propriétés suivantes:
1. Si f(t)€L,(jab)),(1<p<o0), aors
(DI ) () = F(0), et (DRI ) () = £ (1)

2. Sia>p, et f(t)eL,(ab]),(1<p< o), aors

(D1zr) @ = (108) @ et (D13 6) (0= (5;°7) ),
3. Si f(t)eC(a,b]),q=[a+B]+1, alors

(Derlor) ) = (D7) @), et (D11) 1) = (D25 (),
4. Si f(t) € Ly ([a,0]), (I'7°f) € AC™ ([a, b)), alors

(L) ()

D0 = f0- 3 S e
n 1\ K (n—a (n—K)

agopn = -y S IO
k=1
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2.2. Equations différentielles fractionnaires

2.2.4 Dérivées fractionnaires de Caputo

Cette définition se base sur l'interversion des composition dans la formule de définition

,semble aussi raisonnable pour définir une dérivée fractionnaire appelée dérivée de Caputo.

Définition 2.2.11 Soit « > 0, et n = [a] + 1, la dérivée fractionnaire de Caputo & gauche

d’ordre « est définie par:

woe i Consw 1o () 10

- t — )" M) () da
o [ T @) de

Définition aussi son analogue & droit.

Définition 2.2.12 Soit o > 0,et n = [a] + 1, la dérivée fractionnaire de Caputo & droit

d’ordre « est définie par:

vt e [a,b],C D f(t):];‘_ao(—%>n £(8)
_ =D tx— neel o) (4 dr
_ F(n_a)/a< 07 £ () da

Remarque 2.2.5 ([13]) Par contre ,de telles définition ne recollent pas correctement aux

dérivées classique:

D3 S (1) = 1) (1) - £ (a)

Vn € N*,
Dy f () = (=1)" (S (8) = [ (b))

Heureusement ,le résultat suivant montre qu’elle approchent les dérivées classiques par

limite inférieure.

Remarque 2.2.6 1. On note AC ([a,b]) Uespace des fonctions absolument continues sur

[a,b]; f € AC ([a,b]) & Jp € L' ([a,b]) telle que f =c+ [ o (t)dt.

2. On note AC"™ ([a,b]) ,n € N*,l’espace des fonctions f définies sur [a,b] a valeurs dans
C' qui ont des dérivées continues sur [a,b] jusqu’a Uordre n — 1 donc:AC™ ([a,b]) =

{f:Q—=C:f®eC(ab]),k=0.n-1,f""DeAC([a,b])}.
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2.2. Equations différentielles fractionnaires

Lemme 2.2.2 ([11],[12]) Soit a € Rt /Njet n = [a] + 1.si f € AC™ ([a,b]), alors presque

partout:
lm D) = f0)
lim - ODRf(H) = (=" ()
Proposition 2.2.7 Pour a > 0,5 > 0,0n a:
1.
- L (8) (t—a)ﬁ_a_l,ﬁ>n

(CD3+ (t—a)’ 1) () = T(=a)

2.
(CD;j_ (b— t)/H) () =53~ (F;? )a> b—t) " B>n

Théoréme 2.2.4 Soit o« > Oet n = [a] + 1, si f : [a,b] — R, posséde (n — 1) dérivées en

(a) et D, f (t) existe. Alors

3
,_.

(k)
(“D3 1) () = D5 [f(t) Sy

0

e
Il

persique pour tout t € [a,b] .

Remarque 2.2.7 Pour A\=05—1,a =0 on a:
AA=-1A=2).A=n—-1)TA—=(n— 1))25’\_0‘

C o A
Dot =
at FrA—a+1)
LA+D _yr-a ,siA ¢ {0, 1 an—1
(YD) (t) = T(—at1) a ’ J A> -1
0 ,sz)\E{O, , ,...,n—l}

C-a-d
(“Dgt™) (t) =0, me€{0,1,2,...,n—1}

Proposition 2.2.8 Soit o > 0,5 > 0,n = [a] + 1, on a les propriétés suivantes
1. Si f(t) € C1([a,b]),q=[a+ 5]+ 1, alors:

(“pz “DLf) (0 = (“D7F) (1)

et

(0ng_ “pl f) (t) (CD;jfﬁ f) ().
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2.2. Equations différentielles fractionnaires

2. Si f(t) e C™ ([a,b]),ou f(t) € AC™ ([a,b]), alors:

n—1 (k) a )
(- on2p)@ = o - Doy,
o (=1)"F
(12 pr)m = riy-3 E 20y

Corollaire 2.2.1 Soita > 0,n = [a]+1 et (Dg‘+ f) , (CD;‘Jr ) (t) sont existent, on suppose
que f*) (a) =0 pour k=0,1,2,...,n — 1. Alors:

(“pLr) 0 = (D5°r) @)

2.2.5 Dérivées fractionnaires de Katugampola

Définition 2.2.13 (/10/)(Katugampola fractionnaire dérivés)
Soit a,p € R telle que « > 0,p > 0, et n = [a] + 1. la dérivée fractionnaire de

Katugampola ,pour 0 <t < T < 0o, est définie par:

d n B pafnfl B d n t Spfly (S)
D ti=r I () = —— (1P — / — -
oy (1) = ( dt) ° (") (1) I'(n—a) < dt) o (tr —sp)* " °

Remarque 2.2.8 (/9], [10])Un exzemple de base ,nous citons pour a,, p > 0,et pp > —p,alors:

pa—1F (1 + H)
Dot = PJ pp—ap

_ 23
F(l oz+p>

donne en particulier D, te=m) — 0, pour tout m = 1,2, ...,n.

En fait,poura, p > 0,et > —p, nous avons:

pDa tu pa—n+1 tl_p d " /t ptHpu—1 (tp p)nfafl d
= =, —_ S — S S
0* I'(n—a) dt 0

a- r<1 p)

p |
F<1+n—a+%>

e
P yu—ap

_ 23
F(l oz—i—p)

Si on met m = a — %, on obtient de :

n—oz—i—H} {n—a%—ﬁ—l} [1—&%—&]#‘_“’)
P P P
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2.2. Equations différentielles fractionnaires

P DY, M) = po‘*l% (n—m)(n—m-—1)...(1—m)t—rm

Donc ,pour m = 1,2, ...,n. nous avons pD8‘+t”(a_m) =0,Va,p > 0.

C'[0,T) désignons l’espace Banach de tout les fonctions continues sur [0,T]

1y loo=sup {[y () [: 0 <t <T7}.

Remarque 2.2.9 Soit p,c.T € R tel quep > 1,¢>0, et T < (pc)i .
il est clair que , Yy € C'[0,T]

T 1
ds\? Te
— ( [ s —) < 1yl
: s) = oy

Iy lIxee=ess sup [t°|y (@) || <T°[ ¢ [loo,
o<t<T

Iy |

et

Ce qui implique que C'[0,T] — XP[0,T], et
1
[y lx2<lly lls pour tous T < (pc)re.

Théoréme 2.2.5 (/9/, [10])Soit a,p € R, tels que o € (0,1), et p > 0, alors pour f,g €
XP[0,T],001<p< o0, on a:
Propriété Inverse

"Dy Pl f () = f (1)

Propriété de linéarité

"D+ (f +9) () = "D f (1) +" Dgeg (1)

PIge (f +9) (1) PIge f (1) +7 Igvg (1)

Equation différentielle de type Caputo

On commence par I’équation homogene de type Caputo

Existence de solution [9, bb9]

Lemme 2.2.3 1. Soit r > 0 si nous supposons que u € C'(0,1)NL (0,1) Alors l’équation

différentielle fractionnaire de type Caputo:

‘D'u(t)=0,0<t<1
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2.2. Equations différentielles fractionnaires

Admet une solution unique

w(t) = co+ ert + cot® + st + o+ gt

ou:

Cn€eR  avec:m=0,1,2,...n—1
2. Supposons que u € C™ ([0, 1]), alors:

I"D™u (t) = u (t) + co + crt + cot® +cst® + ...+ cpgt"

ou:

CneR  avec:m=0,1,2,...n—1

3. Soit 1 <r<2etyecC(0,1), alors l'unique solution du probléme au limites

‘Dru(t)y=y(t),0<y<1
u(0) +u (0) =
u(l)+d (1) =

Est donné par :

Tel que:
(1_t)(1_5)ril+(t—s)ril (1_t)(1_8)'r72
Gt s) = (1ft)(175)1:(‘T1)+(tfs)r‘1 i (1;({1_2))“2,0 ssstsd
I(r) + T'(r-1) 70 S t S S S 1

Probléme de Cauchy pour les équation différentielles linéaires

Corollaire 2.2.2 1. Soitr =n,n € Nour € Ctelquen—1<r <netg(t) e L([a,b]),
sia(t) € L™ ([a,b]) et borné dans [a,b] alors le probléme de Cauchy pour les équation

différentielles linéaires suivant d’ordre r et b, € C :

Dy(t) = a(®)yt)+g(t)
Dy (at) = by
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2.2. Equations différentielles fractionnaires

Admet une unique solution y (t) dans l'espace L" (a,b),

On pratique ,il existe une unique solution y (t) dans l’espace L" (a,b) pour le probléme

Dy(t) = At—a)y(t)+g(t)
D Fy(at) = by \BeC

. Soitr=1,n¢€C tel que 0 <r <1,bp € C:et g(t) € L([a,b]), sia(t) € L*®([a,b]) et

borné dans [a,b] alors le probléme de Cauchy

Dy(t) = a(t)y(t)+g()

Dy (a+) = by

Et le probléme de Cauchy:

Dy(t) = a@®y(t)+g()
im [(t—a) "y (@®)] = c

t—a

Admet une unique solution y (t) dans lespace L" (a,b) .
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Chapitre 3

Application de la mesure de non
compacité sur certain type d’équation

différentielle d’ordre fractionnaire

Dans ce chapitre on essaye d’applique la notion de la mesure de non compacité sur les
problémes de type des équations différentielles d’ordre fractionnaires pour étudier I'existence

de solutions.

3.1 Application de MNC pour ’existence de solution
des EDFs

Cette section est consacré a ’étude de I'existence de la solution des problémes aux limites.

On considére I’équation différentielle fractionnaire suivante:2.1.8

{CDrm)f(t,y%wef[()’ﬂ’l“d (3:2.1)

y(0) =yo,y(T) =yr

Ou f:[0,7] x R — R; est une fonction continue.
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3.1. Application de MNC pour I'existence de solution des EDFs

‘D (t) = f(t,y(t)),t€[0,T],0<a<1

(3.1)
ay (0) + by (T) = c

Ou f:[0,7] x R — R; est une fonction continue et a;b; c; sont des constant réelles

telle que a +b # 0 :

et D" est la dérivée fractionnaire de Caputo :

f I x E est une fonction donné ,satisfaisant quelques hypothése qui seront spécifies
plus tard et E est un espace de Banach avec la norme || . ||, cette étude est basé sur les
travaux de R.P.Agarwal et la mesure de non compacité est souvent utilisée dans différentes
branches d’analyse non linéaire spécialement dans ’existence de solution de différentes types
d’équation intégrales, la mesure de non compacité associée au théoréme du point fixe de

Monch vont nous permettre d’établir ’existence de solution de probléme 77

3.1.1 Mesure de non-compacité et des équations différentielles

fractionnaires dans les espaces de Banach

Dans ce section, nous étudions l'existence et le caractére unique de solutions pour une
classe de des équations différentielles fractionnaires non linéaires implicites via ’équation de

Banach pour une équation différentielle fractionnaire non linéaire,

D'y (t) = f(t,y), pour chaque t € J =1[0,T],1 <r <2 )
y(0) =y0,9' (0) =

ou D est la dérivée fractionnaire de Caputo, f : J x E — E est une fonction donnée
satisfaisant certaines hypotheéses qui seront précisées plus tard, et E est un espace de Banach
de normé || . ||. Nous utiliserons la technique des mesures de non-compacité qui est souvent
utilisée dans plusieurs branches de ’analyse non linéaire. Surtout, cette technique s’avoir
étre un outil tres utile pour plusieurs types d’équations intégrales.

Le but principal ici est de prouver 'existence de solutions pour le probléme ci-dessus
en utilisant le théoréme du point fixe de Monch et sa mesure de Kuratowski associée de

non-compacte.
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3.1. Application de MNC pour I'existence de solution des EDFs

Lemme 3.1.1 Nous rappelons quelques définitions et résultats qui seront utilisés dans la
suite Notons par C (J, E) Uespace de Banach des fonction continues y : J — E ,avec la

norme habituelle du supremum

1y lloo=sup{ll y () .t € J [}

Soit L' (J, E) l’espace de Banach des fonctions mesurablesy : J — E qui sont intégrables

de Bochner,doté de la norme
Iy lo= [ v
J

ACY (I,R) désigne l’espace des fonction y : J — E dont les dérivées premiéres sont
absolument continues. De plus,pour un ensemble donnéV de fonctionsv : J — E, désignons

par

V() = {v(t):veV},teld
et

V(J) = {vt):veVteJ}

Définition 3.1.1 La mesure de non-compacité de Kuratowski d’un ensemble borné A €
Mx ,notée o (A) ,est définie par: a(A) =inf{Ve <0: AC U B;,B; C X,diam (B;) <¢,i=1,2,......,n}

désigne le diamétre de [’ensemble B;.
Théoréme 3.1.1 :Soit (X,d) un espace métrique et A, Ay Ay € Mx ,alors

1. a(A)=0<%« A est compact.
2. AC A = a(A)<a(d)

3. a(A) = a (A)
4. a(A+B) <a(A)+a(B)

5. a(cB) =|c|a(B);ceR

6. a(conv B) = o (B)
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3.1. Application de MNC pour I'existence de solution des EDFs

Définition 3.1.2 L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction h € L' ([a,b]) d’ordre r €

R, est définie par

Ih(t) = F%T)/a (tf((:))l_rdt

oul” est la fonction Gamma quand a = 0 .on écrit I"h (t) = h (t)xp, () ,ou ¢, (1) =

t'r‘—l
T(r)

pourt > 0.et ¢, (t) =0 pourt < 0. et p, — § (t) comme r — 0,00 6§ est la fonction Delta.

Définition 3.1.3 Pour une fonction h définie sur l'intervalle [a,b], la dérivée d’ordre frac-

tionnaire Caputo de h ,est définie par

I IO
a+h(t)_F(n—T)/a (t_s)lfnJrrd

n=[r|+ 1 et[r] désinge la partie entiére de r.

A partir de la définition de la dérivée de Caputo.
Lemme 3.1.2 Soit r > 0 alors :
i) L’ équation différentielle fractionnaire (°D"h) (t) = 0, admet une solution unique:
h(t)=Co+ Cit + Cot? + ... + Cpt™ V| telle que C; € E,eti=0,1,2,....n=[r] +1
i) Si°D"he C(I,FE);et 0 <r < 1,alors

I'°D"h(t) = h(t) + Co + Cit + Cot? + ... + Cpt ") (3.4)

pour certain constant C,, € R,n =10,1,2,...,n n=I[r]+1
Définition 3.1.4 Une application f : J X E — E est dite Carathéodory si
i) t — f(t,u) est mesurable pour chaque u € E.
ii) u — F (t,u) est continue pour presque tout t € J.

Théoréme 3.1.2 Soit D un sous-ensemble borné, fermé et convexe d’un espace de Banach
telle que 0 € D et soit N une application continu de D vers lui-méme. une application

continue de D wvers lui-méme. Si l'implication
V=coowN (V) ou V=N({V)u{0}=a(V)=0

est valable pour tout sous-ensemble V' de S D,alors N a un point fize.
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3.1. Application de MNC pour I'existence de solution des EDFs

Lemme 3.1.3 Soit D un sous-ensemble borné, fermé et convere d’un espace de Banach
C(J,E),G une fonction continue sur J x J et f une fonction de J x E — E qui satisfait
auz condition de Carathéodory, et supposons qu’il existe p € L' (J,R,) tel que ,pour chaque

t € J et chaque ensemble borné B C E, on ait

lim o (f (Jop x B)) <p(T)a(B),Jpp=[t —ht[NJ

h—0t

S1 'V est un sous-ensemble équicontinu de D, alors
o({[eenrepenayevt) < [16aslp@aw s
J J

Résultat d’existence de solution

La présente étude implique que nous définissions ce que présentons par une solution du

probléme donné (2.1.1)

Définition 3.1.5 On dit qu'une fonction y € AC' (I,R) est une solution de la PVI ,siy
satisfait l’équation D"y (t) = f (t,y (t)) sur I ,et les conditions y (0) = yo et vy’ (0) = y1.

Lemme 3.1.4 Soit 1 <r <2, h:J — FE soit continue :On dit d’une fonction y est une

solution de l’équation intégrale fractionnaire

y (1) :yo+y1t+ﬁ / (t— )" h(s)ds 2)

si et seulement si y est une solution des équations différentielles fractionnaires PVI

‘D'y(t)=nh(t), tel[0.T] (3)

y(0) =109 (0) = (4)
Démonstration. Par le lemme( ),nous réduisons (2.1.3)-(2.1.4) & équation intégrale

équivalente

1

t
——/@—@Hh@$+%+at
) Jo

y(0) = Cotust + I (1) = 1

pour certaines constantes Cy; Cy € E.
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3.1. Application de MNC pour I'existence de solution des EDFs

Les conditions donnent(2.1.4),
Co =y0;C1 =1

On obtient donc (2.1.2).Inversement,si u satisfait ’équation (2.1.2) ,les équations (2.1.3)-
(2.1.4) sont vraies. Pour dériver le résultat d’existence pour le probléme(2.1.1),donne des
conditions appropriées comme suit:

(Hy)h : J x E — F satisfaites la condition de Carathéodory

(Hy) Tl existe p € L' (J,R,) N C (J,R,) telle que

&) I<p @)yl

pour t € J et chaque y €

(H3) Pour chaque zt € J et chaque ensemble borné B C E, nous avons.

lim a(f (Jup x B)) < p(t)a(B):Jup = [t — ht[NJ

h—07+
Théoréme 3.1.3 Supposons que( Hy) — (Hs) soient vérifiés. Soit p* = sup,c;p (t) .S

p*TT

alors la PIV(2.1.1)a au moins une solution.

Démonstration. Convertir le probléeme(2.1.1)en un probléme de point fixe. Consid-
érons 'opérateur N : C'(J, E) — C (J, E) défini par
o 1 ! r—1
Ny () =yo+yma’ + = [ (t=s)" f(sy(s))ds
I'(r) Jo
Clairement, les point fixe de 'opérateur P sont des solution du probléme (2.1.1)

Soit

[yo I+ 1 wn [T
o> L (6)
T(r+1)

et considérer

Dy ={y € C(J E) o[l y [ o< 70}

Clairement, le sous-ensemble D, est fermé, borné et convexe. Nous allons montrer que

N satisfait les hypothéses du théoréme.
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3.1. Application de MNC pour I'existence de solution des EDFs

La preuve du théoréme est donnée en plusieurs étapes:
Etape 1: N est continu. Soit {y,} une suite telle que y,, — y dans C (J, F).
Alors pour chaque t € J,

I () ()= N W) @) =] 5 | =9 1F (o 6)) = (5. ()] LD
1 ! r—1
< L= (6 = £ (s 90 | s (3.12)

Puisque f est de type Carathéodory, par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue,nous
avons

I'N (yn) = N (y) llo— 0, comme n — oo

Etape 2: N fait correspondre D,, a lui-méme. Pour chaque y € D,, par (H,) et
(2.1.6),0on a pour chaque t € J,

I NGO Il | +55 [ €= ™ 17 o) | ds

I NGO I+ 1T+ s [ =97 06 1) | ds
s [ = s
rop™ 1"
ey

N @) 1<l wo [l + [l ya | T+

N @) 1<l wo [l + [l ya | T+
I N (y) @) <o

Etape 3: N (D,,) est bornée et équicontinue. Par la revendication 2,il est évident que
N (D,,) C C(J, E) est borné. Pour I'équicontinuité de N (D,,), soit t1;ts € J,t; < ty et
y € Dy,.
Alors:

I N ) () =N ) 0) 1=l mte =t [ | [ = P o) = s [ =

I N () (t2) = N (y) @) (<[ on || (22 = t1) + / [(ta = )" = (ts =) ] | [ (s.9(5)) [l ds + T

L (r) Jo

| N ) ()= N ) 0] <] | (2= 1)+ 55 [ (2= = (=9 p() s+ 75 [
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3.1. Application de MNC pour I'existence de solution des EDFs

Comme t; — ty,le coté droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro. Maintenant, soit V'
sous-ensemble de D, tel que V C conv (N (V') N {0}) .D’apres la revendication 3, le sous-
ensemble w est borné et équicontinu et donc la fonction v — v (t) = a(V (¢)) est continue

sur J.

Puisque la fonction t — yo + 31t est continue sur J,’ensemble {yo + y1t;t € J} C E est

compact. En utilisant ce fait ,(Hj3) le lemme ()et les propriétés de la mesure o on a pour

chaque t € J,
v(t) < a(N(V)()u{o})

< a(N(V)(®)
1 ! r—1

< F(T)/O(t—s) p(s)a(V(s))ds
1 ! r—1

< F('r’)/o(t_s) p(s)v(s)ds

1 ! r—1
< ol [ 0= s
< vl mg
Cela donne ¢a

R

Par (), il s’ensuit que || v ||oo= 0, c’est-a-dire v (t) = 0 pour tout ¢ € Jet alorsV (¢) est
relativement compact dansFE.
En examen du théoréme d’Ascoli-Arzela, V' a relativement compact dans D,,.En appli-

quant maintenant le théoréme(),nous concluons que N a un point fixe qui est une solution

du probléme ()-()

3.1.2 Existence de Solution de I’équation différentielle Fraction-

naire de Type Katugampola

Dans cette section, nous étudions I'existence et le caractére unique de solutions pour une
classe de ces équations différentielles fractionnaires non linéaires de Katugampola dérivé

fractionnaire avec une condition initiale

PDgu(z) = f(z,u(x)),z>0,xel:=[0T],1<r<2 (3.2)
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3.1. Application de MNC pour I'existence de solution des EDFs

Avec:

u (0) = ug,u’ (0) = uy (3.3)

Oul<r<2,p>0,et f:[0,T]xR—R
Les arguments se fondent sur le principe de Banach de contraction, le théoréme du

point fixe de Schauder et alternative de type Leray-Schauder.

Lemme 3.1.5 Nous rappelons quelques définitions et résultats qui seront utilisés dans la
suite Notons par C (I,R) l’espace de Banach des fonction continues v : I — R ,avec la

norme habituelle du supremum

| [loo= sup {[| u(x),z € I}

Soit L' (I,R) l’espace de Banach des fonctions mesurables u : [ — R qui sont Bonchner

intégrables ,avec la norme
| w||zi= /u(m) ds
I

C! (I,R) désigne l’espace des fonctions u : I — R dont les dérivées premiéres sont ab-
solument continues. De plus,pour un ensemble donné w de fonctions w : I — R, désignons

par

w(z) = {z2(2):z€w},xel
et

w(l) = {2(x):z€w,xel}
Lemme 3.1.6 Soit r,p >0 ,siuw € C|[0,T], alors :
i) L’ équation différentielle fractionnaire (”D&y) (x) =0, admet une solution unique:
u(z) = Co+CraP+Coz®+.. +Cx™ V| telles quer > 0,Cp € Riet m =1,2,....n = [r]+1
ii) Si’Dy.u e C(I,E) et 0 <r < 1,alors

PI Divu (x) = u(2) + Co + Cha? + Cox® + ... + Cpz™Y (3.4)

pour certains constants Cp, € R,m=0,1,2,...n ; n=[r]+1
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3.1. Application de MNC pour I'existence de solution des EDFs

Définition 3.1.6 La mesure de non-compacité de Kuratowski d’un ensemble borné A €

Mx ,notée o (A) ,est définie par:
a(A)=inf{Ve<0: ACU',B;,B;, C X,diam (B;) <¢,i=1,2,.....,n}
ou:diam B; désigne le diamétre de [’ensemble B;.
Théoréme 3.1.4 :Soient (X,d) un espace métrique et A, Ay As € Mx ,alors
1. a(A)=0<« A est compact.
2. ACA =a(A) <a(4)
3. a(A) =a(A)

4. a(A+B) <a(A)+a(B)

o

a(cB)=|c|a(B);ceR
6. a(conv B) = a (B)

Définition 3.1.7 L’intégrale fractionnaire de Katugampola *Dj, d order r € C(Rer > 0)
est définie par
1-r T
p r—1 p—1
P — p_ P p d
(1) @) = s [ @ =y (s s
pour x > 0 ,si [intégrale existe.

Définition 3.1.8 La dérivée fractionnaire de Katugampola, correspondant a l’intégrale frac-

tionnaire de Katugampola est définie par

@ = (#72) Chnw

st [intégrale existe.

Théoréme 3.1.5 Soit S un sous-ensemble borné, fermé et convexe d’un espace de Banach
telle que 0 € S, et soit P une application continue de S dans lui-méme. Si l'implication on

w=7conv (w) ou w=P(w)U{0}=a(w)=0

est vérifié pour tout sous-ensemble w de S, alors P a un point fixe.
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3.1. Application de MNC pour I'existence de solution des EDFs

Définition 3.1.9 Une application [ : J x E — E est dite Carathéodory si

i) t — f(t,u) est mesurable pour chaque u € E.

ii) u — F (t,u) est continue pour presque tout t € J.

Lemme 3.1.7 ([16])Soit S un sous-ensemble borné, fermé et convexe d’un espace de Ba-
nach C (I,R). Soient G une fonction continue sur I x I et f une fonction de I x R — R
qui satisfait auzx conditions de Carathéodory, et supposons qu’il existe P € L* (I,Ry) tel que

,pour chaque x € I et chaque ensemble borné B C R, on ait

hlirgl+a(f (Ith x B)) <p(z)a(B),Itp =[x —ht[nI

St w un sous-ensemble équicontinu de S, alors

o({[ewaseamsuest) < [16ws 1peate)as

I

Résultat d’existence de solution

Dans cette section on étudié 'existence de la solution du probleme ( 7?)-(?77?)

Définition 3.1.10 On dit qu’une fonction u € C (I,R) est une solution du PVI (77?)-
(??),s1 U satisfait l’équation PD{ v (x) = f(x,u(x)) sur I et les conditions u(0) = ug ,

u' (0) =uy :

Lemme 3.1.8 Soit 1 < w <2 et f: I — R une fonction continue .On dit une fonction u
est une solution de l’équation intégrale fractionnaire de Katugampola

1—r

= ug + uyz” p ' 2f — PV P (s, u(s)) ds )
ule) = w0t ma’ + fes [ @ =y (s () s (35)

si et seulement si u est une solution de équation différentielle fractionnaire
PDyu () = f (a,u(x)), @€ [0T] (3.6)

ou la dérivée de type Katugampola.

u (0) = ug,u’ (0) =y (3.7)
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3.1. Application de MNC pour I'existence de solution des EDFs

Démonstration. Par le lemme( ?7?)nous réduisons (?77)-(?7?) a une équation intégrale

équivalente

1—r

wle) =+ e+ B f (@) = oo [ @ =77 (s (9) s+ Gy Cra?
0

pour certaines constantes Cy; Cy € R.

Les conditions (??) donnent,
CO = Up; Cl = Ui.

On obtient donc (?7?).Inversement,si u satisfait I’équation (??) ,les équations(??)-(?7)
sont vraies. Pour le résultat d’existence pour le probléme(??)-(?7?),donne des conditions
appropriées comme suit:

(Hy)f : I x R — R satisfaites la condition de Carathéodory.

(Hy) Tl existe P € L' (I,R,)NC (I,R,), telle que

I f (2 u) |< g (@) [[ulz) ||
pour x € I et chaque u € R.
(H3) Pour chaque z € I et chaque ensemble borné B C R, nous avons.

hlirg1+oz(f (I, x B)) <p(z)a(B);liy=[r—ht[NI

Théoréme 3.1.6 Supposons que( Hy) — (Hs) soient vérifiés. Soit ¢* = sup,c;q (x) .S

q*Tpr
— <1 3.8
p'T(r+1) (38)
alors le PVI (?7)-( 7?) admet au moins une solution.

Démonstration. Convertir le probléeme (?7)-(?7) en un probléme de point fixe. Con-
sidérons 'opérateur P : C (I, R) — C (I, R), défini par

1—r

P ' PPV P (s,u(s)) ds
s | @ =t g d

P (u) (z) = uo + ur2” +

Clairement, les point fixe de 'opérateur P sont des solution du probléme (?7)-(?7)

Soit

[uo | + ([ [[T7
TO > 1 _ q*Tp’r' (3'9)
prT(r+1)
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3.1. Application de MNC pour I'existence de solution des EDFs

et considérer
Sro ={u € C(LL,R) | u o< 70}

Clairement, le sous-ensemble S, est fermé, borné et convexe. Nous allons montrer que
P satisfait les hypotheses du théoreme(?7).
La preuve du théoréme est donnée en plusieurs étapes:
Etape 1: P est continu. Soit {u,} une suite telle que u,, — u dans C' (I, R).

Alors pour chaque = € I,

T

P ) (@) = P @) ) = £ [ = s [ s (90) = £ s (B0

P ) R S, Up (8)) — f(s,u(s s
L [y e () - (o) )

Puisque f est de type Carathéodory, par le théoréme de la convergence dominée de

Lebesgue,nous avons
| P (un) (x) = P (u) (%) [loo— 0, comme n — oc.

Etape 2: P transforme S, a lui-méme. Pour chaque u € S, par (Hs) et (?77),0n a

pour chaque x € I,

I P ) @) 1]+ e |+ | @ =) 7 (s s) | ds

| P @ <] vl + w7+ s [ @ =y () ul ds
| P @ 1<l ]+ 17+ 20 [ =y g ) as

,,,.Opl—rq*Tpr

P < + TF +
I P (u) (@) [[<[ uo || + || || T (r + 1)

I P (u)(2) |< 7o
Etape 3: P (S5,,) est bornée et équicontinue. Par 2,il est évident que P (S,,) C C (I, R)

est borné. Pour I'équicontinuité de P (S,,), soit z1;x9 € [, 21 < x5 et u € P (S,,).

Alors:

| P ) = P 1<l @ =af)+ fros [ @ =™ o) s — s [
| P ) = P <l @=af)+ fros [ =™ = =0 ) £ (o)
I P ) = P <l = o)+ fros [ =™ = (= 0 ) uls)
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3.1. Application de MNC pour I'existence de solution des EDFs

Donc
b TP T, e p pyr=1] =1 rop” !
P () ()= (u) ) <1 e | (=)0 / (=) = @ = () ds R

Comme x; — x3,le coté droit de 'inégalité ci-dessus tend vers zéro. Maintenant, soit

w un sous-ensemble de S, tel que @ C conv (P (w) N {0}) .D’apres la assertion 3, le sous-
ensemble w est borné et équicontinu et donc la fonction z — 2z () = a (w (x)) est continue

sur /.

Puisque la fonction x — wug+wui2” est continue sur ,I’ensemble {Uo + Urzryxr € 1 } CR
est compact. En utilisant ce fait ,(H3) le lemme (?7)et les propriétés de la mesure o on a

pour chaque z € I,

z(z) < a(P(w)u{0})
< Oél(P(w)( z))
= 16(7’)/0 (27 = ") 5" g (s) a (@ (s)) ds
A P 5P eP 10 (s) o (s) ds
< s [ @ e )
<zl g | @ e a0 s
*Trp
< ||z ||oom
Cela donne
q*TT’p
Hz”oofm

Par (?7), il s’ensuit que || z ||oo= 0, c’est-a-dire z (z) = 0 pour tout = € [,et alorsw (z)
est relativement compact dansR.
D’apres le théoreme d’Ascoli-Arzela, w est relativement compact dans S,,,.En appliquant

maintenant le théoréme(?7?)nous concluons que P a un point fixe qui est une solution du

probléeme (77)-(77?)

Exemple 3.1.1 Nous considérons le probleme PVI fractionnelle de Katugampola

("Dyu) (z) = f (x, Eaﬁ)) vel:=[0,1] (3.12)

w(0) = 0,4 (0) = 1
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3.1. Application de MNC pour I'existence de solution des EDFs

oUW = %,p =1et
—<%)xii oin el rzel,ueR
f (z,u(x)) = Ga(irve) 1T
0,z=0,uelR

Clairement, la fonction f est continue. L’hypothése (Hy) est satisfaite avec

9 1
(%)x isinz | u |

<
LIV xf"if sinz|u
ot q(x) = % Par conséquent,la condition (??) est satisfaite avec
q*Trp
—— <0
pT(r+1)

Par conséquent, le théoréme (?7) implique que le probléeme (?77) a au moins une solution

définie sur I.
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Conclusion

Conclusion

Le travaille qu’on a fait dans ce mémoire a un résultat trés important, c’est ’étude de
I’existence de la solution d’une équation différentielle d’ordre fractionnaire dont le probléme
posé est de type de Cauchy avec deux opérateur de dérivé fractionnaire de Caputo et de
Katugampola, en utilisant la théorie de point fixe et les propriétés de la mesure de non

compacité de Kuratouskii.
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Résumé

Dans ce travail, nous allons traiter la notion de la mesure non
compacté appliquée sur les opérateurs linéaires sous forme
d’équations différentielles d’ordre fractionnaire de but a prouver
I’existence de la solution a I'aide de la théorie du point fixe de

Médnch combinée a la mesure de Kuratouskii.
Mots clés : Mesure de non compacité de Kuratouskii, Point fixe, Equations
différentielles fractionnaire, Dérivée fractionnaire Caputo.

Abstract

In This Work, we study the notion the measure of noncompactness and we
applied to the fractional differential equations on the goal to proof the
existence of solution using fixed point theory combined with the
Kuratouskii measure of noncompactness

Keywords : Measure of noncompactness of Kuratouskii, Fixed point theorem, fractional differential
equations, derivative Caputo.




