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Introduction

Les équations aux dérivées partielles, notées en abrégé ”EDP” dans la suite constituent une

branche importante des mathématiques appliquées, elles sont utilisées dans la modélisation

de nombreux phénomènes de natures différentes.

Les équations d’évolutions (hyperbolique, paraboliques,· · · ), i.e. les équations avec temps

t en tant que variable indépendante, résultent non seulement de beaucoup de champs des

mathématique, mais également d’autres branches de la science, telle que la physique, la

mécaniques, et la science des matériaux,· · ·

L’équation d’onde, établie par D’Alembert en 1746, obtenue lors de l’étude des cordes

vibrantes, relie les variations temporelles du déplacement transversal d’une corde vibrante,

à ses variations dans l’espace par l’intermédiaire de la vitesse de propagation de l’onde.

Dans ce travail, on détaille deux article, l’article de Balazs [2], et l’article de Vesnitskii et

Potapov [7]. Les deux articles ont comme bute de donner une solution exacte du problème

oscillation, en dimension un, d’une corde un, avec une longueur variable que dépend de t,

i.e. dire une corde ayant deux bordure: un fixe (x = 0), et l’autre variable (x = `(t)) ou les

deux sont variable (x = `−(t)) et (x = `+(t)).

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Dans le premier chapitre, on rappel sur la

solution de D’Alembert, et séparation de variable, de l’équation d’onde dans un domaine

fixe 0 < x < `, puis quelques préliminaires sur les série de Fourier (simple et généralisé),

et comment calculer les coefficients de la série. Dans le deuxième chapitre, on détaille le

travail de Vesnitskii et Potapov, qui donne la solution exact de l’équation d’onde, dans un

domaine, avec une frontière variable 0 < x < `(t), sous forme d’une série. En fin dans le

dernier chapitre, on considère différents domaines `−(t) < x < `+(t), comme dans le travail

de Balazs, on obtient la solution dans deux cas. la première est donnée sous forme de série,

lorsque la vitesse de variation du domaine est constante, `(t) = vt, v est une constante

1



0 < v < 1. La deuxième est plus simple, obtenue pour le cas 0 < x <
√
t2 + 1. Une

conclusion et quelque références sont donnée a la fin du manuscrit.
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Chapitre 1

Préliminaires sur l’équation d’onde

Dans ce chapitre, on rappel quelque résultats sur l’équation d’onde, dans un domaine fixe,

et quelques notions sur les séries de Fourier.

1.1 L’équation d’onde en dimension un

On considérant une corde, en position horizontale, et de longueur l (de x = 0 à x = l) au

repos tendue avec tension constante T , les point de cette corde peuvent se déplacer dans

un plan vertical, on note ρ la densité massique de la corde, que l’on suppose et constante,

on s’intéresse aux petits déplacements verticaux des points de la corde, comme l’aire la

résistance sont négliges. On note h(x, t) la déplacement vertical du point, d’abaisse x à

l’instant t, après avoir appliquée le principe fondamental de la dynamique, voir [1], on

obtient alors l’équation suivante T ∂2h
∂2x
− ρ∂2h

∂2t
= 0 et pour c =

(
T
ρ

) 1
2

on définie l’équation

d’onde en dimension un
∂2h

∂2t
= c2

∂2h

∂2x
, (1.1)

avec les conditions aux bornes

h(0, t) = h(l, t) = 0 (t ≥ 0), (1.2)

et les conditions initiales

h(x, 0) = ϕ(x) ,
∂h

∂t
(x, 0) = ψ(x). (1.3)

Remarque 1.1 Soit ϕ et ψ deux fonction définies sur R, si ϕ ∈ C2 et ψ ∈ C1. Alors

le problème définies par l’équation (1.1) et les condition (1.2), (1.3) admet une solution

unique, h de classe C2 sur R× R+
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1.1.1 La formule de D’Alembert

Théorème 1.2 La solution h du problème (1.1)-(1.2) -(1.3) est donnée par la formule de

D’Alembert

h(x, t) = f(x+ ct) + g(x− ct),

avec f et g sont des fonction à détermine. De plus

h(x, t) =
1

2
[ϕ(x+ ct) + ϕ(x− ct)] +

1

2c

x+ct∫
x−ct

ψ(s)ds. (1.4)

Démonstration. Nous utiliserons le changement de variable suivant:

ξ = x+ ct , η = x− ct,

on introduit la fonction:

H(ξ, η) = h(x, t).

Pour vérifier que H satisfait l’équation (1.1) on dérive H para port ξ et η deux fois on

obtient:

∂2H

∂t2
= c2Hξξ − 2c2Hξη + c2Hηη,

∂2H

∂x2
= Hξξ + 2Hξη +Hηη.

En substituant ceci dans l’équation (1.1), alors:

Hξη = 0.

On intégrant, on déduit il existe deux fonction f et g telles que :

H(ξ, η) = f(ξ) + g(η),

En revenant à l’inconnue originale h, nous obtenons:

h(x, t) = f(x+ ct) + g(x− ct).

Pour obtenir f et g nous utilisons les condition initiales:
h(x, 0) = ϕ(x)⇒ f(x) + g(x) = ϕ(x),

∂h

∂t
(x, 0) = ψ(x)⇒ f(x)− g(x) =

1

c

x∫
0

ψ(s)ds+ A.

4



d’ou nous tirons les identités:
f(x) = 1

2
ϕ(x) + 1

2c

x+ct∫
x0

ψ(s)ds.

g(x) = 1
2
ϕ(x)− 1

2c

x−ct∫
x0

ψ(s)ds.

expressions dont le résultat annoncé (1.4) se déduit en prenant la somme

Exemple 1.3 Posons h(x, 0) = ϕ(x) = sin(x), ∂h
∂t

(x, 0) = ψ(x) = 0 alors:

h(x, t) =
1

2
(sin(x+ ct) + sin(x− ct)),

Donc

h(x, t) = sin(x) cos(ct).

1.1.2 Domaine de dépendance et d’influence

La formule de D’Alembert (1.4) définie la valeur de h au point (x, t) et elle ne dépends que

de la valeur de ϕ au points x− ct et x+ ct et la valeur de ψ sur l’intervalle [x− ct, x+ ct].

cette intervalle est nommée domaine de dépendance de (x, t). D’autres parts, la valeur de

ϕ et ψ au point z influe sur la valeur de h au point (x, t) qui appartient au secteur

z − ct ≤ x ≤ z + ct,

qui est appelé domaine d’influence de z.

x, t

x  ct x  ct
Domaine de dépendance de x, t

Domaine dinfluence de z

x  ct  z x  ct  z

z x

 
 
 
 
 
 
  
  
 
  
 
 
 Figure 1.1: Domaine de dépendance et d’influence
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1.1.3 Solution avec séparation de variables

La séparation des variables consiste à rechercher sur la solution de (1.1), (1.2), (1.3) qui

prendraient la forme

h(x, t) = k(t)u(x), t > 0, x ∈ [0, l] , (1.5)

En injectant formellement cette formule dans l’équation (1.1), on obtient:

k
′′
(t)u(x) = c2k(t)u

′′
(x),

Donc
u

′′
(x)

u(x)
= c2

k
′′
(t)

k(t)
= λ,

Nécessairement, on a alors 
u

′′
(x) = λu(x) x ∈ [0, l] ,

u(0) = u(l) = 0,

k
′′
(t) = λc2k(t) t > 0.

On cherche la solution pour λ < 0, (λ = −α2)

1. Pour l’équation

u
′′
(x) + α2u(x) = 0,

On a ∆ = (2αi)2 < 0, donc la solution de ceci est donne par :

u(x) = c1 cos(αx) + c2 sin(αx).

On appliquant les condition aux bord on obtient:

un = Bn sin
(nπ
l
x
)
. (1.6)

2. Pour l’équation

k
′′
(t) + c2α2k(t) = 0,

On a ∆ = (2αci)2 < 0, donc la solution de ceci est donne par :

k(t) = Cn cos
(nπ
l
ct
)

+Dn sin
(nπ
l
ct
)
,

On utilisant (1.6) et le principe de superposition des solutions on obtient la sérier:

∞∑
n=1

(
An cos

(nπ
l
ct
)

+Bn sin
(nπ
l
ct
))

sin
(nπ
l
x
)
.
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Calcule des coefficients An, Bn:

Pour calculer les coefficients An et Bn on utilise les condition initiales (1.3)

1. h(x, 0) = ϕ(x), alors:
∞∑
n=1

An sin
(nπ
l
x
)

= ϕ(x),

En multipliant ceci par sin(mπ
l
x) et intégrer sur l’intervalle [0, l] nous obtenons:

∞∑
n=1

An

l∫
0

sin
(nπ
l
x
)

sin
(mπ
l
x
)
dx =

l∫
0

ϕ(x) sin
(mπ
l
x
)
dx.

On peut vérifier que :

l∫
0

sin
(nπ
l
x
)

sin
(mπ
l
x
)
dx =


l

2
si n = m

0 si n 6= m
. (1.7)

Donc

An =
2

l

l∫
0

ϕ(x) sin
(nπ
l
x
)
dx.

2.
∂h

∂t
(x, 0) = ψ(x), alors :

∞∑
n=1

Bn
nπ

l
sin
(nπ
l
x
)

= ψ(x),

En multiplie ceci par sin(mπ
l
x) et intégrer sur l’intervalle [0, l], nous obtenons:

∞∑
n=1

Bn

l∫
0

nπ

l
c sin

(nπ
l
x
)

sin
(mπ
l
x
)
dx =

l∫
0

ψ(x) sin
(mπ
l
x
)
dx,

et on utilisant (1.7), on obtient:

Bn =
2

nπc

l∫
0

ψ(x) sin
(nπ
l
x
)
dx.

Remarque 1.4 On peut considérer d’autres conditions aux bord, i.e. des conditions de

Neumann, conditions mixtes, · · · .
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1.2 Séries de Fourier

Nous allons étudier maintenant de façon approfondie les fonctions sin et cos, puisqu’elle

peuvent constituer une base dans l’espace vectoriel L2(0, l), c’est à dire celui des fonctions

de carré sommable définies sur l’intervalle [0, l] voir [1],[5], [6]

Théorème 1.5 Les fonctions

1, sin

(
2π

l
x

)
, cos

(
2π

l
x

)
, · · · , sin

(
2nπ

l
x

)
, cos

(
2nπ

l
x

)
· · ·

constituent une base orthogonale de L2 (0, l)

Ensuite, une fonction f quelconque de L2 (0, l) peut s’écrire sous la forme

f(x) v
a0
2

+
∞∑
n=1

{
an cos

(
2nπ

l
x

)
+ bn sin

(
2nπ

l
x

)}
. (1.8)

et comme notre base est orthogonale, les coefficients an et bn sont donnés par le produit

scalaire de f par les éléments de la base:

a0 =
1

L

l∫
0

f(x)dx, an =
2

l

l∫
0

f(x) cos

(
2nπ

l
x

)
dx et bn =

2

l

l∫
0

f(x) sin

(
2nπ

l
x

)
dx

Soit:

SN(x) =
a0
2

+
N∑
n=1

{
an cos

(
2nπ

l
x

)
+ bn sin

(
2nπ

l
x

)}
la somme partial de série Fourier de f, alors on a le théorème de convergence suivant

Théorème 1.6 Soit f une fonction carré intégrable sur l’intervalle [−l, l] on a:

lim
N→−∞

l∫
−l

[SN(x)− f(x)]2 = 0.

Un autre résultat de convergence est le suivant:

Théorème 1.7 (de Dirichlet) Soit f : R→ R une fonction périodique de période T = 2l

satisfaisante aux condition suivantes:

D1): f et f
′

sont continues par morceaux sur [−π, π].

D2): f admet en tout point une dérivée à droit et une dérivée à gauche

Alors la série de Fourier associée à f est convergent et on a:

a0
2

+
∞∑
n=1

an cos
(nπ
l
x
)

+bn sin
(nπ
l
x
)

=

 f(x), si f est continue en x,

f(x+ 0) + f(x− 0)

2
, si f est discontinue en x.

de plus la convergence est uniforme sur tout intervalle où la fonction f est continue
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1.2.1 Séries de Fourier avec poids

Dans le chapitres suivants, on a besoin de considérer des série de Fourier dans un sens plus

générale

Définition 1.8 Soit {φn : n = 0, 1, . . .} une famille des fonctions continues dans une in-

tervalle fini [0, l], ou infini. On dit que sont orthogonale dans [0, l] avec la fonction ne pas

négatif r(x) si:

〈φm, φn〉 =

l∫
0

r(x)φmφndx = 0 ∀m 6= n et

l∫
0

r(x)φ2
ndx 6= 0 ∀n.

la fonction r(x) est nommé fonction poids.

La famille {φn : n = 0, 1, . . .} dans [0, l] avec la fonction poids est dite orthonormée si:

l∫
0

r(x)φ2
n dx = 1 ∀n.

1.2.2 Expansions en série de Fourier

On considère la base {e1 . . . en} (ek la vecteur unité de Rn), telle que ∀u ∈ Rn on choisit un

unique constants α1, α2...,αn :

u =
n∑
i=1

αie
i.

Pour généraliser se résultats on suppose, l’ensemble {φn : n = 0, 1, . . .} est une famille or-

thogonale avec la fonction poids r(x)

Prenons d’abord une fonction f(x) définit sur [0, l] la sérier

f(x) =
n∑
i=1

cnφn(x). (1.9)

est appelée série de Fourier généralisé de f.

Pour déterminer cn on multiple (1.9) par r(x)φm(x) et intégrer sur [α, β] on obtient:

l∫
0

f(x)r(x)φm(x)dx =

l∫
0

n∑
i=1

cnφn(x)r(x)φm(x)dx,

alors

cm

l∫
0

r(x)φ2
m(x)dx = cm ‖φm‖

2 ,
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donc

cn =

l∫
0

f(x)r(x)φn(x)dx

‖φn‖
2 ,

Si la famille {φn(x)} est orthonormée pour i.e. ‖φn‖ = 1 alors :

cn =

β∫
α

f(x)r(x)φn(x)dx.

1.2.3 Représentation complexe d’une série de Fourier

Soit la fonction réale f(x), définie sur l’intervalle −l < x < l, la sérier de Fourier complexe

de f(x) est donne par

f(x) =
n∑
−n

Cn exp(
inπ

l
x),

Avec:

Cn =
1

2l

l∫
−l

f(x) exp(−inπ
l
x)dx si n = 0,±1,±2 · · · .

Pour justifient ces deux résultats. On utilise ces relations d’Euler

cos
(nπ
l
x
)

=
exp

(
inπ
l
x
)

+ exp
(
−inπ

l
x
)

2
et sin

(nπ
l
x
)

=
exp

(
inπ
l
x
)
− exp

(
−inπ

l
x
)

2
,

On substituant ce relation dans la série (1.8), on obtient:

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

an
exp

(
inπ
l
x
)

+ exp
(
−inπ

l
x
)

2
+ bn

exp
(
inπ
l
x
)
− exp

(
−inπ

l
x
)

2i

=
a0
2

+
∞∑
n=1

an − ibn
2

exp
(
i
nπ

l
x
)

+
an + ibn

2
exp

(
−inπ

l
x
)
.

Posons Cn =
an − ibn

2
, C−n =

an + ibn
2

on obtient:

f(x) = C0 +
∞∑
n=1

Cn exp
(
i
nπ

l
x
)

+
∞∑
n=1

C−n exp
(
−inπ

l
x
)

= C0 +
∞∑
n=1

Cn exp
(
i
nπ

l
x
)

+
−1∑

n=−∞

Cn exp
(
i
nπ

l
x
)
,

Donc:

f(x) =
∑
n∈Z

Cn exp
(
i
nπ

l
x
)
.
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Cette dernière expression est appelée forme complexe d’une série trigonométrique

Pour déterminer les Cn on multiplie la dernière expression par exp(−imπ
l
x) et intégrer

sur [−l, l], alors:

l∫
−l

f(x) exp
(
−imπ

l
x
)
dx =

+∞∑
−∞

Cn

l∫
−l

exp

(
i
(n−m)π

l
x

)
dx,

Avec : ∫ l

−l
exp

(
i
(n−m)π

l
x

)
dx =

 0 si n 6= m,

2l si n = m,

on déduit:

Cn =
1

2l

l∫
−l

f(x) exp
(
−inπ

l
x
)
dx.
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Chapitre 2

Equation d’onde dans un domaine

avec des frontières variables

Dans ce chapitre, nous allons étudier l’équation d’onde dans un intervalle avec des frontières

variable, c-à d, 0 < x < `(t).

2.1 Le problème

On considère un fil élastique, de longueur variable `(t), est tendu entre deux supports de

même niveau, en horizontal, et on note h(x, t) représentant le déplacement vertical dans un

points x, a l’instante t. La fonction h(x, t) satisfait l’équation suivante:

∂2h

∂t2
= c2

∂2h

∂x2
, si 0 < x < `(t), (2.1)

avec les conditions initiale

h(x, 0) = h0,
∂h

∂t
(x, 0) = u0, (2.2)

et les conditions aux bords

h(0, t) = h(`(t), t) = 0, (2.3)

Dans ce cas, il est difficile de résoudre ce problème, car la méthode de séparation de

variable utilise dans le cas fixe, sa marche plus pour ce la on détailles l’article de Vesnitskii

et Potapov [7], qui donne la solution comme sous forme d’une série
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2.2 Formule de d’Alembert

La solution h de l’équation (2.1) est donnée par la formule de D’Alembert

h(x, t) = f
(
t+

x

c

)
+ g

(
t− x

c

)
.

En substituant par les conditions (2.3) dans la solution générale:

On a h(0, t) = 0⇒ g = −f , alors la solution générale est:

h(x, t) = f
(
t+

x

c

)
− f

(
t− x

c

)
et on a h(`(t), t) = 0, on obtient l’équation suivante:

f

(
t+

`(t)

c

)
− f

(
t− `(t)

c

)
= 0. (2.4)

En substituant par les conditions (2.2) dans la solution générale

On a h(x, 0) = h0(x), alors

f
(x
c

)
− f

(
−x
c

)
= h0(x). (2.5)

et on a
∂h

∂t
(x, 0) = u0(x), donc

f
′
(x
c

)
− f ′

(
−x
c

)
= u0(x)

En intégrant cette dernière expression par rapport à x on trouve:

x∫
0

f
′
(
ξ

c

)
− f ′

(
−ξ
c

)
dξ =

x∫
0

u0(ξ)dξ,

donc

f
(x
c

)
+ f

(
−x
c

)
=

1

c

x∫
0

u0(ξ)dξ. (2.6)

Par addition entre (2.5) et (2.6) on obtient:

f
(x
c

)
=

1

2

1

c

x∫
0

u0(ξ)dξ + h0(x)

 , 0 ≤ x ≤ `(0), (2.7)

et par la soustraction entre (2.5) et (2.6) alors:

f
(
−x
c

)
=

1

2

1

c

x∫
0

u0(ξ)dξ − h0(x)

 , 0 ≤ x ≤ `(0). (2.8)
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Supposons u0(x) et h0(x) sont des fonction impaire définie sur l’intervalle [−`(0), `(0)] ,

alors en substituant par (−x) dans l’équation (2.8). On a:

f
(x
c

)
=

1

2

1

c

−x∫
0

u0(ξ)dξ − h0(−x)

 .
puisque h0(x) est impaire, alors

f
(x
c

)
=

1

2

1

c

−x∫
0

u0(ξ)dξ + h0(x)

 ,
Posant ξ = −σ ⇒ dξ = −dσ, alors

f
(x
c

)
=

1

2

1

c

x∫
0

−u0(−σ)dσ + h0(x)

 ,
et puisque u0(x), on a

f
(x
c

)
=

1

2

1

c

x∫
0

u0(σ)dσ + h0(x)

 , − `(0) ≤ x ≤ `(0) (2.9)

2.3 Solution sous forme de série

Le problème originale est réduire à déterminer la solution de l’équation (2.4), celui vérifie

la condition (2.9), maintenant on cherche la solution de l’équation (2.4) sous forme de série

f(t) =
∞∑
n=1

fn(t) =
∞∑
n=1

an cos(2πny(t)) + bn sin(2πny(t)). (2.10)

où y(t) est une fonction à déterminer, et an et bn sont des coefficients à déterminer, par les

conditions initiales (2.9).

Pour déterminer une condition sur y on substitue (2.10) dans l’équation (2.4)

f

(
t+

`(t)

c

)
− f

(
t− `(t)

c

)
=
∞∑
n=1

[
an cos

(
2πny

(
t+

`(t)

c

))
+ bn sin

(
2πny

(
t+

`(t)

c

))]
−
∞∑
n=1

[
an cos

(
2πny

(
t− `(t)

c

))
+ bn sin

(
2πny

(
t− `(t)

c

))]
.

14



En utilisant les formules trigonométriques:

cos(p)− cos (q) = −2 sin

(
p+ q

2

)
sin

(
p− q

2

)
,

sin(p)− sin (q) = 2 sin

(
p− q

2

)
cos

(
p+ q

2

)
.

On déduit alors:

f(t+
`(t)

c
)− f(t− `(t)

c
) =

∞∑
n=1

{
an cos

(
πn

[
y

(
t+

`(t)

c

)
+ y

(
t− `(t)

c

)])
+bn sin

(
πn

[
y(t+

`(t)

c
) + y(t− `(t)

c
)

])}
× sin

(
πn

[
y

(
t+

`(t)

c

)
− y

(
t− `(t)

c

)])
.

Donc pour que la solution (2.10) satisfait l’équation (2.4), il suffit que l’équation y(t) satisfait

l’équation suivante:

y

(
t+

`(t)

c

)
− y

(
t− `(t)

c

)
= γ, où γ est constante. (2.11)

Une fois y est déterminé, la solution générale de problème (2.1) ,(2.2) et (2.3) est:

h(x, t) =
∞∑
n=1

{
an cos

(
2πny

(
t+

x

c

))
+ bn sin

(
2πny

(
t+

x

c

))}
−
∞∑
n=1

{
an cos

(
2πny

(
t− x

c

))
+ bn sin

(
2πny

(
t− x

c

))}
.

2.4 Détermination des coefficients an et bn

Pour déterminer les coefficients an et bn on utilise (2.9) et (2.10):

f(
x

c
) =

∞∑
n=1

an cos
(

2πny
(x
c

))
+ bn sin

(
2πny

(x
c

))
(2.12)

Comme dans le cas cylindrique, on utilise l’orthogonalité des fonctions fn dense L2

(
−`(t)
c

,
`(t)

c

)
mais cette fois avec la fonction de poids y

′
(t)

1. Pour déterminer am, on multiplie l’équation (2.12) par cos
(
2mπy

(
x
c

))
y

′
(x
c
), et intègre
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sur l’intervalle [−`(0), `(0)], on obtient

`(0)∫
−`(0)

f
(x
c

)
cos
(

2mπy
(x
c

))
y

′
(x
c

)
dx

=
∞∑
n=1

an
`(0)∫
−`(0)

cos
(

2πny
(x
c

))
cos
(

2mπy
(x
c

))
y

′
(x
c

)
dx

+bn

`(0)∫
−`(0)

sin
(

2πny
(x
c

))
cos
(

2mπy
(x
c

))
y

′
(x
c

)
dx


D’Après (2.11), si n = m on a

−
`(0)∫
−`(0)

sin
(

2πny
(x
c

))
cos
(

2nπy
(x
c

))
y

′
(x
c

)
dx =

1

2

`(0)∫
−`(0)

sin
(

4πny
(x
c

))
y

′
(x
c

)
dx = 0

`(0)∫
−`(0)

cos2
(

2πny
(x
c

))
y

′
(x
c

)
dx =

1

2

`(0)∫
−`(0)

(
1 + cos

(
2πny

(x
c

)))
y

′
(x
c

)
dx = 1

Donc :

am =
1

2

`(0)∫
−`(0)

1

c

x∫
0

u0(ξ)dξ + h0(x)

 cos
(

2nπy
(x
c

))
y

′
(x
c

)
dx

Et si n 6= m, on a

−
`(0)∫
−`(0)

sin
(

2πny
(x
c

))
cos
(

2nπy
(x
c

))
y

′
(x
c

)
dx = 0

`(0)∫
−`(0)

cos
(

2πny
(x
c

))
cos
(

2πmy
(x
c

))
y

′
(x
c

)
dx = 0

2. Pour déterminer bn, on multiplie l’équation (2.12) par sin(2mπy(x
c
))y

′
(x
c
), et intègre
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sur l’intervalle [−`(0), `(0)]

`(0)∫
−`(0)

f
(x
c

)
sin
(

2nπg
(x
c

))
y

′
(x
c

)
dx

=
∞∑
n=1

an
`(0)∫
−`(0)

cos
(

2πny
(x
c

))
sin
(

2mπy
(x
c

))
y

′
(
x

c
)dx

+bn

`(0)∫
−`(0)

sin
(

2πny
(x
c

))
sin
(

2mπy
(x
c

))
y

′
(x
c

)
dx

 .

D’Après (2.11), si n = m

−
`(0)∫
−`(0)

cos
(

2πny
(x
c

))
sin
(

2nπy
(x
c

))
y

′
(x
c

)
dx = 0

−
`(0)∫
−`(0)

sin2
(

2πny
(x
c

))
y

′
(x
c

)
dx =

1

2

`(0)∫
−`(0)

(
1− cos

(
2πny

(x
c

)))
y

′
(x
c

)
dx = 1

Donc :

bm =
1

2

`(0)∫
−`(0)

1

c

x∫
0

u0(ξ)dξ + h0(x)

 cos
(

2nπy
(x
c

))
y

′
(x
c

)
dx

Et si n 6= m,on a

−
`(0)∫
−`(0)

cos
(

2πny
(x
c

))
sin
(

2mπy
(x
c

))
y

′
(x
c

)
dx = 0

−
`(0)∫
−`(0)

sin
(

2πny
(x
c

))
sin
(

2πmy
(x
c

))
y

′
(x
c

)
dx = 0

Remarque 2.1 Reste à déterminer la fonction y (t) . On peut voire ce problème de deux

façons différentes

i) Problème directe: `(t) est donné et on cherche y(t). Quelques exemples sont considéré

dans le chapitre suivant.

ii) Problème inverse : y(t) est donné et on cherche `(t). Quelques solutions sont donnée
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par Vesnitskii et Potapov [7], avec γ = 2 dans l’équation (2.11)

y(t) = (αt+ β); `(t) =
c

α
,

y(t) = ln(αt+ β); `(t) =
c

α

e2 − 1

e2 + 1
(αt+ β),

y(t) = (αt+ β)
1
2 ; `(t) =

2c

|α|
(αt+ β − 1)

1
2 .

avec α,β sont des constante.
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Chapitre 3

Quelques exemples

Dans ce chapitre, on donne la solution explicite, de différents problèmes. On détaille le

travail de Balazs [2] avec quelque vérifications numérique.

3.1 Equation d’onde dans l’intervalle [0, vt]

3.1.1 Solution avec des conditions aux bords de Dirichlet

Soit t0 > 0,on considère le problème suivant
∂2h

∂t2
=
∂2h

∂x2
, si 0 ≤ x ≤ vt, t ≥ t0

h(0, t) = h(vt, t) = 0,

h(x, t0) = h0,
∂h

∂t
(x, t0) = u0.

(3.1)

La solution générale de (3.1) est s’écrite comme:

h(x, t) = f(t+ x) + g(t− x), 0 ≤ x ≤ vt, t ≥ t0

Vérification des conditions aux bords:

On a h(0, t) = 0⇒ g = −f , donc :

h(x, t) = f(t+ x)− f(t− x). (3.2)

et on a h(vt, t) = f(t+ vt)− f(t− vt), alors:

f(t(1 + v)) = f(t(1− v)).
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Posons z = t(1− v) et α =
(1 + v)

(1− v)
, on obtient:

f

(
(1 + v)

(1− v)
t(1− v)

)
= f(t(1− v)),

donc il est nécessaire que

f(αz) = f(z). (3.3)

Détermination de la fonction f

La solution de (3.3) est étudie par la périodicité de la fonction f en log(z). Posons

f(exp(log(z))) = w(log(z)),

Si on note y = log(z), et T = log(α), alors log(αz) = y + T , et on a:

w(y + T ) = w(y),

Donc: w est une fonction périodique, à période T = log(α), et on peut développer en

utilisant la sérier de Fourier, i.e.

f(exp(log(z))) = w(y) =
+∞∑
−∞

Cn exp

(
i
2π

T
ny

)
,

Ce que implique

f(z) =
+∞∑
−∞

Cn exp(ink log(z)) , k =
2π

log(α)
. (3.4)

Pour déterminer la forme générale de h on substitue par (3.4) dans l’équation (3.2) on

obtient:

h(x, t) =
+∞∑
−∞

Cn exp(ink log(t+ x))−
+∞∑
−∞

Cn exp(ink log(t− x)),

On multiplie cette équation par exp(ink log(t0)) exp(−ink log(t0)) on déduit alors:

h(x, t) =
+∞∑
−∞

Cn

{
exp

(
ink log

(
t+ x

t0

))
− exp

(
ink

(
t− x
t0

))}
. (3.5)

Détermination des Cn

on a h(x, t0) = h0(x) c.-à-d.:

h0(x) =
+∞∑
−∞

Cn

{
exp

(
ink log

(
t0 + x

t0

))
− exp

(
ink log

(
t0 − x
t0

))}
.
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et on a
∂h

∂t
(x, t0) = u0(x) c.-à-d.:

u0(x) =
+∞∑
−∞

inkCn

exp
(
ink log

(
t0+x
t0

))
(t0 + x)

−
exp

(
ink log

(
t0−x
t0

))
(t0 − x)

 .

En dérivé h0 par rapport à x, et par addition puis la soustraction enter la résultat et u0 on

obtient:

∂h0
∂x

+ u0 =
2

2

+∞∑
−∞

2inkCn
exp

(
ink log

(
t0+x
t0

))
(t0 + x)

,

∂h0
∂x
− u0 =

2

2

+∞∑
−∞

2inkCn
exp

(
ink log

(
t0−x
t0

))
(t0 − x)

.

c.-à-d.

(t0 + x)

(
∂h0
∂x

+ u0

)
=

1

2

+∞∑
−∞

inkCn exp

(
ink log

(
t0 + x

t0

))
, (3.6)

(t0 − x)

(
∂h0
∂x
− u0

)
=

1

2

+∞∑
−∞

inkCn exp

(
ink log

(
t0 − x
t0

))
. (3.7)

h(0, t) = 0, t ≥ t0, alors on peut prolonger u0, h0 sur [−vt0, 0], alors les deux équation

précédente (3.6) et (3.7)sont égaux

Pour déterminer Cm, on multiplie la première équation par exp
(
−imk log

(
t0+x
t0

))
d log

(
t0+x
t0

)
,

et intègre sur [−vt0, vt0]

vt0∫
−vt0

(t0 + x)

(
∂h0
∂x

+ u0

)
exp

(
−imk log

(
t0 + x

t0

))
d log

(
t0 + x

t0

)

=
1

2

+∞∑
−∞

inkCn

vt0∫
−vt0

exp

(
i(n−m)k log

(
t0 + x

t0

))
d log

(
t0 + x

t0

)
.

1. Si n = m

1

m

vt0∫
−vt0

(
∂h0
∂x

+ u0

)
exp

(
−imk log

(
t0 + x

t0

))
=

1

2
Cm

vt0∫
−vt0

ik

(t0 + x)
dx

⇒ Cm =
1

miπ

vt0∫
−vt0

(
∂h0
∂x

+ u0

)
exp

(
−imk log

(
t0 + x

t0

))
dx.

Finalement on a:

Cm = −
(

i

mπ

) vt0∫
−vt0

(
∂h0
∂x

+ u0

)
exp

(
−imk log

(
t0 + x

t0

))
dx. (3.8)
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2. Si n 6= m

vt0∫
−vt0

(t0 + x)

(
∂h0
∂x

+ u0

)
exp

(
−imk log

(
t0 + x

t0

))
d log

(
t0 + x

t0

)

=
1

2

+∞∑
−∞

inkCn

vt0∫
−vt0

exp

(
i(n−m)k log

(
t0 + x

t0

))
d log

(
t0 + x

t0

)
.

On multiplie le deuxième terme par (n−m) et diviser par (n−m), ainsi:

vt0∫
−vt0

(t0 + x)

(
∂h0
∂x

+ u0

)
exp

(
−imk log

(
t0 + x

t0

))
d log

(
t0 + x

t0

)

=
1

2

+∞∑
−∞

Cn
(n−m)

vt0∫
−vt0

ink(n−m) exp

(
i(n−m)k log

(
t0 + x

t0

))
d log

(
t0 + x

t0

)
.

Par intégration, le second terme vaut:

vt0∫
−vt0

(t0 + x)

(
∂h0
∂x

+ u0

)
exp

(
−imk log

(
t0 + x

t0

))
d log

(
t0 + x

t0

)
dx

=
1

2

+∞∑
−∞

Cn
(n−m)

n {exp(i(n−m)k log(1 + v))− exp (i(n−m)k log(1− v))} .

En remplaçant k par sa valeur dans le second terme on obtient:

vt0∫
−vt0

(t0 + x)

(
∂h0
∂x

+ u0

)
exp

(
−imk log

(
t0 + x

t0

))
d log

(
t0 + x

t0

)

=
1

2

+∞∑
−∞

Cn
(n−m)

n

{
exp

(
i(n−m)

2π(log(1 + v)− log(1− v) + log(1− v)

log(1 + v)− log(1− v)

)
− exp

(
i(n−m)

2π log(1− v)

log(1 + v)− log(1− v)

)}
.

et puisque exp(i(n−m)2π)) = 1, on a

vt0∫
−vt0

(t0 + x)

(
∂h0
∂x

+ u0

)
exp

(
−imk log

(
t0 + x

t0

))
d log

(
t0 + x

t0

)

=
1

2

+∞∑
−∞

{
Cn

(n−m)
n exp

(
i(n−m)

2π log(1− v)

log(1 + v)− log(1− v)

)
− exp

(
i(n−m)

(
2π log(1− v)

log(1 + v)− log(1− v)

))}
= 0.
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Exemple 3.1 On prend v = 1
2
, t0 = 1, et le conditions initiales

h0(x) = sin(2πx)χ[− 1
2
, 1
2 ], u0(x) = 0

A partir l’équation (3.8), Cm prend la forme de

Cm = −
(

2i

m

) 1
2∫
− 1

2

exp(−imk log(1 + x)) cos(2πx)dx,

alors:

h(x, t) =
+n∑
−n

Cm (exp(ink log(t+ x))− exp(ink log(t− x))) .

On obtient les graphes suivants:
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-0.5

0

0.5

1
time t = 1.00

0 1 2 3 4 5 6 7
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0

0.5

1
time t = 1.05

0 1 2 3 4 5 6 7
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0
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1
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0
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1
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1
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Figure 3.1: Solution pour différents temps
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L’algorithme de programme

ENTRÉE v vitesse constante;

t0 le temps initiale;

n; Tmax;

h0 (l’état initiale);

u0 (la vitesse initiale);

SORTIE wave (la solution h(x, t)), for t=1,· · · , Tmax;

pas 1 Set k = 2π
log(1+v/1−v) ;

x = −vt0, · · · , vt0;

t = 1

pas 2 wihle t ≤ Tmax;

Set z = −vt, · · · , vt;

pas 3 For m = −n, · · · , n;

for i=1,· · · ,length(x);

Cm = −
(

i
mπ

) vt0∫
−vt0

(
∂h0
∂x

+ u0
)

exp
(
−imk log

(
t0+x
t0

))
dx;(calcule les

coefficients de la sérier)

pas 4 For j = 1, · · · ,length(z)

wave=h(x, t) =
+∞∑
−∞

Cn

{
exp

(
ink log

(
t+x
t0

))
− exp

(
ink

(
t−x
t0

))}
;

SORTIE (wave).

pas 5 STOP.

Remarque 3.2 Dans (3.5) posons p = ink log
(
t+x
t0

)
et q = ink log

(
t−x
t0

)
, alors:

h(x, t) =
+∞∑
1

(Cn +C−n) cos(p) + i(Cn−C−n) sin(p)− (Cn +C−n) cos(q)− i(cn− c−n) sin(q),

Posons

An = Cn + C−n et Bn = (Cn − C−n)

et avec les relations triangulaires on obtient le solution générale de forme sin et cos

h(x, t) =
+∞∑
1

An cos

(
nk

2
log

(
t2 − x2

t20

))
+Bn sin

(
nk

2
log

(
t2 − x2

t20

))
sin

(
nk

2
log

(
t+ x

t− x

))
.
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3.1.2 Solution avec des conditions aux bords mixtes

On cherche la solution pour le problème suivant:
∂2h

∂t2
=
∂2h

∂x2
si 0 ≤ x ≤ vt,

h(0, t) =
∂h

∂x
(vt, t) = 0,

h(x, t0) = h0,
∂h

∂t
(x, t0) = u0.

(3.9)

La solution générale de (3.9) est

h(x, t) = f(t+ x) + g(t− x).

Vérification les conditions aux bords:

1. h(0, t) = 0⇒ g = −f, donc

h(x, t) = f(t+ x)− f(t− x).

2.
∂h

∂x
(vt, t) = f

′
(t(1 + v)) + f

′
(t(1− v)) = 0,

Posons z = t(1− v) et α =
(1 + v)

(1− v)
, alors:

f
′
(αz) = −f ′

(z) (3.10)

Détermination de la fonction f

d’après (3.10) on a:

f
′
(α2z) = −f ′

(αz),

⇒ f
′
(α(αz)) = −f ′

(αz) = −(−f ′
(z)),

⇒ f
′
(α2z) = f

′
(z).

D’autre part on a:

f
′
(exp(2 log(α) + log(z))) = f

′
(exp(log(z))),

Posons f
′
(exp(log(z))) = w(log(z)), alors

w(log(z) + 2 log(α)) = w(log(z)),
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w est une fonction périodique à période T = 2 log(α), alors:

f
′
(z) =

+∞∑
−∞

Rn exp(ink2 log(z)) , k2 =
2π

2 log(α)
.

Pour déterminer f on intègre cette équation sur l’intervalle [0, z] on obtient:

z∫
0

f
′
(s)ds =

+∞∑
−∞

Rn

z∫
0

exp(ink2 log(s))ds,

dans le second terme, posons y = log(s)⇒ dy = 1
s
ds et s = exp(y) alors:

z∫
0

f
′
(s)dy =

+∞∑
−∞

Rn

log(z)∫
−∞

exp((ink2 + 1)y)dy,

⇒ f(z) =
+∞∑
−∞

Rn exp(ink2 log(z) + log(z)).

Donc:

f(z) =
+∞∑
−∞

Rnz exp(ink log(z)), k2 =
2π

2 log(α)
.

Alors la forme générale de la solution est:

h(x, t) =
+∞∑
−∞

Rn

{
(t+ x) exp

(
ink2 log

(
t+ x

t0

))
− (t− x) exp

(
ink2 log

(
(t− x)

t0

))}
.

Détermination des Rn

on a h(x, t0) = h0(x) c.-à-d.:

h0(x) =
+∞∑
−∞

Rn

{
(t0 + x) exp

(
ink2 log

(
t0 + x

t0

))
− (t0 − x) exp

(
ink2 log

(
t0 − x
t0

))}
.

et on a∂h
∂t

(x, t0) = u0(x) c.-à-d.:

u0(x) =
+∞∑
−∞

Rn (1 + ink2)

{
exp

(
ink2 log

(
t0 + x

t0

))
− exp

(
ink2 log

(
t0 − x
t0

))}
.

En dérivé h0 par rapport à x, et par la dussions enter ceci et u0, puis la soustraction entre

ceci et u0 on obtient:

∂h0
∂x

+ u0 =
1

2

+∞∑
−∞

Rn (1 + ink2) exp

(
ink2 log

(
t0 + x

t0

))
,

∂h0
∂x
− u0 =

1

2

+∞∑
−∞

Rn (1 + ink2) exp

(
ink2 log

(
t0 − x
t0

))
.
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Pour u0 et h0 sont des fonction impaires alors les deux équation sont égaux, on multiplie la

première équation par exp
(
−imk2 log

(
t0+x
t0

))
d log

(
t0+x
t0

)
et intègre sur [−vt0, vt0] ,alors:

vt0∫
−vt0

(
∂h0
∂x

+ u0) exp

(
−imk2 log

(
t0 + x

t0

))
d log

(
t0 + x

t0

)

=
1

2

+∞∑
−∞

Rn (1 + ink2)

vt0∫
−vt0

exp

(
i(n−m)k2 log

(
t0 + x

t0

))
d log

(
t0 + x

t0

)
.

De la même manière, nous déduisions que:

Rm =

(
2

log(α) + inπ

) vt0∫
−vt0

(
∂h0
∂x

+ u0

) exp
(
−imk2 log

(
t0+x
t0

))
(t0 + x)

dx.

3.2 Equation d’onde dans l’intervalle [−wt, vt]

On cherche la solution pour le problème suivant
∂2h

∂t2
=
∂2h

∂x2
si − wt ≤ x ≤ vt,

h(−wt, t) = h(vt, t) = 0,

h(x, t0) = h0,
∂h

∂t
(x, t0) = u0.

(3.11)

la solution générale de (3.11) est

h(x, t) = f(t+ x)− g(t− x). (3.12)

Vérification des conditions aux bords:

1. h(−wt, t) = f(t(1− w))− g(t(1 + w)) = 0, donc

f(t(1− w)) = g(t(1 + w)).

Posons z = t(1− w) et α =
1 + w

1− w
, alors

f(z) = g(αz). (3.13)

2. h(vt, t) = f(t(1 + v))− g(t(1− v)), donc

f(t(1 + v)) = g(t(1− v)),

Posons z = t(1 + v) et β =
1 + v

1− v
, on obtient:

g(z) = f(βz). (3.14)
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Détermination des fonction f et g

Et à partir de (3.13) et (3.14) on a : f(z) = g(αz),

g(z) = f(βz).

Alors  f(z) = g(αz),

g(αz) = f(αβz).

Donc

f(z) = g(αβz).

D’autre part, on a:

f(exp(log(z))) = f(exp(log(αβ) + log(z))),

Posons y = log(z), et T = log(αβ), d’Après la solution de problème précédent on obtient:

f(z) =
+∞∑
−∞

Fn exp(inkαβ log(z)) , kαβ =
2π

log(αβ)
. (3.15)

Et à partir de (3.14), on a:

g(z) =
+∞∑
−∞

Fn exp(inkαβ log(βz))

=
+∞∑
−∞

Fn exp(inkαβ log(β)) exp(inkαβ log(z)),

donc:

g(z) =
+∞∑
−∞

Gn exp(inkαβ log(z)), et Gn = Fn exp(inkαβ log(β)). (3.16)

Pour déterminer la forme générale de h, on substitue par l’équation (3.15) et (3.16) dans

(3.12), on obtient:

h(x, t) =
+∞∑
−∞

Fn exp(inkαβ log(t+ x))−
+∞∑
−∞

Gn exp(inkαβ log(t− x))

=
+∞∑
−∞

Fn {exp(inkαβ log(t+ x))− exp(ink log(t− x)) exp(inkαβ log(β))} ,

donc:

h(x, t) =
+∞∑
−∞

Fn

{
exp

(
inkαβ log

(
t+ x

t0

))
− exp

(
inkαβ log

(
β(t− x)

t0

))}
.
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Détermination des Fnpar les conditions initiales

On a h(x, t0) = h0(x) c.-à-d.:

h0(x) =
+∞∑
−∞

Fn

{
exp

(
inkαβ log

(
t0 + x

t0

))
− exp

(
inkαβ log

(
β(t0 − x)

t0

))}
.

et on a ∂h
∂t

(x, t0) = u0(x) c.-à-d.:

u0(x) =
+∞∑
−∞

inkαβFn

exp
(
inkαβ log

(
t0+x
t0

))
(t0 + x)

−
exp

(
inkαβ log

(
β(t0−x)

t0

))
(t0 − x)

 .

En dérive h0 par rapport à x, et par la dussions puis la soustraction entre le résultat et u0

on obtient:

∂h0
∂x

+ u0 =
1

2

+∞∑
−∞

inkαβFn
exp

(
inkαβ log

(
t0+x
t0

))
(t0 + x)

,

∂h0
∂x
− u0 =

1

2

+∞∑
−∞

inkαβFn
exp

(
inkαβ log

(
t0−x
t0

))
(t0 − x)

.

Enfin de la même manière, les coefficient sont alors donnés par la relation:

Fn = −
(

i

mπ

) vt0∫
−vt0

(
∂h0
∂x

+ u0

)
exp

(
−imkαβ log

(
t0 + x

t0

))
dx.

Gn = −
(

i

mπ

) vt0∫
−vt0

(
∂h0
∂x

+ u0

)
exp

(
−imkαβ log

(
βt0
t0 + x

))
dx.

3.3 Equation d’onde dans l’intervalle
[
0,
√
t2 + 1

]
On cherche la solution pour le problème suivant

∂2h

∂t2
=
∂2h

∂x2
, si 0 ≤ x ≤

√
t2 + 1, t ≥ 0

h(0, t) = h(
√
t2 + 1, t) = 0,

h(x, 0) = h0,
∂h
∂t

(x, 0) = u0.

(3.17)

avec c = 1, et l0 = 1 (la distance initiale entre les deux supports `(t) =
√
t2 + 1 on a:

l′(t) =
t√
t2 + 1

⇒ la vitesse initiale l
′
(0) = 0.

l′′(t) =
1

(t2 + 1)
3
2

⇒ l’accélération
c2

l0
= l′′(0) = 1.

La solution générale de (3.17) est s’écrite comme:

h(x, t) = f(t+ x) + g(t− x).
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Détermination des fonction f et g

D’Après les condition aux bords, on a h(0, x) = 0⇒ g = −f , alors

h(x, t) = f(t+ x)− f(t− x).

et on a h
(√

t2 + 1, t
)

= f
(
t+
√
t2 + 1

)
− f

(
t−
√
t2 + 1

)
= 0

On multiplie
(
t−
√
t2 + 1

)
par sa conjuguée on obtient:

f
(
t+
√
t2 + 1

)
− f

(
−1

t+
√
t2 + 1

)
= 0,

Posons z = t+
√
t2 + 1 alors:

f(z) = f

(
−1

z

)
. (3.18)

Et les Conditions initiales:

On a h(x, 0) = h0, alors

f(x)− f(−x) = h0(x)

et on a ∂h
∂t

(x, 0) = u0, donc

f ′(x)− f ′(−x) = u0(x)

On remplace par z on obtient:

 f(z)− f(−z) = h0(z),

f ′(z)− f ′(−z) = u0(z).
⇒


f(z)− f(−z) = h0(z),

f(z)− f(−z) =

z∫
0

u0(x)dx.

Par la dussions entre ceci, on obtient:

f(z) =
1

2
h0(z) +

1

2

z∫
0

u0(x)dx. (3.19)

Et par la soustraction entre ceci on obtient:

f(−z) = −1

2
h0(z) +

1

2

z∫
0

u0(x)dx. (3.20)

La détermination de f satisfait les conditions suivantes

1. Si 0 ≤ z ≤ 1, il vient de (3.19)

f(z) =
1

2
h0(z) +

1

2

z∫
0

u0(x)dx. (3.21)
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2. Si z ≥ 1, De (3.19), (3.20) et du faite que f(z) = f
(
−1
z

)
, on déduit

f(z) = −1

2
h0

(
1

z

)
+

1

2

1
z∫
0

u0(x)dx. (3.22)

3. Si z < 0

Si |z| < 1 on a

f(z) =
1

2
h0(z) +

1

2

z∫
0

u0(x)dx.

Si |z| > 1 on a

f(z) = −1

2
h0

(
1

z

)
+

1

2

1
z∫
0

u0(x)dx.

f, f : II

la ligne de bord variable
f : II

f : I

f, f : I

C

B

A
x1

1

t

 
 
  
   
  
  
  
    
    
   
                     
 Figure 3.2: Les région A, B et C

Dans cette figure on distincte trois régions A,B et C précisées par les deux lignes t+x = 1

et t − x = 1 et on note f(t + x), f(t − x) par f+ et f− respective et l’équations (3.21) et

(3.22) par cas(I), cas(II)

1. Dans la région A

|t+ x| < 1⇒ t < 1− x⇒ f+ = f(z) dans le cas (I).

|t− x| < 1⇒ t < 1 + x⇒ f− = f(z) dans le cas (I).
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2. dans la région B

|t+ x| > 1⇒ t > 1− x⇒ f+ = f(z) dans le cas (II).

|t− x| < 1⇒ t < 1 + x⇒ f− = f(z) dans le cas (I).

3. Dans la région C

|t+ x| > 1⇒ t > 1− x⇒ f+ = f(z) dans le cas (II).

|t− x| > 1⇒ t > 1 + x⇒ f− = f(z) dans le cas (II).

Exemple 3.3 On prend les condition initiales suivante

h0(x) = sin(πx), u0(x) = 0

1. Dans la région A

h(x, t) = f(t+ x)− f(t− x)

=
1

2
sin(π(t+ x))− 1

2
sin(π(t− x)) = sin(πx) cos(πt).

2. Dans la région B

h(x, t) = f(t+ x)− f(t− x) = −1

2

{
sin

(
π

t+ x

)
+ sin(π(t− x))

}
.

3. Dans la région C

h(x, t) = f(t+ x)− f(t− x)

= −1

2

{
sin

(
π

t+ x

)
− sin

(
π

t− x

)}
.

Cette solution vérifie l’équation d’onde et les conditions aux bords de la région A

f(0, t) = 0, h(1− t, t) = −1

2
sin(2πt),

les conditions aux bords de la région B

h(t− 1, t) = −1

2
sin

(
π

2t− 1

)
, h

(√
t2 + 1, t

)
= 0, h(1− t, t) = −1

2
sin(2πt).

et les conditions aux bords de la région C

h(0, t) = 0, h (t− 1, t) = −1

2
sin

(
π

2t− 1

)
.
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Dans l’intérieur de la région A, le borde variable s’influence manifeste pas, et pour chaque

point (x0, t0) dans le triangle de domaine de dépendant, la solution dans ce point ne pas

sort que ce triangle car la solution entièrement détermine par les condition de Cauchy

Dans B l’influence de le bord variable existe en gauche, et le terme sin(π(t−x)) représente

l’onde simple voyagé a la droite et l’autre onde voyagé a la gauche et réflexe sur le support

variable

Dans la région C la solution lui la somme enter deux onde telle que les deux réflexe sur

le borde variable, la description de ceci est l’onde change leur nature.

0 1 2 3 4 5
-1

0

1
time t = 0.0

0 1 2 3 4 5
-1

0

1
time t = 0.3

0 1 2 3 4 5
-1

0

1
time t = 0.7

0 1 2 3 4 5
-1

0

1
time t = 1.0

0 2 4 6 8 10
-1

0

1
time t = 2.0

0 2 4 6 8 10
-1

0

1
time t = 3.0

0 2 4 6 8 10
-1

0

1
time t = 5.0

0 2 4 6 8 10
-1

0

1
time t = 10.0

Figure 3.3: — Région A, −−. Région B, − · − Région C
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Conclusion

Dans ce travail, on a étudié l’équation d’onde en dimension un suivante
∂2h

∂2t
=
∂2h

∂2x
si `−(t) < x < `+(t),

h(`−(t), t) = h(`+(t), t) = 0,

h(x, t0) = h0,
∂h

∂t
(x, t0) = u0.

ou le bords de l’intervalle `±(t) dépendent du temps. On a obtenu la solution exacte, sous

forme de série trigonométrique, et on a illustré cet résultat pour différents ` (t) est différents

conditions au bords. On a aussi vérifier cette solution sur un exemple numérique.
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