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Introduction

Les équations aux dérivées partielles, notées en abrégé " EDP” dans la suite constituent une
branche importante des mathématiques appliquées, elles sont utilisées dans la modélisation
de nombreux phénomenes de natures différentes.

Les équations d’évolutions (hyperbolique, paraboliques,- - - ), i.e. les équations avec temps
t en tant que variable indépendante, résultent non seulement de beaucoup de champs des
mathématique, mais également d’autres branches de la science, telle que la physique, la
mécaniques, et la science des matériaux,- - -

L’équation d’onde, établie par D’Alembert en 1746, obtenue lors de I’étude des cordes
vibrantes, relie les variations temporelles du déplacement transversal d’une corde vibrante,
a ses variations dans ’espace par 'intermédiaire de la vitesse de propagation de 1’onde.

Dans ce travail, on détaille deux article, 'article de Balazs [2], et I’article de Vesnitskii et
Potapov [7]. Les deux articles ont comme bute de donner une solution exacte du probleme
oscillation, en dimension un, d’'une corde un, avec une longueur variable que dépend de ¢,
i.e. dire une corde ayant deux bordure: un fixe (x = 0), et I'autre variable (x = £(t)) ou les
deux sont variable (z = ¢_(t)) et (z = £, (t)).

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Dans le premier chapitre, on rappel sur la
solution de D’Alembert, et séparation de variable, de ’équation d’onde dans un domaine
fixe 0 < z < ¢, puis quelques préliminaires sur les série de Fourier (simple et généralisé),
et comment calculer les coefficients de la série. Dans le deuxieme chapitre, on détaille le
travail de Vesnitskii et Potapov, qui donne la solution exact de I’équation d’onde, dans un
domaine, avec une frontiere variable 0 < x < ¢(t), sous forme d’une série. En fin dans le
dernier chapitre, on considere différents domaines ¢_(t) < x < £4(t), comme dans le travail
de Balazs, on obtient la solution dans deux cas. la premiere est donnée sous forme de série,

lorsque la vitesse de variation du domaine est constante, ¢(t) = vt, v est une constante



0 < v < 1. La deuxiéme est plus simple, obtenue pour le cas 0 < x < Vt2+ 1. Une

conclusion et quelque références sont donnée a la fin du manuscrit.



Chapitre 1

Préliminaires sur 1’équation d’onde

Dans ce chapitre, on rappel quelque résultats sur I’équation d’onde, dans un domaine fixe,

et quelques notions sur les séries de Fourier.

1.1 L’équation d’onde en dimension un

On considérant une corde, en position horizontale, et de longueur | (de x =0 a x =) au
repos tendue avec tension constante T, les point de cette corde peuvent se déplacer dans
un plan vertical, on note p la densité massique de la corde, que 1'on suppose et constante,
on s’intéresse aux petits déplacements verticaux des points de la corde, comme laire la
résistance sont négliges. On note h(zx,t) la déplacement vertical du point, d’abaisse x a

I'instant ¢, aprés avoir appliquée le principe fondamental de la dynamique, voir [1], on
obtient alors I’équation suivante T% — p%QT}tL =0et pourc= (%) ® on définie I’équation

d’onde en dimension un

0%h 282h
22 1.1
0t ¢ 02x’ (1.1)
avec les conditions aux bornes
h(0,t) = h(l,t) =0 (t >0), (1.2)
et les conditions initiales
oh

Remarque 1.1 Soit ¢ et 1) deuz fonction définies sur R, si p € C? et b € C1. Alors
le probléme définies par l’équation (1.1) et les condition (1.2), (1.3) admet une solution

unique, h de classe C? sur R x RT



1.1.1 La formule de D’Alembert

Théoréme 1.2 La solution h du probleme (1.1)-(1.2) -(1.3) est donnée par la formule de
D’Alembert

h(z,t) = f(x +ct) + g(z — ct),

avec f et g sont des fonction a détermine. De plus

x+ct

hz,t) = %[gp(z +ct) + p(x — ct)] + 2% / P(s)ds. (1.4)

—ct

Démonstration. Nous utiliserons le changement de variable suivant:
E=x+ct, n=uz—ct,

on introduit la fonction:
H(&,n) = h(z,1).

Pour vérifier que H satisfait 1’équation (1.1) on dérive H para port £ et n deux fois on

obtient:
’H
W = C2H§£ — QCQHSW + C2H77777
O’H
72 H§§+2H§U+Hm.

En substituant ceci dans ’équation (1.1), alors:
He, = 0.
On intégrant, on déduit il existe deux fonction f et g telles que :
H(&,n) = f(&) +9(n),
En revenant a l'inconnue originale h, nous obtenons:
h(z,t) = f(x+ct) + g(x — ct).
Pour obtenir f et g nous utilisons les condition initiales:

W, 0) = p(z) = f(x) +g(x) = @
oh 1

-

57 (@, 0) = v(2) = f(z) — g(z) =



d’ou nous tirons les identités:

expressions dont le résultat annoncé (1.4) se déduit en prenant la somme =
Exemple 1.3 Posons h(z,0) = ¢(z) = sin(z), 2(z,0) =¥ (z) = 0 alors:
L . .
h(z,t) = §(sm(x + ct) + sin(z — ct)),
Donc

h(z,t) = sin(x) cos(ct).

1.1.2 Domaine de dépendance et d’influence

La formule de D’Alembert (1.4) définie la valeur de h au point (z,t) et elle ne dépends que
de la valeur de ¢ au points z — ct et x + ct et la valeur de ¢ sur Uintervalle [x — ct, z + ct].
cette intervalle est nommée domaine de dépendance de (z,t). D’autres parts, la valeur de

¢ et 1 au point z influe sur la valeur de h au point (x,t) qui appartient au secteur
z—ct<x < z4ct,

qui est appelé domaine d’influence de z.

Domaine d'influence de z

(x, 1)

X —ct X+ ct
Domaine de dépendance de (x,t)

Figure 1.1: Domaine de dépendance et d’influence



1.1.3 Solution avec séparation de variables

La séparation des variables consiste a rechercher sur la solution de (1.1), (1.2), (1.3) qui
prendraient la forme

hz,t) = k(t)u(z), t >0, z €[0,]], (1.5)
En injectant formellement cette formule dans I’équation (1.1), on obtient:

"

E (Hu(z) = Ak(t)u (z),

Donc
W@ _ K0
u(z) k(t)
Nécessairement, on a alors
u' (z) = \u(x) z € 0,]],

On cherche la solution pour A < 0, (A = —a?)

1. Pour I'équation

"

u (z) + u(x) =0,
On a A = (2ai)? < 0, donc la solution de ceci est donne par :
u(z) = ¢ cos(ax) + cosin(ax).
On appliquant les condition aux bord on obtient:
U, = B, sin (nTﬂx> : (1.6)
2. Pour I’équation
k' (t) + a’k(t) = 0,

On a A = (2aci)® < 0, donc la solution de ceci est donne par :

k(t) = C, cos (nl—wct) + D, sin (%ct) )

On utilisant (1.6) et le principe de superposition des solutions on obtient la sérier:

3 (Avcos (“et) + B, sin (et ) sin (")

n=1



Calcule des coefficients A,,, B,:

Pour calculer les coefficients A,, et B,, on utilise les condition initiales (1.3)

1. h(z,0) = p(x), alors:

En multipliant ceci par sin("x) et intégrer sur I'intervalle [0, [] nous obtenons:

i A, l/ sm Sln (?m) dx = ]gp(m) sin (?x) dx.
0 0

n=1

On peut vérifier que :

/sin (?l‘) sin (?m) do = 2 S‘i e (1.7)

0 0 sin#m
Donc
) I
A, = j/gp(x)&n( i x) dx
0
2. %(w,()) = (), alors

Z B "7 in ( ) = (z),

En multiplie ceci par sin("*x) et intégrer sur I'intervalle [0, ], nous obtenons:

i B, ] % s1n ) sin (?az) dx = l/@b(az) sin (?az) dx,
0 0

n=1

et on utilisant (1.7), on obtient:

Remarque 1.4 On peut considérer d’autres conditions aux bord, i.e. des conditions de

Neumann, conditions mixtes, - - - .



1.2 Séries de Fourier

Nous allons étudier maintenant de fagon approfondie les fonctions sin et cos, puisqu’elle
peuvent constituer une base dans I'espace vectoriel L?(0,1), c’est a dire celui des fonctions

de carré sommable définies sur U'intervalle [0, [] voir [1],[5], [6]
Théoreme 1.5 Les fonctions
. 21 2 . 2nm 2nm
I,sin( —=x),cos | —x |, -+ ,sin|{ —=x |,cos | —ax |-
l l l l
constituent une base orthogonale de L*(0,1)
Ensuite, une fonction f quelconque de L? (0,1) peut s’écrire sous la forme

f(z) « % + i {an cos (%Tﬂx) + by, sin (%Tﬂx> } : (1.8)

et comme notre base est orthogonale, les coefficients a,, et b, sont donnés par le produit

scalaire de f par les éléments de la base:
! !

!
_%/f(x)dx, an:%/f cos< )dx et b, %/f sin <2n7rx) dx
0

0 0

N
Sy(z) = % + Z {an coS (%Tﬂx) + b, sin <2nT7Tx)}

n=1

Soit:

la somme partial de série Fourier de f, alors on a le théoreme de convergence suivant

Théoreme 1.6 Soit f une fonction carré intégrable sur lintervalle [—1,1] on a:

l

lim [Sn(z) — f(z))* = 0.

N——o0
-l

Un autre résultat de convergence est le suivant:

Théoréme 1.7 (de Dirichlet) Soit f : R — R une fonction périodique de période T' = 21
satisfaisante auxr condition suivantes:
Di): f et f/ sont continues par morceaur sur |—m, .

D2): f admet en tout point une dérivée a droit et une dérivée a gauche

Alors la série de Fourier associée a f est convergent et on a:
f(z), si [ est continue en x,
) f(x+0)+ f(x —0)

%—1—; @y, COS (Tll—ﬂx> +b,, sin <?:L‘
n—= 2 9

de plus la convergence est uniforme sur tout intervalle ot la fonction f est continue

st f est discontinue en x.



1.2.1 Séries de Fourier avec poids

Dans le chapitres suivants, on a besoin de considérer des série de Fourier dans un sens plus

générale

Définition 1.8 Soit {¢,, : n=10,1,...} une famille des fonctions continues dans une in-
tervalle fini [0,1], ou infini. On dit que sont orthogonale dans [0,1] avec la fonction ne pas

négatif r(x) si:

[ l
(s 0) = / H@)pdndr =0 Vim#n e / r(@)d2dz £ 0 Vn.
0 0

la fonction r(z) est nommé fonction poids.

La famille {¢,, : n =0,1,...} dans [0,[] avec la fonction poids est dite orthonormée si:

l

/T(m)gbi dr =1 Vn.

0
1.2.2 Expansions en série de Fourier

On considere la base {e!...e"} (e la vecteur unité de R"), telle que Vu € R™ on choisit un

unique constants aq, sy oy, :
n
i
u = E aze’.
i=1

Pour généraliser se résultats on suppose, I'ensemble {¢, : n =0,1,...} est une famille or-
thogonale avec la fonction poids r(x)

Prenons d’abord une fonction f(z) définit sur [0, (] la sérier

flz) = ch¢n(x). (1.9)

est appelée série de Fourier généralisé de f.

Pour déterminer ¢, on multiple (1.9) par r(x)¢,,(z) et intégrer sur [«, 5] on obtient:

/ F@)r(x)p,,(z)de = / ch¢n(x)r(x)¢m(x)dm,

alors

l
m [ 1(@)0%(2)dr = cu |||,
/



donc

Y

/f

Si la famille {¢,,(z)} est orthonormée pour i.e. qunH =1 alors :

B
— / F (@) (@) (2)de

1.2.3 Représentation complexe d’une série de Fourier

Soit la fonction réale f(x), définie sur I'intervalle —I < z < [, la sérier de Fourier complexe

de f(x) est donne par

Avec:

nT

C, = —/f( )exp(—Tx)dx sin=0,%+1,£2-

Pour justifient ces deux résultats. On utilise ces relations d’Euler

cos (1) = SR LFe) o (Citpa) - (om ) _ e (PFe) —exp (=),

On substituant ce relation dans la série (1.8), on obtient:

flo) = 24 i o, P (%) —|—2exp (—i%x) Ly, P (i%r) —Q;Xp (=it )

= @-1-2@ ! exp (i@x>+a e exp (—z?x)

2 — 2 l 2
Posons C,, = @, c_, = an + ibn on obtient:
f(x) =Co+ Z C, exp (z—x> Z C_, exp ( sz>
=Cy+ Ch — C, o7
0 ; exp (z 91:) n_z_oo exp (z x)
Donc:

10



Cette derniere expression est appelée forme complexe d’une série trigonométrique
Pour déterminer les C,, on multiplie la derniere expression par exp(—i™"x) et intégrer
sur [—1, 1], alors:

l

/f(x) exp (~it ") do = ion]exp (@mx) dz,

Avec :

/l o (z (n — m)wx> D — 0 sin#m,

2l sin=m,

on déduit:

11



Chapitre 2

Equation d’onde dans un domaine

avec des frontieres variables

Dans ce chapitre, nous allons étudier ’équation d’onde dans un intervalle avec des frontieres

variable, c-a d, 0 < z < £(t).

2.1 Le probleme

On considere un fil élastique, de longueur variable £(t), est tendu entre deux supports de
méme niveau, en horizontal, et on note h(z,t) représentant le déplacement vertical dans un

points x, a l'instante ¢t. La fonction h(x,t) satisfait I’équation suivante:

%h  ,0%h

72 = C 92 si0<a</t), (2.1)

avec les conditions initiale
h(z,0) = ho, %(z, 0) = uo, (2.2)

et les conditions aux bords
h(0,t) = h(€(t),t) = 0, (2.3)

Dans ce cas, il est difficile de résoudre ce probleme, car la méthode de séparation de
variable utilise dans le cas fixe, sa marche plus pour ce la on détailles I'article de Vesnitskii

et Potapov [7], qui donne la solution comme sous forme d’une série

12



2.2 Formule de d’Alembert

La solution h de I’équation (2.1) est donnée par la formule de D’Alembert

h(:c,t):f<t+%)+g(t—%>.

En substituant par les conditions (2.3) dans la solution générale:

On a h(0,t) = 0= g = —f, alors la solution générale est:

h(ac,t):f(t—i—%) —f(t—f)

C

et on a h({(t),t) = 0, on obtient I’équation suivante:

(e 12) -1 (- 10) o

En substituant par les conditions (2.2) dans la solution générale

On a h(z,0) = ho(x), alors

etona —(x,0) = ug(x), donc

ot

) (-2) i

En intégrant cette derniere expression par rapport a x on trouve:

7f' (£) -1 (-%) - 7uo<5>d§,

donc

Par addition entre (2.5) et (2.6) on obtient:

T 111 ¥

Y2 |2 o<

1(2) =3 c/“ﬂ(ﬁ)dGho(ﬂC) . 0<z<0),
0

et par la soustraction entre (2.5) et (2.6) alors:

/9-

1
&

DN | —

13

/ug(f)dﬁ —ho(z)|, 0<z</0).

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.8)



Supposons ug(x) et ho(z) sont des fonction impaire définie sur Uintervalle [—£(0), ¢(0)],

alors en substituant par (—z) dans I'équation (2.8). On a:
1|1
F(5) =5 |+ [ wo(©de ~ ho-2)

Cc
0

puisque ho(z) est impaire, alors

xT

F(5)=5 ?/%wwa+%m>,—amegam

0

@)

2.3 Solution sous forme de série

(2.9)

Le probleme originale est réduire a déterminer la solution de 1'équation (2.4), celui vérifie

la condition (2.9), maintenant on cherche la solution de I’équation (2.4) sous forme de série

f(t) = Z falt) = Z an cos(2mny(t)) + by, sin(2mny(t)).

n=1

(2.10)

ou y(t) est une fonction a déterminer, et a,, et b, sont des coefficients a déterminer, par les

conditions initiales (2.9).

Pour déterminer une condition sur y on substitue (2.10) dans I’équation (2.4)

)1

n=1

n=1

14
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5 onos (2o (-0 ) b (2 -



En utilisant les formules trigonométriques:

cos(p) — cos () = —2sin (?) sin (’%) ,
sin(p) — sin(g) = 2sin (7%) cos (7%) .
On déduit alors:
B o e ) - 22))
tbysin (7m {y(t + 49 4y - A9 )}

o) - )

Donc pour que la solution (2.10) satisfait I'équation (2.4), il suffit que I’équation y(t) satisfait

I’équation suivante:

Y (t + @> —y (t - @) =7, ol 7y est constante. (2.11)
c ¢

Une fois y est déterminé, la solution générale de probleme (2.1) ,(2.2) et (2.3) est:
h(z,t) = i {Gn cos (27my (t + E)) + b,, sin (27Tny (t + E))}
’ — c c
{an cos (27my (t - E)) + b, sin (27rny (t - f)) } ,
c c

2.4 Détermination des coefficients a,, et b,

M

n=1

Pour déterminer les coefficients a,, et b, on utilise (2.9) et (2.10):

f(%) = i @y, COS (27my (%)) + b, sin <27rny (%)) (2.12)

—((t) (1) )

Comme dans le cas cylindrique, on utilise 'orthogonalité des fonctions f,, dense L? (
c

mais cette fois avec la fonction de poids y'(t)

1. Pour déterminer a,,, on multiplie I'équation (2.12) par cos (2m7ry (%)) y'(%), et integre

15



sur l'intervalle [—¢(0), £(0)], on obtient

£(0)

[ @ on (@) 2o

= i; G _g/(o) coS (27rny (%)) coS <2m7ry (%)) y/ <%> dx
+by, _4) sin (27my (%)) cos (2m7ry <%)) Yy (%) dx

)

D’Apres (2.11), sin =m on a

£(0) £(0)
/ 1 /
— / sin (27Tny <§>> coS <2n7ry (E>> Y <£> der = = / sin (47my (E)) Y <E> dr =0
c c c 2 c c
—£(0) —£(0)
£(0) £(0)
!/ 1 /
_ / cos? (27my (£)> Y <E> dr = - / (1 + cos (27my <£>>) Y (£> der =1
c c 2 c c
—£(0) —£(0)
Donc :

S
3
Il
DN | —
|
O\i’%
|
=)
o
IS
N
+
>
=)
—
S
@)
@]
0N
e
DN
3
3
<
—/
SRR
N—
N—
Q\
—
o8
—
QU
8

Et sin # m, on a

(0)

— / sin (27my <§>> cos <2n7ry (%)) y/ (%) der =0
—£(0)
(0)

] o o 2 o () (2) =

—£(0)

2. Pour déterminer b,, on multiplie I'équation (2.12) par sin(2mmy(%))y (%), et integre

16



sur l'intervalle [—¢(0), £(0)]

£(0)
[ 3o ()5 ()
—£(0
. £(0)
= nz_; a, / cos (27my (%)) sin (2m7ry <%>) y/(%)da:
= —£(0)
€(0)
+by, / sin (27my (%)) sin <2m7ry (%)) n <§> dx
—£(0)
D’Apres (2.11),sin=m
£(0)
— / coS (27my (%)) sin <2n7ry (%)) y/ (%) dr =0
€(0) - £(0)
o () (=1 | (1n o () ()
—£(0) —£(0)
Donc :
£(0) T
by = % / %/uo(f)df + ho(x) | cos <2n7ry (%)) y <%> dx
—£(0) 0
Et si n # m,on a N
€(0)
— / cos <27my (%)) sin <2m7ry (%)) y/ (%) dr =10
o
— / sin (27my <%>> sin (27Tmy (%)) y (%) dr =0
~4(0)

Remarque 2.1 Reste a déterminer la fonction y (t). On peut voire ce probléme de deux
facons différentes

i) Probleme directe: ((t) est donné et on cherche y(t). Quelques exemples sont considéré
dans le chapitre sutvant.

i1) Probleme inverse : y(t) est donné et on cherche £(t). Quelques solutions sont donnée

17



par Vesnitskii et Potapov [7], avec v = 2 dans l’équation (2.11)
y(t) = (at+8); L) = —,
y(t) =In(at + B); €(t) = — n (ot +5
y(t) = (ot + B)z;  U(t) = ol (at + 8 — 1)z,

avec o3 sont des constante.

18



Chapitre 3

Quelques exemples

Dans ce chapitre, on donne la solution explicite, de différents problemes. On détaille le

travail de Balazs [2] avec quelque vérifications numérique.

3.1 Equation d’onde dans l’intervalle [0, vt]

3.1.1 Solution avec des conditions aux bords de Dirichlet

Soit ty > 0,on considere le probleme suivant

82h_82h L 0<z<vut,t>t

o2 ox? MU= r=h b=t

h(0,t) = h(vt,t) =0, (3.1)
oh

h(l‘,t0> = h07 _(‘TatO) = Up-

ot

La solution générale de (3.1) est s’écrite comme:
hz,t)=f(t+x)+g(t—x), 0<z<uvt, t >t
Vérification des conditions aux bords:
On a h(0,t) =0=g=—f, donc :
h(z,t) = f(t+z) — f(t —x). (3.2)
et on a h(vt,t) = f(t +vt) — f(t — vt), alors:

fA(1+w) = ft(1=v)).
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v
Posons z = t(1 —v) et &« = ———=, on obtient:
v

—~
—_
|
~—

14w
P50 = - o),
donc il est nécessaire que
flaz) = f(2). (3.3)
Détermination de la fonction f

La solution de (3.3) est étudie par la périodicité de la fonction f en log(z). Posons

f(exp(log(2))) = w(log(z)),

Si on note y = log(2), et T = log(«), alors log(az) =y + T, et on a:

w(y +T) = w(y),

Donc: w est une fonction périodique, a période T = log(a), et on peut développer en

utilisant la sérier de Fourier, i.e.

Fexpliog(:)) = wln) =3 Cexp (17700,

Ce que implique
“+o0o
21

f(z) = ; Cnexp(inklog(z)) , k= Toe(a)’ (3.4)

Pour déterminer la forme générale de h on substitue par (3.4) dans ’équation (3.2) on

obtient:
—+o0

+oo
h(z,t) = Z Cy exp(inklog(t + x)) — Z C, exp(inklog(t — z)),

On multiplie cette équation par exp(ink log(ty)) exp(—inklog(ty)) on déduit alors:

Wz, 1) = ion {exp (mk: log (t ;x» — exp (mkz (t t‘f)) } . (3.5)

Détermination des C,

on a h(x,ty) = ho(x) c.-a-d.:
o= to+ to—
ho(z) = ; C, {exp <mk log ( 7 )) — exp (mklog < i )) } .
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et on a —(x,ty) = up(x) c.~a-d.:

too exp (mk log (tot%)) exp (mk‘ log (totgx>>
(to + ) - (to — )

En dérivé hg par rapport a x, et par addition puis la soustraction enter la résultat et ug on

obtient:
. to+x
Oho 9 & ‘ exp (mk log ; ))
— = - 2inkC,, ,
Oz + ug 2; m (fo+ 2)
. to—x
dho 9 2 exp <mk log i ))
—_— — = - 2inkC,, )
or  ° 2 Z.O inkC (to — x)
c.-a-d.

“+o0o
(to + ) (% + u0> = %mekC’n exp (znk log (toj x)) : (3.6)

0

8h0 1 o . . t() — X
(to — ) oy W) =3 Z inkC, exp | inklog ; : (3.7)

0

h(0,t) = 0, t > tg, alors on peut prolonger ug, hy sur [—vty, 0], alors les deux équation
précédente (3.6) et (3.7)sont égaux
7 . . . LN 7 . . t +I t +‘/La
Pour déterminer C),, on multiplie la premiere équation par exp (—@mk; log (°t—0>> dlog (Ot—0> ,

et integre sur [—vty, vto]

vto
/ (to + z) (% + UO) exp (—z’mklog <t0 * I)) dlog (tO LA x>
Ox to to

—vto
1= i to + to +
_ 1 : o oT<& 0T
=3 ka;C’n / exp (z(n m)klog ( i )) dlog ( i ) .
o —vto
1. Sin=m
1 "F on L ik
0 . to+x 1
_ -0 _ 1 B v
— / <8:z: +u0) exp( imk og( i )) 20m / (to—|—$)dx
—vto —vto
1 ron
=Cpn=— / (—0 + uo) exp (—imklog <t0 * a:)) dx.
mum ox to

—vto

Finalement on a:

vto

Cpp = — (#) / (% 4 uo) exp (—imk log (tot‘z x)) de.  (3.8)

—vto
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2. Sin#m

vto

8h0 . t0+I to—f—l’
/ (to + ) (% + uo) exp <—@mk log ( i )) dlog ( i )

—vto
1 <= i to + to +
. . 0T 2T 0T <L
:52271]{:6’” / exp (z(n—m)klog( ; ))dlog( ; ) .
e —vto

0 0
On multiplie le deuxieme terme par (n —m) et diviser par (n —m), ainsi:

vto
/ (to+ ) (% + uo) exp (—imk:log (to + :c)) dlog (to + x)
Ox to to

—vto

vto

_ %i: (nf"m) / ink(n —m) exp <i(n — m)klog (t(’;“’)) dlog (to;:x) .

—vto

Par intégration, le second terme vaut:

vto
/ (to+ ) (% + uo) exp (—imk:log (to + x)) dlog (to + x) dx
x to to

—vto

= % Z (n ?nm)n {exp(i(n —m)klog(l+ v)) —exp (i(n — m)klog(l —v))}.

En remplacant k par sa valeur dans le second terme on obtient:

vto
/ (to + ) (% + uo) exp (—z’mklog (to i x)) dlog (to i x)
Ox to to

—vto

1 X, . 2m(log(1 4 v) —log(1 —v) +log(1l —v)
"3 " {e"p (“” ™) log(1 + v) — log(1 — v) )

. (i(n_m) 27 log(1 — ) )}

log(1 + v) — log(1 — v)

—00

et puisque exp(i(n —m)27)) =1, on a

vto
/ (to+ ) (% + uo) exp (—imklog <t0:0_ 93)) dlog (tot—: x)
—vto

1 = C, , 27 log(1 — v)

T2 ; { (n — m)nexp (z(n B m)log(l +v) —log(1 — v))

—o (i(” - <log<12j-r i‘igfﬂ(?g?i = ))) } -
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Exemple 3.1 On prend v = %, to =1, et le conditions initiales
ho(z) = sin(27rx)><[_%é], up(z) =0

A partir Uéquation (3.8), Cy, prend la forme de

2

Ch = — (%) / exp(—imk log(1 + 2)) cos(2mz)dz,

_1
2
alors:
“+n
h(x,t) = g Ch (exp(inklog(t + x)) — exp(inklog(t — x))) .
—-n
On obtient les graphes suivants:
timet=1.00 timet=1.05 timet=1.14
1 ————— 1 1
05 05 05
0 0 0
05 05 05
S S S S 1 1
0 1 2 3 4 5 6 71 0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4
timet=1.34 timet=1.72 timet=2.49
1 1 1
05 05 05 /\
0 0 0
05 05 05
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4
time t =4.03 timet=7.14 timet = 13.45
1 1 1
05 05 05

05 -05 05 \\/

Figure 3.1: Solution pour différents temps
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L’algorithme de programme

ENTREE v vitesse constante;
10 le temps initiale;
n; Tmaz;
ho (1’état initiale);
up (la vitesse initiale);

SORTIE wave (la solution h(z,t)), for t=1,--- Tmax;

27
pas 1 Set k= m,
x = —vlo, -+, vto;
t=1

pas 2 wihle t < Tmax;
Set z = —vt, - ,vi;
pas 3 For m=—n,---,n;

for i=1,--- ,length(x);

vto

Crn = — (ﬁ) / (8h0 + Uo) exp (—zmk log (t°+x>> dz; (calcule les

—vto
coefficients de la sérier)

pas 4 For j=1,--- length(z)
+o00

wave=h(z,t) ZC’ {exp (mk log (t”)) — exp (mk (7&;_0:1:))} :
SORTIE (wave).
pas 5 STOP.

G t+ax s t—x .
Remarque 3.2 Dans (3.5) posons p = ink log ( the > et ¢ = inklog (T)’ alors:

—+00

h(w,t) =Y (Co+Cy) cos(p) +i(Cy, — C_y) sin(p) — (C, + C_p,) cos(q) — i(cn — c—n) sin(q),

1

Posons

Ay =Co+C_p et B,=(Ch—C)

et avec les relations triangulaires on obtient le solution générale de forme sin et cos

2 .2 2 .2
ZA oS (—log (t t%x >)+anin (%klog (t t%x ))sin (%klog (iji))
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3.1.2 Solution avec des conditions aux bords mixtes

On cherche la solution pour le probleme suivant:

@ = @ st 0 <z <t
ot? (99(;82 - =
h(0,t) = %(vt,t) =0,

oh

h(xatO) = hOa a(xatO) = Ug-

La solution générale de (3.9) est
h(z,t) = f(t+z)+ g(t — x).

Vérification les conditions aux bords:

1. h(0,t)=0=g=—f, donc

h(z,t) = f(t+2z) — f(t —x).

Oh

2. 5-(vt,t) = F 1 +0)+ f (1 —v)) =0,

B _ (1+w) .

Posons z =t(1 —v) et a = 1—0) alors:
flaz)=~f(2)

Détermination de la fonction f

d’apres (3.10) on a:

fa*z) = —f(az2),

D’autre part on a:

(3.9)

(3.10)

£ (exp(2log() + log(2))) = f (exp(log(z))),

Posons f'(exp(log(2))) = w(log(z)), alors

w(log(z) + 2log(a)) = w(log(2)),
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w est une fonction périodique a période T' = 2log(«), alors:

+oo

2
= Z R, exp(inkslog(z)) , ke = i

2log(a)

Pour déterminer f on integre cette équation sur l'intervalle [0, z] on obtient:

z +oo z
/f,(s)ds = ZRn/eXp(inkg log(s))ds,
0 > 0

dans le second terme, posons y = log(s) = dy = < ds et s = exp(y) alors:

log(2)

]f’(s)dy - ZR /eXp (inky + 1)y)dy,

—00
“+o00

= f(z)= Z R, exp(inkylog(z) + log(z)).

Donc:
—+o0

2
= Z R,z exp(inklog(z)), ke = T

2log(a)

Alors la forme générale de la solution est:

ZR { (t + ) exp (ink‘glog (t;x» —(t— ) exp (ink210g<(tt_ox)))}.

Détermination des R,

on a h(x,tg) = ho(z) c.-a-d.:

ZR { to + x) exp (mkz log (tojx)) — (fo = x) exp (ka o <t0t_ x)> } .
- 0

et on a‘g’t‘ (x,ty) = up(x) c.-a-d.:

+oo - o
= ZRn (1 + inky) {eXP (mb log ( Ot )) — exp (inkz log ( Ot )) } .
—00 0 0

En dérivé hy par rapport a x, et par la dussions enter ceci et ug, puis la soustraction entre

ceci et ug on obtient:

8h0 +OO to +x
s +uy = = Z R, (14 inksy) exp (mkz log ( i ,
8}1,0 +OO to — X

— —uy = —ZR (14 inky) exp (mkglog(

ox to
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Pour ug et hy sont des fonction impaires alors les deux équation sont égaux, on multiplie la

to+x
to

vto
0h0 . to +x to +z
— — | dl

/(837 + ug) exp( imks og( o )) og( i )

premiere équation par exp <—2’mk2 log (%)) dlog ( ) et integre sur [—uvtg, vto| ,alors:

—vto
1 X i t t
= 53 R (14 ink) / exp <i(n — m)ks log ( 0:0 “’)) dlog ( 0;:9”) .
o —vto
De la méme maniere, nous déduisions que:
9 v Ohe exp <—2’mk‘2 log <t°£“>>
R,=|——+— / — 4 ug dz.
log(a) + inm Oz (to + )
—vto

3.2 Equation d’onde dans l’intervalle [—wt, vt]

On cherche la solution pour le probléeme suivant

0?h  0*h .
W:@ st —wt < x < wt,
h(—wt,t) = h(vt,t) =0, (3.11)
h(z,to) = ho, %(z,to) = wuy.
ot
la solution générale de (3.11) est
h(z,t) = f(t+z) — g(t —z). (3.12)

Vérification des conditions aux bords:
1. h(—wt,t) = f(t(l —w)) — g(t(1 +w)) =0, donc

ft(1 = w)) = g(t(1 + w)).
1+w

Posons z = (1 — w) et a = , alors

f(z) = g(az). (3.13)
2. h(vt,t) = f(t(1 4+ v)) — g(t(1 — v)), donc

fA(1L+v)) = g(t(1 —v)),

14w .
Posons z =t(1+v) et § = . , on obtient:
—v

9(z) = [(B2). (3.14)
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Détermination des fonction f et ¢

Et a partir de (3.13) et (3.14) on a :

f(z) = g(az),
9(z) = [f(B2).
Alors
{ 1(2) = gla2),
glaz) = f(apz).
Donc

f(z) = g(apz).
D’autre part, on a:

f(exp(log(z))) = f(exp(log(af) + log(z))),

Posons y = log(z), et T' = log(a3), d’Apres la solution de probleme précédent on obtient:

—+00

2
f(z) = ;Fn exp(inkqglog(z)) , kag = log(:zﬁ)' (3.15)
Et a partir de (3.14), on a:
+oo
9(z) = ) Fuexp(inkaslog(8z))
oo
= Y Fyexp(inkaglog(B)) exp(inkaslog(2)),
donc: .
g(z) = ZG” exp(inkqyplog(z)), et G, = F, exp(inkyszlog(5)). (3.16)

Pour déterminer la forme générale de h, on substitue par I’équation (3.15) et (3.16) dans

(3.12), on obtient:

—+o00 “+o00

h(z,t) = Z F, exp(inkqplog(t + x)) — Z Gy exp(inkaslog(t — x))
= Z F, {exp(inkq.plog(t + z)) — exp(inklog(t — z)) exp(inka.zlog(B))} .

donc:
+o00
h(z,t) =Y F, {eXp (mkaﬂ log (t ;r “”)) ~ exp <mkaﬁ log (B(tt— x))) } |
—00 0 0
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Détermination des F,par les conditions initiales

On a h(z,ty) = ho(z) c-a-d.:

ho(z) = J_i:Fn {exp (fmkaﬁ log (to;‘ x)) _exp (mkaﬁ log (ﬁ(tot—o_x))) } .

et on a 2(x,t) = ug(x) c-a-d.:
oo exp (inkag log (%)) exp (z’nkag log </3(t§_0—x)))
up(z) = ; inkosF, (o £ 1) - (o — 1)

En dérive hy par rapport a x, et par la dussions puis la soustraction entre le résultat et wug

on obtient:
exp (z’nkag log (%))

oh 1 <X
oty = 5 > inkasF,

ox (to + ) ,
oh +oo exp (inkyp log (2=
8_; —uy = % _Z: ink‘aan < (to — x)( to )) ]

Enfin de la méme maniere, les coefficient sont alors donnés par la relation:

vto

F, = — (L) / (% + u0> exp <—imka5 log (to + J;)) dzx.
mi ox to
—vto
"t ron 8
_ (= Oho i to
G, = <m7r) / ( o +u0> exp < imkqplog <t0 +x)) dx.
—vto

3.3 Equation d’onde dans l’intervalle [O, V2 + 1]

On cherche la solution pour le probleme suivant

0*h  0%h

- = L 0<zxz< 241 >

BTE 52’ st 0< e <Vt*+1,t>0

h0,t) = h(VE2+1,t) =0, (3.17)
h(z,0) = hy, %—'Z(m,O) = .

avec ¢ = 1, et [ = 1 (la distance initiale entre les deux supports ¢(t) = v/t + 1 on a:

t /
I'(t) = ————= = la vitesse initiale [ (0) = 0.
(t) T (0)
1 2
I"(t) = ———— = laccélération S "(0) = 1.
(t2+1)2 lo

La solution générale de (3.17) est s’écrite comme:

hz,t) = f(t+x)+ g(t — x).
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Détermination des fonction f et ¢

D’Apres les condition aux bords, on a h(0,z) =0 = g = —f, alors
W) = f(t+2) — f(t — ).
etonah(VE+1,t)=f(t+VE+1)—f(t—-VE+1)=0

On multiplie (¢ — v/t* 4+ 1) par sa conjuguée on obtient:
-1
) (Yo
f< Vet
Posons z =t + v/t? + 1 alors:
-1
ro=1(7). (3.15)

Et les Conditions initiales:

On a h(z,0) = hg, alors

oh

et on a 5t

(x,0) = ug, donc

On remplace par z on obtient:

f(z) = f(=2) = ho(2), p
=
F(2) = f(=2) = u(2). F(2) - f(—2) = / o ()da

Par la dussions entre ceci, on obtient:

f(z) = %ho(z) + %/uo(x)dx. (3.19)

0

Et par la soustraction entre ceci on obtient:

1

f(=2) = —%ho(z) + 5 /uo(x)dx. (3.20)

0

La détermination de f satisfait les conditions suivantes

1. Si0 <z <1,il vient de (3.19)

f(z) = =ho(z) + %/uo(w)dw. (3.21)
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2. Siz>1, De (3.19), (3.20) et du faite que f(z) = f (—l) , on déduit

z

f(z) = —%ho <1) +% / uo(z)dz. (3.22)

3.512<0

Si|z|]<1lona

Si|z| >1ona

la ligne de bord variable

Figure 3.2: Les région A, B et C
Dans cette figure on distincte trois régions A, B et C' précisées par les deux lignes t+z = 1
et t —x =1 et onnote f(t+x), f(t —x) par f, et f_ respective et 'équations (3.21) et
(3.22) par cas(I), cas(II)
1. Dans la région A
t+z|<1l=>t<1l—2x= fi = f(z) dans le cas (I).

t—z|<1l=t<1l+x= f_= f(z) dans le cas (I).
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2. dans la région B
t+z|>1=t>1—x= fi = f(z) dans le cas (II).

t—z|<1l=t<l4+z= f_ = f(z) dans le cas (I).

3. Dans la région C'
t+z|>1=t>1—-—x= f, = f(2) dans le cas (II).

t—z|>1=t>14+2= f_ = f(z) dans le cas (II).
Exemple 3.3 On prend les condition initiales suivante
ho(x) = sin(7x), wup(z) =0
1. Dans la région A

h(z,t) = f(t+z)— f(t—x)

1. 1. .
= 3 sin(m(t + x)) — 5 sin(m(t — z)) = sin(mx) cos(t).

2. Dans la région B

™

t+x

h(z,t) = f(t+z)— f(t—x) = —% {sin ( ) + sin(7(t — :c))} .

3. Dans la région C

ha,t) = flt+z)—f{t -2
1 T 7T
= —§{sin(t+x>—sin(t_m)}.

Cette solution vérifie I’équation d’onde et les conditions aux bords de la région A

FO0.6) =0,  h(1—tt) = —% sin(2nt),

les conditions aux bords de la région B

1 1
h(t—l,t):——sin< T ) h(x/t2+1,t) =0, h(l—t,t) = sin(2rt).

2 2t —1

et les conditions aux bords de la région C

h(0, ) = 0, h(t—l,t):—lsm< U )

2 2t —1
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Dans l'intérieur de la région A, le borde variable s’influence manifeste pas, et pour chaque

point (zg,ty) dans le triangle de domaine de dépendant, la solution dans ce point ne pas

sort que ce triangle car la solution entierement détermine par les condition de Cauchy

Dans B 'influence de le bord variable existe en gauche, et le terme sin(7(t—x)) représente

I’onde simple voyagé a la droite et ’autre onde voyagé a la gauche et réflexe sur le support

variable

Dans la région C' la solution lui la somme enter deux onde telle que les deux réflexe sur

le borde variable, la description de ceci est I’onde change leur nature.

timet=0.0
1 /\I T T T
0 r
_1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
timet=0.7
1 T T T T
0 \ '/_/ -
-1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
timet=2.0
1 T T T T
(e ~ /
\ 5
\ ’/
.\‘/’/
_1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10
timet=5.0
1 T T T T
b— — - T S \
0 \ '/'
\
-1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10

Figure 3.3: — Région A

timet=0.3
/ N
0 1 2 3 5
timet=10
‘\ /'/
\ /0
\*— /l 1 1 1
0 1 2 3 5
timet=3.0
-~
L . ' i
\ ’/
N
0 2 4 6 10
timet=10.0
————————— 7]
,/'
0 2 4 6 10
, ——. Région B, — - — Région C
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Conclusion

Dans ce travail, on a étudié I’équation d’onde en dimension un suivante

0*h  0*h .
% = ({92—% S1 g_(t) <z < [4_(75),
R (£),8) = h(€4.(£),1) = 0,
W to) = hy, 2 () =
xz, 0) = Ny, ot z, 0) = Up.

ou le bords de l'intervalle ¢4 (t) dépendent du temps. On a obtenu la solution exacte, sous
forme de série trigonométrique, et on a illustré cet résultat pour différents ¢ (t) est différents

conditions au bords. On a aussi vérifier cette solution sur un exemple numérique.

34



Bibliography

1]

R.P.AGRWAL-D.O.REGAN, Ordinary and Partial Differential Equation. Springer,
2009.

N.L.BALAzZS, On the Solution of the Wave Equation with Moving Boundaries. Journal
of Mathematical Analysis and Applications 3, 472-482, 1961.

J.QIN, Initial Boundary Value Problems Associated Wiht a Spinning String. These
Master. Universite of Manitoba-.JULY 1997.

J.RAUCH, Partial Differential Equation. Spring-Verlag, 1999.
S.SALSA, Partial Differential Equation in Action. Springer, 2008.

W.A.STRAUSS, Partial Differential Fquation An Intrroduction,Second Edition ,John
Wiley €Sons, 2008.

A .I.VENsNITSKII, A.I.PoTAPOV,Some General Propettes of Wave Processes in One
-Dimensional Mechanical Systems Of Variable Length ,I1Zd Gor’kovsk Gos .Univ. 422-
426, 1975.

E.C. ZAcHMANOGLOU. D. WTHOE. Introduction to Partial Differential Equation with

Application. Dover Publication, 1986.

35



	Introduction
	1 Préliminaires sur l'équation d'onde
	1.1 L'équation d'onde en dimension un
	1.1.1 La formule de D'Alembert
	1.1.2 Domaine de dépendance et d'influence
	1.1.3 Solution avec séparation de variables

	1.2 Séries de Fourier
	1.2.1 Séries de Fourier avec poids
	1.2.2 Expansions en série de Fourier
	1.2.3 Représentation complexe d'une série de Fourier


	2 Equation d'onde dans un domaine avec des frontières variables
	2.1 Le problème
	2.2 Formule de d'Alembert
	2.3 Solution sous forme de série
	2.4 Détermination des coefficients an et bn

	3 Quelques exemples
	3.1 Equation d'onde dans l'intervalle [ 0,vt] 
	3.1.1 Solution avec des conditions aux bords de Dirichlet
	3.1.2 Solution avec des conditions aux bords mixtes

	3.2 Equation d'onde dans l'intervalle [ -wt,vt] 
	3.3 Equation d'onde dans l'intervalle [ 0,t2+1] 

	Conclusion
	Bibliographie

