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Résumé:
A travers notre étude, nous étudions les solutions faibles et au sens des distributions de
I’équation de la chaleur et de I’équation des ondes, nous montrons I’existance et 'unicité du

ses solutions en utilisant des notions et résultats fondamentalles d’analyse fonctionnelle.






Introduction

Les équations aux dérivées partielles constituent aujourd’hui I’'un des themes importants
de la compréhension scientifique et sont d’une grande utilité dans la modélisation de nom-
breux problémes de la physique mathématique. Ces équations peuvent étre classifées en
plusieurs catégories.

Dans ce mémoir, nous avons étudié les hypotheses adéquates pour 'existence des so-
lutions classiques, faibles et au sens de distribution des équations aux dérivées partielles
linéaires dans un rectangle en utilisant quelques résultas d’analyse fonctionnelle.

Ce travail est divisé en trois chapitres qui sont les suivants :

Dans le premier chapitre, nous donnons un apercu général des différentes notions néces-
saires sur l'analyse fonctionnelle pour la compréhension du contenu de ce mémoire, notam-
ment, les espaces de Hilbert, les opérateurs non-bornés dans un espace de Hilbert les espace
de Sobolev.

Le deuxiéme chapitre est consacré sur I'existence et 'unicité de la solution du probléme
de Cauchy de I'équation de la chaleur sur L?(2), en utilisant des notions de base d’analyse
fonctionnelle, ensuite on a étudié la régularisation de la solution par rapport a t € [0; 7], et
nous discutons dans quel sens 1’équation du probléme de Cauchy est satisfait.

Le troisiéme chapitre est consacré sur l'existence et I'unicité des solutions faibles et au

sens de distribution de ’équation des ondes dans I'espace L*(12).



CHAPITRE 1

Rappel d’analyse fonctionnelle



Chapitre 1

Rappel d’analyse fonctionnelle

1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1 Soint E et F' deux C espaces vectoriels. Une application L : E — F est
dite anti-linéaire si. VA, u € C et Va,y € F,

Va,y € EL(Ax + py) = AL(z) + L(y)

Définition 1.1.2 Une application (.,.) : E x E — C est une forme sesquilinéaire si

Uapplication linéaire partielle x — (x,y) est linéaire et y — (x,y) est anti-linéaire.

1. Elle est dite symétrique hermitien si , (x,y) = (y,x) pour tous x,y € E.
2. Elle est dite définie positive si, (x,y) > 0 pour tous x € E et si ((z;z) = 0).

3. Un produit (scalaire) hermitien est une formes sesquilinéaire, symétrique hermitien,

définie positive.

Définition 1.1.3 Soit (.,.) un produit scalaire hermitien sur E. On définit sur E la norme

associe a (.;.) par || z ||= /{(x,z)

Définition 1.1.4 On appelle espace préhilbertien un C— espace vectoriel muni d’un produit
scalaire (.;.)est de la norme associée || . ||. Un espace préhilbertien peut étre muni d’un

structure d’espace métrique pour la distance d(z,y) =| z —y || .



Définition 1.1.5 (Espace de Hilbert) On dit qu’un espace préhilbertien H, muni de la
norme || . || associe au produit scalaire (.,.) est un espace de Hilbert si (H,|| . ||) est un
espace vectoriel normé complet.

(Par définition, un espace de Hilbert est donc un espace de Banach)

Exemple 1.1.1 L?*( Q) est un espace de Hilbert pour tout ) mesurable avec le produit

scalaire:

(f. ) = / f(2)g(x)da

1.1.1 Espace de Hilbert séparable

Un espace métrique est séparable s’il posséde un sous-ensemble dénombrable dense. La
plupart des espaces de Hilbert utilisés en pratique sont séparables. Tout espace de Hilbert

posséde une suite totale (fx)ren est séparable.

Théoréme 1.1.1 Tout espace de Hilbert séparable admet une base Hilbertienne.

1.1.2 Somme Hilbertienne. Base Hilbertienne

Définition 1.1.6 Soit (E,),>1 une suite de sous espaces fermés de H.
On dit que H est un somme Hilbertienne des (F,,) et on note H = @, F,, si:
(i) Les E, sont deux a deux orthogonaux i.e.
(u,v) =0 Yu€E,, YeE, m#n
(ii) L’espace vectoriel engendré par les (F,) est dense dans H.

Théoréme 1.1.2 (1) On suppose que H est un somme Hilbertienne des (E,)n>1. Soit

w € H et soit u, = Pg,u.
Alors on a

@) u=>7"u, ie U= lmy oo Y ooy Un



1.2. Opérateurs non-bornés dans un espace de Hilbert

(b) |ul> =322, Jun|>  (égalité de Bessel-Parseval)

Réciproquement, étant donnée une suite (u,,) de H telle que u,, € E,, Vn et 322 |u,|*

oo, alors la série ) wu, est convergente et u = 22021 u, vérifie u,, = Pg u.

Définition 1.1.7 On appelle base Hilbertienne une suite (e,)nen d’elements de H tels que
(i) len] =1 VYn, (em,en) =0 VYm, n, m # n.

(ii) L’espace vectoriel engendré par les (e,) est dense dans H.

I1 résulte du théoreme (1) que si (e,) est une base Hilbertienne alors tout u € H s’écrit

o0 [ee]

2 2
Z u,en) e, avec |ul® = Z [(u, e,)
n=1 n=1

Inversement étant donné une suite («,,) € L?, alors la série Y > | ay,e,, converge vers un

élément noté u; on a

oo
U, ey) =, €t ul> = a?.
(u, en) |ul n

n=1

1.1.3 Dual d’un espace de Hilbert

Définition 1.1.8 L’espace vectoriel H = L(H,C) des formes linéaires continues définis

sur H appellé le dual topologique de H.

1.2 Opérateurs non-bornés dans un espace de Hilbert

Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur dans H, c’est-a-dire, une application linéaire
definie sur un espace vectoriel D(A) C H a valeurs dans H.
D(A) est appelé le domaine de l'opérateur A.

Dans la suite, on suppose que D(A) est dense dans H .
Exemple 1.2.1 Soit H= L*(R) et D(A) ={u € H : zu € H}. On définit A par
(Au)(x) = zu(zx). pour u € D(A).

Alors A est un opérateur linéaire non borné avec un domaine de définition dense.



Définition 1.2.1 On dit q’un opérateur (A, D(A)) est borné s’il existe une constante ¢ > 0

telle que
[Aul| < cflul] Yu e D(A).

Remarque 1.2.1 Il peut donc arriver qu’un opérateur non borné soit borne.

Précisons quelques notations et définitions importantes

Graphe de A = G(A) = Uyepu) (v, Au] C H x H
Image de A = R(A) = UyepyAu C F
Noyaude A = N(A)={ue D(A);Au=0}CH

1.2.1 Opérateurs fermés
Définition 1.2.2 L’opérateur A est dit fermeé si G(A) est fermé dans l’espace H x H

Remarque 1.2.2 FEn pratique, la plupart des opérateurs non-bornés que l’on rencontra sont

fermes et a domaine D(A) dense dans H.

Théoréme 1.2.1 Soit H un espace de Hilbert, et A : D(A) — H. Alors, G(A) est fermé

dans H x H.si A est continue

Définition 1.2.3 Soit A un opérateur fermé dans H. L’ensemble résolvant de A, noté
p(A) est constitué de tous les nombres A € C tels que l'opérateur \I — A est une bijection de
D(A) sur H avec un inverse borné Si A € p(A), Uopérateur Ry(A) = (M — A)~! est appelé
la résolvante de A au point . Le complémentaire de p(A) dans C, noté o(A). s’appelle le

spectre de A.

1.2.2 Opérateurs auto-adjoints

Soit A : D(A) C H — H un opérateurs non-bornés & domaine dense. On va définir un

opérateur non-borné A* : D(A*) ¢ H — H' comme suit. On pose

D(AY) = {v € H';3e> tel que |(v, Au)| < ¢||ul|Vu € D(A)} :



1.2. Opérateurs non-bornés dans un espace de Hilbert

I est clair que D(A*) est un sous-espace vectoriel de H'. On va maintenant définir A*v pour

v € D(A*).Etant donné v € D(A*) on considére 'application g : D(A) — R définie par
g(u) = (v, Au), u € D(A).

On a
lg(w)| < cllull  Vue D(A).

Grace au théoréme de Hahn Banach forme analytique on sait que g peut étre prolongée

a une application linéaire f : H — R telle que
|f(uw)| <cllull VueH.

Par suite f € H'. On remarquera que le prolongement de g est unique puisque f est
continue sur H et que D(A) est dense.
On pose
A*v = f.

Il est clair que A* est linéaire.

Définition 1.2.4 L’opérateur qu’on la note par A* : D(A*) C H' — H' est appelé Uadjoint
de l'opérateur A. est défini par

(v, Au) i g = (A"v,u) - Yu € D(A),Yv € D(A").
Un opérateur A est dit auto-adjoint si A = A*.
Proposition 1.2.1 Soit A : D(A) C H — H un opérateur non-borné o domaine dense.

Alors A* est fermé. i.e. G(A*) est fermé dans H x H .

1.2.3 Opérateurs compacts

Définition 1.2.5 On dit qu’un opérateur A € L(H) est compact si A(By) est relativement

compact pour la topologie forte. On désigne par K(H) l’ensemble des opérateues compacts.

Théoréme 1.2.2 L’ensemble K(H) est un sous-espace vectoriel fermé de L(H) (pour la

norme |-[| z)-



Définition 1.2.6 On dit qu’un opérateur A € L(H) est de rang fini si dim R(A) < oo.
Remarque 1.2.3 Tout opérateur continue de rang fini est compact.

Corollaire 1.2.1 Soit (A,) une suite d’opérateur contines de rang finis de H dans H et

soit A € L(H) tels que || An — Al pgy — 0. Alors A € L(H).

1.2.4 Spectre d’un opérateur compact

Définition 1.2.7 Soit A € L(H). L’ensemble résolvant est
p(A) ={ € R; (A — \I) est bijective de H sur H} .

Le spectre o(A) est le complémentaire de I'ensemble résolvant, o(A) = R\ p(A).
On dit que A est valeur propre et on note A € VP(A) si

N(A = AI) =0;

N(A — AI) = 0 est 'espace propre associé a A.
Il est importante de retenir que si A € p(A) alors (A — \I)~! € L(H).

Proposition 1.2.2 Le spectre o(A) est un ensemble compact et
o(A) < [= Al + 1Al

Théoréme 1.2.3 On suppose que H est séparable. Soit A un opérateur auto-adjoint com-

pact.

Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de A.



1.3. L’espace de Sobolev

1.3 L’espace de Sobolev

1.3.1 Dérivées d’une distribution

Soit une fonction continue f : [a,b] — R dont la dérivée est continue par morceaux. Alors
f € L},.(a,b) et on voit qu’on peut associer & la dérivée f* une distribution T}, définie par

b

(Ty,¢) = | f(@)¢(x)dz Vo€ D(a,b)

a

b

= [fole— | f(x)dw)de

a
b

= — [ flx)o(x)de = —(Ty,9).

Les définitions suivantes généralisent la notion d’une dérivée d’une distribution:
Définition 1.3.1 T, la dérivée d’ordre n d’une distribution T est définie par
(T, 6) == (~1)" (T, ")
Pour un domaine 2 C RY, la dérivée partielle de T' par rapport au multi-indice o est

<6(;%T’¢> _ (—1)e < %m¢>v¢ e D()

On note que pour une fonction f : [a,b] — R continue et dont la dérivée est continue

donnée par

par morceaux,

(T, ) = /f¢dx—<Tf,,q§> Vo € D(Q) = T, =Ty,

Définition 1.3.2 (Dérivée faible ou au sens des distributions) Soit f € L} (Q)

assocté a une distribution Ty donnée par
(Ty, 0) / f(x)p(x)dz, Vo € D(Q).

Supposons qu'il existe une fonction g € L} () telle que

(Se0) = [ staoteriavs € D)



Alors on dit que la a-iéme dérivée distributionnelle de f (ou, tout simplement, la a-iéme
dérivée faible de f) est représentable par une fonction intégrable g. On la notera dans la
suite par g = D*f.

La définition de la dérivée D®f coincident avec la définition classique de la dérivée

partielle lorsque celle-ci existe.

1.3.2 Définition des espaces de Sobolev W17((Q)

Soit Q2 C RY un ouvert et soit p € R avec 1 < p < oo.
Définition 1.3.3 L’espace de Sobolev WP (Q)(Q) est défini par

91,99, ., gn € LP(Q) tels que
0
wWP(Q) = {uELp(Q) /u Ld :—/gigo Vo € CF(Q) Vizl,?,...,N}
o O; Q

on pose

HY(Q) = W2(Q)

Pour u € W?(Q) on note

ou o Uy (au ou ou

6377; — 9 8{2317(91'2"”7(91‘]\[

> = grad u.
L’espace W1P(2) est muni de la norme

ou
8x,;

N
lallyimgy = Il +3
i=1 Lr

B =

P
ou parfois de la norme équivalente <||u||ﬁp +3N ‘ Du ) (sil<p<o0).
il|lp

L’espace H'(€2) est muni du produit scalaire

(1, 0) - al ( ou v )
u,v 1 = \U, V)12 E a7 9o ;

=1

la norme associée .

2 2
L2

ou
al’i

N

2
[l 2 = (IIUIILz >
i=1

est équivalente & la norme de W12,

10



1.3. L’espace de Sobolev

Proposition 1.3.1 Lespace WP est un espace de Banach pour 1 < p < oo, WP est réflexif

pour 1 < p < oo est séparable pour 1 < p < o0.
L’espace H! est un espace de Hilbert séparable.
Exemple 1.3.1

1. W) = {v e L¥(Q) : D* € L*(Q)V|a| < k.}. WF(Q) est plus souvent connu sous
le nom H*(Q).

%)
2. HY(Q) = {v € LXQ): & e L*Q),i=1,2,3, N} ot on a abusé la notation 8“
1 I’Z

pour vouloir dire que la dérivée est au sens des distributions.

3. HY(Q) D H}(Q) := {ve H(Q) : v =0 sur 9Q.} .On peut définir un produit scalaire
(., )10 sur HY(Q) :

et ainsi une norme induite

Jullq = (( w)an)? = ( / <u +i ( §x>) d:z:) :

1.3.3 L’espace W, ”(Q)

Définition 1.3.4 Soit 1 < p < oo; W, (Q) désigne la fermeture de C1(Q) dans WP(€).

On note
H)(Q) = Wy (Q).

1 . . . 1 , .
L’espace W,” muni de la norme induite par W ”* est un espace de Banach séparable; il

est réflexif si 1 < p < co. Hy est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H'.

11



1.3.4 Injections de Sobolev

Théoréme 1.3.1 (Injections de Sobolev) Soit Q un ouvert de RY. On suppose que §)

est un borné & frontiére lipschitzienne ou que Q = RN,

1. Sip < N, alors WhP(Q) C LP (Q), avec p* = NN—f;, et 'injection est continue, c.a.d.

qu’il existe C' € Ry t.q. Yu € WHP(Q). |Jul| < C |Jullyr, : on note ceci
WP (Q) — L (Q) :
on a en particulier

whi(Q) — L%(Q) et WH(Q) — L>®°(Q) pour N = 1.

2. Sip> N alors
Whr(Q) c ¢ (Q)

ol, pour a < 0, C%*(Q) est I'ensemble des fonctions holdériennes d’exposant o défini

par

C(Q) = {u € C(Q,R), Ik € R : |u(x) — u(y)| < k|lz —y|*, V(z,y) € Q*}.

12



Chapitre 2

Illustration et Motivation

2.1 L’équation de la chaleur

Sur I'espace X = L?(2 = (0,1) x [0,77]), on considére le probléme suivant

ou(z,t)  Pu(w,t)
5 T g =0,t€[0,7],z € (0,1)

w(0;t) = u(1,t) =0, (2.1.1)
u(z,0) = u’(z).

2

Notons que L*(€2) est un espace de Hilbert séparable. Considérons I'opérateur A = e en
x

L*(Q2) dont le domaine de définition

D(A4) = H(©) 0 HY(©).
ou H%(Q) et H} () sont les espaces de Sobolev suivants

ou 9 B B
7 € L2(Q),u(0,t) = u(l,t) = 0},
0*u

@GB(Q)}.

L’opérateur A a un inverse auto-adjoint et compact, donc son spectre se compose de valeurs

H}(Q) = {u € L*(Q)

Hmn:{ueﬂwm

propres discrétes.

13



Preuve. En effet: soit v € L*(Q2),u € D(A).On supposant que v(0,¢) = v(1,¢) =0

d2
(Au,v) = <—12L, v>
dx £2(9)

d*u(x)

s
J

v(x)dx

2
Donc ’adjoint de A = A* = d— |
dx?

Les fonctions propres et les valeurs propres de —A peuvent étre obtenues en résolvant

d2€k
— = — ek, ex(0) = ex(1) =0,k € N
dx?
qui donne
d2€k
Tz T Hker =0, ex(0) = ex(1) =0,k €N

c’est une équation differentielle du deuxiéme ordre, dont leur solution sont
ex(x) = c1 cos /1@ + ico sin /1,
comme e(0) = ex(1) = 0, on trouve
w, = k*n? >0, = V2sin krz, k € N.

Puisque {ej},-, forme une base orthonormée dans L?(2), alors f € L?(2) peut étre s’écrit

sous la forme

f= kaek; o fi. = (f, ex)r2@)-
=1

et nous avons

14



2.1. L’équation de la chaleur

||fHL2(Q) - <Z|fk‘2> :

k=1
2.1.1 L’existence et ’unicité de la solution

Théoréme 2.1.1 Siu® € L*(Q) et u(t) € L*() pour chaque t € [0,T), alors le probléme

admit une solution unique donnée par

u(t) = Z ug(t)er = Z e Mtules,.
k=1 k=1

Preuve. En supposant que v’ € L*(Q) et u(t) € L*(Q2) pour chaquet € [0,T], nous

écrivons
oo o0
u(t) = Zuk(t)ek, et u’ = Zu%ek.
k=1 k=1

Alors I’équation en (2.1.1) devient

u(z,t) O*u(x,t)

=0,t€[0,7],2€Q

at 0x?
8220:1 ULCL azzkzl Uk€Ek B
ot Ox?
o OupV2sinkrz v OPupV/2sinkrx
Zk:l at - Zk:l 81'2 — 0
auk
S orey o ot S0 upk?m/2sin krr =0

0o 6uk
Y het 57 o + Uk,ulcek) =0

[e's) auk
> et It + Uk:#k) e =10

Alors

Ou
ot
ug(0) = uy,

+uppy, =0, ke N,

et la solution unique de ce probléme est

uy(t) = uje et



on obtient I'unicité. Comme u® € L?(Q), alors

ull oy = > lun®)] =D e ud|* =3 |ug e <3l <00, (21.2)
k=1 k=1 k=1 k=1

donc, pour tout t € [0,T],u(t) € L*(Q). =

2.1.2 La régularisation par rapport a t.

Proposition 2.1.1 Siu € C{[0,T],L*()}, l’espace de Banach des fonctions continues

sur [0, T] a valeur en L*(Q)) muni de la norme

I leqom,o@y = sup </ |f(z, 1) d$)
t€[0,]
alors la solution est dans C'{[0,T], L*(Q)},

Preuve. En effet l'estimation

m—+p % m-+p %
sup (S @) ) < (S |[udf*) vm=1p>0,
t€[0,T] k=m k=m

on montre que la série Y ;- uy(t) est de Cauchy dans C' {[0,77],L*(Q)} ..

> re  ug(t) est de Cauchy si et seulement si

Ve > 0,dng € N,Vm, p > ny,

D umlt) = ) u(t)

ce qui implique que la suite des sommes partielles de la série ", uy(t) est une suite de
Cauchy dans C' {[0,T], L*(Q2)}.
Comme L*(Q) est un espace de Banach, alors C' {[0,T], L*(2)} 'est aussi, donc toute

série de Cauchy dans C' {[0, 7], L*(2)} est une série convergente. d’ou

ue C{0,T],L*Q)}

Proposition 2.1.2 La solution du probléme de Cauchy vérifiée
Nu (0) = u® dans L*(Q),
2)we L2{[0,T], Hy(Q)} .

16



2.1. L’équation de la chaleur

Preuve. (1)Comme

u(t) = ] < [ (1= e7)",

On a
00 N [es)
Z‘u;&t)—u%ﬁﬁ (1—6’“Nt)22‘u2‘2+ Z ‘ugf,
k=1 k=1 k=N+1

Ou N est assez grand. Cela implique que

lim(u(t) — u°) = 0 dans L*(9),

t—0

et donc

u(0) = u” dans L*(Q).

(2) On dit que v € Hg () si et seulement si

[e.9]
Zuk luk|” < 00, ou vy = (v, ex).
k=1

ur(t)” < |ug]” ek € N

donc
2

T T 9 1
/ |uk(t)\2dt§/ up|” e7tdt < — [uf)]”,
0 0 Ky

qui implique

T [mMm+D m+p
/ (zuk |uk<t>|2) i< S v 150
0 k=m

k=m

/ (Z e |uk<t>|2> it < oo,

c’est a dire u € L*{[0,T], Hy ()} pour tout v’ € L*(Q). m

et donc

Notons que si u® € H (), alors la série S°5° i, [u?]? est convergente, et puisque

m-+p % m-+p ) %
sup <Z Ly, |uk(t)|2) < <Z 1y, || ) ,Ym > 1,p >0,
k=m

tel0.T] \ .2,

nous avons u € C' {[0,7], H} ()} .

Enfin, nous discutons dans quel sens I’équation (2.1.1) est satisfaite.
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2.1.3 La solution faible

Définition 2.1.1 On dit que la fonction u définie par

u(t) = Zuk(t)ek = Z e Mtydey.
k=1 k=1
est satisfait l’equation du probléme (2.1.1 ) au sens faible si
d
E(u(),v) +a(u(.),v) =0, pour tout v € HY(Q) et ug € L* (), (2.1.3)
ou
a(u,v) = g Z—Zj—;dx, u,v € HY (),

Théoréme 2.1.2 Pour tout ug € L*(Q), le probléeme de Cauchy admet une solution faible.

Preuve. On pose Uy, (t) = S0, up(t)ey, et Uy, = S 0L, “kep. De

du
d—:+ukuk =0,k €N,
on a
(U (1), ex) + a(Un(t),ex) = 0,1 < k < m. (2.1.4)

Maintenant fixer k£ < m, et soit ¢ € D(0,T) (I'espace de Schwartz des fonctions de test).

Multiplier (2.1.3) par ¢ et intégrant par parties, nous obtenons

—/0 (Um(t),ek)(b/(t)dt—l—/o a(Un(t), er)o(t)dt = 0.

/

Comme U,;, — .00 U uniformément sur [0, T'], nous avons que la fonction t — (U,,(t), ex) o (t)
converge vers la fonction ¢ — (u(t), e;)¢ (t), et par conséquent
T

lim [ (Un(t), ex)d (t)dt = /0 (u(t), ex)

m—00 0

!

(t)dt.

De u € L2{[0,T], H:(Q)} et

[ atonio - u<t>,ek>¢<t>dt' <t [ 100 - @) P ar

on a
T

im [ a(U(t), ex)o(t)dt — /0 a(u(t), ex)o()dt.

m—00 0
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2.1. L’équation de la chaleur

Ainsi, pour tout e, nous avons

_A(ww@ga@mp+é a(u(t), ex)o(t)dt = 0,

Et puisque le systéme {e;},~, est dense en H}(£2), on obtient

—A(M&@d@ﬁ+éa@@mwwﬁzu (2.1.5)

Pour tout v € H}(Q) et ¢ € D(0,T). Ainsi, nous concluons que, pour v’ € L*(Q), la

fonction u, définie par la formule(2.1.2), satisfait a I’équation(2.1.1) dans le sens faible. m

2.1.4 La solution au sens des distributions

Définition 2.1.2 On dit que la fonction u définie par (2.1.2) est satisfait l’equation du

probléme (2.1.1 ) au sens de distribution si

T
«U()ﬂ0,¢>==@Kuﬂ)ﬂ0,¢>=:j/ a(u(t),v)¢(t)dt, pour tout ¢ € D(0,T),
0
Aussi, nous pouvons réécrire I’équation variationnelle (2.1.3) en termes de distributions
a la fois dans les variables temporelles et spatiales. Puisque D() est dense en Hj(f2), on
peut choisir v € D(Q), et (2.1.3) équivaut a

—/Q u(x,t)v(x)qﬁl(t)d(x,t)—/ u(z, t)v” (z)o(t)d(z,t) = 0, (2.1.6)

Qp

OuQy =0x(0,7) et d(x,t) = drdt. L’ensemble ) = v® ¢ := v(z)¢(t), alors ¢ € D(q,.)

et (2.1.6) devient
o 0%
i — — = 2.1.
/QT Uy d(x,t) /QT Uas d(z,t) =0, (2.1.7)

pour tout ¢ € D(gq,) avec v € D(Q2),¢ € D(0,T). Comme ’ensemble des combinaisons

linéaires de fonctions v ® ¢ avec v € D(2),¢ € D(0,T), est dense dans D(g,.), nous avons
que (2.1.6) détient pour tous ¢ € D(q,.) :

<% - %,¢> =0,vyY € ¥vD(q,), (2.1.8)

donc I’équation (2.1.1) est satisfaite dans le sens des distributions en 7. Ainsi, nous

avons démontré que la formule variationnelle (2.1.6) implique la formule (2.1.5) de distrib-

ution (2.1.8). Ainsi, la convergence n’est pas vraie dans cet exemple car nous savons que u

avait des valeurs dans HJ ().
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Maintenant, si nous supposons une certaine régularité pour u°, dites-le u® € Hg () (ou

D(A)),

puis
%;L € L?{[0,T],L*(Q) } and Au € L*(2).
Alors, dans ce cas I’équation en (2.1.1)
ou
—=A
ot~

Est satisfait en L2 {[0, 7], L?(Q)} et nous disons que u est une solution forte du probléme

de Cauchy (2.1.1).
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Chapitre 3

L’équation des ondes

3.1 L’équation des ondes

Sur lespace X = L?(Q = (0,1) x [0,7T]), on consédére le probléme suivant

ou*(z,t)  Du(w,t)

—0,t€[0,7],2€Q=(0,1),

ot? 0x?
u(0,t) = u(1,t) =0, (3.1.1)

u(z,0) = u'(x), Z¢(x,0) = u'(z),
Soit

u’ = Zugek., ut = Zu,lfek.,

k=1 k=1
2

ou {e;},-, les valeurs propres d'un opérateur A = — dont le domaine de définition

dx?
D(A) = H*(Q)N Hy(Q) C L*(Q),

forment une base orthonormée dans L?((2).

3.1.1 L’existence et ’unicité de la solution

On prend la solution de (3.1.1) dans L?(£2) solution on pose

u(t) = Z ug(t)eg.
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Théoréme 3.1.1 Siu’ € L*(Q),u' € H1(Q), alors le probléme admit une solution unique

donnée par
u(t) = w(t)e.
k=1

pour chaque t € [0,T]

Preuve. L’unique solution de ce probléme

d 2
%Jrukuk = 0, keN (3.1.2)

w(0) = w, w(0) = uy,

est

ug(t) = uf cos(y/pt) + ui%, keN (3.1.3)

Donc la solution du (3.1.1) est sous la forme

u(t) = ) ug(t)ex (3.1.4)

3.1.2 La solution au sens faible

Théoréme 3.1.2 Si u® € L*(Q),u' € HY(Q), alors la fonction u definie par (3.1.4) est
satisfait I’equation du probléme (3.1.1 ) au sens faible. Tel que H () = L(H(Q),R) est

espace dual de H}(S2), et on a linjection continue suivant
Hy(Q) — L*(Q) — H Q).

Preuve. On dit que u° € L?(Q2) et u' € H71(Q) si et seulement si

[ee) ) o] |U1|2
Z|u2| <ooetz B < oo,
k=1 =1 Hr
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3.1. L’équation des ondes

respectivement. sous ces hypothéses, la série

)= wil)ex

est de Cauchy dans C'{[0,T], L*(Q2)} puis

112
sup |ug(t)]* < 2 ugf—f—mi , keN.
t€[0,7] e,

De plus, comme
(1) = igug sin(y/pt) + up cos(y/jut),

on a
1
— sup )u
My telo,T]

!

k()

2 1
<2 (wf + L

2
, keN
k

donc, pour tout m € Net p > 0

2

9 m+p Ul (t)
k
sup H m+p (t)H B = sup |
te[0,T] H-1(Q) tel0, 7], 50 M
m+p 1‘2
<2 3 (e,
k=m-+1 k

et
m
= Zuk(.)ek
k=1

est une série de Cauchy dans C {[0, 77, L?(Q)} . Donc on a démontrer que U,, et U, converge
vers

we C{0,T],L*(Q)} et % e C{0,T],H ()},

respectivement, comme

m m
0 ' 1
= E uger, U, (0)= E UpEr,
k=1 k=1

on a

u(0) =u® et %(0) =u'.

Donc, la fonction u definie par (3.1.4) est satisfait 'equation du probléme (3.1.1 ) au sens

faible. m
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3.1.3 La solution au sens des distributions

Théoréme 3.1.3 Si u® € HL(Q),u! € L*(Q), alors la fonction u définie par (3.1.4) est
satisfait a lequation du probléeme (8.1.1 ) au sens de distribution et pour tout v € H}(Q) et

¢ € D(0,T) on a

_ /O ! (%(t},v) ¢ (t)dt + /O " a(u(t), v)o(t)dt = 0,

Preuve. Dans ce cas on a

> 2 > 2
S < oo, S Jukf’ < oc,
k=1 k=1

et

2 2
sup  fi ]uk(t)\2 < 2 (,uk ‘ug‘ + }u,ﬂ ) , keN,
t€[0,T]
2
sup
t€[0,T]

w@ < 2(m i+ |uf?), ke,

qui implique que

ue C{0,T],Hy(Q)} et % e C{[0,T],L*(Q)},
avec u(0) = u, et 2%(0) = u'. On note que
0?u
— T),H (2
atz 60{[0a ]a ( )}7
comme
1 " 2 2
— sup uk(t)‘ <y sup Jug(t)| (3.1.5)
Ky tefo, T te[0,T]

< 2wl + i), ke

De facon simillaire de I’equation da la chaleur, on écrit

"

(U

m

(), er) +a(Un(t),er) = 0,1 <k < m.

Soit ¢ € D(0,T), alors pour tout constante k < m, on a

- /0 (U (), e1)d (t)dt + /0 a(Up(t), er)p(t)dt = 0.
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3.1. L’équation des ondes

La convergence uniforme de U, vers u dans C {[0,T], H}(2)} implique que

T

lim m%@@w@ﬁ_lawwﬂm@@

m—00 0

et la convergence uniforme de U,, vers 3% dans C {[0,7], L?(€2)} donne

T
’

lim WMWQW@ﬁ:/

(g—?(t), ek) ¢ (t)dt.

On concluse que u satisfait ’equation du probléme (3.1.1) au sense suivant

- /OT (%(t),v) ¢ (t)dt + /T a(u(t), v)e(t)dt =0,

0
pour tout v € H}(Q) et ¢ € D(0,T). =

D’autre part, I’equation

d Ou
S50 0) 4 alu()v) =0

est satisfait dans D'(0,T) pour tout v € H}(£2). De (3.1.2) on obtient
T . T
| Wit cd @t~ [ (o) Acr)otrde o
0 0
pour tout constante k < m et pour tout ¢ € D(0,T),alors
T . T
| witres @at— [ o). Aot o
0 0

pour tout constante k < m et pour tout ¢ € D(0,T). Comme {e;},;-, forme une base

Hilbertienne dans D(A), on obtien

| .06 @i = [ ute). Avjoctae o
pour tout v € D(A), d’autre part, ’equation
d2
gz (ul),v) = (u(), Av)

est satisfait dans D'(0,T) pour tout v € D(A)

Remarque 3.1.1 Si v’ € D(A), u' € Hj(Q).
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on a

o0 o0
ST <o, >y |ub]” < 0.
k=1 k=1

2

Donc (3.1.5) implique la convergence uniforme de U, vers et AU, vers Au, dans

o2’
I'espace C {[0,T], L*(©2)} . Donc la fonction u définie par (3.1.4) est satisfait 'equation
0*u

dans L?(Q).
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