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Introduction génerale

La physique moderne et la physique fondamentale sont deux grands domaines ont

révolutionné le monde .Qui ont changé les concepts et la vision de la physique classique [1].
En physique classique, le mouvement des corps mateériels est étudié par deux théories : la
mécanique classique de newton et la mécanique relativiste. La premiére théorie est fondée sur
quatre grands principes :les trois lois de newton et le principe de conservation de ’énergie, par
contre, la relativité restreinte (1915) et la relativité générale (1916) qui est une théorie relativiste
d’interaction gravitationnelle basé sur le principe de I’équivalence masse-gravitationnelle
inertielle qui permet de formuler toutes les autres lois de la physique en présence d’un champ
gravitationnelle ainsi qu’il décrit le grand infiniment (les planétes ,les galaxies,...).

Au début du 20 éme siécle, il devient possible de faire des expériences a 1’échelle
microscopique, on découvre certaines situations ou la physique classique ne s’applique pas.
Donc la mécanique quantique est la théorie qui décrit les systemes microscopique (les atomes,
Les électrons,....), cette théorie a connu son essor grace aux travaux de Planck, Bohr,
Schrodinger, Heisenberg et bon nombre d’autres.

Parmi les principes les plus importants en mécanique quantique, le principe d’incertitude
D’Heisenberg qui énonce que la position et la vitesse d’une particule ne peuvent pas étre
mesurée en méme temps, avec une tres grande précision, car 1’incertitude AX sur la mesure de

sa position et I’incertitude Ap sur son impulsion doit satisfaire a la relation Ax.Ap =1#.

En fait, ce principe est une conséquence spontanée des relations de commutation
canonique entre les variable x; et p, avec i=1,3 qui deviennent des observables dans 1’espace
d’Hilbert (x, &> X, p, > p,), ces deux opeérateurs sont déefinis par leur action sur un étre
mathématique ¥ (x) [1].

La mécanique quantique sur espace noncommutatif [2], dans un Premier temps, été
proposée par Heisenberg dans les années 30 puis développée par Snyder a la fin des années 40,
dans I’espoir que les propriétés de non-localisabilité induite par la non-commutativité des
coordonnées d’espace permettraient de resoudre le probléeme des divergences a courte distance
(ultra violette) de la théorie des champs. Mais les succés de la renormalisation rendirent cette
piste caduque et elle fut abandonnée. Récemment, certains développements de la théorie des
cordes ’ont sortie de 1’oubli [2].

La mécanique quantique en espace noncommutatif correspond a 1’étude d’Hamiltonien
dépendant des opérateurs de position et d’impulsion qui satisfont une algébre de commutateurs

non canonique. L’étude de mod¢les exactement en mécanique quantique peut nous permettre

e ——————
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d’avoir une meilleure compréhension de certains phénomeénes survenant en théorie quantique des

champs Non-commutative [2].

e but principal de ce travail

L’objectif principal de ce travail est étudier I’équation de Schrodinger modifiée pour le potentiel
d’inverse-racine carrée dans 1’espace-phase non commutatif a trois dimensions (3D-NC-RPS). Ce

travail se divisé on trois chapitres principales avec une conclusion générale.

Le premier chapitre

Consacré la structure quantique de ’espace-phase non commutatif en utilisant le produit de
Moyal-Weyl (produit star) et la méthode de Boopp’s Shift, et on applique cette méthode sur le
potentiel d’inverse-racine carrée.

Deuxieme chapitre

Nous avons présenté les résolutions de 1’équation de Schrodinger pour le potentiel d’inverse-
racine carrée dans 1’espace ordinaire a trios dimension et en déduire les fonctions d’onde et les

énergies.

Troisieme chapitre

Nous avons étudié 1’équation de Schrodinger modifiée pour le potentiel d’inverse-racine carrée
dans I’espace-phase non commutatif a trois dimensions (3D-NC-RPS) pour obtenir les nouveaux
spectres d’énergies.

Et en termine par une conclusion qui résume les résultats obtenus de ce travail.
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ChapitreI: La structure quantique de I'espace-phase noncommutatif

I.1.Introduction :

Dans ce chapitre on a traité les postulats et les hypotheses caractérisé la structure quantique

et physique de I’espace-phase noncommutatif, les éléments principales sont :
*-Rappelle sur la structure quantique ordinaire,
*-Les nouveaux postulats de I’espace-phase noncommutatif,
*- Produit star et ces propriétés, la formule de Moyal-Weyl

*-La méthode de Boopp’s Shift et ces application pour un potenticl d’inverse -racine

. o
carrée de laforme V(r)=-——.

Jr

I.2.Rappelle sur la structure physique de la mécanique quantique ordinaire :

Malgré les sucées de la physique classique a 1’échelle macroscopique, est totalement
inadéquate pour les phénomenes observes a 1’échelle atomique, et cette nouvelle théorie de 1univers
physique est conventionnellement appelée la mécanique quantique dans ses grandes lignes, elle a été
congue entre 1925 et 1930, et elle est I’ceuvre principalement de N. Bohr, Heisenberg, Schrodinger et
Dirac [3].

La mécanique quantique est une majeure révolution scientifique qui modifie radicalement un
certain nombre de concepts de base de physique pour décrit les systemes microscopiques dans le
cadre non-relativiste et relativiste.

La mécanique Quantique ordinaire a I’espace de Hilbert est définie en remplacant les variables

et les moments canoniques par des opérateurs et postuler les régles de commutations canonique.

[x. py = ino
[x- x-]=0 ...................................................................................... (1.1)

[plu pjj]= 0

Ou h=21et ;;sont la constant de Planck réduit et le symbole ordinaire de Kronecker,
T

respectivement, qui deviennent des observables dans I'espace d'Hilbert (x. —> X) et (p, > p;)

ces deux opérateurs sont définis par leur action sur un étre mathématique W(x)[3-1].

KP(X) = XW(X) eeeeeeeeerenranseacessnniiionsonssnsossmssssssssnssnsossessnsonssssnssnsasasnssnsans (1.2)
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Et

PP (x) :-ih%\?(x) ............................................................................ (1.3)

La structure présenté par (1.1) connue par les relations des commutations canonique (canonical
commutation relations CCRs), les procédures de quantification satisfait par les deux principes

fondamentales concernant 1’énergie el I’impulsion E et p; [4] :

E—)ih%

.......................................................................................... 1.4
ne 9
P ey

En mécanique classique 1’énergie d’une particule de masse m, soumise des forces produit par

potentiel extérieurs V (T,t) est donnée par :

Maintenant on applique les deux principes de quantification canonique présentée dans 1’équation

(1.4), on trouve directement :

{— LNV (r,t)}y(m): m%“) ..................................................... (1.6)

L’équation (I.6) connait par 1’équation de Schrodinger dans 1’espace-temps ordinaire, cette

équation fondamentale basée sur les postulats présentés par (I.1). W¥(¥,t) Est connue par la
fonction d’onde, qui déterminer la probabilité de trouver d’une particule a 1’ instant t dans un
volume d*rentourant le point ¥ [4] :

AP = [ (Ft)] 0F vt (1.7)

Et A est ’opérateur Laplacien, en trois dimensions prendre 1’expression suivant :

2 2 2
A= e et ee e e e et e et e eaeee e e s e aseea e et e ea e et asaeeaeereanaeaaan (1.8)
x% oy? ozl

Le point fondamentale qui représente la déférence entre la mécanique classique et la mécanique

quantique ordinaire est appelée relation d’incertitude d’ Heisenberg :
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h
AXApX > E

Une valeur trés important caractérisée la mécanique quantique ordinaire, connait par la valeur
moyenne d’un opérateur A noté par(a), prendre les deux expressions dans le cas a deux et trois
dimensions, respectivement [4] :

= [P (T) AP (T ot (1.10)
Et
j\{! ) AW (FL) AT witeeireeeeenneeeesseeseresse s sesesassesessesenseseseens (1.11)

Avec I’élément de surface d?r et I’élément de volumed®r .
Le moment angulaire global :

1.2.1- le moment angulaire :

Le moment angulaire en mécanique classique introduit par la quantitt L=rAp, en
mécanique quantique L=(L,, L,.L,) P=(p,, p,.P,) » F=(Xy,2) ces les opérateurs dans

certain coordonnés donc on a trouveé [5-6-7-8] :

L, =vyp, —p,
Ly = 2D, = XD, ceriemeirieniiniinienieaieeteeieetiet s te et s et et e e s na et menasnaanases (1.12)
Lz = Xpy — YPy
Etona:
L = L 4+ L2 4 L, e (1.13)

Dans certain coordonnées les relations de commutation de L;avec (i, j, k=X, Y, z,).

[ LU [ ST L ettt (1.14)
Etona;
[L.r]= mZg”krk .............................................................................. (1.15)

Et
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LY L - OIS (1.16)

1.2.2- Le moment de spin :
Le spin c'est une propriété intrinséque des particules la formulation de définition de

I'opérateur de spin S est analogie au moment angulaire L [5-6-7-8].

Les relations des commutations :

[5118) | S 17&)S, vereenerueerinininiinintnctetttesne s (1.18)

En mécanique quantique le moment angulaire global Jest la somme des deux moments

angulaire L et le moment de spins, donc :

Ce qui permit de trouver le couplage spin-orbite L.S de la fagon suivante :

E.§:%(J_2’—F—§) ........................................................................... (1.20)

Les valeurs propres des opérateurs J2,L2et S? en mécanique quantique (c=%=1) :

J2¥ = j(j+)V¥
I S | TN (1.22)
S2¥ =s(s+1)¥

Les relations (1.20) et (1.21) permettent d’obtenir :

E§‘P:%[j(j 1) (0 T) =SSP verrereererreresrereeresseseesesseeeses s s e (1.22)

<j< |+% , e qui permit de donnée deux valeurs possible :

Avec| —%
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|.3.La structure quantique de I’espace-phase noncommutatif :

I.3.1 Introduction :

Avec la découverte de la mécanique quantique par Heisenberg, 1’espace géométrique des
¢tats d’un systéme microscopique d’un atome par exemple, s’est enrichi de nouvelles propriétés

de ses coordonnées, comme le moment et la position qui ne commutent plus.

La premiére apparition de la notion de 1’espace-temps noncommutatif en physique des
particules remonte aux travaux de Snyder en 1947, Le but été de pouvoir se éliminer des
divergences ultraviolettes de la théorie quantique des champs tout en conservant la covariance de
Lorentz, mais, comme parallelement a cela, la théorie de la normalisation produisait des résultats

remarquables.

La mécanique quantique en espace noncommutatif correspond a 1’étude de Hamiltonien
dépendant des opérateurs de position et d’impulsion qui satisfont une algebre de commutateurs

non canonique [2].

L’¢tude de modéeles exactement solubles en mécanique quantique peut nous permettre
d’avoir une meilleure compréhension de certains phénomenes survenant en théorie quantique des

champs Noncommutatif.

- Il trés important de noter que, les relations de commutation dans I’espace non commutatif,
satisfait par nouveaux produit connue par le produit star et les champs classiques remplacés par

les champs non commutatif

- Le produit ordinaire commutatif remplacé par le produit de Moyal-Weyl (produit star) [9-10-
11-12-13].

1.3.2 Algébre non commutative :

La géométrie espace-temps Non commutatif est une géométrie ou les coordonnées de
I’espace et de temps ne commutent pas, probablement, elle est une géométrie microscopique qui
se manifeste a tres haute énergies guidee par les deux équations Klein-Gordon et Dirac et aux

niveaux d’énergie bas par 1’équation de Schrodinger.

Elle est en quelque sorte la généralisation de la géométrie classique (macroscopique)
qu’on connait (Euclidienne, Minkowskienne, Riemannienne etc....). Dans I’espace non

commutatif, les relations de commutation devraient étre changées comme suivant :

X;. =X, p, > b [9]:
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%, p; |=ins;
R R, 2110 weeveeeeetestert ettt sttt st na s (1.24)
Ou (i, j=1D)et D la dimensions de I’espace. Les deux parametres :
0" =-0"=¢£"9
L sttt (1.25)
6 =-60 =¢£"6

Sont deux tenseurs antisymetriques induits par le non commutativité position-position et

impulsion-impulsion, respectivement [4].
Dans ce travail on sintérisé par I’espace-phase a trois dimensionsN =3, donc les indices
prendre les valeurs (i, ] =1,_3) , dans ce cas particuliere, les régles de commutations canonique

devient [4-14] :

[ Ba] = [ Ba] = [Rer B:] =0
[)A(ilkz]:ielz 126
[)21, Ag]:i913 .............................................................. .
[)22,)23]:i6’23
Et
R ”1]:[)‘(2, pz]:[‘s, p3]=|
L iiieeererisiieiiieiiatieeetsatatatentssetatsassesssatanans (I1.27)

1.4 La quantification de Weyl - Le produit de Moyal

Le formalisme du produit star initie par Harman Weyl et Wigner pour permettre une
description de la mécanique quantique en termes d’espace phases [15-16-17].

La quantification de Weyl est une technique utilisée pour décrire la mécanique quantique

a partir de I’espace de phase de la mécanique classique, c’est une prescription qui nous permet

d’associer un opérateur quantique a une fonction classique qui dépend des variable de 1’espace

de phase (variable canonique).

Soit f(x) une fonction quelconque définie sur I’espace phase, pour chaque fonction f(x) on

note f (k) transformation de Fourier.
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f (x):(27r)_2DIdee"‘mxm f(k)

o s (1.28)
f(k):(zzz)Tdixe-ikamf (x)
Remarque que si f(x) est une fonction réelle alors :
I N A (1.29)

On définit un espace-temps non commutatif en remplagant les coordonnées locales x; de

R® par des opérateurs hermétiques X, qui vérifient la relation de commutation :
(R K] JZ10) ettt (1.30)

La quantification de Weyl basé sur le lien entre I’algébre des fonctions f(x) définies sur R® et

I’algebre des opérateurs.
On définit l'opérateur de Weyl parw(f), qui peut étre construit par la forme de
transformation de Fourier qui englobe l'opérateur X, et la transformation de Fourier ordinaire

f(x). Si f(x) est fonction reelle alors I’opérateur de Weyl w( ) est hermitien.
W) S W) et s s s e ea e (1.31)

Ou f devient en opérateur de Weyl :

w(f) = (Znﬁ [ AP Re™mm £ (k) eiiuuuueeeeeeeeerrnneeeeeeeeeenniieessnseseeeesennnnns (1.32)
Et

W(G) = (20) 7 [ APLEWBNG (1) voreerereeresreseeseeseesesesseseiesesseseeseseesesees (1.33)
On multiplie les opérateurs w(f) et w(g) pour donner d’autres opérateurs [4-15-16-17] :

WE)W(G) = WE # G)eeenveereereseeaesseeeseeeseeseeseesseeseessesiiieesseeenesenees (1.34)
Et

w(f).w(g) = 2n)7P [ dPkdPle*m®" X" £ (J) G(1D)uurrrrrreeeeereeerirrrrrnannn (1.35)

En utilisant la formule de Campbell-Baker-Hausdorff :

1
AB _ A+B+E[A,B]+ﬁ[[A,B],B]—%[[A,B],A].......

ee e

Valable pour les opérateurs A et B tel que :

-10 -
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[A [AB]] = [B,TAB]] = 0uevrevrrnreiiiiiiiiiiiinitceniee et (1.36)

Donc:

W(P)wig) = (2m) [ dkdPle ™ iy g 1)

Et (f*g) c’est la fonction de Moyal — Weyl [4]:

oM 9 9

w(f * g) =wl<2n>‘D f dPkdPl[e > BT elem I () G (1)

—w [eé"mn—axmayn (107 ¢ ) PR (1.38)
Et
(F+g) = e%"m"—axmaynf(x)g(y)] ks oeesessesesesseseseseesesseseses s s s (1.39)

Donc [18-19-20-21-22] :
(f * 9) (% p) = (fg)(x,p) +5 0™ =2 f(x,p) 5 + 0(6%) +
izhém"apimf(x, p)a%g(x, D) 4 0(82) ceveeeeeeeeecreeeeeeeeeeenns (1.40)
Ou (f(x, p) * g(x, p)) représentée le nouveau produit en mécanique quantique non commutatif.
Notation :

La quantité : exp [%e”mknqm}est appelée le facteur de la phase non commutatif, avec :

1.4.1 Propriétés du produit star (Le produit de Moyal) :

Dans cette partie, nous récapitulons quelques identités utiles de 1’algebre de produit star
[4-13-15].
1)-lorsque 8=0
F(X)*FG(X) = F(X)G(X) cereereeenrenreareerrsnrsessesnssnssnssssssnsonsossssssssnssssssiones (1.42)

On retrouve donc le cas commutatif.

-11 -
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2)-le produit star entre exponentiels :
B QI @ X 2 e eeeeeeeeeeeeeeeeereeerrssasaasasaaasssssessseissnnne (1.43)
Avec: kag=k'q'e,

3)-Non commutatif :

FO,D) * g, D) £ GOOD) * FX, D) ererereieiniiiiiiiniiiniisnsasnsesesesesessesssssnens. (1.44)
4)-Associatif :

(FCx,p) * g(x,p)) * h(x,0) = F(,D)(G( D) * A(X, D)) eevnvvvreeeeeeeieeniinnnenee (1.45)
5)-La relation du complexe conjugué :

CACHDENTCH D) TCH ) MEN & €75 /) LTS (1.46)
6)-La relation d’intégrale :

[dPx(f* g)(x,p) = [ dP x(g * )%, D) = [ dPxf (%, D)X D)eerverrreerveereann. (1.47)
7)-Permutation cyclique :

[dPx(fxg*h)(x,p)=[dP(hxf*xg)=[dPx(f*h*g)eveererrerreuernaaren (1.48)
8)-Satisfait la regle de Leibniz :

0u(f *9) = 0uf * G+ f *0ugeueeeuniiiiiiiniiiiiiiiniie e (1.49)
Remarque :

Si on veut travailler avec un espace - temps non commutatif (pour coder le non commutativité de

I’espace-temps) ils existent deux maniéres différentes : -
*Utiliser un produit ordinaire avec des opérateurs de Weyl. -

*Déformer le produit ordinaire en un produit star et utiliser des fonctions ordinaires

définies sur un espace - temps commutatif.
1.5. La Méthode de Boopp’s Shift :

Pour écrire 1’équation de Schrodinger dans I’espace-phase noncommutatif, on applique
les étapes suivant [23-24-25-26-27] :

1-On remplace la fonction d’onde ordinaire W(r,t) par nouveaux fonction d’onde ‘i’(r:,t) ,

2- On remplace 1’operateur d’Hamiltonien ordinaire H(p;,x;) par nouveaux opérateur H ®,, %)

3- On remplace 1’énergie ordinaire E par nouveaux valeur g,
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ChapitreI: La structure quantique de I'espace-phase noncommutatif

4-On remplace le produit ordinaire par le produit star.

Les quatre étapes permirent d’obtenteur 1’équation de Schrddinger dans 1’espace-phase

noncommutatif.

H (P, K ) () B P(F1) reereeeereeeneireeeeeeeesseeenseeesiseeesseeesseeessnens (1.50)
La fonction d’onde W(F, 1) est peut étre écrié :

WF D) =W (I (1) cveererrrrreeerssrrureeesessrsreeeesssssseeesssssseesssesssssssemeessssns (1.51)
Ce la permit de simplifier 1’équation (1.50) :

H @, %) P () =B W(F) rerreeerreenreeeireeneeeireeseiieeesseesneeseseeeseesseesnnens (1.52)

La méthode Boopp’s Shift permit de traité 1’équation de Schrodinger déformée (1.52) comme

une équation ordinaire a condition d’appliquée les deux translations :
HP,, K )W (F) =B, W () cveeeeerrereeereeeesveeeeeueeeesessseesssssessssssisesssmmensses (1.53)

Avec I’operateur d’Hamiltonien H (p;,X;) peut étre écrié en trois variétés :

. A 9" L
H(pi, %)= H[Pi =Pis X & =X Py } pour NC-ND:RSP e (1.54)

H(p;, %)= H[f)i =P X K = xi] pour NC-ND:RP..evererreecrumeesnsnsnsnnicansass (1.56)

C'est-a-dire, les variétés (1.54), (1.55) et (1.56) correspond [18-19-20] :

5"
Pi = f)i =P Xj
12 ............................................................................ (1.57)
Xi _>)2i :XI 'e—pJ
2
Et
pi — f)| =P
. PP (|58)
Xi —)XI :XI _7pj
Et
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ChapitreI: La structure quantique de I'espace-phase noncommutatif

. 0"
Pi = Pi =P '7Xj
Xi —))A(i = Xi
Notre travail est fait dans 1’espace-phase non commutatif a trois dimensions, on introduit

Les notations :

i=1 X =Xp; = px
i=2 xz—ﬁ}?z:py .................................................................. (1.60)
i=3 X3 =2p3 =p,

Et la relation (1.57) peut étre écrierai explicitement dans 1’espace-phase non commutatif a trois

dimensions.
{,\ 912 913
X1 =X1 = P25 D3
~ 921 923
JXZ =x2 —Tpl 7p3 .................................................................... (I 61)
L’\ 931 932
X3 = X3~ P17~ P2
ET
(,\ 612 913
[Pr=P1— 5 X2~ X3
~ 621 623
4 pz = pz - Txl —_— > X3 ..................................................................... (I 62)
I 531 32

3
F2=3%°

P O (1.63)
A2 :Z ﬁ_z

La méthode de Boopp’s Shift est considéré comme une conséquence direct du produit star elle
permit de traité¢ 1’équation de Schrodinger déformé comme une équation ordinaire, de la fagon

suivant :

{ P’ +V(k)}*‘i’(§():Enc‘i’(>‘()—{ P +V(>A()}‘P(>A():Enc‘1’(f<) ....................... (1.64)
2m 2m

0 0

On basé sur les travaux scientifique [37], pour écrier les deux opérateurs i’et p2 dans

I’espace-phase non commutatif a trois dimensions :
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ChapitreI: La structure quantique de I'espace-phase noncommutatif

Avec les notations :

LO=L0,+L,0,+L,0,
Lg = Lx§23 + Ly§13 + nglz
Eto =2

.
I.6.Application sur le potentiel d’inverse- racine carrée :

On applique les notions du paragraphe précédent sur le potentiel V(r):—% L’opérateur
r

Hamiltonien correspond, dans I’espace-phase non commutatif a trois dimensions [28] :

2" gl [52

H(p;, % )=H| p; = p; XK =X Ry = o FV(F)  eeeeereeereeceeaes (1.67)
Avec .
a
V (F)=-—F%
o \ZF e teeeeesseeeeeaeiiiesaiieetenatcetnnateenastcetnnstettnntcetnnaectnnraneennant (1.68)
P°_ P +L6?

a__a al® L69

\/F \/F 4 % ......................................................................... ( )
Donc le potentiel V (f) est
. aLO

V(I‘) :V(r)—z—E ............................................................................. (1.70)
r2

La combinaison entre deux équations (1.68) et (1.70) permit d’obtenir donné

- A 0" . 0 —
H(pi &)=H| pi = pi-—-x; % =x-—p; |de la fagon suivant
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=i
H(pi’)’zi):H(ﬁi = pi_7xj’)’zi =X
. . 0"
H(p, %) =H(; = Pi— X X = X
ij
H(I’jilx):H(f)i = pi__Xj’)A(l = A

6" p’ 3
——0Dp;)= +V(r
5 P;) om, ()
ij 2 10 T a
Py W @ alo . (L71)
2 2m, 2m, Jr 4 2
P e 1B al6
2 77 2mp Jr 2m, 4 5

L’opérateur H(p;, % )=H| p; = p; -—X; . %; :xi-g—zlJ p; | est la somme deux opérateurs H (p;,x;) et
Hpert(pivxi)aveC:
H(p.x)=P (1.72)
(R | 2m0 \F
Et
o ale
Hpen(pi,xi): ZmO —Z—g ................................................................... (1.73)
r
Alors :
- N o'
H(p, %)=H|p= p,-7xJ X :xi-7 P [=H(PX)+H oo (P X ) cevveeeeenns (1.74)
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I’espace ordinaire a trois dimensions




Chapitre II : Etude I'’équation de Schrédinger pour le potentiel inverse
racine carrée dans I'’espace-ordinaire a trois dimensions

I1.1.Introduction :

Dans ce chapitre on a traité les déférents formalismes mathématiques de I'espace ordinaire
(commutatif), et on étudier I'équation de Schrodinger a trois dimensions pour le potentiel

d’inverse- racine carrée.

Le grand moment historique de la naissance de la description quantique de la matiére s’est

produit lorsque Schrodinger a écrit pour la premiére fois son équation.

Pendant de longues années, la structure atomique interne de la matiere était restée une
grande énigme. Dans le cadre de la mécanique classique, 1’état d’un systéme physique est bien
défini par la connaissance des variables dynamiques du systeme, solutions des équations de
Newton ou celles de Hamilton et Lagrange, qui sont des quantités continues d’ou la continuité
des grandeurs qui déterminent 1’état du systéme tel que 1’énergie [29,30]. Alors pour ce faire, il
fallait d’abord trouver 1’analogue des €quations de la mécanique classique, une telle équation,
qui ne peut pas étre directement déduite d’une maniére rigoureuse des anciens principes, mais
intuitivement devinée sera 1’un des postulats de la théorie, cette équation c’est celle qu’on

appelle aujourd’hui I’équation de Schrodinger.

La découverte par Schrodinger des équations propres du mouvement des électrons a
I'échelle atomique a fourni une théorie a partir de laquelle on peut calculer des phénomenes
atomiques de facon quantitative, précise et détaillée. En principe, I'équation de Schrédinger
permet d'expliquer tous les phénomenes atomiques sauf ceux qui font intervenir le magnétisme et

la relativité.
11.2. L’équation de Schrodinger

L’équation de Schrdodinger est une équation fondamentale de la mécanique quantique. Elle
s’agit d’une équation aux dérivées partielles qui décrit 1’évolution au cours du temps de la

fonction d’onde d’un systéme physique [30]. Elle prend la forme suivante :

AP _
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11.3. Présentation de I’équation de Schrodinger :

L'éguation de Schrodinger, dans sa forme générale, est une équation aux dérivées partielles,
du premier ordre par rapport au temps et du second ordre par rapport aux coordonnées de
l'espace ordinaire. Lorsque 1’opérateur H du systeme physique ne dépend pas explicitement du
temps, on est ramené par séparation des variables spatiales et temporelles a une équation aux
valeurs propres, appelée équation de Schrodinger stationnaire [30]. L'énergie totale E est

conservée, donc I'équation de Schrodinger admit des solutions particulieres sous forme :

iEt

L (A R (o NP (1L.2)

Ou P(r) est la fonction d’onde qui satisfait I'équation de Schrodinger stationnaire. Avec :

D= IV ttreeeeeeeeeeeeeeeeeeetttreara————————————eeitertar———————————attrtaaaaeseserteeees (IL.3)

Tel que V représente 1’operateur de dérivés partiels (nabla). En cordonnées cartésiennes il est

défini par :

Peut-étre obtenir, si on applique les principes de quantification canonique

., O h 0
7 o o T 1.5
ot P i ox' (11.5)

On note que la grandeur E est une valeur propre de I’Hamiltonien H qui vérifie 1’équation :
[ I o (8 = o () S P (11.6)

Et I'Hamiltonien s'écrit sous forme :

Avec :
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Donc I'équation de Schrodinger indépendante du temps permet de trouver des états stationnaires
parmi tous les états possibles du systeme qui est en effet un cas particulier d'une équation
générale dépendante du temps qui donne I'évolution de la fonction quel que soit I'état du systéme

11.4. Le moment cinétique orbital :

Le moment cinétique joue déja un rdle important soit en mécanique classique ou en
mécanique quantique. La grandeur qui se conserve lors d’une rotation pour un systéme d’une

seule particule. Pour une particule de mass m et d’impulsion P située a une distance r de
Porigine 0 d’un référentiel R(0, 1, j,K) moment cinétique L est défini comme le produit

vectoriel [6,31].

I N T ) N v SRR (IL9)

Les composantes L, ,L, et L,de L s’obtiennent en associant les variables de positions X ,y et

z aux variables d’impulsion p, , p, et p, Il est alors intéressant de calculer le moment

cinétique, d’abord en coordonnées cartésiennes, puis le convertir en coordonnées sphériques.

Avec I’aide de formule (I1.4), Les trois composantes de moment cinétique s’écrient alors :

L =—(y——7—
. i(yaZ Zay)
h o0 0
L. = (2 = X =) teuneeeneeeneeennessnassnnsieessnnsssnsssnnssnnnsensssnnsennsenssssnessnnnn 11.10
y i(zax Xaz) ( )
ho 0 0
L == (X——y—
; i(Xay yax)

Au lieu de caractériser le vecteur r, par ses composantes cartésiennes X, Y, Z nous repérons le
point M correspondant de I’espace (OM =T) par ses coordonnées sphériques (r, 8, @) [31].

X =rsinécos e
Y =T SINOSINQ aeneieiniieieiineieeeneeeentaeeeentssesescniessssessacnsescnssiescnsasensnsnns I1.11)
Z=rcoséd

Avec la transformation inverse :
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r=yxt+y?+2°

0= arccos; .................................................................... (IL.12)
X +y2 422
@ =arctan y
X
L>élément de volume dr® =dxdydz s'écrit en coordonnées sphériques :
dr® =r’sinAdrd@de = r2ardQ .. cevueeeeeereeeeeerreeeerreeeeerrrerereeeersnaeeeesans (I1.13)

Avec :dQ=sindd0de et dQ représente 1’élément d’angle solide autour de la direction des
angles @ety . En appliquant la technique classique du changement de variables, on obtient & partir
des formules (11.10), (11.11) les expressions suivantes [31] :

fi . 0 0
L =—(-SiInp——cospcot @ —
X i( >y ® a(p)

h 0 . 0
L, =—(COSO———SIN@COLE ) rueeeeeeeeeeeeeeseeserecsssssssssssssssssssssiossssssnes 11.14
y i( =9 ® 5(p) (IL14)
b
| Op

Qui forment I’opérateur L2X+L2y+L2Z lequel on peut considérer comme étant 1’observable

correspondant au carré L2 du vecteur moment cinétique :
............................................................................. (I1.15)
Notons que les opérateurs H, L> et L, commutent entre eux et ils ont formé un ensemble

commun de fonctions propres W(r,8,9) mais les trois composantes du moment cinétique

(L, L,,L,) ne commutent pas entre eux [31].

H,L? |=[H,L]=0
[ ] [ ] .......................................................................... (I1.16)
[Li' Lj:lz Ihé:ijk Lk
D’ou I’on tire le carré du moment cinétique :
2
L =—n*| — 12 0 -+ _1 i(sin ai) S (11.17)
sin“@ op”~ sin@ 00 00
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Par identification, on remarque alors que le carré du moment angulaire 1> est écrit comme

suivant :

2
I? = 12 62+ _1 i(sin@i) .................................................... (11.18)
sin“@ op~ sin@ 06 00

Les valeurs propres de L’etL, :

C%(r,0,0) = K11 +1)¥(r, 0,0) o
e .

I1.5. La méthode de séparation des variables et I’équation de

Schrodinger en coordonnées sphérique :

Pour une particule qui se déplace dans un potentiel de racine carrée inverse on choisit le
systéme de coordonnées sphériques pour résoudre 1’équation de Schrédinger, pour cette raison

on écrit la fonction d’onde en fonction du rayon r et les angles directions Gete .

R (0 I (7 T PN (11.20)
Dans ce systéme ’équation de Schrédinger stationnaire devient

I () Il =i o (07, ) S (I1.21)

Doncona:

{p_z +v(r)}1’(r,9, 9) = E¥(r,0,0)
2m

S (11.22)
{—;—A +V(r)}?(r,e, 0) = E¥(r,0,0)
m
Avec L’opérateur Laplacien s'écrit dans les coordonnées sphériques (r,é,¢) :
2
A=%§(r2§ + 2]_- 9;;9(5”19%)4‘2;20%
roa rj'n e (IL.23)
10,, L
A=——(r"—)-
r’ ar( 6r) nr?
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Donc I'équation de Schrodinger devient :

n* 1 1 a2
{_ﬂ{_g( a e smea@( ) r2sin @ 0¢° }rv(r)}‘f'(r 6,0) = EY(r,6,9)

....................................................................................................... (11.24)

Avec I’opérateur du moment conjugué dans les coordonnées sphériques est écrit sous la forme :

D2 = P2 g eeutetete ettt ettt ettt ettt ettt ettt et et et (I1.25)

r2
—h—2 e NG a +V(r) (P (r,0,p) = E¥(r,0,9) (11.26)
oml r2 or ar h 2,2 yU,0) = VO Q) ceieiiiiniinieiieneen.. .

Généralement on peut écrire les solutions sous la forme d’un produit d’une fonction radiale

R, (r) et d’une fonction angulaire Y, '(8,¢) :

W (10,0) =Ry (Y™ (0,0) evnvrevreveneineineiseneeesssesssessesessesessesesaesnee (IL.27)

Avec R, (r) Fonction radiale dépend seulement de rayon et Y,™ (6, ¢) la Fonction angulaire
appelée aussi harmonique sphérique dépend de fetp . Nous pouvons toujours supposer que les

fonctions R, (r) et Y. '(8,¢) sont normalisées séparément :

0 © 2r V4
jqf*(r,e,(p)\y(r, 0, p)r’drsin 0dod ¢ :jrzR*(r) R(r)dr = j d(pjsin N, ™ (6, p)Y,™ (6, p)d6 =1
0 0 0 0

......................................................................................................... (11.28)
On remplace (11.27) dans I'équation (11.26) :
5 5
{—%[— 6r( pRls r2}LV(r)} R, (D Y™ (6,0) =ER, ()Y (6,0) cvevrnen. (11.29)
A traverse 1’équation (11.19) on va trouver :
{;2 +[E-V(r )]Z—m— I(Irtl)}ar;. () =0 turerrererereeeeeseeesesseseseaenes (11.30)
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On pose
R, (r)= T ............................................................................... (IL31)

Donc I'équation de Schrodinger devient [7] :

C E_y(2M_10+D) _
{¥+[E V()] P }Un,l(r)—o ................................................ (IL.32)

11.6.Etude I'équation de Schrodinger pour le potentiel d’inverse
racine carrée.

Dans le cas ou la particule se déplace dans un potentiel d’inverse - racine carrée c’est
mieux d’utiliser le syst¢tme de coordonnées sphériques (trois dimensions) pour résoudre
I’équation de Schrodinger. Une question pertinente a été posée d’une fagon naturelle : Qu’est- ce

qu’un potentiel d’inverse - racine carrée ? Pour répondre a cette question il faut définir le

potentiel d’inverse- racine carrée. En bref, le potentiel d’inverse- racine carrée V (r) = ——=est

Jr
un potentiel a longue portée qui a les deux états de diffusion et états liés [40,44]. En tant que
potentiel a long terme, le potentiel d’inverse - racine carrée a une gamme beaucoup plus longue
que le potentiel Coulomb. Son état de diffusion a une asymptotique trés différente
Comportement de celui du potentiel Coulomb. Son état lié, autre que celui du potentiel Coulomb,
N'a pas d'orbites classiques fermées. Une solution exacte du potentiel d’inverse - racine carrée

nous permet d’Etudier profondément le comportement des potentiels a long terme [32-33]. Le

potentiel de puissance inverse V (r) z—ls avec 0< S <2 est un potentiel a long terme et a les
r
deux états de diffusion et les états liés ; tandis que V (r) = —15 Avec S >2est un potentiel a courte
r

portée et a Seuls les états de diffusion. Le potentiel de puissance a court terme, —- avecS > 2,
r
n'a que des états de diffusion et peuvent généralement étre traités .Le potentiel de puissance a
.1 . s
longue portée, — avec0<S <2, seulement quandS =1, Le potentiel Coulomb, a été résolu
r

exactement. Dans ce chapitre, nous présentons une solution exacte de potentiel d’inverse - racine

carrée un autre potentiel a long terme [32-33].
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11.6.1 L’équation radiale.

Pour le potentiel d’inverse - racine carrée définie comme suivante :

a

La fonction d'onde radiale de 1’équation (11.32) écrivit comme suite :

2 I1+) «
| K== = [FUL (1) =0 eeeeeeie e e eeeeeanee e 11.34
{arZ |: r2 \F n,I( ) ( )
Et les conditions aux limites r=0 etr —»>o0. A r=0 a la fois pour les états de diffusion et les

états liés, la condition aux limites est U ,(0) =0 (En réalité, Pour la solution réguliere, nous

. : U, (r .
mettons en ceuvre une condition plus forte lim ”’L(l):l).A r—oo Pour les états de
r

diffusion, la condition limite est U ,(r —o)=U/" (r), ouU (r) est la grande portée Solution
asymptotique de I'équation radiale (11.34) ; Pour les états liés, la condition au limite est

U, (r >)=0 . Enintroduisant z =-2ikr et:

2
U,(2) = A epo%MzH 22 £ (Z) cereeeeeeeere et ea e (IL35)
Ou A= \/a_s et A Une constante, on convertit I'équation radiale (11.34) dans une équation de
2ik
fi(2) :

7, (2)-[ 22° + 222 (41 +3) | f,'(z)+{[ﬂ,2 —(A+4)]z—(al +3)z} f,(z)=0....... (11.36)

L'équation de f,(z) , I’équation (I1.36), est juste I'équation soi-disant bi confluente de Heun
[34].
11.6.2 Solution réguliére :

La solution réguliere est une solution qui satisfait la condition aux limitesa r=0 ,ar —0, Les

conditions aux limites pour les états liés et les états de diffusion est :

U, (r)

lim,_, r

L ettt e et e e te e et e e e e e ettt e et e et e eeatestaeeaeeenntesenaeeenens (11.37)
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Parce que la solution asymptotique de I'équation radiale (11.34) a r — 0 est U, (r)"°r'**[35].
L'éguation biconfluente de Heun, Eq (11.36), a deux solutions linéairement indépendantes

yP(2) = N4l +2,24,4%,0,2)

........................................ 11.38
y?(z) =cN(41+2,24,4%,0,2)Inz+ > d 2" " (1.38)
n>0
Ou N(e, B,7,6,z) Est la fonction bi confluente Heun [34-36], la constante
1 2

c :m[d4,+l/1(4l +1) =y (A2 =81 e (IL.39)
Et le coefficient d est donné par la relation de récurrence

d,=0,d,=1

ceveeneneenes (11L40)

(L+2)(v-4Dd,,, - AQv+1-4)d,,, +[ A*-2(v+1)+4 +2]d,=0""

v+2 v+l

La solution peut étre déterminée par la condition aux limites (11.37). La fonction bi confluente

de Heun a I’expansion [34].

N(41+2,22,2%,0,2) =" B e (11.41)

Ou le coefficient A, est donné par :

A =1 A =(41+3)A

A, =A(41+2n+5) A —(n+1)(41+n+3)[ 22— (41 +2n+4)]A T (I1.42)

I'(a+n)

Et(a), = est le symbole de Pochhammer. Evidemment, seulement f (z) = y®(2)

Satisfait la condition limite de la solution réguliére, Eq (11.37) Par Eq (11.35). Et z =/-2ikr

Nous arrivons a :
U, (r) = A (-2ikr)"** exp{i (kr +%\Fﬂ N (4l +2,22,A%,0,J=2iKr) ccvvvrenrnn. (I11.43)

C'est la solution réguliére.
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11.6.3 Etat liés :

Afin d'obtenir la solution d’état lié, nous exprimons d'abord la solution réguliere (11.43) en tant

que combinaison linéaire des deux solutions irréguliéres [34].

N(41+2,22, 2%,0,4/-2ikr) =k, (41 +2,22, A%, 0)B; (41 +2,24, %, 0,/-2ikr) (11.44)
+k2(4l+2’2’1'/12’0)H|+(4|+2,2/1,/12,0,m) ........ ,

Avec
By (41+2,22,22,0,2) =27 TS B e (11.45)
o Z
H(M+2,22,2%,0,2) =2 VP S0 80 e (I1.46)
n>0 Z

Avec B;" et H;"sont deux autres types de fonction Heun.

a,=La = —%/1(/12 -1

2(n+2)a,,, +[ A*+(2n+3) 1 ]a,, + Eﬂf‘—(nﬂ)ﬂz+n(n+2)—4|(|+1)}an:0

Et

g, =1¢ :%/1(/12 -1
. (11.48)

2(n+2)e,,, - [ (2n+3)/1]en+l —E,ﬁ +(n+1) 2% +n(n+2)-4l(l +1)}en =0

Oou' k,(41+2,24,1%,0) et k,(41+2,22,4%,0) Sont des coefficients de combinaison. Ensuite, par

I'équation (11.43)

U.(r)=Ak1(4l+2,2M,0)<—2ik)i“z’(skg)exp{i(k” N HZ (—ziinr)—mz

n>0

Ak, (41 +2,22,22,0)(-2ik) "] exp{_i (kr e —g“—kiun rﬂZ (—2ieknr)n/2

n>0

(11.49)
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Ici, nous utilisons les expressions (11.45) et(11.46) pour obtenir la solution asymptotique.

L’énergie et la fonction d’onde obtiennent par la fonction biconfluente de Heun [32- 34-37].

Par suite de l'analyse k au plan complexe, on peut considérer k le long de I'axe imaginaire

positif. Sur I'axe imaginaire positif, nous définissons :

K=ik ,k>0

Alors I'équation (11.49), avec A = d =, devient

s

U, (r) = Ak, (4l +2,-24,42,0) exp(—kr +%JF j(2kr)a“<8k3) 3 a,

+AK, (41 +2,-24,4%,0) exp(kr _%\/FJ(Zkr)‘“zl(sks) Z e,

On peut voir directement que le premier terme disparait lorsque r —oo en raison du facteur

exp(—kr+%\ﬁﬂ et d’autre parte, le second terme diverge quand r—oo du facteur

exp(kr—%\ﬁﬂ. De toute évidence, lorsque k,(4l+2,—-24,4%,0) égal a zéro, La solution

U, (r) satisfera la condition au limite de [I'état liés. C'est-a-dire, les zéros du coefficient
k,(41+2,—-24,4%,0) correspondent a I'‘état lié. Cela implique que les zéros de
K, (4l +2,—-24,A%,0) sur l'axe imaginaire déterminent le spectre de I'état lié. En conséquence, le

spectre de la valeur propre a I'état lié est déterminé par :

20 o
K (Al 4 2, — =, = 10) = 0 ttrtieiiiiiiiiieieeietrieeenereenseneeaeiacnsenssnsencnnennns I1.51
2( + M 2k3 ) ( )
Ou
I'(l+a) 1 1 1
k Mo !5 = ‘] ~ =N 3 - 15 ~ -
(@, B,y,0) F((a—y)/Z)F(1+(a+y)/2) 1+(a+;/)/2£2(0£+7) B 2( a 7) +2ﬂ(7 a)}
........................................................................................................ (11.52)
Avec
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J, (@, B.y.8) = T G SO TG 010 S 1o (11.53)

L’équation (11.51) est une expression implicite du spectre de I'état lié.

/3
o Mx -2/3
E =——| — o TS PN 11.54
n,l 2 ( hZ j ( n) ( )

Avecb, = n—i, n=123..........
(27)

Donc I’équation (I11.54) devient comme suit :

a( ma 13 1 =213
B == | [ N5 | cecesrvmccnmnincnnniinniiiinniniiniiinse.. 11.55
Z(hJ ( 2nj (e

La fonction propre a I'état lié est alors :

U,(r)=C,, exp(—kr +%\/Fj(2kr)“2/(8k3) ZO (2;;)”’2 ................................... (11.56)

Ou la valeur propre k est donnée par I'équation (11.51) et C est une constante de normalisation.

Et par I'équation (11.31) la fonction radiale R (r) devient de la forme suivant :

R,,(r)=C,, exp(~kr +%JF Y ) (11.57)

n>0 (Zkr) "z r

On peut maintenant €crire les solutions sous la forme d’un produit d’une fonction radiale R, (r)

et d’une fonction angulaire Y,™ (6, ¢) :

Wt (1,0,0) = Ry (Y™ (0, 0) cosrnmmsrmsmssssssmsssssssmsssssssssss st (11.58)

On remplagant 1’équation (11.57) dans (11.58)

¥oim (10,0) =C, exp(—kr + = f r)(2kr)* "8k3>z 1le (CX) F— (11.59)

= (2kr )”’2
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11.7. La fonction d’onde et I’énergie pour I’état fondamental :

La fonction d’onde (@ (#)et I’énergieE, correspondant 1’état fondamental est résumé par,

respectivement

PO(F)=C,, exp(—kr +%\/F j(Zkr)“Z/(8k3) %Y,m' G TR (11.60)

Et

EOIZ_E(”‘?)HT— 1 J .............................................................. (11.61)
’ 2\ h (27)

11.8 La fonction d’onde et I’énergie pour le premier état excité :

La fonction d’ondeyy ™ (#)et 1’énergie E;correspondant premier état excité est résumé Par :

$O(F)=C,, exp(—kr +%\/Fj(2kr)“2'(8k3) [ao + ﬁ]éﬂ’“‘ (CR7) PO (11.62)

Et

1/3 -2/3
El,=—ﬁ(m—f‘j (1—ij .................................................................................... (11.63)
’ 2\ h (27)

Oua, =1, a :—%/1(/12+1) et A= ,_Zk3
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Chapitre III : L’étude de I’équation de Schrodinger modifiée pour le potentiel
Inverse - racine carrée dans I’espace-phase non commutatif a trois dimensions

I11.1 Introduction :

L’objectif de ce chapitre, est I’étude de 1’équation de Schrodinger modifiée pour le
potentiel d’inverse-racine carrée dans 1’espace-phase non commutatif a trois dimensions, on
applique la méthode de Boopp’s Shift au lieu de résoudre I’équation de Schrodinger modifiée
directement en utilisant le produit star et le théoreme de perturbation pour trouver les corrections

des énergies correspondant aux états fondamentale et premiére état excité [3-4-23].
111.2. L>équation de Schrédinger sur un espace -temps Non commutatif :

Il suffit de remplacer les produits de fonction d’onde (ou les champs) par le produit Star
ou le produit de Moyal. L’équation de Schrédinger sur un espace-temps non Commutatif aura la

forme :

E+V(f) P (f f)—ihg‘i’(F f) (I1L1)
o R e .

111.3. L’opérateur d’ Hamiltonien pour le potentiel d’inverse-racine carré

dans I’espace-phase non commutatif (NC : 3D-RSP) :

. . . . . , o
On a vu dans le premier chapitre, que le potentiel d’inverse - racine carree V (r)=——

Jr
Ce potentiel traité dans le cadre de I’équation de Schrédinger modifiée en utilisant la méthode de
Boopp’s Shift, présenté par I’équation (1.53) dans le chapitre I, au lieu de résoudre directement
I’équation de Schrodinger modifiée par le produit star (1.52) (1.54). Donc L’expression explicite

de I’équation de Schrodinger devient maintenant sous la forme suivant :

Hnmsr[ﬁ. = pi_%xj X :Xi'%ij P; J\P(F)— Enc,isr\P(F) ............................ (111.2)

Avec (nc-isr) — non commutative-inverse squart root.

2 r - - H A _ 5“ o — 0” 2
L’opérateur de Hamiltonien H | B = pi-7xj , Xi _Xi-7 P; | dans I’espace-phase non

commutatif a trois dimensions peut étre écrit sous la forme suivant :
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R o' 0" pP° a I:; a LO
Hoi | b= P— X & =% =y |mee e L =2 B E s 113
”°"“(p' PR 2 pJJ 2m, r 2my 41 (-3

On peut diviser 1’équation (I11.3) en deux termes principaux :

1-Le premiere terme est L’Hamiltonien H,, (= p; ,% =X ) correspond le potentiel

Isr

=——= Dans I’espace ordinaire commutatif.

. N P «
Ho (Bi=p X=X )= e ttttetetetteterer ettt iie e e e aeraae e eaeas (11.4)
—ij i
-\ . . 7 A 6 A 9J
2-le deuxiéme terme est L’Hamiltonien noté parH .. i | P = pi-? Xj o % :xi-7 p; |, est

représenté les contrebutions produit par les propriétés induit par de 1’espace-phase non

commutatif :

Hooisr | P =Pim— X% % = xi-? p; ey S TP POUPOUPOU SRR (ITL.5)

g . ¢ )0 al6
2

D’aprés ’équation (1.66), on rappeler par les deux-couplages LO et L& , qui sont donnée par
[38-39] :

R I I R R R (111.6)

Et

L(§E |_x523+|_y513+|_2512 ....................................................................... (“l?)

. 0
Et le paramétrer ® =—, et les composantes L,,L, et L, :
2

L =yp, —zp,
e T SRR R (11.8)
L, =Xxp, — yp,
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I11.4. L’opérateur Spin-Orbite d’Hamiltonien pour le potentiel d’inverse

racine carrée dans I’espace-phase Non Commutatif (NC : 3D-RSP) :

D’apres, les formes mathématiques du 2-couplages LO et E9:, observé dans les

équations (111.6) et (111.7), elle est possible physiquement de remplacé Léet [o par OSL et
LO — 10SL

L= L eeeeeaseteecasecsecaseteesacutetensiattesentettasntettntttntetstsnsntessartnens (1n.9)

LO — u6SL

Avec S et 4 sont le spin de systéme et constante ordinaire de proportionnalité, respectivement.

Ce qui permit de réécrire 1’équation (111.5) comme suivant :

R 0" . o’ — 6 a O |-
H pert—isr { P = pi_7xj % = Xf? pj } =H pert—isr (r’®’9) = y{ﬁ_zm} L
................................................................................................ (111.10)
En mécanique quantique ordinaire, les ensembles d’opérateurs A,B,C...... qui forment un

ensemble complet d’observables complet sont commutent (ECOC). En applique ce régle sur les

ensembles d’opérateurs (5 2, I:2,§2etJZ) , C'est-a-dire [4] :

[52,§2]=0 ................................................................................... (111.11)

Et les valeurs propres correspondent sont j(j+1)et¢(¢+1), s(s+1) et m(-I<m<+l) dans le systeme

(c=n=1),donc :

I 1 (1,0,0) = i(J+D) ¥, (1,0,0)
LW (1 0.0) =L+ )W, (1.6,0)
S, (1,0,0) =S(s+D¥, ., (1. 0,0)
3. ¥oim (r,0,p)= m¥, . (r,0,p)

.................................................. (111.12)

Avec J est la somme géométrique des moments L et S :
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Les relations (111.12) et (111.14) permettent d’obtenir :
LSy =%[j(j +1)—0(0+1) —s(s+1)]¥

Avec|i-g<j<|i+9, alors :
i=[1=sf[1=s[+1....... | o
Pour les deux valeurs extrémale du moment cinétique totale, on peut écrier :

{(1+s)(+s+D)—1(1+D)—s(s+D}W=p,¥: Si j=|l+5]
{(1=8)(I=s+D) -1+ —s(s+D}¥=p¥: Si j=[l—5|

1
Et pour s == nous trouvons :

(1), 3 N w1
B 5{(' +Ej(| +E)—I(I +1)—Z}\P= p+\P Si ]= |+§
LS . . . e
%{[l—a)(|—5)—|(l+1)+z}qup_lp: i j=‘|—§‘

Ou p, et p_sontdonnée par :

%{(I +5)(I+s+D) -1+ -s(s+1)} , Et%{(l —s)(I-s+)—I(1+1)—s(s+1)}

(111.13)

(111.14)

(111.15)

S (1] 1)

eeeneeee (111.17)

(I11.18)

, respectivement.

Maintenait, on peut former une matrice d’ordre (3x3) pour représenter 1’operateur spin-orbite d’

Hamiltonien pour le potentiel d’inverse - racine carrée dans 1’espace-phase non commutatif

(NC : 3D, RSP) :
(Fo), (Faar), (o),
(Fow ) =] (Faw ), (Fan) (Fam) | [rerseemsmmmnenseninennnee
( H so-ist )31 ( H so-ist )32 ( H so-isr )33

(111.19)
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I11.5. Le spectre exacte produit par I’effet de Spin-orbite pour le potentiel

d’inverse - racine carrée en (NC : 3D-RSP) :

Nous avons observé que le potentiel modifié H r,®,§) est proportionnel au

pert—isr (

deux parametres infinitésimale (@, 5) et cela signifie que H r,®,§) prend une valeur tres

pert—isr(
petite par rapport a la partie principaleH,, (p,=p, % =% ), Donc on peut appliquer le

théoréme de perturbation pour obtenir les modifications exacte d’énergie E,. ., au premier ordre

en (G), 5). L’énergie totale dans 1’espace-temps non commutatif E est la somme de 1’énergie

nc—isr

correspondant a I’espace ordinaire E et les corrections E,. ,, :

B (0,0) S E A+ E, L ceeeeeeeeeeeettmnitiieiieeeeeeeeernnnnesseeeeennnnsssaeaiens (111.20)

nc—per

Le théoréme de perturbation permet d’obtenir les corrections au premier ordre de la fagon

suivante [40-41] :

Enc— per

(©,0) = (P (1)|Hpor i (1,0,0)|[ TP (F)) ervnenenemmcncncncncncnnnsinnncannn (111.21)

On peut récrire 1’équation (I11.21) sous la forme :

10,0) PP (F)A7 eueenieiirieieieeeens (111.22)

Enc— per pert—isr (

(©,0)= ¥ (r)H
Ou dr représenté 1’élément de volume en coordonnées sphériques (r, 6, ¢), qui est donnée par :
A7 = F20P0Q t et tnenenrneeneneneneenenreeeensasasssnsnsassssesnsnssssssnsiensnssnesnsmmnians (111-23)
Avec ’angle solide dQ=sindd0.dg et w()(r) la fonction d’onde qui est définie par :
A (o N (0 N A ) T (111.24)

Donc, on peut écrire 1’équation (I11.22), de la forme :

T2

Em_,,m<@,é>=IR*n,.<r>[ﬂ[io—ﬂﬂﬂ CSR, ()0 Y7 (007 (0r0)c0

................................................................................................. (111.25)
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La fonction d’onde ¥ (?)(r)normalisée, cela permet d’écrire :

2z

ﬂv, M (0,0)Y,"(0,0)dQ =1ttt ettt (111.26)

Ce qui permit de réduit les corrections trouvées par 1’équation (II1.25) sont réduites sous la

forme :
6 a6 )
Ereper (©,0) = jR {’{m 4r3/2}}LSR 0 L L (111.27)
. . 0 a®
On remplace le terme de couplage spin-orbite ——— LS par:
2m, ar
6 a6 0 a O
LSR ,(r ———1 +D) -1+ —-s(s+D{R (r 111.28
{Zmo 4 r_3/2} nl( ) {Zmo 4 r3/2} {J(J ) ( ) ( )} nl( ) ( )
En remplacant 1’équation (I11.28) dans 1’équation (II1.27) pour trouver les corrections au premier
ordre :
(©.8)=1{j(j+)-1(1+1 R 0 _a© Ip (1)
B por HIG+D -1+ = s(s+D)} [R'y (1) 4] 5 =57 | R (r)ridr
0

................................................................................................. (111.29)

I11.5.1 Le spectre exacte d’état fondamentale produit par I’effet de spin-orbite

pour le potentiel d’inverse - racine carrée en (NC : 3D-RSP) :

Maintenant on applique le théoreme de perturbation pour trouver les corrections

d’énergie pour d’état fondamentale E en utilisant la fonction d’onde présenté (I1.57) et

Onc—per !

I’équation (I11.29) :

(©,0)=1{ji(i+D-101+D)-s(s+1)}

NlH

Onc per

O ey 8
;U
O
—
-
~
i
1

On remplagant 1’équation (11.57) dans (111.30) :
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EOnc—per (®! 5) = %;U|Co| |2 { J(J +1) _I(I +1) —S(S —I—l)} X

«< 2 3 é a @ ................................ (“|31)
expl 2| —kr + ZJr | [(2kr)* | L =2 gy
! p{ ( +kfﬂ( NPT

Avec C,, constante de normalisation, On peut simplifier (111.31) pour trouver :

Epneper (©,0) =2 41/Cq | {i(i+D—1(1+D) —s(s+1)} x

3

{ o[k eXp[—ZkHzTaﬁ j(r)“z’“ks’ ar-ef % (26) " exp[—zkmz?“ﬁ j( r)(4k32dr}
0

2m

00
.................................................................................................. (111.32)
Donc L'énergie est donnée comme sulit :
~ 2. 0
Eone_per (€,0) =3 2/Cy | {j(j+1)—|(|+1)—S(S+1)}[%Tl—®TZJ ..................... (111.33)
0
Avec les deux termes T, (i :1._2) :
21 413Y o % 1(4k%)
T, =(2k)” ’““Iexp(—ZkHZTa\/Fj(r) dr
° oy e (111.34)

a? 3% 2 a3 2
T, :%(Zk) e )!exp(—ZkHTa«/FJ(r)(‘“‘) “dr

Pour résoudre cette intégration, nous utilisons le changement de variable suivant (,o=\/F)

Donc :

................................... (111.35)

On peut simplifier (111.35) pour trouver :
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T - 2(2k)a2/(4k3) Iexp(—kaz +27apj(p)g_ldp
0

....................................... (111.36)
2 3 2 -1
T, =< (2k)""™ )jexp(—kaz +—“pj(p)" dp
0
Avec
2
o :%+ 2
2 ) e (111.37)
_a
UPTE

Pour obtenir les résultants d’intégrales (111.36), ont appliqué I’intégrale spéciale suivant [42] :

T X Lexp(=AX2 - yX)dX = (Zﬂ)ir(u) exp (%J D, Lﬁ} .................... (111.38)

Ou D, Est lafonction cylindre parabolique, Et T'(v) repesent la fonction de Gamma.

On applique I’intégrale (111.38), Nous obtenons les valeurs suivantes :

Ul =0 = T‘l‘ 2
Bm2K b et e e e oo et e et e e e et e et e e e et e eaeseeeeteeaeeaeen (I11.39)
__2a
Kk
Et
aZ
Bo2K ettt e et e et e e e et e ae e reen (111.40)
__2a
7Tk

Correspondant les 2-termes (T,) et (T,) respectivement, donc on a les résultats suivants :
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T, =2(2k)""“| (4 [( k) ZF(a)exp( g:e,]D [‘ kf/j—kﬂ

................................. (111.41)
a a2 1(4K3) _n 4’ 2a
T =Z(2k 4k) 2T'(n)e D |-
=G0 o roes{ 5o, (- )|
On compense les valeurs de o et 7 dans I’équation (I11.41) :
a el az 2a
T1: ( ) /(4k)[(4k) 4k r(2k3+2)exp(16k jD[ﬂ%(‘ kmj]
2k
........ (111.42)

2 l 2

nege™ | (4k) = g venf i) )|

Ce qui permit d’obtenir les corrections E, ,,(®,6) on fonctions des paramétres (©,4) et les

paramétrées de potentiel («).Et on remplagant T, et T, dans I’équation (IIL.33).

Eoneer (€.8) = 21[Cyy | {1(i+D)~101+2) ~s(s+ )} x

0 (4 it o 4 , 2
2 () W[m%;%mj] .......

o™ () v 12D 1 2|

D’aprée 1’équation (I11.17) on trouve :

7] .
p+[2—mOT1—®T2J Si j=|l+5]

Eore g (0,0) = 11[Cyy| (I1L.44)

L’énergie totale dans 1’espace-phase non commutatif pour d’état fondamentale E est la

Onc—isr

somme de I’énergie de I’état fondamentale E;, présenté par I’équation (11.61) et les corrections

E ®,0) déterminée par (111.33) :

Onc— per (

(©,0) = Eyy +Egre ot +eseresersesesesessesesessesesesessssssesessesesensssesenes (111.45)

Onc isr Onc—pert
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Donc:

o 1, —@sz
mO

............................................................................................................. (111.46)

L’énergie totale dans 1’espace-phase non commutatif pour I’état fondamentale si j=1+s.

E,_ (0,8)= { 2(”;‘;‘} (—%j } MCO,\ p+( i T—G)TZH .................... (111.47)

L’¢énergie totale dans I’espace-phase non commutatif pour I’état fondamentale si j = |I —S| :

ma 1/3 1 -2/3 ) g
Onc |sr(® 0) { 2(7} (_gj i|+{u‘col‘ p(zmo T1_®T2j

I111.5.2 Le spectre exacte de premier état excité produit par I’effet de spin-

.................. (111.48)

orbite pour le potentiel d’inverse - racine carrée en (NC : 3D-RSP) :

Dans ce partie on applique aussi le théoreme de perturbation pour trouver les
corrections d’énergie E, ., (@,5 ) pour premiére état excité produit par I’effet de Spin-orbite
pour le potentiel d’inverse - racine carrée, en utilisant la fonction d’onde présenté (I1.57) et

I’équation (111.29) :

Epe e (0,0) =%{i(j +1)-1( +1)—S(S+1)}TRI. (r)ﬂ[i_ﬂﬂ} Ry (NP ceveeeeveenes (111-49)

0

Donc on remplacant 1’équation (I1.57) dans (111.49) :

7 20 Q14K ’ ] Q)
E,. W(@@)——y\cl,\ (j+)- I(I+l)—s(s+1)}!exp(—2kr+?x/_ j(2kr) [a”(zalTr)j lz—mo-%m]dr

............................................................................................................. (111.50)

Avec a;=1,a = —%/1(/12 +1) et A -2 ET C,, constante de normalisation.

V2k®

On peut simplifier (111.50) pour trouver :
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1 . 0
Emc_per((@,@):zu‘c“‘ (G +D-101+1) (S+1)}[2_mo('|'1+T2+T3)_®(T4+T5+Te)]
................................................................................................ (111.51)
Autre écriture :
Eeper (O, 9)——;4%\ (j+)-101+D) -s(s+1)} [ ZT' ®ZT] ..................... (IIL52)
0 i=1
Avec les 6- termes T' (i =1_6) :
T =2’ (2k)“2’(4k3) jexp(—Zkr +27a\/F)(r)“2’(4k3) dr
o e, (111.53)
T? :af(2k)ﬁ_2jexp(—2kr +27a\/F)(r)4k3_2dr
0
ET
=2a,3, (2k) e J'exp( 2kr+—x/_j( )4k3 dr
R — (111.54)
=2 (2K ) jexp(—zkr +T“\F)(r)w5 dr
0
ET
o’ «< a? 7
T® :gai2 (2k)ac” '[exp(—Zkr +2—0{\/F)(r)ﬁ_E dr
....................................... (111.55)

T® :—aoa1 (2k) e jexp( 2kr+—\/_j( )4k3 2dr

Pour résoudre cette intégration, nous utilisons le changement de variable suivant(p = \/F)
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2
a
—+1

T'=2a (2k)“2’(4k3) jexp(—ka2 +27ap)(p)2k3 dp
e, (111.56)

0!2

T? = 2af(2k)%_2 Iexp(—ka2 +27ap)(p)2k3 *dp
0

ET

T®=4a,a, (2k)%’l J-exp(—Zk,o2 +27apj(p)2ak31 dp
0
B L s (11.57)
T4 =%a§ (2k)a2/(4k3) J'exp(_zkp2 +27ap)(p)2k32 dp
0

ET

T =%af(2k)fk3‘2jexp(—2kp2 +27ap)(p)2ak3_6 dp
0 e (111.58)

T°=aaa (Zk):?_l J‘exp(—ka2 +27apj(p)2k3_4 dp
0
On peut simplifier les équations (111.56) et (111.57), (111.58) pour trouver :

T =283 (2k)"“7 [exp(-2kp? +27ap) ()" dp
e e (111.59)

T?=2a’ (2k):!?_2 jexp(—kaz +27ap) (,0)5_1 dp
0
ET

T°=4a,3 (2k)%‘l Iexp(—kaz +2705,o](,o)¢_l dp
0 SO (11 <10))

T :%aj (2Kk)""“ [exp(-2k p? +27“ p)(p) dp
0

ET
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T® =%af(2k)fk3’2.fexp(—2k,o2 +27ap)(p)"_ldp

S (111.61)

T = Otaoai(2k)4|<3_1'[exp(—2kp2 +27apj(p)m_ldp
0

Pour obtenir les résultants d’intégrales (I11.59), (111.60) et (I11.61) ont appliqué 1’intégrale

spéciale dans 1’équation (II1.38), Donc on a les résultants d’intégrales suivants :

Pour 1! :
aZ
v=T=——5+2
2k 2)(4K3 r Aa? 2a
=2k ST =2a2(2k) M (4k) 2 (r) ex D |-
B . aO( ) ( ) (r)exp 16K | km
Tk
................................................................................................. (111.62)
Avec T'=alT, etlavaleurde T, dans les equations (111.42).
Pour T2 :
2
0, =8=—2-2
2 o o Ao® 2a
=2k T2 =2a7(2k)a | (4k) 2 T(5) ex D |-—
= (20| () rre{ s o (- |
7/:_7
................................................................................................. (111.63)
Pour T3
2
o
1)5:¢:—3
2k g , )
B =2k T3 =4a.a, (2k)s | (4k) 2 T(g)exp da \p [__2a
o0 16k® )\ kak
7/:_7
................................................................................................. (111.64)
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Pour T7* :
0{2
,=6=——5-1
2 a 2/(ak? ° Aot 20
=2k ST =Za2 (2k) M (4k) 2T (&) exp| —— |D | ——2—
p o0 2a°( ) (4k) 2 T() Pl Tok? ) < k/4k
7/:_7
................................................................................................. (111.65)
Avec T*=a’T, ,etlavaleurde T, dans les equations (111.42).
Pour T° :
aZ
v,=)y=——-5
2K a o X Ao 2a
=2k ST5=Za2(2k)a 7| (4k) 2 T(x)ex D |-—2
pom e 0| 0 e 5o [ )
iy
............................................................................................................................. (111.66)
Pour T° :
aZ
Vg=0=——75-3
2k o’ @ 4o 20
=2k ST = 2k)ae | (4k) 2 T(w)exp| —— |D_ | -
B o aaoai( ) |:( ) (o) p(16k3] w( kmj}
s
.................................................................................................. (111.67)

Ce qui permit d’obtenir les corrections E,, . (©,8) on fonctions des paramétres (0,) et les

paramétrées de potentiel (). A partir les équations (111.51) et (111.17) on trouve :

0 o
. |n 2—%(T1+T2+T3)—®(T4+T5+T6) Si j=[l+9
B (0.0)=pCy[ 1~ _ L s (111.68)

D %(T1+T2+T3)—®(T4+T5+T6) Si j=[l-s|

0

45



Chapitre III : L’étude de I’équation de Schrodinger modifiée pour le potentiel
Inverse - racine carrée dans I’espace-phase non commutatif a trois dimensions

Avec les valeurs des 6- termes T'(i =1.6) représenter dans les équations (111.62) vers (111.67).

L’énergie totale dans 1’espace-phase non commutatif pour premier états excité E

Inc—isr

est la

somme de 1’énergie de I’état fondamentale E,, présenté par 1’équation (I11.63) et les corrections

Eyne_per (©,60) déterminée par (111.51) donc :

Ernoisr (©,0) =L + B pory +eeeereeeermrmnmneeenitiiecnieineeceneeeeenneeennnee e, (111.69)

Donc

_ a( ma 1/3 l -2/3
Eireisr (©,0) = l:—z(?j (1— Ej } +
0

{%ﬂ\cuf{j(j £l +l)—s(s+1)}{

................................................................................................. (111.70)

L’¢énergie totale dans 1’espace-phase non commutatif pour I’état excité si  j=I1+s .

me W 1\2° 7
Elncisr(®l§)=|:_%(h_(j) (1—5] i|+{'u‘clvl‘2 p+|:2m (T1+T2 +T3)_®(T4+T5+T6):|}
0

............................................................................................................. (11.72)

_ a( ma 1/3 1 -2/3 5 g
Elnc—isr (®' 0) = {_5(7) (1_E) i|+ {#‘Cll ‘ p_ |:2m

(T1+T2 +T3)—®(T4+T5+TG)H
0

.......................................................................................................... (111.72)
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Dans notre travail sur la résolution de 1’équation de Schrodinger modifiée pour le
potentiel d’inverse-racine carrée modifiee V(f) dans 1’espace—phase noncommutatif a trois
dimensions (NC-3D-RSP), cette étude utilisait la méthode de Boopp’s shift, au lieu de
Compte directement. D’aprés les résultants représenté par les équations (111.46) et (111.70), les

énergies correspondant a |’état fondamental ( E ) et le premier état excité (E, ., )

onc—isr

respectivement, chaque niveaux d’énergie se transforme en deux nouveaux états : E (@, 6’) et

Eoco (@, 0 ) correspondant une particule fermionique avec deux polarisations up et down, sont

produits par le nouveau Hamiltonien H,,.Ce qui est exprime par I'équation (111.10) :

. 0 . o' - 0 a O |-z
Hpertisr(pi = pi_?xj X = Xi-? P; JE H pert isr (r’®'0):'u|:2mo _Zr37:| LS

. . R 2 “ ol .
Nous notons dans ce nouveau Hamiltonien H,._;¢, (pi =Di— X, =X —ij) qui a

résulté de I'étude dans le nouvel espace (I'espace-phase non commutatif), qui se compose de

deux parties :

Le premier terme est L’Hamiltonien H;e-(%; = x;,P; =p;) dans I’espace ordinaire
commutatif, ou il représente l'interaction entre une particule avec spin (1/2) en potentiel

d’inverse —racine carrée dans I'espace ordinaire commutatif.
Le deuxiéme terme est L’Hamiltonien noté par :

gi ol -
Hpere—isr (ﬁi =Di— X VX = x; — ij), est représenté dans 1’espace-phase non
commutatif qui doit faire avec la dégénérescence de I'énergie des deux équations (I111.46) et
(111.70) a 2 niveau d'énergie. La modification des niveaux d'énergie est également établie, les
anciens états changent radicalement et remplagant par de nouveaux états dégénérés, le terme
LS dans I’équation de H,ere—isr responsable de cette dégénérescence, physiquement, ce terme

connu par couplage spin-orbite.

L’interaction spin-orbite, qu’elle a été vue dans le potentiel déformé se produit
automatiquement, cet effet des propriétés de la non commutativité de I’espace -phase, donc la

symétrie de l’espace- ordinaire est prolongée d’inclure une nouvelle symétrie qui égale
’ancienne symétrie est le couplage spin-orbite. La limite (0, 5)—)(0,0) permit d’obtenir

tous les résultants de I’espace ordinaire a trois dimensions pour le potentiel étudiés.

e ——————
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Abstract

In this work, of master memory, in theoretical physics, (2016/2017), we have studied the
Schrodinger equation for inverse —square root potential in noncommutative three dimensional
spaces and phases by applying the Bopp's shift method to first order in the noncommutative
parameters (©, 6 ), instead of using the star product method. We apply Bopp's shift method to
obtaining modified inverse —square root potential; and by applying standard perturbation theory
we obtain the modification energy levels of atoms with one electron, it has been observed that
the obtained energy spectra was changed radically, and replaced by degenerate new states,
depending on the discrete quantum atomic numbers: j, 1 and the spin of electron, these results

produced from spin-orbital interactions.
Keywords: Star product, noncommutative space and phase, inverse —square potential.

Paces number(s): 11.10.Nx, 32.30-r, 03.65-w.
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