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Introduction

Les espaces de Morrey ont été introduits en 1938 par Charles Bradfield Morrey [21] par

rapport à la régularité des problèmes de solutions aux équations aux dérivées partielles et ont

aidé à obtenir de nombreux résultats intéressants. Les années 1960 peuvent être considérés

comme le début d’un développement intense de la théorie générale nous mentionner ici les

articles de John et Nirenberg [17], Meyers [20], Campanato [6], [7], Stampacchia [26].

On commence nos études de différents opérateurs dans les espaces de Morrey écart il y

a plusieurs années , principalement dans le cas de les opérateurs maximales, singuliers et

potentiels tel dans les espaces de Morrey avec des exposants variables et avec des exposants

constants. On découvre qu’il existait une vaste bibliographie sur Beaucoup compter les

centaines de publications soumises.

Le but de ce mémoire est de donner un aperçu sur les espaces de Morrey et d’étudier

quelques résultats essentielles pour ces espaces.

Nous donnons au premier chapitre la définition de l’espace de Morrey classique Lp,λ(Ω)

qiu est bien connu par exemple voir [18], [15] et quelques propriétés pour cet espace, puis

on preuve la continuité de la fonction maximale de Hardy- Littlewood dans cet espace.

Dans le second chapitre on donne quelques rappelles sur les espaces de Lebesgue à

exposants variables et quelques résultats qu’on utilisera par la suite.

Puis nous introduisons les espaces de Morrey à exposants variables Lp(.),λ(.)(Ω) sur un

ensemble ouvert de Rn et on donne quelques lemmes et théorèmes techniques.

Au dernier chapitre, nous prouvons la continuité de l’opérateur maximal dans les espaces

de Morrey à exposants variables dans le cadre du journal de condition sur p (.) et λ(.).

Pour les opérateurs potentiels par D. R. Adams [2], sous le même Log − conditions et les
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Introduction

hypothèses

infx∈Ω α (x) > 0 , supx∈Ω [λ (x) + α (x) p (x)] < n.

Nous démontrons aussi la continuité de l’opérateur maximal fractionnaire (F. Chiarenza

et M. Frasca [8] ), nous étudions la continuité dans le cas limite sous la condition

p (x) =
n− λ (x)

α (x)

, Ces résultats étant dû à A. Almeida , J. Hasanov et S. Samko [4] ( 2008).
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Notations

• Ω un ensemble ouvert de Rn.

• B (x, r), la boule de centre x et de rayon r.

• vn, le volume de la boule unité B (0, 1) dans Rn.

• d désigne le diamètre d’un domaine borné Ω ⊂ Rn: d = diamΩ

• C (Ω) : est l’espace des fonctions continues sur un ensemble Ω à valeurs réelles.

• La fonction caractéristique d’un ensemble E et notée par

χE (x) =

 1 x ∈ E
0 x /∈ E

• Pour A ⊂ Rn: |A| est la mesure de Lebesgue de A.

• Soit 0 < p ≤ ∞, Lp (Rn) est l’espace de Lebesgue. C’est l’espace des fonctions f

mesurables telles que

‖f‖p =

(∫
Rn
|f (x)|p dx

) 1
p

<∞

si 0 < p <∞ et

‖f‖∞ = supessx∈Rn |f (x)| <∞.

• T : X ↪→ Y signifie que T est un prolongement continu de X à Y .

• X ↪→ Y signifie que l’identité de X à Y est un prolongement continu.

• f . g signifie que f ≤ cg pour c une constante, et f ≈ g signifie f . g . f .

• On note par fA l’intégrale moyenne de f sur A: fA = 1
A

∫
A
fdx.
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Chapitre 1

Continuité de la fonction maximale

sur l’espace de Morrey. Le cas des

exposants fixés

L’objet de ce chapitre est de prouver la continuité de la fonction maximale de Hardy-

Littlewood sur l’espace de Morrey.

Nous choisissons quelques définitions et théorèmes pour savoir l’espace de Morrey clas-

sique. Puis on étudie la continuité de la fonction maximale dans cet espace. On termine ce

chapitre en étudiant la continuité de l’opérateur potentiel.

1.1 L’espace de Morrey Lp,λ(Ω)

Définition 1.1.1 Soit Ω ⊂ Rn un ensemble ouvert et borné, 1 ≤ p ≤ +∞ et λ ≥ 0.

L’espace de Morrey est noté par Lp,λ(Ω) est l’ensemble des fonctions f ∈ Lp(Ω) telle que:

‖f‖p,λ =

 sup
x∈Ω

0<r<d

r−λ
∫

Ω∩B(x,r)

|f(y)|p dy


1
p

< +∞.

Remarque 1.1.1 L’espace de Morrey Lp,λ(Ω) est un espace normé.
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1.1. L’espace de Morrey Lp,λ(Ω)

Théorème 1.1.1 L’espace de Morrey est un espace de Banach.

Preuve. Soit (un)n une suite de Cauchy dans Lp,λ(Ω), on pose d = diamΩ et nous

choisissons x ∈ Ω, alors supy∈Ωdis(x, y) < d. En effet, supposons que supy∈Ωdis(x, y) = d,

comme Ω ouvert on peut trouver une boule B(x, δ) ⊂ Ω avec δ > 0 et t ∈ B(x, δ) tel que

sup
y∈Ω

dis(t, y) > sup
y∈Ω

dis(x, y) = d

C’est une contradiction, c’est à dire il existe r∗ < d tel que Ω ⊂ B(x, r∗) ce qui est donné la

relation

‖un − um‖Lp(Ω) ≤
((

d

r∗

)λ ∫
Ω∩B(x,r∗)

|un(y)− um(y)|p dy
) 1

p

≤ d
λ
p ‖un − um‖p,λ , (1.1.1)

alors (un)n est une suite de Cauchy dans Lp(Ω) qui est complet, de sort que il existe u ∈
Lp(Ω) telle que limn→+∞ ‖un − u‖Lp(Ω) = 0. On montre que u ∈ Lp,λ(Ω). Par l’inégalité de

Minkowski, pour tout (x, r) ∈ Ω× ]0, d[

r−
λ
p

 ∫
Ω∩B(x,r)

|u(x)|p dx


1
p

≤ r−
λ
p

 ∫
Ω∩B(x,r)

|u(y)− un(y)|p dy


1
p

+ r−
λ
p

 ∫
Ω∩B(x,r)

|un(y)|p dy


1
p

≤ K

En passant à la limite n → +∞ et en prenant le supremum sur tout (x, r) ∈ Ω × ]0, d[ on

trouve

sup
x∈Ω

0<r<d

r−
λ
p

 ∫
Ω∩B(x,r)

|u(y)|p dy


1
p

≤ K.
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1.1. L’espace de Morrey Lp,λ(Ω)

Reste à montrer que limn→+∞ ‖u− un‖p,λ = 0. Soit ε > 0, on a

r−
λ
p

 ∫
Ω∩B(x,r)

|u(y)− un(y)|p dy


1
p

≤ r−
λ
p

 ∫
Ω∩B(x,r)

|u(y)− um(y)|p dy


1
p

+ r−λ/p

 ∫
Ω∩B(x,r)

|un(y)− um(y)|p dy


1
p

≤ r−
λ
p

 ∫
Ω∩B(x,r)

|u(y)− um(y)|p dy


1
p

+ ‖un − um‖p,λ .

On choisit n0 ainsi que n,m ≥ n0, alors ‖un − um‖p,λ < ε. On prenant la limite quand

m→ +∞ alors

r−
λ
p

 ∫
Ω∩B(x,r)

|u(y)− um(y)|p dy


1
p

< ε.

Finalement en prenant le sup sur tout (x, r) ∈ Ω× ]0, d[ on trouve: ‖un − u‖p,λ < ε.

Définition 1.1.2 Une famille {Er}r>0 de sous-ensemble de borel de Rn est dit se rétricite

bien à x ∈ R si:

1. Er ⊂ B(r, x) ∀r > 0.

2. Il existe α > 0 indépendant de r, telle que |Er| > α |B(r, x)| = αvnr
n.

Remarque 1.1.2 Soit Ω un ensemble ouvert et borné de Rn. On considère la famille des

ensembles

{Ω ∩B(x, r) : x ∈ Ω, 0 < r < d} = ∪x∈Ω {Ω ∩B(x, r) : 0 < r < d} .

Supposons que tout ensemble {Ω ∩B(x, r) : 0 < r < d} rétricite bien, alors il existe des
constantes strictement positives {αx}x∈Ω telle que |Ω ∩B(x, r)| > αx |B(r, x)| pour tout
x ∈ Ω, r ∈ ]0, d[. Si les αx peut choisi de sort que α = infx∈Ω αx > 0, alors nous dirons que

l’ensemble Ω est type-α (c’est à dire il existe α > 0 tel que |Ω ∩B(x, r)| > αvnr
n pour tout

x ∈ Ω, r ∈ ]0, d[).
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1.1. L’espace de Morrey Lp,λ(Ω)

Définition 1.1.3 Soit Ω ⊂ Rn un ensemble ouvert et bornée, 1 ≤ p ≤ +∞ et λ ≥ 0. Pour

f ∈ Lp,λ(Ω) on définit la norme suivante:

‖f‖′p,λ =

 sup
x∈Ω

0<r<d

|Ω ∩B(x, r)|−
λ
n

∫
Ω∩B(x,r)

|f(y)|p dy


1
p

Lemme 1.1.1 Soit Ω ⊂ Rn un ensemble ouvert et bornée, 1 ≤ p ≤ +∞ et λ ≥ 0. La

norme ‖f‖′p,λest défini une norme sur l’espace de Morrey et si Ω de type-α alors les deux

normes sont équivalentes.

Preuve. On peut démontrer facilement que ‖f‖′p,λ est une norme. Il suffi t de montrer
que ‖f‖p,λ et ‖f‖

′
p,λ sont équivalentes. On a

r−λ = r−λ

(
v
λ
n
n

v
λ
n
n

)
=

v
λ
n
n

(vnrn)
λ
n

=
v
λ
n
n

|B(x; r)|
λ
n

≤ v
λ
n
n

|Ω ∩B(x, r)|
λ
n

.

cAlors: ‖f‖p,λ ≤ v
λ
n
n ‖f‖′p,λ. D’autre part, si Ω est de type-α alors il existe α > 0 telle que

pour tout (x, r) ∈ Ω× ]0, d[ on a:

αvnr
n ≤ |Ω ∩B(x, r)| ⇔ αvn |Ω ∩B(x, r)|−1 ≤ r−n ⇔ (αvn)

λ
n |Ω ∩B(x, r)|−

λ
n ≤ r−λ,

donc ‖f‖
′

p,λ ≤ (αvn)
λ
n ‖f‖p,λ .

Théorème 1.1.2 (la différentiation de Lebesgue) Pour toute fonction intégrable au sens de

Lebesgue f ∈ L1(Rn) on a pour presque tout x ∈ Rn

lim
r→0+

1

|B(x; r)|

∫
B(x;r)

|f(t)− f(x)| dt = 0.

Pour la preuve voir [19]

Corollaire 1.1.1 Supposons que f ∈ L1(Rn), alors pour presque tout x ∈ Rn

lim
r→0+

1

|Er|

∫
Er

|f(t)− f(x)| dt = 0

pour toute famille {Er}r rétrésite bien à x ∈ Rn.
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1.1. L’espace de Morrey Lp,λ(Ω)

Preuve. Comme la famille {Er}r rétrésite bien à x ∈ Rnalors Er ⊂ B(r, x),∀r > 0 et il

existe α > 0 indépendant de r, telle que |Er| > α |B(r, x)|

1

|Er|

∫
Er

|f(t)− f(x)| dλ(t) ≤ 1

α |B(x; r)|

∫
B(x;r)

|f(t)− f(x)| dt

et donc, en passant à la limite et on utilise le théorème de 1.1.2, on trouve le résultat.

Théorème 1.1.3

1. Pour 1 ≤ p < +∞, on a
Lp,0(Ω) = Lp(Ω).

2. Pour 1 ≤ p < +∞, on a l’inclusion

L∞(Ω) ↪→ Lp,n(Ω)

et

Lp,n(Ω) ↪→ L∞(Ω)

si Ω est de type-α.

3. Pour 1 ≤ p < +∞, λ > n, on a

Lp,λ(Ω) = {0}.

4. Pour 1 ≤ p < q et λ, µ ≥ 0 on a

Lq,µ(Ω) ↪→ Lp,λ(Ω)

telle que: (λ−n)
p
≤ (µ−n)

q
.

Preuve. On démontre la première propriété. Par la définition de la norme de Lp,λ(Ω)

on a

‖f‖p,0 = ‖f‖p

On démontre la deuxième propriété. Soit f ∈ L∞(Ω) alors pour tout x ∈ Ω, r ∈ ]0, d[ on a

1

rn

∫
Ω∩B(x,r)

|f |p ≤ |Ω ∩B(x, r)|
rn

‖f‖p∞ ≤
|B(x, r)|

rn
‖f‖p∞ = vn ‖f‖p∞ ,
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1.1. L’espace de Morrey Lp,λ(Ω)

alors on conclure que:

‖f‖p,n ≤ v
1
p
n ‖f‖∞ .

D’autre part, supposons qu’il existe f ∈ Lp,n(Ω)\L∞(Ω) et Ω est de type-α, alors f ∈ Lp(Ω)

en particulier |f |p ∈ L1(Ω) et par la corollaire 1.1.1

lim
r→0

1

|Ω ∩B(x, r)|

∫
Ω∩B(x,r)

|f(t)|p dt = |f(x)|p p.p sur Ω. (1.1.2)

Comme aussi ‖f‖∞ = ∞, donc on prend c > 0 arbitrairement grand, on a l’ensemble

{x ∈ Ω: |f(x)| > c1/p} a mesure strictement positive et par (1.1.2) on peut trouver x ∈ Ω,

r ∈ ]0, d[ telle que:
1

|Ω ∩B(x, r)|

∫
Ω∩B(x,r)

|f(t)|p dt > c

en concluons ‖f‖′p,n = +∞, et comme Ω est de type-α alors ‖f‖p,n = +∞ c’est une

contradiction. Donc pour tout f ∈ Lp,n(Ω), f ∈ L∞(Ω).

On démontre la troisième propriété. Soit f ∈ Lp,λ(Ω) avec λ > n. Pour λ > n c’est à

dire il existe ε > 0 tel que λ = n+ ε. On sait que∫
Ω∩B(x,r)

|f(t)|p dt ≤
∫

Ω∩B(x,r)

||f(t)|p − |f(x)|p| dt+

∫
Ω∩B(x,r)

|f(x)|p dt

≤
∫
B(x,r)

||f(t)|p − |f(x)|p| dt+ rnvn |f(x)|p .

Par le théorème de Lebesgue

lim
r→0

1

rn

∫
Ω∩B(x,r)

|f(t)|p dt ≤ vn |f(x)|p p.p.sur Ω

Pour cela on a |f(x)| = 0 p.p. sur Ω, si non on trouve que

lim
r→0

1

rn+ε

∫
Ω∩B(x,r)

|f |p = +∞.

C’est une contradiction car f ∈ Lp,λ(Ω).

On démontre la quatrième propriété. Par l’inégalité de Hölder on a∫
Ω∩B(x,r)

|f |p ≤
(∫

Ω∩B(x,r)

1

)1− p
q
(∫

Ω∩B(x,r)

|f |q
) p

q

= (vnr
n)

1− pq
(∫

Ω∩B(x,r)

|f |q
) p

q

= v
1− p

q
n rn(1− p

q
)+µ p

q

(
r−µ

∫
Ω∩B(x,r)

|f |q
) p

q

.
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1.2. La fonction maximale dans l’espace de Morrey

Comme (λ−n)
p
≤ (µ−n)

q
, alors λ ≤ n(1− p

q
) + µp

q
et (r/d)n(1− p

q
)+µ p

q ≤ (r/d)λ. Ce qui implique

rn(1− p
q

)+µ p
q ≤ rλdn(1− p

q
)+µ p

q
−λ.

Donc (
r−λ

∫
Ω∩B(x,r)

|f |p
) 1

p

≤ C

(
r−µ

∫
Ω∩B(x,r)

|f |q
) 1

q

,

d’où

‖f‖p,λ ≤ C ‖f‖q,µ .

1.2 La fonction maximale dans l’espace de Morrey

Soit f une fonction localement intégrable sur Rn, pour tout x ∈ Rn la fonction maximale
de Hardy-littlewoodMf(x) de f est définie par:

Mf (x) = sup
r>0

1

|B (x, r)|

∫
B(x,r)

|f (y)| dy.

Soit p une constante dans ]1,+∞[ et soient g, h deux fonctions positives. Alors il existe

une constante C telle que on a l’inégalité de Feffermane-stein suivant∫
Rn
Mg(y)ph(y)dy ≤ C

∫
Rn
|g(y)|pMh(y)dy (1.2.1)

Pour la preuve de ce résultat voir [13].

Théorème 1.2.1 Soit f ∈ Lp,λ(Rn), 1 < p <∞, et 0 < λ < n. Alors

‖Mf‖p,λ ≤ c ‖f‖p,λ

où c est indépendant de f . Si p = 1 on a

t |{Mf > t} ∩B(x, r)| ≤ crλ ‖f‖1,λ (1.2.2)

où c est indépendant de t, x, r et f
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1.2. La fonction maximale dans l’espace de Morrey

Preuve. Soit f ∈ Lp,λ(Rn) et χBr la fonction caractéristique de la boule Br = B(x0, r).

On pose f = f1 + f2 telle que f1(y) = f(y)χB2r
et f2(y) = f(y)χRn\B2r

. En utilisant 1.2.1

on obtient∫
Br

(Mf (x))pdx

≤ c

{∫
B2r

|f (x)|pMχBr (x) dx+
+∞∑
k=1

∫
B

2k+1r
\B

2kr

|f (x)|pMχBr (x) dx

}

≤ c

{∫
B2r

|f (x)|p sup
t>0

1

|B (x, t)|

∫
B(x,t)∩Br

dzdx+

+∞∑
k=1

∫
B

2k+1r
\B

2kr

|f (x)|pMχBrdx

}

≤ c

{∫
B2r

|f (x)|p sup
t>0

1

|B (x, t)|

∫
B(x,t)

dzdx+
+∞∑
k=1

∫
B

2k+1r
\B

2kr

|f (x)|pMχBrdx

}

= c

{∫
B2r

|f (x)|p dx+
+∞∑
k=1

∫
B

2k+1r
\B

2kr

|f (x)|pMχBrdx

}
.

Maintenant on a pour tout x, y ∈ Rn et r > 0

MχB(x,r)(y) ≤ 3n rn

(|x− y|+ r)n
. (1.2.3)

Pour démonter cette propriété on distingué deux cas.

1. y ∈ B(x, 2r). Dons ce cas

MχB(x,r)(y) = sup
t>0

1

|B (y, t)|

∫
B(x,r)∩B(y,t)

dz

=
1

(|x− y|+ r)n
sup
t>0

(|x− y|+ r)n

|B (y, t)|

∫
B(x,r)∩B(y,t)

dz

≤ 1

(|x− y|+ r)n
sup
t>0

(|x− y|+ r)n

|B (y, t)|

∫
B(y,t)

dz

≤ 1

(|x− y|+ r)n
sup
t>0

(3r)n

|B (y, t)|

∫
B(y,t)

dz.

≤ 3n rn

(|x− y|+ r)n
.

2. y /∈ B(x, 2r). Dans ce cas

|x− y| ≤ |x− z|+ |y − z| ≤ r + t, z ∈ B (y, t) ∩B (x, r) .
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1.2. La fonction maximale dans l’espace de Morrey

Ce qui implique t ≥ r et |x− y| ≤ 2t. Alors

MχB(x,r)(y) =
1

(|x− y|+ r)n
sup
t>0

(|x− y|+ r)n

|B (y, t)|

∫
B(x,r)∩B(y,t)

dz

≤ 1

(|x− y|+ r)n
sup
t>0

(2t+ r)n

|B (y, t)|

∫
B(x,r)

dz

≤ 1

(|x− y|+ r)n
sup
t>0

(3t)n |B (x, r)|
|B (y, t)|

=
3n rn

(|x− y|+ r)n
.

Alors ∫
Br

(Mf)pdx ≤ c

{∫
B2r

|f |p dx+
+∞∑
k=1

∫
B

2k+1r
\B

2kr

|f(x)|p 3nrn

(|x− x0|+ r)n
dx

}
On sait que |x− x0|+ r ≥ r(2k + 1), si x /∈ B2kr et k ≥ 1. Ce qui implique que∫

Br

(Mf (x))pdx ≤ c

{∫
B2r

|f |p dx+
+∞∑
k=1

(
r

(2k + 1)r

)n ∫
B

2k+1r

|f(x)|p dx
}

≤ c ‖f‖pp,λ

{
(2r)λ +

+∞∑
k=1

1

2nk
(2k+1r)λ

}

≤ c ‖f‖pp,λ

{
(2r)λ + (2r)λ

+∞∑
k=1

2(λ−n)k

}
≤ crλ ‖f‖pp,λ ,

où on utilise le fait que λ < n.

Pour p = 1 on utilise l’estimation faible (voir [14] p 151)∫
{Mf>t}

Φ (x) dx ≤ c

t

∫
Rn
|f (x)|MΦ (x) dx

On obtient

t |{Mf > t} ∩B(x, r)| = t

∫
{Mf>t}

χBr (y) dy

≤ c

∫
Rn
|f (y)|MχBr (y) dy

≤ c

∫
Br

|f (y)| dy

≤ crλ ‖f‖1,λ .
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1.3. Application

1.3 Application

Le but de cette partie est de étudier la continuité du potentiel de Riesz sur l’espace de

Morrey Lp,λ(Rn).

Définition 1.3.1 Soit 0 < α < n et f une fonction de L1
loc(Rn). Le potentiel de Riesz de

f est défini par

Iα(f)(x) =

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy.

Théorème 1.3.1 Soit f ∈ Lp,λ(Rn), 1 < p < n
α
, 0 < λ < n− αp, alors

‖Iαf‖q,λ ≤ c ‖f‖p,λ (1.3.1)

où
1

q
=

1

p
− α

n− λ
Pour p = 1 on a

tq |{Iαf > t} ∩B(x, r)| ≤ crλ ‖f‖q1,λ (1.3.2)

Dans (1.3.1) et (1.3.2) la constante c est dépend seulement par n, p, λ, α.

Preuve. Soit f ∈ Lp,λ(Rn), p > 1. On a

Iα(f)(x) =

∫
|x−y|≤ε

f(y)

|x− y|n−α
dy +

∫
|x−y|>ε

f(y)

|x− y|n−α
dy

= I1 + I2

13



1.3. Application

Pour l’estimation I1, en pris

|I1| ≤
∫
|x−y|≤ε

|f(y)|
|x− y|n−α

dy (1.3.3)

≤
+∞∑
j=0

∫
2−j−1ε<|x−y|≤2−jε

|f(y)|
|x− y|n−α

dy

≤
+∞∑
j=0

1

(2−j−1ε)n−α

∫
|x−y|≤2−jε

|f(y)| dy

= 2n−αεα
+∞∑
j=0

2−jα

(2−jε)n

∫
|x−y|≤2−jε

|f(y)| dy

= 2n−αεα
+∞∑
j=0

2−jα

(2−jε)n

∫
B(x,2−jε)

|f(y)| dy

≤ 2n−αεαMf (x)
+∞∑
j=0

2−jα

= c′εαMf(x).

Pour I2, on pose σ = n−αp+λ
2

, et par l’inégalité de Hölder où 1
p

+ 1
p′ = 1.

|I2| ≤
∫
|x−y|>ε

|f(y)|
|x− y|σ/p

|x− y|σ/p+α−n dy

≤
(∫
|x−y|>ε

|f(y)|p

|x− y|σ dy
) 1

p
(∫
|x−y|>ε

|x− y|(σ/p+α−n)p′ dy

) 1
p′

= I3I4

On a

I3 =

(
+∞∑
j=0

∫
2jε<|x−y|≤2j+1ε

|f(y)|p

|x− y|σ dy
) 1

p

≤
(

+∞∑
j=0

1

(2jε)σ

∫
|x−y|≤2j+1ε

|f(y)|p dy
) 1

p

≤
(

+∞∑
j=0

2σ

(2j+1ε)σ−λ

∫
|x−y|≤2j+1ε

|f(y)|p dy
) 1

p

≤ c1ε
(λ−σ)/P ‖f‖p,λ ,

où c1 = 2λ/p
(∑+∞

k=0 2k(λ−σ)
) 1
p < +∞ car 0 < λ < n− αp.
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1.3. Application

En calculant I4, on obtient

I4 =

(∫
|x−y|>ε

|x− y|(
σ
p

+α−n)p′ dy

) 1
p′

=

(∫ +∞

ε

|z|(
σ
p

+α−n)p̀ dz

) 1
p′

= cn

(∫ +∞

ε

r(
σ
p

+α−n)p̀rn−1dr

) 1
p′

= cn

(∫ +∞

ε

r(
σ
p

+α−n+n
p̀ )p̀−1dr

) 1
p′

= cn

(∫ +∞

ε

r(σ
p

+α−n
p

)p̀−1dr

) 1
p′

= c2ε
(σ−n)
p

+α,

où on utilise le fait que 0 < λ < n− αp et 1 < p < n
α
. Alors

|I2| ≤ c′′ε
λ−n
p+α ‖f‖p,λ .

D’où

|Iα(f)| ≤ c′εαMf(x) + c′′ε
λ−n
p+α ‖f‖p,λ .

On pose ε =
(
Mf
‖f‖p,λ

) p
λ−n
, alors

|Iα(f)| ≤ c |Mf |
n−λ−αp
n−λ ‖f‖

αp
n−λ
p,λ . (1.3.4)

Ce qui donner−λ ∫
B′(x,r)

|Iαf(y)|q dy


1
q

≤ c

r−λ ∫
B′(x,r)

|Mf(y)|p dy


1
q

‖f‖
αp
n−λ
p,λ .

Finallement en prenant la supremum sur tout (x, r) ∈ Ω× ]0, d[ . D’après la théorème 1.2.1

on trouve que

‖Iαf‖q,λ ≤ c ‖Mf‖1− αp
n−λ

p,λ ‖f‖
αp
n−λ
p,λ ≤ c ‖f‖p,λ

Pour p = 1 on a d’après 1.3.4

|Iα(f)| ≤ c |Mf |1−
α

n−λ ‖f‖
α

n−λ
1,λ
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1.3. Application

Alors

{{Iαf > t} ∩B(x, r)} ⊂
{{

c |Mf |1−
α

n−λ ‖f‖
α

n−λ
1,λ > t

}
∩B(x, r)

}
=


Mf >

 t

‖f‖
α

n−λ
1,λ

 n−λ
n−λ−α

 ∩B(x, r)


On pose λ =

(
t

‖f‖
α

n−λ
1,λ

) n−λ
n−λ−α

. Donc

|{{Iαf > t} ∩B(x, r)}| ≤ |{{Mf > λ} ∩B(x, r)}|

D’après 1.2.2

≤ 1

λ
crλ ‖f‖1,λ

= crλt−
n−λ

n−λ−α ‖f‖
α

n−λ−α
1,λ ‖f‖1,λ

= crλ ‖f‖q1,λ

D’où

tq |{Iαf > t} ∩B(x, r)| ≤ crλ ‖f‖q1,λ
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Chapitre 2

Espaces de Morrey à exposant

variable

Dans ce chapitre nous allons donner quelques rappels sur les espaces de Lebesgue et

l’espace de Morrey à exposant variable et quelques résultats qu’on utilisera par la suite, pour

prouver la continuité de la fonction maximal de Hardy Littlwood dans l’espace de Morrey

à exposant variable sur un ouvert borné Ω ⊂ Rn, sous contraintes sur p (x) et λ (x).

2.1 Préliminaires

Définition 2.1.1 Soit p(x) une fonction mesurable sur Ω, sa valeurs dans [1,+∞[ on sup-

pose que

1 ≤ p− ≤ p(x) ≤ p+ < +∞ (2.1.1)

où nous avons:

p− := inf
y∈Ω

essp (y) et p+ := sup
y∈Ω

essp (y)

On note par Lp(·)(Ω) l’espace de toutes les fonctions mesurables f telle que

Ip(·)(f) =

∫
Ω

|f(x)|p(x) dx < +∞

Minus de la norme

‖f‖p(·) = inf

{
η > 0 : Ip(·)

(
f

η

)
≤ 1

}
qui est un espace quasi Banach

17



2.1. Préliminaires

Remarque 2.1.1 Soit f ∈ Lp(·)(Ω) alors

Ip(·)

(
f

‖f‖p(·)

)
≤ 1 (2.1.2)

Preuve. Pour f ∈ Lp(·)(Ω) en effet pour tout ε > 0, il existe ηε ∈
{
η > 0 : Ip(·)

(
f
η

)
≤ 1
}

telle que

‖f‖p(·) ≤ ηε < ‖f‖p(.) + ε

Donc ∫
Ω

(
|f(x)|
‖f‖p(·) + ε

)p(x)

dx <

∫
Ω

(
|f(x)|
ηε

)p(x)

dx = Ip(·)

(
f

ηε

)
≤ 1

Alors ∫
Ω

(
|f(x)|
‖f‖p(·)

)p(x)

dx = lim
ε→0

∫
Ω

(
|f(x)|
‖f‖p(·) + ε

)p(x)

dx ≤ 1

Proposition 2.1.1 Soit f ∈ Lp(·)(Ω) alors

Ip(·)(f) = 1⇔ ‖f‖p(·) = 1 (2.1.3)

Preuve. ⇒)Si Ip(.)(f) = 1, alors par la définition de la norme

1 = Ip(·)(f) = Ip(·)

(
f

1

)
≥ ‖f‖p(·)

D’autre part supposons que ‖f‖p(·) < 1 alors par la convexité de Ip(·)(·) et (2.1.2)

Ip(·)(f) = Ip(·)

(
‖f‖p(·)

f

‖f‖p(·)
+
(

1− ‖f‖p(·)
)

0

)

≤ ‖f‖p(·) Ip(·)

(
f

‖f‖p(·)

)
≤ 1× 1 = 1

C’est une contradiction.

⇐)Si ‖f‖p(·) = 1 on peut écrire

Ip(·)(f) = Ip(·)

(
f

‖f‖p(.)

)
≤ 1
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2.1. Préliminaires

On suppose que Ip(·)(f) < 1, alors il existe ε > 0 telle que

Ip(·)(f) + ε ≤ 1 (2.1.4)

Comme Ip(·)(·) convexe sur un ouvert Ω, il est donc continue, donc limλ→1+ Ip(·)(λf) =

Ip(·)(f), par conséquent0

∃δ > 0;∀λ : |λ− 1| < δ ⇒
∣∣Ip(.)(λf)− Ip(.)(f)

∣∣ < ε

En concluant pour 1 < λ < 1 + δ, et d’après 2.1.4

Ip(·)(λf) < Ip(·)(f) + ε ≤ 1

Puisque Ip(·)(λf) ≤ 1 alors ‖f‖p(·) ≤ 1
λ
c1 c’est une contradiction.

Remarque 2.1.2 Soit f ∈ Lp(·)(Ω), les inégalités suivantes sont satisfaites:

‖f‖P
+

p(·) ≤ Ip(·)(f) ≤ ‖f‖P
−

p(·) si ‖f‖p(·) ≤ 1 (2.1.5)

‖f‖P−p(·) ≤ Ip(·)(f) ≤ ‖f‖P+
p(·) si ‖f‖p(·) ≥ 1 (2.1.6)

d’où on trouve

c1 ≤ ‖f‖p(.) ≤ c2 ⇒ c3 ≤ Ip(.)(f) ≤ c4

c′1 ≤ Ip(.)(f) ≤ c′2 ⇒ c′3 ≤ ‖f‖p(.) ≤ c′4

Théorème 2.1.1 (Inégalité de Hölder) Soient p(·), p′(·) deux fonctions mesurables sur un
ensemble Ω, ses valeurs dans [1,+∞[ supposons que 1

p(·) + 1
p′(·) = 1, alors∫

Ω

|f(x)| |g(x)| dx ≤
(

1

p−
+

1

p′−

)
‖f‖p(·) ‖g‖p′(·) (2.1.7)

Preuve. Supposons que ‖f‖p(·) 6= 0, ‖g‖p′(·.) 6= 0 et on pose a = |f(x)|
‖f‖p

, b = |g(x)|
‖g‖p′

, p = p(·)
et p′ = p′(·) puis en utilisant l’inégalité suivante

ab ≤ ap

p
+
bp
′

p′
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2.1. Préliminaires

On intègre sur Ω et on utilise la relation dans (2.1.3) on obtient∫
Ω

|f(x)| |g(x)|
‖f‖p ‖g‖p̀

dx ≤
∫

Ω

1

p

(
|f(x)|
‖f‖p

)p

dx+

∫
Ω

1

p′

(
|g(x)|
‖g‖p′

)p′

dx

≤ 1

p−
Ip(·)

(
f

‖f‖p

)
+

1

p′−
Ip′(·)

(
g

‖g‖p̀

)
=

1

p−
+

1

p′−

Donc ∫
Ω

|f(x)| |g(x)| dx ≤
(

1

p−
+

1

p′−

)
‖f‖p(·) ‖g‖p′(·)

Théorème 2.1.2 Soient p(·), q(·) deux fonctions mesurables sur un ensemble Ω bornée,

supposons que p(x) ≤ q(x) ∀x ∈ Ω, alors

Lq(·)(Ω) ↪→ Lp(·)(Ω) (2.1.8)

Définition 2.1.2 Soit p ∈ C (Rn) , on dit que p est Log− Höldérienne continue noté

p ∈ C log (Rn) , s’il existe clog > 0 telle que

|p (x)− p (y)| ≤ clog

− log (|x− y|) (2.1.9)

pour tout x, y ∈ Rn, tel que . |x− y| ≤ 1
2

On dit que p est globalement Log− H öld érienne continue notée p ∈ C log (Rn) , si elle

est Log− H öld érienne continue et il existe p∞ ∈ R, tel que

|p (x)− p∞| ≤
clog

log (e+ |x|) (2.1.10)

pour tout x ∈ Rn.

Théorème 2.1.3 Soit Ω un ensemble et soit p(·) satisfait les conditions (2.1.1), (2.1.9) et

β(·) satisfait
sup
x∈Ω

β(x) < +∞ inf
x∈Ω

β(x)p(x) > n

Alors il existe c > 0 dépend par supx∈Ω β(x), infx∈Ω [β(x)p(x)− n] et ne dépend pas en x

et r telle que ∥∥∥∥∥χRn\B(x,r)(·)
|x− ·|β(x)

∥∥∥∥∥
p(.)

≤ cr
n
p(x)
−β(x)
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2.2. Définition et propriétés

2.2 Définition et propriétés

Définition 2.2.1 Soient λ(·), p(·) deux fonctions mesurables sur un ensemble Ω, ses valeurs

dans [0, n] , l’espace de Morrey Lp(·),λ(·)(Ω) est l’ensemble de toues les fonctions f sur Ω telle

que

Ip(·),λ(·)(f) = sup
x∈Ω,r>0

r−λ(x)

∫
Ω∩B(x,r)

|f(y)|p(y) dy < +∞.

Minus de la norme

‖f‖1 = inf

{
η > 0 : Ip(·),λ(·)

(
f

η

)
≤ 1

}
et

‖f‖2 = sup
x∈Ω,r>0

∥∥∥r−λ(x)
p(·) fχΩ∩B(x,r)

∥∥∥
p(.)

Lemme 2.2.1 Soit f ∈ Lp(·),λ(·)(Ω), les inégalités suivantes sont satisfaites

‖f‖P
+

i ≤ Ip(·),λ(·)(f) ≤ ‖f‖P
−

i si ‖f‖i ≤ 1 (2.2.1)

‖f‖P−i ≤ Ip(·),λ(·)(f) ≤ ‖f‖P+
i si ‖f‖i ≥ 1 (2.2.2)

Preuve. On pose

F (x, r; η) =
1

rλ(.)

∫
Ω∩B(x,r)

∣∣∣∣f(y)

η

∣∣∣∣p(y)

dy (2.2.3)

Alors pour touts (x, r) ∈ Ω∪ [0, d[ la fonction F (x, r; η) est décroissante par rapport à η, on

a

sup
x∈Ω,r>0

F (x, r; η) = Ip(.),λ(.)(f)

Et on a par la proposition 2.1.3

sup
x∈Ω,r>0

F (x, r; ‖·‖1) = 1 (2.2.4)

Comme p− ≤ p(x) ≤ p+ et ‖f‖1 ≤ 1 (‖f‖1 ≥ 1) alors

F (x, r; 1) =
1

rλ(·)

∫
Ω∩B(x,r)

‖f‖p(y)
1

∣∣∣∣ f(y)

‖f‖1

∣∣∣∣p(y)

dy ≤ ‖f‖p−1 F (x, r; ‖·‖1) (‖f‖p+

1 F (x, r; ‖·‖1))

et

F (x, r; 1) =
1

rλ(·)

∫
Ω∩B(x,r)

‖f‖p(y)
1

∣∣∣∣ f(y)

‖f‖1

∣∣∣∣p(y)

dy ≥ ‖f‖p+1 F (x, r; ‖·‖1) (‖f‖p−1 F (x, r; ‖·‖1))
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2.2. Définition et propriétés

En prenant le supremum sur (x, r) ∈ Ω ∪ [0, d[ on obtient (2.2.1) , (2.2.2) .

Pour i = 2 le cas de la norme

‖f‖2 = sup
x∈Ω,r>0

‖gx,r‖p(·) ,

où gx,r = r−
λ(x)
p(.) fχΩ∩B(x,r)(·), on utilise les inégalités (2.1.5) , (2.1.6) de la norme Lp(.) on

trouve

‖gx,r‖P
+

p(·) ≤ Ip(.)(gx,r) ≤ ‖gx,r‖P
−

p(·) si ‖gx,r‖p(·) ≤ 1

‖gx,r‖P−p(·) ≤ Ip(.)(gx,r) ≤ ‖gx,r‖P+
p(·) si ‖gx,r‖p(·) ≥ 1

En prenant le supremum sur (x, r) ∈ Ω ∪ [0, d[ on obtient (2.2.1) , (2.2.2) .

Lemme 2.2.2 Soit f une fonction dans Lp(·),λ(·)(Ω) alors

‖f‖1 = ‖f‖2 (2.2.5)

Preuve. On pose

‖f‖2 = sup
x∈Ω,r>0

{
µx,r > 0 : F (x, r;µx,r) = 1

}
où F (x, r; η) est la fonction dans (2.2.3), on a comme F (x, r; ‖f‖1) ≤ 1 de (2.2.4) et par la

monotonicité de F (x, r; ·)
‖f‖2 ≤ ‖f‖1 (2.2.6)

De (2.1.5) , (2.2.2) on a

‖f‖1 ≤


‖f‖

p−
p+

2 ‖f‖i ≤ 1 i = 1, 2

‖f‖2 ‖f‖1 ≥ 1, ‖f‖2 ≤ 1

‖f‖
p+
p−
2 ‖f‖i ≥ 1 i = 1, 2

Et comme
∥∥∥ f
‖f‖2

∥∥∥
2

= 1 ≤ 1 et
∥∥∥ f
‖f‖2

∥∥∥
1

=
‖f‖1
‖f‖2
≥ 1(d’après (2.2.6)), alors

∥∥∥ f
‖f‖2

∥∥∥
1
≤
∥∥∥ f
‖f‖2

∥∥∥
2

=

1, d’où

‖f‖1 ≤ ‖f‖2 (2.2.7)

De (2.2.6) et (2.2.7) on obtient (2.2.5) .
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2.2. Définition et propriétés

Lemme 2.2.3 Soit Ω un ensemble ouvert et λ(.) satisfait la condition logarithmique suivant

|λ (x)− λ (y)| ≤ Aλ
− log (|x− y|)

pour tout x, y ∈ Rn, tel que . |x− y| ≤ 1
2
, alors

1

c
r−λ(y) ≤ r−λ(x) ≤ cr−λ(y) (2.2.8)

pour tout x, y ∈ Rn, tel que . |x− y| ≤ r, avec la constant c = eAλ ne dépend pas par x, y et

r.

Preuve. Il est facile de voir que (2.2.8) est équivalente à

|λ (x)− λ (y)| ln 1

r
≤ c1 = ln c = Aλ

En effet, de (2.2.8) on a

1

c
λ(y) ln

1

r
≤ λ(x) ln

1

r
≤ cλ(y) ln

1

r
,

alors 
λ(x) ln 1

r
≤ ln c+ λ(y) ln 1

r

et

λ(x) ln 1
r
≥ ln 1

c
+ λ(y) ln 1

r

⇒


(λ (x)− λ (y)) ≤ ln c

ln 1
r

et

(λ (x)− λ (y)) ≥ − ln c
ln 1
r

Et comme |x− y| ≤ r alors ln 1
r
≤ ln 1

|x−y| ce qui implique |λ(x)− λ(y)| ≤ c1
ln 1
|x−y|

≤ c1
ln 1
r

.

Lemme 2.2.4 Si Ω borné et λ(.) ∈ C log(Ω), alors la norme suivante est une norme équiv-

alente dans Lp(·),λ(·)(Ω)

‖f‖3 = sup
x∈Ω,r>0

∥∥∥r−λ(·.)
p(·) fχΩ∩B(x,r)

∥∥∥
p(·)

(2.2.9)

Preuve. On a ‖f‖2 = supx∈Ω,r>0

∥∥∥r−λ(x)
p(·) fχΩ∩B(x,r)

∥∥∥
p(·)
est une norme dans Lp(·),λ(·)(Ω),

et d’aprés (2.2.8)
1

c
r
−λ(y)

p(y) ≤ r
−λ(x)

p(y) ≤ cr
−λ(y)

p(y) (2.2.10)

d’où
1

c
‖f‖3 ≤ ‖f‖2 ≤ c ‖f‖3
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2.3. Inclusions

Lemme 2.2.5 Soit Ω un ensemble ouvert borné dans un espace métrique mesuré (X, d, µ)

où la mesure satisfait la condition de ahlford infèrieur µ(B(x, r)) ≥ Crδ, δ > 0, et soit

p(.) ∈ C log(Ω), alors ∥∥χΩ∩B(x,r)

∥∥
p(.)
≤ c |B(x, r)|

1
p(.) (2.2.11)

Preuve. Soit x ∈ Ω et 0 < r < d, comme p(.) ∈ C log(Ω), et µ satisfaite la condition de

ahlford infèrieur, on trouve:

1

c
|B(x, r)| ≤ |B(x, r)|

p(y)
p(x) ≤ c |B(x, r)|

Pour tout y ∈ Ω ∩ B(x, r) où c ≥ 1 qui ne dépend pas par x, y et r, par conséquent pour

c1 = c
1
p− on a∫

Ω∩B(x,r)

d(y)

c
p(y)
1 |B(x, r)|

p(y)
p(x)

≤
∫

Ω∩B(x,r)

d(y)

|B(x, r)| ≤
∫
B(x,r)

d(y)

|B(x, r)| = 1

Alors ∥∥χΩ∩B(x,r)

∥∥
p(.)

= inf

{
η > 0 :

∫
Ω∩B(x,r)

d(y)

ηp(y)
≤ 1

}
≤ c1 |B(x, r)|

1
p(x)

2.3 Inclusions

Lemme 2.3.1 Soit Ω un ensemble borné, soient λ(·), p(·) deux fonctions mesurables telle
que 0 ≤ λ(x) ≤ n et 0 ≤ µ(x) ≤ n,si p(·) et q(·) sont Log−Hölderinne continue p(x) ≤ q(x)

et
n− λ(x)

p(x)
≤ n− µ(x)

q(x)

alors

Lq(·),µ(·)(Ω) ↪→ Lp(·),λ(·)(Ω)

Preuve. Supposons que ‖f‖
q(·),µ(·)

≤ 1, ceci est équivalente à I
q(·),µ(·)(f) ≤ 1 comme dans

(2.2.1), nous devons montrer que I
p(·),λ(·)(f) ≤ c pour c > 0 pas de fonction de f

Soit x ∈ Ω et r ∈ (0, d), on applique l’inégalité de Hölder avec p1(x) = q(x)
p(x)

on obtient

r−λ(x)

∫
Ω∩B(x,r)

|f(y)|p(y) dy = r−λ(x)

∫
Ω

|f(y)|p(y) χΩ∩B(x,r)dy

≤ r−λ(x)

(
1

p−1
+

1

p′−1

)∥∥fp(·)χΩ∩B(x,r)

∥∥
p1(·)

∥∥χΩ∩B(x,r)

∥∥
p′1(·)
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2.3. Inclusions

≤ 2r−λ(x)
∥∥fp(·)χΩ∩B(x,r)

∥∥
p1(·)

∥∥χΩ∩B(x,r)

∥∥
p′1(·) (2.3.1)

Par (2.2.11) on a ∥∥χΩ∩B(x,r)

∥∥
p′1(·) ≤ crn(1− p(x)

q(x)) (2.3.2)

D’autre parte on a

∥∥fp(·)χΩ∩B(x,r)

∥∥
p1(·) = inf

{
η > 0 :

∫
Ω∩B(x,r)

|f(y)|q(y) η−
q(y)
p(y)d(y) ≤ 1

}
≤ Ap+rµ(x)

p(x)
q(x)

(2.3.3)

où A est la constante de l’inégalité

1
A
r
µ(x)

q(y) ≤ r
µ(x)

q(x)

p(x)

p(y) ≤ Ar
µ(x)
q(y) p(·)

q(·) ∈ C
log(Ω) (2.3.4)

telle que A ≥ 1 ne dépend pas de x, y et r. En effet

∫
Ω∩B(x,r)

(
|f(y)|

[
AP+r

µ(x)
p(x)

q(x)

]− 1
p(y)

)q(y)

dy

≤
∫

Ω∩B(x,r)

(
A−1 |f(y)| r−

µ(x)
q(x)

p(x)

p(y)

)q(y)

dy − p+

p(y)
≤ −1

≤ r−µ(x)
∫

Ω∩B(x,r)
|f(y)|q(y) dy ≤ 1

Ce qui prouve (2.3.3) , on utilise (2.3.2) et (2.3.3) dans (2.3.1) on obtient∫
Ω∩B(x,r)

|f(y)|p(y) dy ≤ crn(1− p(x)
q(x))+µ(x)

p(x)
q(x) ≤ crλ(x) (2.3.5)

En effet, comme n−λ(x)
p(x)

≤ n−µ(x)
q(x)

, alors

λ(x) ≤ n

(
1− p(x)

q(x)

)
+ µ(x)

p(x)

q(x)

⇒
(r
d

)n(1− p(x)
q(x))+µ(x)

p(x)
q(x) ≤

(r
d

)λ(x)

⇒ r
n(1− p(x)

q(x))+µ(x)
p(x)
q(x) ≤ rλ(x)d

n(1− p(x)
q(x))+µ(x)

p(x)
q(x) ≤ crλ(x)w

Donc I
p(·),λ(·)(f) ≤ c par conséquent ‖f‖

p(·),λ(·)
≤ c.
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Chapitre 3

La fonction maximale et le potentiel

de Riesz sur l’espace de Morrey à

exposant variable

Nous réprouvons la continuité mentionné ci-dessus de l’opérateur maximal dans un

ouvert Ω bornée dans Rn afin d’introduire dans un cadre simple des techniques qui sont

ensuite appliquées dans les espaces de Morrey à exposants variables.

L’idée est simplement d’utiliser quelques théorèmes et lemmes qui ont été introduits dans

le chapitre précédent.

3.1 Continuité de la fonction maximale sur l’espace de

Morrey à exposant variable

Pour démontrer la continuité de la fonction maximale on utilise le lemme suivant.

Lemme 3.1.1 Soit Ω un ensemble borné et supposons que p(·) satisfait les conditions (2.1.1)

et (2.1.9), alors il existe c > 0 telle que, pour touts f ∈ Lp(·)(Ω)

[Mf(x)]
p(x)
p− ≤ c

[
M
(
|f(·)|

p(.)
p−

)
(x) + 1

]
(3.1.1)

pour touts f ∈ Lp(·)(Ω), où ‖f‖p(·) ≤ 1.
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3.1. Continuité de la fonction maximale sur l’espace de Morrey à exposant variable

Preuve. On pose q(x) = p(x)
p−
, alors pour tout x ∈ Ω, q(x) ≤ p(x) et q− ≤ p(x), Comme

‖f‖p(·) ≤ 1.alors d’après (2.1.5) Ip(·) (f) ≤ 1, ainsi∫
B(x,r)

|f(y)|p(y) dy ≤
∫

Ω

|f(y)|p(y) dy ≤ 1

On a ∫
B(x,r)

|f(y)|q− dy ≤
∫
B(x,r)∩{|f |≥1}

|f(y)|q− dy +

∫
B(x,r)∩{|f |<1}

|f(y)|q− dy

≤
∫
B(x,r)

|f(y)|q(y) dy + |B(x, r)|

On utilise l’inégalité de Hölder, on trouve que(
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy
)q(x)

≤
(
|B(x, r)|−

1
q−

(∫
B(x,r)

|f(y)|q− dy
) 1

q−

)q(x)

= |B(x, r)|−
q(x)
q−

(∫
B(x,r)

|f(y)|q− dy
) q(x)

q−

Comme ‖f‖p(·) ≤ 1 et q− ≤ p(.) alors d’après (2.1.8) Lp(·)(Ω) ↪→ Lq−(Ω) ce qui donne

‖f‖q− ≤ 1

|B(x, r)|−
q(x)
q−

(∫
B(x,r)

|f(y)|q− dy
) q(x)

q−

≤ |B(x, r)|−
q(x)
q−

(∫
B(x,r)

|f(y)|q− dy
) q−

q−

= |B(x, r)|−
q(x)
q−

∫
B(x,r)

|f(y)|q− dy

≤ |B(x, r)|
q−−q(x)

q−

[
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|q(y) dy + 1

]
≤ c

[
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|q(y) dy + 1

]
≤ c

[
M
(
|f(·)|

q(·)
)

(x) + 1
]

27



3.1. Continuité de la fonction maximale sur l’espace de Morrey à exposant variable

Théorème 3.1.1 Soit Ω un ensemble ouvert bornée de Rn, soient p(·), λ(·) deux fonction
mesurable telle que p(·) satisfait les conditions (2.1.1) et (2.1.9) ,

0 ≤ λ(x) ≤ λ+ < n (x ∈ Ω, λ+ = supx∈Ω ess λ(x))

Alors l’opérateur maximalM est borné dans l’espace Lp(·),λ(·)(Ω).

Preuve. On montre que I
p(·),λ(·)(Mf) ≤ C pour tout f ∈ Lp(·),λ(·)(Ω)

(
‖f‖

p(·),λ(·)
≤ c
)

où C = C(c) ne dépend pas de f , on a∫
Ω∩B(x,r)

Mf(y)p(y)dy =

∫
Rn

(
Mf(y)

p(y)

p−

)p−
χΩ∩B(x,r)(y)dy

Comme Ω borné, alors d’aprés (1.1.1) on a‖f‖p,λ ≥ c ‖f‖p avec c dépend par d et λ+, alors

l’estimation (3.1.1) est applicable, Ce qui donne∫
Ω∩B(x,r)

Mf(y)p(y)dy ≤ c

∫
Ω

(
M
(
|f(·)|

p(·)

p−

)
(y) + 1

)p−

χΩ∩B(x,r)(y)dy

≤ c

(∫
Ω

M
(
|f(·)|

p(·)

p−

)p−

(y)χΩ∩B(x,r)(y)dy +

∫
Ω

χΩ∩B(x,r)(y)dy

)
D’après l’inégalité dans (1.2.1) on a∫

Rn
|Mf(y)|p(y) dy ≤ c

(∫
Ω

|f(y)|p(y)MχΩ∩B(x,r)(y)dy + rn
)
,

en utilise l’estimation (1.2.3) on obtient∫
Ω∩B(x,r)

(Mf)(y)p(y)dy

≤ c

(∫
Rn
|f(y)|p(y)MχΩ∩B(x,r)(y)dy + rn

)
≤ c

{∫
Ω∩B(x,2r)

|f(y)|p(y) dy +
+∞∑
k=1

∫
Ω∩B(x,2k+1r)\Ω∩B(x,2kr)

|f(y)|p(y)MχΩ∩B(x,r)(y)dy + rn

}

≤ c

{∫
Ω∩B(x,2r)

|f (y)|p dx+
+∞∑
k=1

∫
Ω∩B(x,2k+1r)\Ω∩B(x,2kr)

|f(y)|p(y) 3nrn

(|x− y|+ r)n
dx+ rn

}

≤ c ‖f‖p(·),λ(·)

{
(2r)λ(x) +

+∞∑
k=1

(2k+1r)λ(x)3nrn

(2kr + r)n
+ rn

}

≤ c ‖f‖p(·),λ(·)

{
(2r)λ(x) +

+∞∑
k=1

(2k+1r)λ(x)

(2k + 1)n
+ rn

}
≤ c

{
rλ(x) + rn

}
.
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3.2. Continuité du potentiel de Riesz sur l’espace de Morrey à exposant variable

D’où ∫
Ω∩B(x,r)

(Mf)(y)p(y)dy ≤ crλ(x), (3.1.2)

Ce qui preuve l’estimation I
p(·),λ(·)(Mf) ≤ c.

3.2 Continuité du potentiel de Riesz sur l’espace de

Morrey à exposant variable

Définition 3.2.1 Soit 0 < α(·) < n et une fonction f ∈ Lp(·),λ(·)(Ω), l’opérateur potentiel

de riesz de f est défini par

I
α(·)

(f)(x) =

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α(x)
dy.

Théorème 3.2.1 Soit Ω un ensemble bornée, supposons que p (·) satisfait les conditions
(2.1.1) , (2.1.9) et α(·) aussi satisfait la condition logarithmique (2.1.9), avec

infx∈Ω α (x) > 0 , supx∈Ω [λ (x) + α (x) p (x)] < n. (3.2.1)

L’opérateur Iα(·) est borné de Lp(·),λ(·)(Ω) à Lq(·),λ(·)(Ω), où

1

q (x)
=

1

p (x)
− α (x)

n− λ (x)
.

Preuve. Supposons que ‖f‖
p(·),λ(·)

≤ c, toujours on a

I
α(·)
f(x) =

(∫
B(x,r)

+

∫
Rn\B(x,r)

)
f(y) |x− y|α(x)−n dy = F (x, r) +G(x, r).

On a l’estimation dans (1.3.3) dans le cas α constant est aussi valable pour α un variable,

sous la condition infx∈Ω α(x) > 0

|F (x, r)| ≤ crα(x)Mf(x). (3.2.2)

D’autre part, on a

|G(x, r)| ≤ c

+∞∑
k=1

∫
Ω∩B(x,2k+1r)\Ω∩B(x,2kr)

|f(y)|
(
2kr
)−λ(x)

p(y) |x− y|α(x)−n+
λ(x)
p(y) dy.
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3.2. Continuité du potentiel de Riesz sur l’espace de Morrey à exposant variable

Comme Ω bornée et p(·) satisfait la condition logarithmique et de (2.2.8)

|G(x, r)| ≤ c

+∞∑
k=1

∫
Ω∩B(x,2k+1r)\Ω∩B(x,2kr)

|f(y)|
(
2kr
)−λ(x)

p(y) |x− y|α(x)−n+
λ(x)
p(x) dy,

on applique l’inégalité de Hölder, on obtient

|G(x, r)| ≤ c
+∞∑
k=1

∥∥∥|x− ·|α(x)−n+
λ(x)
p(x)

∥∥∥
p′(·),Rn\Ω∩B(x,2kr)

∥∥∥∥(2kr)−λ(x)
p(·) f

∥∥∥∥
p(·),Ω∩B(x,2k+1r)

.

Le facteur

∥∥∥∥(2kr)−λ(x)
p(·) f

∥∥∥∥
p(·),Ω∩B(x,2k+1r)

est borné, en effet d’aprés la définition de la norme

Lp(·)

Ip(·)

((
2kr
)−λ(x)

p(·) fχΩ∩B(x,2k+1r)

)
=

∫
Ω

(
2kr
)−λ(x) |f(y)|p(y) χΩ∩B(x,2k+1r)dy

≤ 2λ(x)
(
2k+1r

)−λ(x)
∫

Ω∩B(x,2k+1r)

|f(y)|p(y) dy

≤ 2λ+Ip(·) (f) ≤ c,

donc d’après le remarque (2.1.2)∥∥∥∥(2kr)−λ(x)
p(·) f

∥∥∥∥
p(·),Ω∩B(x,2k+1r)

≤ C.

Et par le théorème (2.1.3) telle que β(x) = n− α(x)− λ(x)
p(x)

on a

∥∥∥|x− ·|α(x)−n+
λ(x)
p(x)

∥∥∥
p′(·),Rn\Ω∩B(x,2kr)

=

∥∥∥∥∥ χRn\Ω∩B(x,2kr)

|x− ·|α(x)−n+
λ(x)
p(x)

∥∥∥∥∥
p′(·)

≤ c
(
2kr
) n
p̀(·)−n+α(x)+

λ(x)
p(x)

= c
(
2kr
)α(x)−n−λ(x)

p(x)

.

Donc

|G(x, r)| ≤ c1r
α(x)−n−λ(x)

p(x)

+∞∑
k=1

(
2k
)α(x)−n−λ(x)

p(x)

≤ c2r
α(x)−n−λ(x)

p(x)
, (3.2.3)

où la série est définir par c2 = c1

∑+∞
k=1 2−ak, a = 1

p+
inf [n− λ(x)− α(x)p(x)] est convergent,

ainsi de (3.2.2), (3.2.3) on a∣∣∣Iα(·)
f(x)

∣∣∣ ≤ crα(x)Mf(x) + c2r
α(x)−n−λ(x)

p(x)
.
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3.2. Continuité du potentiel de Riesz sur l’espace de Morrey à exposant variable

On pose r = (Mf(x))
− p(x)
n−λ(x)

, on obtient

|Iα(·) f(x)| ≤ (c+ c2) r
−α(x)p(·)
n−λ(x)

+1 ≤ cMf(x)
p(x)
q(x) .

Par conséquente, de (3.1.2) on a∫
Ω∩B(x,r)

∣∣∣Iα(·)
f(y)

∣∣∣q(y)

dy ≤ c

∫
Ω∩B(x,r)

Mf(y)p(y)dy ≤ crλ(x).

Corollaire 3.2.1 Avec même condition de la théorème 3.2.1, l’opérateur maximale frac-

tionnel

Mα(·)f (x) = sup
r>0

1

|B (x, r)|1−
α(x)
n

∫
B(x,r)

|f (y)| dy

est borné de Lp(·),λ(·)(Ω) à Lq(·),λ(·)(Ω).

Preuve. Le résultat suivant du théorème 3.2.1 en vue de l’estimation

Mα(·)f (x) ≤ cIα(·) (|f |) (x) ,0 < α (x) < n

où c > 0 ne dépend pas de f et x, c = supx∈Ω

(
1
vn

)1−α(x)
n

< +∞ En effet, nous observons

que

Iα(·) (|f |) (x) ≥
∫

Ω∩B(x,r)

|f (x)|
|x− y|n−α(x)

dy,

pour tout x ∈ Ω et r > 0

Puisque |B (x, r)| = vnr
n, |x− y| ≤ r et 0 < α(·) < n alors

1

|B (x, r)|1−
α(x)
n

∫
B(x,r)

|f (y)| dy ≤
(

1

vn

)1−α(x)
n
∫
B(x,r)

|f (x)|
|x− y|n−α(x)

dy

≤ c

∫
B(x,r)

|f (x)|
|x− y|n−α(x)

dy.

3.2.1 Le cas limite

Dans cette section, nous étudions le cas limitatif dans (3.2.1) , par considère l’exposant

critique

p (x) =
n− λ (x)

α (x)
(3.2.4)
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3.2. Continuité du potentiel de Riesz sur l’espace de Morrey à exposant variable

Théorème 3.2.2 Soit Ω un ensemble bornée, supposons que les conditions (2.1.1), (2.1.9)

et infx∈Ω α (x) > 0 dans le cas de l’exposant (3.2.4) , l′opérateurMα(·) est borné de Lp(·),λ(·)(Ω)

à L∞(Ω) ∥∥Mα(·)f
∥∥
∞ ≤ c ‖f‖p(·),λ(·)

Preuve. Soit x ∈ Ω et r > 0 par la condition logarithmique, propriété (2.2.10),

l’inégalité de Hölder et l’estimation (2.2.11), on obtient

|B (x, r)|
α(x)
n
−1

∫
B(x,r)

|f (y)| dy = |B (x, r)|
α(x)
n
−1

∫
Ω∩B(x,r)

r
λ(x)
p(y) r−

λ(x)
p(y) |f (y)| dy

≤ c |B (x, r)|
α(x)
n
−1 r

λ(x)
p(x)

∫
Ω∩B(x,r)

r−
λ(x)
p(y) |f (y)| dy

≤ cr
α(x)−n+

λ(x)
p(x)
∥∥∥r−λ(x)

p(·) fχΩ∩B(x,r)

∥∥∥
p(·)

∥∥χΩ∩B(x,r)

∥∥
p̀(·)

≤ cr
α(x)−n+

λ(x)
p(x)

sup
x∈Ω,r>0

∥∥∥r−λ(x)
p(·) fχΩ∩B(x,r)

∥∥∥
p(·)

∥∥χΩ∩B(x,r)

∥∥
p̀(·)

= cr
α(x)−n+

λ(x)
p(x) ‖f‖p(·),λ(·) |B(x, r)|

1
p̀(·) ≤ c ‖f‖p(·),λ(·) .

Théorème 3.2.3 Soit Ω un ensemble bornée, et p (·) satisfait la condition (2.1.1), sup-

posons que p (·) α (·) et λ (·) dans C log (Ω) ,avec

infx∈Ω α (x) > 0 , supx∈Ω [λ (x) + α (x) p (x)] < n.

L’opérateur Iα(·) est borné de Lp(·),λ(·)(Ω) à Lq(·),µ(·)(Ω), où q (·) satisfait la condition (2.1.1),

1 ≤ q (x) ≤ p (x) [n− λ (x)]

n− [λ (x) + α (x) p (x)]
,

et µ (x) est défini par la condition

n− µ (x)

q (x)
=
n− λ (x)

p (x)
− α (x) .

Corollaire 3.2.2 Avec même condition du théorème 3.2.3, l’opérateur maximale fractionnel

Mα(·)f est borné de Lp(·),λ(·)(Ω) à Lq(·),µ(·)(Ω).
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Conclusion

Nous avons présenté les espaces de Morrey à exposants constantes et à exposants

variables, nous avons rappelé les espaces de Lebesgue à exposants variables et les notions

essentielles dans ces espaces qui sont utilisé pour étudier la continuité de la fonction maxi-

male qui est très important dans l’analyse harmonique. Dans le cas variable sous certaines

conditions.

On termine ce mémoire par de donner quelques exemples intéressants. Ces résultats

impliquent sur les espaces de Morrey à exposants variables voir A. Almeida , J. Hasanov et

S. Samko [4].
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