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Introduction

Les espaces de Morrey ont été introduits en 1938 par Charles Bradfield Morrey [21] par
rapport a la régularité des problemes de solutions aux équations aux dérivées partielles et ont
aidé & obtenir de nombreux résultats intéressants. Les années 1960 peuvent étre considérés
comme le début d’un développement intense de la théorie générale nous mentionner ici les
articles de John et Nirenberg [17], Meyers [20], Campanato [6], [7], Stampacchia [26].

On commence nos études de différents opérateurs dans les espaces de Morrey écart il y
a plusieurs années , principalement dans le cas de les opérateurs maximales, singuliers et
potentiels tel dans les espaces de Morrey avec des exposants variables et avec des exposants
constants. On découvre qu’il existait une vaste bibliographie sur Beaucoup compter les
centaines de publications soumises.

Le but de ce mémoire est de donner un apercu sur les espaces de Morrey et d’étudier
quelques résultats essentielles pour ces espaces.

Nous donnons au premier chapitre la définition de I’espace de Morrey classique LP*(€2)
giu est bien connu par exemple voir [18], [15] et quelques propriétés pour cet espace, puis
on preuve la continuité de la fonction maximale de Hardy- Littlewood dans cet espace.

Dans le second chapitre on donne quelques rappelles sur les espaces de Lebesgue a
exposants variables et quelques résultats qu’on utilisera par la suite.

Puis nous introduisons les espaces de Morrey & exposants variables LP()A0)(Q) sur un
ensemble ouvert de R" et on donne quelques lemmes et théorémes techniques.

Au dernier chapitre, nous prouvons la continuité de I’opérateur maximal dans les espaces
de Morrey & exposants variables dans le cadre du journal de condition sur p(.) et A(.).

Pour les opérateurs potentiels par D. R. Adams [2], sous le méme Log — conditions et les



Introduction

hypothéses
inf,cqa(z) >0 : SUP,cq [A (2) + a(z) p (2)] < n.
Nous démontrons aussi la continuité de 'opérateur maximal fractionnaire (F. Chiarenza

et M. Frasca [8] ), nous étudions la continuité dans le cas limite sous la condition

- n—A(x)
p(CL’)— Oz(:L‘)

, Ces résultats étant da a A. Almeida , J. Hasanov et S. Samko [4] ( 2008).



Notations

e () un ensemble ouvert de R".

e B (xz,7), la boule de centre = et de rayon r.

e v, le volume de la boule unité B (0,1) dans R™.

e d désigne le diameétre d’'un domaine borné Q2 C R": d = diamS2

e C'(Q) : est 'espace des fonctions continues sur un ensemble 2 & valeurs réelles.
e La fonction caractéristique d’un ensemble E et notée par

1 rekl

X (2) = 0 v dE

e Pour A C R": |A] est la mesure de Lebesgue de A.

e Soit 0 < p < oo, LP(R™) est 'espace de Lebesgue. C’est l'espace des fonctions f

= ([ 1r@rar) <o

£l = supesszern | f ()] < o0.

mesurables telles que

si0<p<ooet

e T : X — Y signifie que T" est un prolongement continu de X a Y.
e X — Y signifie que l'identité de X & Y est un prolongement continu.
e [ < g signifie que f < cg pour ¢ une constante, et f = ¢ signifie f < g < f.

e On note par f4 l'intégrale moyenne de f sur A: fy = ifA fdx.



Chapitre 1

Continuité de la fonction maximale
sur I’espace de Morrey. Le cas des

exposants fixés

L’objet de ce chapitre est de prouver la continuité de la fonction maximale de Hardy-
Littlewood sur I’espace de Morrey.

Nous choisissons quelques définitions et théorémes pour savoir I’espace de Morrey clas-
sique. Puis on étudie la continuité de la fonction maximale dans cet espace. On termine ce

chapitre en étudiant la continuité de 'opérateur potentiel.

1.1 L’espace de Morrey L' (Q)

Définition 1.1.1 Soit Q@ C R"™ un ensemble ouvert et borné, 1 < p < +oo et A\ > 0.

L’espace de Morrey est noté par LP*(S2) est I’ensemble des fonctions f € LP(Q) telle que:

1
p

= | s e [ 5@y | < oc

S
0<r<d QNB(z,r)

Remarque 1.1.1 L’espace de Morrey LP*() est un espace normé.



1.1. L’espace de Morrey LP*(€2)

Théoréme 1.1.1 L’espace de Morrey est un espace de Banach.

Preuve. Soit (u,), une suite de Cauchy dans LP*(Q), on pose d = diamS) et nous
choisissons = € €2, alors sup,cqdis(7,y) < d. En effet, supposons que sup,cqdis(z,y) = d,
comme €2 ouvert on peut trouver une boule B(z,d) C  avec § > 0 et t € B(z,J) tel que

sup dis(t,y) > supdis(z,y) = d
yeQ yeQ

C’est une contradiction, c’est a dire il existe 7* < d tel que Q C B(z,r*) ce qui est donné la

relation

1
d\* T
[wn — umHLP(Q) < <(_*) / |tn(y) — wm(y)I” dy) < dv [ju, — um”p,)\v (1.1.1)
r QNB(z,r*)

alors (uy), est une suite de Cauchy dans LP(Q2) qui est complet, de sort que il existe u €
LP(€2) telle que limy, o0 [|tn — ul|5q) = 0. On montre que u € LPA(Q). Par I'inégalité de
Minkowski, pour tout (z,7) € Q x ]0,d]

3 =

. / ()P da

QNB(z,r)

S
S =

Jun ()" dy

A _2
<[ -l e

QNB(z,r) QNB(z,r)

—

< K

En passant a la limite n — 400 et en prenant le supremum sur tout (x,r) € € x ]0,d[ on

trouve

1
P

sup r~% / lu(y)|” dy < K.
0552 QnB(er)



1.1. L’espace de Morrey LP*(€2)

Reste & montrer que limy, o0 [[u — uy ||, , = 0. Soit € >0, on a

1
P
_A
[ ) - wwl dy
QNB(z,r)
1 1
P p
_A _
< ) = wn) dy |+ | [ o) = )y
QN B(z,r) QNB(z,r)
%
_A
< re |u(y)_um(y)|pdy +||Un_um||p,)\'
QNB(z,r)

On choisit ng ainsi que n,m > ng, alors |ju, — ume,,\ < e. On prenant la limite quand

m — +oo alors

3=

/ () — um)Pdy | <e.

QNB(z,r)

Finalement en prenant le sup sur tout (z,7) € Q x |0,d[ on trouve: [lu, —ul[,, <¢c. =

Définition 1.1.2 Une famille {E,},~o de sous-ensemble de borel de R™ est dit se rétricite

bien ¢ x € R si:

1. E, C B(r,x) vr > 0.

2. 1l existe @ > 0 indépendant de r, telle que |E,| > o |B(r, z)| = av,r".

Remarque 1.1.2 Soit 2 un ensemble ouvert et borné de R™. On considére la famille des

ensembles
{ONB(z,r):2€Q,0<7r<d} =Upea{QNB(z,7): 0 < r <d}.

Supposons que tout ensemble {QN B(z,r): 0 <r <d} rétricite bien, alors il existe des
constantes strictement positives {c }req telle que [N B(x,r)| > a, |B(r,z)| pour tout
x € Q,re]0,d]. Silesa, peut choisi de sort que o« = inf,cq a, > 0, alors nous dirons que
Uensemble §) est type-a (c’est a dire il existe o > 0 tel que |2 N B(x,r)| > av,r™ pour tout

x € Q,rel0,d).



1.1. L’espace de Morrey LP*(€2)

Définition 1.1.3 Soit 2 C R™ un ensemble ouvert et bornée, 1 < p < +o0 et A > 0. Pour

f € LPNQ) on définit la norme suivante:

3 =

141 = | sup (20 B / )P dy

0<r<d QNB(z,r)
Lemme 1.1.1 Soit Q C R™ un ensemble ouvert et bornée, 1 < p < 400 et A > 0. La
norme ||f||;7)\est défini une norme sur l'espace de Morrey et si Q) de type-« alors les deux

normes sont équivalentes.

Preuve. On peut démontrer facilement que || f ||; , est une norme. II suffit de montrer

que || f[], ., et ||f||;/\ sont équivalentes. On a

A A

Y [ vn Un,
T = T — = ~
vy (vpr™)n

A

A
B v v
|B(w;r)|" |20 B(x,r)|"

N
cAlors: [|f[],, < vR HfH;)/\ D’autre part, si €2 est de type-« alors il existe a > 0 telle que

pour tout (z,7) € Q x ]0,d[ on a:

av,r™ < QN B(z,7)| < av, QN B(z,r)| ' <r " e (cwn)% an B(x,r)|_% <r

’ A
donc || f[[, \ < (ava)™ [[f]l,- ™

Théoréme 1.1.2 (la différentiation de Lebesgque) Pour toute fonction intégrable au sens de

Lebesque f € L'(R™) on a pour presque tout v € R"

1 )| dt = 0.
rg(?Jr\Bx?ﬂ/ @l

Pour la preuve voir [19]

Corollaire 1.1.1 Supposons que f € L*(R™), alors pour presque tout x € R"

I -
i wy/'f #)ldt =0

pour toute famille {E, },. rétrésite bien o x € R™.



1.1. L’espace de Morrey LP*(€2)

Preuve. Comme la famille {E, }, rétrésite bien & x € R™alors E, C B(r,z),¥Yr > 0 et il

existe a > 0 indépendant de r, telle que |E,.| > o |B(r, )|

rEr/’f AN = Sy [ 1O = 10N

B(x;r)

et donc, en passant a la limite et on utilise le théoréme de 1.1.2, on trouve le résultat. m

Théoréme 1.1.3
1. Pour1 <p < 400, on a
LPO(Q) = LP(Q).

2. Pour 1 <p < +o0, on a linclusion
L>®(Q) — LP"(Q)

et
LP™(Q) — L™(Q)

si € est de type-a.

3. Pour1 <p< 400, A>n, ona
LPA(Q) = {0}.
4. Pourl<p<gqgetA, p>0o0na
LY(Q) — LP(Q)

(A=) o (u=n)
p - q

telle que:

Preuve. On démontre la premiére propriété. Par la définition de la norme de LP* (1)

on a
1f1lp0 = I1£1],
On démontre la deuxiéme propriété. Soit f € L*(2) alors pour tout x € Q,r € ]0,d| on a
1 21 Bz, 1) |B(z,7)|
- s = IfllS = — o IFlI5 = va I FIIS -
r QNB(z,r) r



1.1. L’espace de Morrey LP*(€2)

alors on conclure que:
1

11l < 08 11l -
D’autre part, supposons qu'il existe f € LP™(Q)\L>®(£2) et Q est de type-a, alors f € LP(2)
en particulier |f|P € L'(Q) et par la corollaire 1.1.1

1

QNB(z,r)
Comme aussi ||f||,, = oo, donc on prend ¢ > 0 arbitrairement grand, on a I’ensemble
{x € Q: |f(x)] > c'/P} a mesure strictement positive et par (1.1.2) on peut trouver z € €,

r € 10, d[ telle que:

1
—_— HIPdt > ¢
s | VO
QNB(z,r)
en concluons ||f||;n = +00, et comme 2 est de type-a alors || f|,, = +o0o cest une

contradiction. Donc pour tout f € LP"(Q), f € L>().
On démontre la troisiéme propriété. Soit f € LP*(Q) avec A > n. Pour A > n c'est &

dire il existe € > 0 tel que A =n + . On sait que

Am@JﬂmdtSLLWMﬂﬂmﬂﬁﬂ@Wﬁ+/ )P dt

QNB(z,r)
< [ UFOP 1@l i S
Par le théoréeme de Lebesgue
lim = / FOP dt < v, |f(@) p.psur O
QNB(z,r)
Pour cela on a |f(z)| = 0 p.p. sur €, si non on trouve que
m

i 1
h n-+e / |f|p = +OO
r—=0r QNB(z,r)

C’est une contradiction car f € LP*(9).

On démontre la quatriéme propriété. Par I'inégalité de Holder on a

P

1-2 2
q q
T
QNB(z,r) QNB(z,r) QNB(z,r)
:
=@ ([ )
QNB(z,r)
P
= v};_%r"(k%)“% (7"_“/ ’f|q>q.
QNB(z,r)



1.2. La fonction maximale dans ’espace de Morrey

Comme ()‘;”) < (“;”), alors A <n(1—2)+pl et (r/d)"*~ D4 < (r/d)*. Ce qui implique
=) +ug < Y R
Donc
1 1
) p)? <C u g\’
r 7)) <C|r M)
QNB(z,r) QNB(z,r)
d’ou
[fllpn < C Il

]

1.2 La fonction maximale dans I’espace de Morrey

Soit f une fonction localement intégrable sur R™, pour tout x € R" la fonction maximale

de Hardy-littlewood M f(x) de f est définie par:

1
M () = sup s [ 1wl
B(z,r)

Soit p une constante dans |1, +oo[ et soient g, h deux fonctions positives. Alors il existe

une constante C' telle que on a l'inégalité de Feffermane-stein suivant

| Ma@Phy)dy < C | lg@)l” Mhly)dy (1.2.1)
Pour la preuve de ce résultat voir [13].
Théoréme 1.2.1 Soit f € LPA(R"?), 1 <p < oo, et 0 < X <n. Alors
IMFN, 5 < ellf]a
ot ¢ est indépendant de f. Sip=1 on a

tUMf >t} N B(z,r)| < cr)‘||f||17/\ (1.2.2)

ot ¢ est indépendant de t,x,r et f

10



1.2. La fonction maximale dans ’espace de Morrey

Preuve. Soit f € LP*(R™) et x, la fonction caractéristique de la boule B, = B(zy, ).

On pose f = fi + fa telle que f1(y) = f(y)Xp,, €t f2(y) = f(¥)Xrm B, -

on obtient

L§Mﬂ@wm

c{é%\<WAuB
AL
AL

IA

IN

|f ()] sup

t>0

IA

|f (x)[" sup

t>0

1 o
—_— dzdx + /
(377 t)| B(z,t)NB, Z B,kt1,\Byk,

1 o=
— dzdx + /
(@, )] B Z Byt1,\Byk,.

En utilisant 1.2.1

da:+2/k+1 o M@ My, (@) d }

|f (x)‘p MXBde}

k=1

|f ($)|p MXBTd:L‘}

k=1

c z)|Pdx + / (z)]? Mxp, dx
{/Bzr Z Byk+1, \ng

Maintenant on a pour tout x,y € R" et r > 0

3" r"

e (1.2.3)

M XB(z,r) (y) <

Pour démonter cette propriété on distingué deux cas.

1. y € B(z,2r). Dons ce cas

MXB(x,T) (y)

IN

IA

<

2. y ¢ B(xz,2r). Dans ce cas

lz—y| <o —z[+]y—2 <r+t,

1 / d
sup ———— z
>0 |B (y,1)|
B(z,r)NB(y,t)
1 . n
L
(lz =yl+7)" =0 [B(y,1)]
B(z,r)NB(y,t)
1 (lz —yl+7)" /
sup dz
(lz =yl+r)" =0 [B(y1)
B(y,t)

z.

B(y t)
3n pn

(lz =yl +r)"

z € B(y,t)N B (z,r).

11



1.2. La fonction maximale dans ’espace de Morrey

Ce qui implique ¢t > r et |z — y| < 2t. Alors

1 (| —y|+r)" /
M = — d
wenW) = T S B ()] :

B(z,r)NB(y,t)
1 (2t + )" /
— sup dz
(lz =yl +7)" 0 [B(y,1)]
B(z,r)
1 3t)" |B
o B 1B )
(lz —yl+7r)" =0 [B(y,1)]
B 3n pn
(lz —yl+r)"

Alors

[ dxf"{/gw o d‘“Z/W o ) <|x—x01+r>nd$}

On sait que |z — x| +7 > r(2¥ + 1), si 2 € Bo, et k > 1. Ce qui implique que

fosarar < o [ a3 (o) e}

+o0

< clfIs {(W P o @ >A}
k=1

< cllfly, { (2r) ZW” }

< e 1l

ou on utilise le fait que A < n.

Pour p = 1 on utilise I'estimation faible (voir [14] p 151)

[ ewar<t [ y@iMe e
(Mf>t) U Jrn

On obtient
t{Mf >t} N B(x,r)| = t/ Xs, (y) dy
{M[f>t}
< c[| |f(y)|Mxg, (y)dy
Rn
< c[ [f(w)ldy
By
< o[£l
[ |

12



1.3. Application

1.3 Application

Le but de cette partie est de étudier la continuité du potentiel de Riesz sur ’espace de

Morrey LPA(R™).

Définition 1.3.1 Soit 0 < a < n et f une fonction de LL _(R"). Le potentiel de Riesz de

loc

1(f)(x) = / W)y,

n—«
n|r =yl

f est défini par

Théoréme 1.3.1 Soit f € LPA(R™), 1 <p <2, 0<X<n—ap, alors

Vafllon < e £, (1.3.1)
o
L o
g p n—2A
Pourp=1ona
t"{I.f >t} N B(x,r)| < er ||f||(f,x (1.3.2)

Dans (1.3.1) et (1.3.2) la constante ¢ est dépend seulement par n,p, A, cv.

Preuve. Soit f € LPA(R"), p>1. On a

f(y) f()
-[Oé €T = —d d
) = [ v | y

n—« n—a«
e—yl<e [T — Y| e—yl>e [T — Y|

= Il + ]2

13



1.3. Application

Pour I'estimation [, en pris

|| < / %dy (1.3.3)

z—y|<e |z -yl

+00
2/2 ,%dy

~i-leclo—y|<2-ie [T — Y]

“+o00
1 /
— o |f(y)ldy
]ZO (27771e) lo—y|<2—ie
+oo _i
277«
= ey [l
jzo (2 jé) |lz—y|<2-de
“+o0
2~ ja
D T S VN

< 2naaMf sza

IN

IN

= "M (x).

n—ap+\
2

Pour I5, on pose 0 = , et par l'inégalité de Holder ou % + 1% =1.

f Yy o/pt+a—n
|]2| < / L)l/p ’I—y] /p+ dy
jo—yl>< |2 — Y|

f Yy P % o/p+a—n)p %

|lz—y|>e |$ - y| \x—y|>s

= I3,
On a
» \*
j= 0 215<\z y|<2itle |"L‘ _y|

ST

Pd
P /| L ) y>

6“ R

1
< Pd
< ( e L y>

C1

<

ol ¢; = 2P (Z::OE 2'“()‘_”))5 < +oocar 0 <A <n—ap.

14



1.3. Application

En calculant I, on obtient

1
v

I = (/ - — | (o) dy)p
lz—y|>e
1
+oo R P’
- (/ |2 (Fra—n)? dz)
400 P
= ¢ (/ T(;+a”>pr”_ldr)
+o00 P
= ¢, (/ T(;+an+§)ﬁ1dr>

1
ol

+oo led N p
= ¢, (/ T(P+a_f')p_1dr>
£

(0—=n)
= 026 P +a,

=

=

ou on utilise le fait que 0 < A <n—apet 1 <p < Z. Alors
A—n
L] < "evve || f], -

D’ou

A—n
[La(f)] < de" M f(z) + "evve || f]],, -

On pose € = ( MS ) ", alors

n—A—
—

ap _ap_
AR

[La(f)] < c|Mf]

Ce qui donne

q q

/ LWty | <e|r / ME@Pdy | 115

—A
7A :

B/ (z,r) B’ (z,r)

(1.3.4)

Finallement en prenant la supremum sur tout (x,r) € € x ]0,d[. D’aprés la théoréme 1.2.1

on trouve que
T
Hafllgn < cllMFAL" Ll < ellfllpa

Pour p =1 on a d’aprés 1.3.4

()] < el M (£

15



1.3. Application

Alors
{laf > 130 B@n} < {{elMfA™ T IAIES >t} 0B}
. T
= Mf > — N B(xz,r)
AT
n—>\
n—A—a
On pose \ = — . Donc
117>

{{Laf >t} 0 B(z,r)}| < [{{M[ > A} 0 Bz, 7)}]

D’apres 1.2.2

1

< 3 1l
S el 1 Fl P
= o ||f||(f,,\
D’ou
t"{I.f >t} N Bz, r)| < or? HfH(fA
[

16



Chapitre 2

Espaces de Morrey a exposant

variable

Dans ce chapitre nous allons donner quelques rappels sur les espaces de Lebesgue et
I’espace de Morrey a exposant variable et quelques résultats qu’on utilisera par la suite, pour
prouver la continuité de la fonction maximal de Hardy Littlwood dans ’espace de Morrey

a exposant variable sur un ouvert borné €2 C R", sous contraintes sur p (z) et A (z).

2.1 Préliminaires

Définition 2.1.1 Soit p(z) une fonction mesurable sur Q, sa valeurs dans [1,+0o[ on sup-
pose que

1 <p_ <plx) <pp < +o0 (2.1.1)
0l MOUS avons:

p_ = infessp (y) et p* :=supessp(y)
yeN yeN

On note par LPC)(Q) Pespace de toutes les fonctions mesurables f telle que

Ly (f) = /Q £ ()P dz < +o0

[ fIl,,.y = inf {77 >0: Iy, (%) < 1}

qut est un espace quasi Banach

Minus de la norme

17



2.1. Préliminaires

Remarque 2.1.1 Soit f € LPV)(Q) alors

Ip(.) (Hf‘j;p()) <1 (2.1.2)

Preuve. Pour f € LP0)(Q) en effet pour tout £ > 0, il existe n. € {77 > 0: Iy, <%> < 1}

telle que
ey < < 1l + ¢
Donc "
@\, (|f<x>r)p<“d o ()
/n(!lpr(.)+s) x</ﬂ 0. r=ho () =1
Alors
S\ s\
.| de=l e | de <1
/Q(”f“p(-)) ’ 813%/9<||f||p(.)+e) T
[

Proposition 2.1.1 Soit f € LPX)(Q) alors
Liy(f) =1 [Ifll,., =1 (2.1.3)

Preuve. =)Si I, )(f) = 1, alors par la définition de la norme

L= L (f) = I ({) 2 (£l

D’autre part supposons que ||f||p(,) < 1 alors par la convexité de I,.(-) et (2.1.2)

LoW) = L <||f||p(.) | fﬁ —+ (1= 11f1,0) o)

f
(-

C’est une contradiction.

<)Si [|f|l,., = 1 on peut écrire

Loy(f) = I (W) <1



2.1. Préliminaires

On suppose que I (f) < 1, alors il existe € > 0 telle que
]p(.)(f> +e<1 (2.1.4)

Comme I,)(-) convexe sur un ouvert €2, il est donc continue, donc limy_ i+ I,)(Af) =

I,y(f), par conséquent0
0> 0;VA: (A= 1] <6 = |LoAf) = Lo (f)| <e
En concluant pour 1 < A < 1+ 6, et d’apres 2.1.4
LA f) < Ly(f)+e <1

Puisque I (Af) < L alors || f[[,) < fcl c’est une contradiction. m

Remarque 2.1.2 Soit f € LPY)(Q), les inégalités suivantes sont satisfaites:
P+ P ‘
1 ey < Loy (F) < 1l si || fll,.) <1 (2.1.5)

£l < Ly (F) < 11 stllfllyy =1 (2.1.6)

d’ot on trouve

a < |fllyy e = a<h(f) <

A <Lo(f)<d = < 11,0y < e

Théoréme 2.1.1 (Inégalité de Holder) Soient p(-),p'(+) deux fonctions mesurables sur un

ensemble ), ses valeurs dans [1,+o00| supposons que z% + ;%(.) =1, alors
< 1 1
: |f ()] g(z)] dz < ot [ ] s (2.1.7)
_ @y =)
Preuve. Supposons que Hpr(_) #0, Hng,(..) # 0 et on pose a = 1, b= D »()

et p’ = p/(-) puis en utilisant 'inégalité suivante

a? v
ab§—+—/
p p
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2.1. Préliminaires

On integre sur €2 et on utilise la relation dans (2.1.3) on obtient
el o [ (e d+/{ ()
a [I71, lgll; ap \ lIf1, gl
< 1} o g
171, g1l

\;
S

IS

8

1 1
p-  D-
Donc
i@l < (-4 ) 1l ol
|

Théoréme 2.1.2 Soient p(-),q(-) deux fonctions mesurables sur un ensemble Q0 bornée,

supposons que p(x) < q(x) Yz € Q, alors
L1O(Q) — LPO(Q) (2.1.8)

Définition 2.1.2 Soit p € C(R"), on dit que p est Log— Héldérienne continue noté
p € C'°8 (R"), sl existe ciog > 0 telle que
Clog
p@)—pW| < ——F7F—Fx (2.1.9)
—log (|z —yl)
pour tout x,y € R, tel que . |r — y| < %
On dit que p est globalement Log— H dldérienne continue notée p € C'°8 (R™), si elle

est Log— Holdérienne continue et il existe po, € R, tel que

Clog

P (%) = Pool < m

(2.1.10)

pour tout x € R™.

Théoréme 2.1.3 Soit Q un ensemble et soit p(-) satisfait les conditions (2.1.1), (2.1.9) et
B(-) satisfait

sup f(x) < 400 inf B(x)p(z) >n
TEQ Sy

Alors il eziste ¢ > 0 dépend par sup,cq 5(x), inf.cq [B(z)p(x) — n] et ne dépend pas en x

et r telle que

XR7\B(z,r) ()
_|B(I)

S cr p(T;c) _/8(37)

p(.)

|z —
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2.2. Définition et propriétés

2.2 Définition et propriétés

Définition 2.2.1 Soient A(+), p(-) deux fonctions mesurables sur un ensemble S0, ses valeurs
dans [0, 7], Uespace de Morrey LPOAO)(Q) est ’ensemble de toues les fonctions f sur Q telle
que

&umvw:mmr*@/’ F)P® dy < +oo
QNB(z,r)

zeQ,r>0

i f

‘ pNED)

Minus de la norme

et

||f||2 = Sup T_meQﬁB(x,r)

zeQ,r>0

p(.)

Lemme 2.2.1 Soit f € LPOA(Q), les inégalités suivantes sont satisfaites

+ - .
117 < Loao () S IFF si Ifl <1 (2.21)
A < LoD <A s Ifl,>1 (2:22)
Preuve. On pose
1 f Y p(y)
F(z,mn) = =0 y) dy (2.2.3)
r QNB(z,r) n

Alors pour touts (x,r) € QU [0, d[ la fonction F'(x,r;n) est décroissante par rapport a 7, on

a

sup F(x,7;m) = Ly (f)

z€Q,r>0

Et on a par la proposition 2.1.3

sup F(x,r;|-|l;) =1 (2.2.4)

xz€eQ,r>0

Comme p_ < p(x) < py et [|f]l, <1 ([If]l, > 1) alors

Ty L o) | f (W) p(y)d < p- ) Pt )
Fla,r1) = - 171 y < IFIE Fers ) (AR Fers )
r QNB(z,r) ”f”l
et
1 f Y p(y) -
Pl =g [ 1 B a2 i R ) (8 R L)
r QNB(z,r) Hle

21



2.2. Définition et propriétés

En prenant le supremum sur (x,r) € QU [0, d[ on obtient (2.2.1), (2.2.2).

Pour 7 = 2 le cas de la norme

= su
7= s llgarlly

Az)
Ol gor = 1 7O fXqrp(esm(+), on utilise les inégalités (2.1.5), (2.1.6) de la norme LP) on

trouve

Pt P~ .
”goc,er(.) S ]p(.)(gac,r) S ||ga:,r||p() s1 ||g:v,r||p() S 1
P P :
ng,r”p(.) < Ip()(Gar) < ng,erJ S1 Hga:,er(.) > 1
En prenant le supremum sur (x,r) € QU [0,d[ on obtient (2.2.1), (2.2.2). =

Lemme 2.2.2 Soit f une fonction dans L)) (Q) alors

A1l = 1171l (2.2.5)

Preuve. On pose

1flla=sup {p,, >0:F(z,rp,,) =1}

z€Q,r>0

ot F(x,r;n) est la fonction dans (2.2.3), on a comme F(z,7;| f]|,) < 1 de (2.2.4) et par la

monotonicité de F'(z,r;-)

£l < £ (2.2.6)
De (2.1.5), (2.2.2) on a
1 £ll5 Ifll;, <1i=1,2
Il < 9 1£1, 1fll, > 11 fl, <1
P7+
1 fll2~ [fl; =1i=1,2
S| = VA | 1 Japre S S| =
Et comme H M|, =1 S 1et H T |I, = T = 1(d’aprés (2.2.6)), alors ‘Hf\lz S H s ||y =
1, d’ou
£l < Nl (2.2.7)

De (2.2.6) et (2.2.7) on obtient (2.2.5). =
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2.2. Définition et propriétés

Ax

Lemme 2.2.3 Soit Q un ensemble ouvert et \(.) satisfait la condition logarithmique suivant
Az) =AW € —F——=
—log (lz —y[)

;, alors
(2.2.8)

pour tout x,y € R™, tel que .|z —y| <

pour tout v,y € R", tel que . |x — y| < r, avec la constant ¢ = e*> ne dépend pas par z,y et

r.
Preuve. Il est facile de voir que (2.2.8) est équivalente a
IAN(z) = A(y)|In—<¢p =lnc= A,
En effet, de (2.2.8) on a
1 1 1 1
“AMy)In— < Az)In—- <cA(y)In—
AW In = < Az)ln - < eA(y)In—,
alors
A(x) ln% < lnc—l—)\(y)ln% Az) =AM (y) < 1111115
et =4 et
ALzl Amnt | (@)= A) > -
Et comme |z —y| < 7 alors In1 < lnﬁ ce qui implique [A(z) = AM(y)| < 24— < . =
eyl nr
Lemme 2.2.4 Si Q) borné et \(.) € C'°%(Q), alors la norme suivante est une norme équiv-

(2.2.9)

alente dans LPH)A0)(Q)
‘ 7A((‘-))f
rowC
XQOB(CL’J‘) ()

[flls = sup
zeQ,r>0

_ M=)
‘7’ "0 fXanB(r) " est une norme dans LPOAC(Q),

(2.2.10)

Preuve. On a || f||, = SUD,cq 50
et d’aprés (2.2.8)
1 _Aw @ LA
—r ) < ) <cr r®
c

% £l < £l < el 1l

d’ol
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2.3. Inclusions

Lemme 2.2.5 Soit 2 un ensemble ouvert borné dans un espace métrique mesuré (X, d, u)
ot la mesure satisfait la condition de ahlford inférieur p(B(x,r)) > Cr°,§ > 0, et soit
p(.) € C°¢(Q), alors

IXansenll,, < elBlz,m)7 (22.11)

Preuve. Soit 7 € Q et 0 < r < d, comme p(.) € C°%(Q), et p satisfaite la condition de

ahlford inférieur, on trouve:

B8
e
N

IB(x r)| < |Bz,r)["® < c|B(x,r)|

Pour tout y € QN B(x,r) ot ¢ > 1 qui ne dépend pas par x,y et r, par conséquent pour
1
€y =cP- ona

/ d(y) < / dly) / dly) _,
QNB(z,r) CIJ | ( ,7’)|% N QNB(z,r) |B(ZE771)| N B(z,r) ’B<x77n)|

1

Alors

=

. d(y) 1
HXQQB(CE,T)HP(.) = inf {77 >0: [)mB(I " np(y S 1 S &1 |B(:L'7T)|p( )

2.3 Inclusions

Lemme 2.3.1 Soit 2 un ensemble borné, soient A(-),p(-) deux fonctions mesurables telle
que 0 < A(z) <net0 < pu(x) <n,sip(-) etq(-) sont Log— Holderinne continue p(x) < q(x)
et

alors

Lq(-),u(d(Q) SN Lp(-)A(J(Q)

Preuve. Supposons que || f]] < 1, ceci est équivalente a [, | (f) <1 comme dans

a()on()
(2.2.1), nous devons montrer que I A()(f) < ¢ pour ¢ > 0 pas de fonction de f

q(z)

Soit x € Q et r € (0,d), on apphque I'inégalité de Holder avec p;(z) = o) On obtient

rAE) / f)PPdy = 7@ / WY Xansendy
QNB(z,r)

XNz 1
s (p1 +zf) |7 XmB(w>Hp1<~) Ixarse

pi ()



2.3. Inclusions

<27 | 7P gmn o X "o

Par (2.2.11) on a

n(1-2&)
HXQQB(m,r) ) <cr (1-7)
D’autre parte on a
Q x
pr(')XQﬂB( )H =inf<n>0: |f(y)|Q(y) 77_2<z>d(y) <1l < P @)
T QNB(z,r)
ot A est la constante de I'inégalité
p(z) u(z) p(x) ()

raw < ra@ e < Araw % € Cos(Q))

o[

telle que A > 1 ne dépend pas de =,y et r. En effet

i ()22 *ﬁ a(y)
Jarsan | 1@ AT @ dy

o) p() \ 1Y)
< Joren (A7 FDIE) Ty e
— JQNB(x,r) Yy Yy p(y)
< [ pen [f@) dy < 1

Ce qui prouve (2.3.3), on utilise (2.3.2) et (2.3.3) dans (2.3.1) on obtient

A
L

/ |f(y)[PY dy < (15 + @) 55 < oph@)
QNB(z,r)

En effet, comme nA@) o nop (x), alors
p(z) q(z)
p(x) p(x)
AMz) <n (1 - —) + p(z)——=
q(x) q(z)
. <f)n(12’5i3)+u(w>5§53 - (f)“ﬂﬂ)
d — \d
N T”(I‘SES)*“(I)ZE;; < T,\(x)d”(l_Zg;)*“(z)Zg; YO

Donc I, ,(f) < c par conséquent ”f”p('),x(.) <c =
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Chapitre 3

La fonction maximale et le potentiel
de Riesz sur I’espace de Morrey a

exposant variable

Nous réprouvons la continuité mentionné ci-dessus de 'opérateur maximal dans un
ouvert 2 bornée dans R" afin d’introduire dans un cadre simple des techniques qui sont
ensuite appliquées dans les espaces de Morrey a exposants variables.

L’idée est simplement d’utiliser quelques théorémes et lemmes qui ont été introduits dans

le chapitre précédent.

3.1 Continuité de la fonction maximale sur ’espace de
Morrey a exposant variable
Pour démontrer la continuité de la fonction maximale on utilise le lemme suivant.

Lemme 3.1.1 Soit Q un ensemble borné et supposons que p(-) satisfait les conditions (2.1.1)

et (2.1.9), alors il existe c > 0 telle que, pour touts f € LP0) ()

p(z) 20)
(Mf(z)] - <c [M (!f(')! ) (z) +1 (3.1.1)

pour touts f € LPO)(Q), ou £l < 1.
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3.1. Continuité de la fonction maximale sur I'espace de Morrey a exposant variable

p(z)
p

Preuve. On pose ¢(z) = 2% alors pour tout = € €, q(z) < p(z) et ¢— < p(x), Comme

11l < Lalors d’aprés (2.1.5) I, (f) <1, ainsi

/ Fa)P dy < / )P dy <1
B(z,r) Q

[ wra < | ) dy+ [ )" dy
B(a,r) B(a,r)n{|f1=1} B(z,r)n{lf|<1}
< [ W@y B
B(x,r

On utilise 'inégalité de Holder, on trouve que

(\ery/m !dy>q(m)
< <|B<x,r>rq1 ( / L dy)ql>q(x)

q(x)

a(x) q_
= B ) - - d
| B(x,7)| (/BW) /()] y>

Comme | [,y < 1 et g- < p(.) alors d’aprés (2.1.8) LPO(Q) — L%(Q) ce qui donne
1A, <1

IA
=
B
=
B

_gq(x) 0 q_
( / L dy)

_a(=)
= |B(a,r)| " / F)l* dy
B(z,r)

< 1800 gy [, Vo |
< [z BT S I+ 1]
< e[m(lrOr" )<x>+1}
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3.1. Continuité de la fonction maximale sur I'espace de Morrey a exposant variable

Théoréme 3.1.1 Soit Q un ensemble ouvert bornée de R", soient p(-), \(-) deux fonction

mesurable telle que p(-) satisfait les conditions (2.1.1) et (2.1.9),
0<XAz)< A <n (x € Q, A\ =sup,cqess A(z))
Alors l'opérateur mazimal M est borné dans 'espace L)) (Q).

(M) < € pour tout f € LOAO@) (If],  <e)

Preuve. On montre que [ <
P P()AC)

()AC
ou C' = C(c) ne dépend pas de f, on a

p(y)

[ msyroa = | <Mf(y) = ) Xensn )y
QNB(z,r) n

Comme 2 borné, alors d’aprés (1.1.1) on af| f||, \ > c||f||, avec ¢ dépend par d et A, alors

I'estimation (3.1.1) est applicable, Ce qui donne

»(-) p-
/ Mf(yyrWdy < c/ (M (If(~)|p) (y)+1> Xons(er) (Y)dy
QNB(z,r) Q

s ¢ ( /QM <|f (')|?) (¥) XanBn (¥)dy + /Q XonB(en) (y)dy)

D’apres 'inégalité dans (1.2.1) on a

IMFf(y)PY dy < ¢ ( /ﬂ F ) PY Mx e (v)dy + ) ,
Rn

en utilise I'estimation (1.2.3) on obtient

[ mpuredy
QNB(z,r)

IA

c ( | F ) PY Mxgnpen (v)dy + 'r’”>
Rn

+o0o
c { / HOISES / LF )Y MXanpen (v)dy + T"}
QNB(z,2r) QNB(z,2k+t1r)\QNB(z,2%r)

k=1

+oo n,.Mn
w__ 3" n
c fypdx—l—g / f)IP"Y ——da +r
{/QOB(J:,QT) 17)] QNB(z, 25+ 1r\QNB(z,2%r) U (Jo =yl +r)"

k=1

+0 ok+1, .\ \(x)qn,.n
Az) (2 T) 3"r n
el oy {(27") 2 (257 + 1)

k=1

190 ok+1,.\A\(z)
Az (2 T‘) n
11l acy {(27”) “ > (28 + 1) T }

=1
c {rA(‘”) +7"} .

IN

IN

IN

IN

IA
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3.2. Continuité du potentiel de Riesz sur I'espace de Morrey a exposant variable

D’ou
/ (M) ()" dy < er’®), (3.1.2)
QNB(z,r)

Ce qui preuve I'estimation I, | | ((Mf) <c. =

3.2 Continuité du potentiel de Riesz sur I’espace de

Morrey a exposant variable

Définition 3.2.1 Soit 0 < a(-) < n et une fonction f € LPOA)(Q), lopérateur potentiel
de riesz de f est défini par

rome = [ A

g

Théoréme 3.2.1 Soit Q un ensemble bornée, supposons que p(-) satisfait les conditions

(2.1.1), (2.1.9) et a(-) aussi satisfait la condition logarithmique (2.1.9), avec

inf,cqa(z) >0 , SUPeq [N (2) + o (z) p ()] < n. (3.2.1)

L’opérateur 1° est borné de LPO)A0)(Q) a LIOAD(Q), o

I a(z)

q(z) plx) n—Ax)

< ¢, toujours on a

Preuve. Supposons que ||f||p(4) O

a() _ () —n _
PO = (f e[ )il dy = P+ G

On a Pestimation dans (1.3.3) dans le cas « constant est aussi valable pour o un variable,

sous la condition inf,cq a(z) >0

|F(z,7)] < cr*@OMf(). (3.2.2)
D’autre part, on a
~ k ~2z) a(z)—n+ Az)
Gnlsey. [ ) (245 Jo - 36
i—1 ¥ QNB(z,28+1r)\QNB(x,2kr)
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3.2. Continuité du potentiel de Riesz sur I'espace de Morrey a exposant variable

Comme €2 bornée et p(-) satisfait la condition logarithmique et de (2.2.8)

+o0 @) @
G(z,7)| < CZ/ [F(y)] (2) 70 |2 — y[* O dy,

—1 ¥ QNB(z, 28 1r)\QNB(z,2kr)

on applique I'inégalité de Holder, on obtient

Foo Aa) A@)
Gla,r) <ey H|x _ et —nt 3 (257) 70 _
—1 P (-),RM\QNB(z,2kr) p(),QNB(x,2k+17)
_Mz)
Le facteur (2"“7”) PO f est borné, en effet d’aprés la définition de la norme
p(+),QNB(z,2k+1r)
0

-2 ~A(@)
1) ((ri) = fXQﬂB(z,2k+1r)) = /9(2167”) ’f(y)‘p(y)XQOB(z,Q’VJrlr)dy

T —A(z)
< 20T [ dy
QNB(x,2 T

< MG (f) <q
donc d’apres le remarque (2.1.2)

& _A@)
H(z )70 g <c.

p(),QNB(z,2kF1r)

Et par le théoréme (2.1.3) telle que f(z) =n — a(zr) — % on a

[

XR\QNB(z,2Fr)

P () RMQNB(@,2kr) |z — | 70
%7n+a(z)+% a(a:)fn_(ikz()x)
< c (2’“7‘) ’ g c (2’“7") ’
Donc N o
a(:t)—n_);(l) S a(ac)—n_@c)ﬂc a(ac)—n_);(Z)
Gl ) <ar 77N (2 T <er 77, (3.2.3)

oil la série est définir par c; = ¢; 3,25 27% a = % inf [n — A\(x) — a(z)p(x)] est convergent,

o
ainsi de (3.2.2), (3.2.3) on a

n—X\(z)

@)= 5@y

[a(')f(x)‘ < @M (x) + cor
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3.2. Continuité du potentiel de Riesz sur I'espace de Morrey a exposant variable

__p(=)
n—A(x)

On pose r = (M f(z)) , on obtient

—a(a)p() (z
10 f(@)] < (c+ ) r e T < eMf() i,

Par conséquente, de (3.1.2) on a

/QQB(x,r)

Corollaire 3.2.1 Avec méme condition de la théoréme 3.2.1, l'opérateur mazximale frac-

(- a(y)
I ()f(y)‘ dy < c/ ./\/lf(y)p(y)dy < cor (@)
QNB(z,r)

tionnel

MO f (2) = sup ! —am |f (y)| dy

r>0 ’B (IE, 70)| n B(z,r)

est borné de LPOA0)(Q) a LIOAO(Q).

Preuve. Le résultat suivant du théoréme 3.2.1 en vue de 'estimation

MO f () < el (|f]) () 0<a(z)<n
1_0‘(93)
ot ¢ > 0 ne dépend pas de f et z, ¢ = sup,cq (i) " < 400 En effet, nous observons

que

74y,

QnB(ar) |T — y|"7a(x
pour tout x € Q et 7 >0

Puisque |B (z,7)] = v,r™, | —y| <7 et 0 < a-) < n alors

1— a(z)

1 Ly |f (2)]
[ v < () 7 [ M,
|B (ZL’, 7”)| n B(z,r) Un B(z,r) |.T — y|

. / f (i)_la(x) a0
Bar) |7 — Y|

3.2.1 Le cas limite

Dans cette section, nous étudions le cas limitatif dans (3.2.1), par considére 'exposant
critique

(3.2.4)
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3.2. Continuité du potentiel de Riesz sur I'espace de Morrey a exposant variable

Théoréme 3.2.2 Soit ) un ensemble bornée, supposons que les conditions (2.1.1), (2.1.9)
et inf,eq a (z) > 0 dans le cas de Uexposant (3.2.4) ,  opérateur M®) est borné de LPO)0) ()
a L*(Q)

MOl < el e a0

Preuve. Soit x € Q et r > 0 par la condition logarithmique, propriété (2.2.10),
I'inégalité de Holder et 'estimation (2.2.11), on obtient

a(];)_l a(:c)_l Az) 7@
1B (2, )| FW)ldy = 1B (@)™ P | (y)|dy
B(Qjﬂ') QﬂB($,7‘)
a(x) A(z) A(z)
< B [ )y
QNB(z,r)

a(z)—n+ A((zg A=)

S cr ! HT p() fXQﬂB(a:,r) () HXQOB(:C,T)Hp(,)
a(e)—nt 22 Az)

< er p(z) Su ‘7,* () o 2l

= er,}«)>0 fXQmB( ) () HXQnB( , )Hp(,)
RERE .

= cr Hf||p(.),x(.) |B(z,r)[?0 < ¢ ||f||p(.),x(~) :

Théoréme 3.2.3 Soit Q2 un ensemble bornée, et p () satisfait la condition (2.1.1), sup-
posons que p () a(-) et A(-) dans C'°8 () ,avec
inf,eqa(z) >0 , SUD,cq [A () + a (z) p (x)] < n.

Lopérateur I*) est borné de LPO)A)(Q) a LIO+#0(Q), ow q (+) satisfait la condition (2.1.1),

p(x)[n—\(z)]
1<q(z) < n—[\z)+a@)p)

et p(x) est défini par la condition

n—,u(x)_n—/\(x)_ax
ORI

Corollaire 3.2.2 Avec méme condition du théoréme 3.2.8, l'opérateur maximale fractionnel

MO f est borné de LPOA(Q) a LIO+O(Q).
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Conclusion

Nous avons présenté les espaces de Morrey a exposants constantes et a exposants
variables, nous avons rappelé les espaces de Lebesgue a exposants variables et les notions
essentielles dans ces espaces qui sont utilisé pour étudier la continuité de la fonction maxi-
male qui est trés important dans I’analyse harmonique. Dans le cas variable sous certaines
conditions.

On termine ce mémoire par de donner quelques exemples intéressants. Ces résultats

impliquent sur les espaces de Morrey a exposants variables voir A. Almeida , J. Hasanov et

S. Samko [4].

33



1]

Bibliographie

D. R. Adams, J. Xiao, Morrey spaces in Harmonic Analysis, Ark. Mat., 50 (2012), 201
- 230

D. R. Adams, A note on Riesz potentials. Duke Math. J. 42 (1975), 765-778.

D.R. Adams , J. Xiao, Nonlinear potential analysis on Morrey spaces and their capac-

ities. Indiana Univ. Math. J. 53 (2004), No. 6, 1629-1663.

A. Almeida, J. Hasanov and S. Samko, Maximale and Potential operateur in variable

exposent Morrey spaces. Georgian Mathematical Journal. 15 (2008).

V. I. Burenkov and H. V. Guliyev, Necessary and sufficient conditions for boundedness
of the maximal operator in the local Morrey-type spaces. Studia Math. 163(2004), No.
2, 157-176.

S. Campanato, Proprieta di inclusione per spazi di Morrey, Ricerche Mat. 12 (1963),
67-86.

S. Campanato, Proprieta di holderianita di alcune classi di funzioni, Ann. Scuola Norm.

Sup. Pisa 17 (1963), 175-188.4, 71 - 87 (1969)

F. Chiarenza and M. Frasca, Morrey spaces and Hardy—Littlewood maximal function.

Rend. Mat. Appl. (7) 7(1987), No. 3-4, 273-279 (1938).

L. Diening, Maximal functions on generalized Lebesgue spaces LP(*). Math. Inequal.

Appl. 7 (2004), No. 2, 245-253.

34



BIBLIOGRAPHIE

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

L. Diening, P. Hésto and A. Nekvinda: Open problems in variable exponent Lebesgue
and Sobolev spaces, FSDONAO04 Proceedings (P. Drabek and J. Rakosnk (eds.); Milovy,
Czech Republic, 2004), 38-58.

L. Diening, P. Histo and S. Roudenko: Spaces with variable smoothness and integra-

bility, , J. Funct. Anal. 256 (6) (2009), 1731-1768.

L. Diening and S. Samko: Hardy inequality in variable exponent Lebesgue spaces,

Fract. Calc. Appl. Anal. 10 (2007), no. 1, 1-18.

C. Feffermann and E. Stein, Some maximal inequalities. Amer. J. Math. 93 (1971),107-
115.

J. Garcia-Cuerva and J. L. Rubio de Francia. Weighted norm inequalities and related-
topics, volume 116 of North-Holland Mathematics Studies. North-Holland Publishing
Co., Amsterdam, 1985.

M. Giaquinta, Multiple integrals in the calculus of variations and nonlinear elliptic
systems. Annals of Mathematics Studies, 105. Princeton University Press, Princeton,

NJ, 1983.

P. A. Hiisto, Local-to-global results in variable exposant spaces. Math. Res. Letters 16
(2009), no. 2, 263-278.

F. John and L. Nirenberg, On functions of bounded mean oscillation, Comm. Pure

Appl. Math. 14 (1961), 415-426.

A. Kufner, O. John and S. Fu ¢ k, Function Spaces. Monographs and Tex tbooks on Me-
chanics of Solids and Fluids; Mechanics: Analysis. Noordhoff International Publishing,
Leyden; Academia, Prague, 1977.

H. Lebesgue, Lecons sur la théorie de I'intégration et la recherche de fonctions primi-

tives, 2¢éme édition, Paris, Gauthier-Villars, 1928 (ISBN 2-87647-059-4).

N. G. Meyers, Mean oscillation over cubes and Holder continuity, Proc. Amer. Math.

Soc. 15 (1964), 717-721.

35



BIBLIOGRAPHIE

[21] C.B. Morrey, On the solutions of quasi-linear elliptic partial differential equa-
tions.Trans. Amer. Math. Soc. 43 (1938), no. 1, 126-166.

[22] A. Nekvinda: Equivalence of ‘fpng norms and shift operators, Math. Inequal. Appl. 5
(2002), no. 4, 711-723.

[23] A. Nekvinda: Hardy-Littlewood maximal operator on LP®)(R™), Math. Inequal. Appl.
7 (2004), no. 2, 255-265.

[24] A. Nekvinda: Maximal operator on variable Lebesgue spaces for almost monotone

radial expo- nent, J. Math. Anal. Appl. 337 (2008), no. 2, 1345-1365.
[25] M. Rupflin, What is a, Morrey Space?, What is a . . . Campanato Space?, (2008).

[26] G. Stampacchia, The spaces £LPY, A ®Y and interpolation, Ann. Scuola Norm. Sup.
Pisa 19 (1965), 443-462.

36



