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Introduction Générale

Dans la démonstration d'origine, un trou noir de Schwarzschild de masse M a une tempé-

rature T = (8πM)−1mesurée à une grande distance du trou(r �M), Hawking a utilisé des

techniques de théorie des champs quantiques sur un espace spatial d'origine classique donné.

Par la suite, plusieurs études qui tentent de relier les propriétés thermiques des trous noirs à la

gravité quantique sont apparues.

Le cas d'un trou en équilibre thermique avec son environnement est particulièrement im-

portant pour établir la connexion à la gravité quantique. Pour cela, il est utile Pour décrire le

trou en termes de �section Euclidienne réelle� de sa géométrie, dans laquelle le temps tourne à

une valeur purement imaginaire et se voit attribuer la période β = T−1 ; C'est ce qu'on appelle

"Hartle-Hawking" . La gravité quantique entre dans l'interprétation de la contribution de la

géométrie euclidienne de SchwarzSchild à la fonction de partition canonique pour la gravité à

chaud, écrite comme une intégrale fonctionnelle euclidienne. Deux conclusions très di�érentes

ont été atteintes en utilisant l'approche euclidienne. . Gibbons et Hawking , ont déduit les pro-

priétés thermodynamiques des trous noirs qui avaient déjà été trouvés à partir de la formule

de température et une réinterprétation des lois classiques du trou noir La mécanique d'une

manière suggérée par le travail de Bekenstein ". En particulier, ils ont constaté que l'entropie

des trous noirs S = 4πM2, augmente de la contribution de l'action classique d'Einstein Eucli-

dienne de premier ordre de la géométrie de Schwarzschild au canonique Fonction de partition.

Cette conclusion était importante car, habituellement, la valeur de l'action classique n'est pas

considérée comme signi�cative sur le plan physique ; Il peut simplement être absorbé par la nor-

malisation de l'intégrale fonctionnelle. Cependant, Hawking a soutenu forcément que l'action

classique d'un trou noir contribue à l'entropie et ne doit donc pas être ignorée. Néanmoins, la
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relation T = (8πM)−1implique une capacité calori�que négative pour un trou noir dans une

grande cavité et, par conséquent, les �uctuations d'énergie de la racine et des carrés sont imagi-

naires. Par conséquent, dans cette approche, l'ensemble canonique semble ne pas être bien dé�ni

et un appel a été fait à une image microcanonique. Cependant, je ne suivrai pas ce chemin ici

. D'autre part , Gross, Perry et Ya�e ont abouti à une conclusion di�érente. Ils ont démontré

explicitement que l'action d'une géométrie Schwarzschild de masse M dans une grande cavité

(r �M) correspond à un point de selle plutôt qu'à un minimum avec En ce qui concerne les

petites perturbations de la géométrie de fond. Ils ont trouvé dans le spectre de perturbation de

la géométrie de Schwarzschild un seul "mode négatif" qui diminue son action dans la deuxième

variation .Le mode négatif passe d'un argument de théorie de champ à une énergie libre ima-

ginaire pour le trou noir. Cela a été interprété comme indiquant une instabilité de �l'espace

plat chaud�, c'est-à-dire une instabilité des gravitons et d'autres champs sans masse sur fond

plat L'idée est que l'activation de cette instabilité par les �uctuations thermiques (quantiques)

pourrait exciter spontanément un espace plat chaud sur une barrière de potentiel e�cace, ce

qui entraînerait la nucléation d'un trou noir. Ce serait un phénomène purement quantique qui

ne comportait pas de contrepartie classique.

2



Chapitre 1

Introduction à la Relativité Générale

1.1 Les principes de la Relativité Générale :

La relativité générale est bien plus qu'en théorie du champ gravitationnel. C'est

une déconstruction profonde de notre manière de concevoir l'espace-temps et au

de là ,la physique elle même.

La relativité générale est basée sur le principe d'équivalence, masse gravitationnel-

masse inertielle qui permet de formuler toute les autres lois de la physique en

présence d'un champ gravitationnel.[1]

1.1.1 Le Principe d'équivalence :

Le point de départ de la relativité générale est le principe d'équivalence qui

postule l'égalité entre les masses gravitationnelle, qui entre dans la loi universelle

de la gravitation de newton et inertielle, qui entre dans la relation fondamentale

de la dynamique.

Le principe d'équivalence est basée sur l'observation que les corps en chute

libre, avec les même conditions initiales ont le même mouvement indépendant de
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leurs masses et leurs constitutions[2].

1.1.2 Le principe de covariance :

Il postule que les équations de la physique prendre une forme tensorielle.

On cherche les lois physique qui demeurent valides sous l'action de transfor-

mation générales .les équations entre les tenseurs conservent leur formes lors des

transformations générales , cela conduit au principe de covariance généralisé pos-

tulé par Einstein[2].

1.2 Éléments de géométrie di�érentielle :

1.2.1 Variété :

La Géométrie Riemannienne dans l'espace-temps permet de dé�nir la distance

carré in�nitésimale entre deux points voisins, noté par ds2qui à la forme quadra-

tique et se caractérise par un tenseur métrique gµν [3]

ds2 = gµνdx
µdxν (1.1)

Cette grandeur est invariante au cas de changement de coordonnées.

La métrique crée également le produits de deux vecteurs U et V

U.V = gµνU
µV ν

Nous prenons la dérivée d'un vecteur ∂νVµet la transformation en coordonnée

di�érente
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la présence du deuxième terme indique que ∂νV µne se transforme pas comme

un tenseur.pour éviter ce problème,nous introduisons la notion de la dérivée cova-

riante :

DνV
ρ = ∂νV

ρ − ΓρµνV
µ (1.2)

ou Γρµν :les symboles de Christo�el

1.2.2 L'équation géodésique

La géodésique est la distance minimale entre deux points dans un espace courbé,

en générale ainsi qu'on peut dé�nir une courbe comme étant géodésique si le

vecteur vitesse est transporté parallèlement le long de cette dernière.[3]

La trajectoire d'une particule se déplaçant dans le champs de la gravitation est

donnée par l'équation suivante :

d2xµ

ds2
+ Γµλν

dxλ

ds

dxν

ds
= 0 (1.3)

1.2.3Tenseur de courbure

Comme la dérivée covariante est tout simplement la dérivée partielle pour un

scalaire et comme la connexion a�ne est symétrique vis à vis de ses deux indices

du bas, alors[4, 5]

DσDρΦ = DρDσΦ. (1.4)

Cette propriété n'est pas valable pour un vecteur ou plus généralement pour un

tenseur, dans le cas général. Pour le voir considérons un vecteur de composantes
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Vµ et calculons le commutateur

[Dσ, Dρ]Vµ := DσDρVµ=DρDσVµ. (1.5)

Partons de la dé�nition de la dérivée covariante d'un vecteur covariant Vµ

DρVµ =
∂Vµ
∂xρ
− ΓνρµVν

= ∂ρVµ − ΓνρµVν,

où on a posé∂ρ := ∂/∂xρ.Une seconde dérivation covariante nous donne

DσDρVµ = ∂(DρVµ)=ΓαµσDρVα=ΓαρσDαVµ

= ∂σ(∂ρVµ=Γ
ν
ρµVν)=Γ

α
µσ(∂ρVα − ΓβαρVβ)=Γαρσ(∂αVµ=Γ

β
µαVβ)

= ∂σ∂ρVµ=(∂σΓνρµ)Vν=Γ
ν
ρµ∂σVν − Γαµσ(∂αVα) + ΓαµσΓ

β
αρVβ

=Γ
α
ρσ(∂αVµ) + ΓαρσΓ

β
µαVβ.

En faisant le changement d'indice suivantσ↔ρdans la relation précédente, on aura

l'expression de DρDσVµ.En tenant compte de la symétrie des symboles de Chris-

to�el Γαµνpar rapport aux indices inférieurs on obtient

DσDρVµ=DρDσVµ = =(∂σΓνρµ)Vν + (∂ρΓ
ν
σµ)Vν + ΓαµσΓ

β
αρVβ=Γ

α
µρΓ

β
ασVβ (1.6)

= =[∂σΓνµρ=∂ρΓ
ν
µσ + ΓαµρΓ

ν
σα=Γ

α
µσΓνρα]Vν (1.7)
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= =Rν
µρσVν, (1.8)

où

Rν
µρσ = ∂σΓ

ν
µρ=∂ρΓ

ν
µσ + ΓαµρΓ

ν
σα=Γ

α
µσΓνρα. (1.9)

Rν
µρσ : est appelé tenseur de courbure de Riemann-Christo�el.

1.2.3.1 Propriétés du tenseur de courbure :

Le tenseur de courbure possède un certain nombre de symétries et véri�e cer-

taines identités que nous allons discuter dans cette section[4, 5]. De l'expression

du tenseur de courbure Rν
µρσ donnée ci-dessus, on peut montrer que ce dernier est

antisymétrique dans le changement d'indice ρ↔σ . En e�et, on a

Rν
µσρ = ∂ρΓ

ν
µσ=∂σΓ

ν
µρ + ΓαµσΓ

ν
ρα=Γ

α
µρΓ

ν
σα

= =Rν
µρσ.

On peut montrer également que le tenseur de courbure véri�e l'identité suivante

Rν
µσρ +Rν

ρµσ +Rν
σρµ = 0. (1.10)

En e�et, nous avons

Rν
µσρ = ∂ρΓ

ν
µσ=∂σΓ

ν
µρ + ΓαµσΓ

ν
ρα=Γ

α
µρΓ

ν
σα,

Rν
ρµσ = ∂σΓ

ν
ρµ=∂µΓνρσ + ΓαρµΓ

ν
σα − ΓαρσΓνµα,

Rν
σρµ = ∂µΓνσρ=∂ρΓνσµ + ΓασρΓ

ν
µα=Γ

α
µσΓ

ν
ρα.
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En ajoutant membre à membre les trois relations précédentes et tenant compte

de la symétrie des symboles de Christo�el vis à vis des deux indices du bas,

nous obtenons bien l'identité (1.10). En plus de la forme du tenseur de Riemann

utilisé jusque là, il existe une forme covariante souvent utilisée pour illustrer les

symétries du tenseur de courbure, forme que nous pouvons obtenir en abaissant

l'indice contravariant du tenseur Rα
νρσ grâce au tenseur métrique

Rµ
νρσ = gαµRα

νρσ.

En substituant à Rα νρσv son expression (1.9) et en tenant des expressions des

symboles de Christo�el en termes du tenseur métrique inverse et des dérivées

premières du tenseur métrique, on obtient la relation

Rµ
ρσν =

1

2

(
∂2gµρ
∂xν∂xρ

− ∂2gρσ
∂xν∂xµ

− ∂2gµν
∂xσ∂xρ

+
∂2gρν
∂xσ∂xµ

)
+ gλη

[
Γ
η
σµΓ

λ
ρν=Γ

η
νµΓ

λ
ρσ

]
(1.11)

A partir de cette dernière forme, on peut facilement établir les propriétés de sy-

métrie et d'antisymétrique suivantes :

Rµ
ρσν = =Rρ

µσν,

Rµ
ρσν = =Rµ

ρνσ,

Rµ
ρσν = Rσ

νµρ.

8



l'expression du tenseur de Ricci

Rρν = gµσRµ
ρσν.

Rρν = ∂νΓ
σ
ρσ − ∂σΓ σ

ρν + ΓµρσΓσµν − ΓµρνΓ
σ
µσ, (1.12)

La connexion a�ne Γµνρest dé�nie en termes du tenseur métrique gµν par

Γ
µ
νρ =

1

2
gµσ
(
∂gσν
∂xρ

+
∂gσρ
∂xν

− ∂gνρ
∂xσ

)
(1.13)

1.3 Équation d'Einstein :

méthode : Généralisation de l'équation de Poisson cette méthode (la plus

simple) repose sur l'approche originale d'Einstein, plus intuitive que formelle [6]

Einstein cherchait à généraliser l'équation de Poisson valable en mécanique

Newtonienne, rappelée ci dessous

∇2Φ = 4πGρ (1.14)

Où ∇2 = δij∂i∂j est le Laplacien ( espace) et ρ est la densité de masse. En

mécanique newtonienne :

Φ = −GM/r

Dans le terme de gauche de (1.14) nous avons un opérateur di�érentiel au

deuxième ordre du potentiel gravitationnel et le terme de droite décrit la réparti-

9



tion de masse. La généralisation Relativiste doit s'exprimer en termes de relations

entre tenseurs.

Nous savons que la généralisation tensorielle d'une densité de masse est le ten-

seur énergie impulsion Tµν, alors que le potentiel gravitationnel doit être remplacé

par un tenseur dépendant de la métrique.

Il est alors naturel de poser Tµν proportionnel à un tenseur contenant des

dérivées d'ordre deux de la métrique.

Dans la limite newtonienne avec gµν = ηµν + hµν et T00 = ρ,les composantes

spatiales sont négligeables par rapport à la composante temporelle, (facteur c),

l'équation se réduit à :

∇2h00 = −8πGT00 (1.15)

Mais bien sûr, cette équation doit être tensorielle.

Le membre de gauche de (1.15) ne se généralise pas de façon évidente à un

tenseur.

Une première tentative consiste à appliquer le d'Alembertient � = ∇µ∇µsur

la métrique gµν,mais cela donne identiquement zéro, par principe, compte tenu de

la nature du tenseur métrique.

mais cela donne identiquement zéro, par principe, compte tenu de la nature

du tenseur métrique. Par chance, nous connaissons le tenseur de Riemann Rρ
σµν

.construit à partir des dérivées premières et secondes de la Métrique et qui, lui,

n'est pas identiquement nul. Il n'a pas le bon nombre d'indices mais on peut

le contracter pour former le tenseur de Ricci Rµν qui convient et est de plus

symétrique.

10



A ce point on peut raisonnablement penser que les équations du champ sont :

Rµν = κTµν (1.16)

Avec une constante dimensionnelle d'ajustement κ.

En fait Einstein proposa cette équation. Un problème de taille pourtant concer-

nant la conservation de l'énergie. Conformément au principe d'équivalence la

conservation de l'énergie Impulsion dans un espace courbe s'écrit

∇µTµν = 0 (1.17)

Ce qui implique :

∇µRµν = 0 (1.18)

Ce qui n'est certainement pas vrai dans une géométrie arbitraire. Rappelons

que l'identité de Bianchi implique

∇µRµν =
1

2
∇µR. (1.19)

Si (1.18) est exact alors (1.19) implique

∇νR = 0 (1.20)

Comme l'équation (1.16) que nous proposons implique ( en la multipliant par

gµν ) que :

11



R = κgµνTµν = κT

en prenant aussi en compte les contraintes (1.18à et (1.20), nous avons :

∇µT = 0 (1.21)

La dérivée covariante d'un scalaire est égale à sa dérivée partielle, donc (1.21)

nous dit que T est constant dans l'espace temps, ce qui est hautement non plausible

car T = 0 dans le vide et T > 0 en présence de matière. Il faut trouver autre chose.

En fait , on triche un peu en prenant l'équation ∇µTµν = 0, à la lettre. Si,

comme on l'a dit , le principe d'équivalence n'est vrai qu'en première approxima-

tion, on peut imaginer qu'il y a des termes non nuls dans le membre de droite

concernant le tenseur de courbure.

Nous préciserons ce point ultérieurement pour montrer qu'ils doivent être stric-

tement nuls.

En fait la solution saute aux yeux puisqu'on connait un tenseur ( 0, 2) symé-

trique construit à partir du tenseur de Ricci qui est conservé par construction : le

tenseur d'Einstein :

Gµν +Rµν +
1

2
Rgµν, (1.22)

Qui satisfait toujours ∇µGµν = 0.Nous sommes conduit à proposer :

Gµν = κTµν (1.23)

comme équation du champ pour la métrique.
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Cette équation remplit toutes les conditions requises : Le terme de droite est

l'expression covariante de la densité d'énergie impulsion sous forme d'un tenseur

(0, 2) symétrique et satisfaisant au principe de conservation, tandis que le membre

de gauche est aussi un tenseur (0,2) symétrique et satisfaisant au même principe

de conservation construit sur les dérivées premières et secondes de la métrique.

Regardons comment cela rend compte de la gravitation telle que nous la connais-

sons. Pour ce faire contractons les deux membres, (1.23) donne (en quatre dimen-

sions) :

R = κT (1.24)

Utilisons ce résultat et reportons dans (1.23) alors :

Rµν = κ

(
Tµν −

1

2
Tgµν

)
(1.25)

La limite Newtonienne

On aimerait véri�er que cela prédit bien la loi de la gravitation de Newton dans

les hypothèses idoines.

Dans ces conditions l'énergie de la matière au repos ρ = T00 est très supérieure

aux autres termes de Tµν on va se focaliser sur le composant µ = 0, ν= 0 de (1.25).

Dans la limite du champ faible on écrit

g00 = −1 + h00 (1.26)

g00 = −1− h00

13



La trace du tenseur énergie impulsion au premier ordre est :

T = g00T00 = −T00 (1.27)

Reportons la dans (1.25),on obtient :

R00 =
1

2
κT00 (1.28)

Cette équation relie les dérivées de la métrique à la densité d'énergie. Pour

trouver l'expression explicite en termes de métrique nous devons évaluer R00 =

Rλ
0λ0.En fait nous n'avons besoin que de Ri

0i0 , car R0
000 = 0. Ceci donne :

Ri
0j0 = ∂jΓ

i
00 − ∂0Γij0 + ΓijλΓ

λ
00 − Γi0λΓ

λ
j0 (1.29)

Le second terme est une dérivée par rapport au temps qui est nulle pour le

champ statique. Le troisième et quatrième sont d'ordre supérieur et peuvent être

négligés. Il nous reste Ri
0i0 = ∂jΓ

i
00. De ceci on tire :

R00 = Ri
0i0

= ∂i

(
1

2
giλ (∂0gλ0 + ∂0g0λ − ∂λg00)

)
= −1

2
ηij∂i∂jh00 (1.30)

= −1

2
∇2h00
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En comparant à (1.28), on voit que la composante 00 de (1.23)en limite Newto-

nienne prédit

∇2h00 = −κT00. (1.31)

Et c'est exactement (1.15), si on pose κ = 8πG.

Avec cette normalisation liée aux conditions aux limites Newtoniennes, nous

avons maintenant complètement déterminé l'équation d'Einstein

Rµν −
1

2
Rgµν = 8πGTµν (1.32)

dans le vide ou le tenseur énergie impulsion est nul, l'équation correspondante

tirée de (1.25)

Rµν = 0 (1.33)
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Chapitre 2

Solution de Schwarzschild

2.1 Métrique statique et isotrope la plus générale :

Un espace-temps est dit statique si l'on peut dé�nir une coordonnée x0qui

possède les propriétés suivantes :

1. Toutes les composantes gµν de la métrique sont indépendantes de x0.

2. L'élément de longueur ds2est invariant sous la transformation x0→-x0.

Un espace-temps qui véri�e (1) mais pas (2) est dit stationnaire[2].

Partant de l'expression la plus générale de l'élément de longueur

ds2 = gµνdx
µdxν (2.1)

En notant t la coordonnée du genre du temps x0, on trouve ainsi que la forme la

plus générale d'une métrique spatialement isotrope est :

ds2 = A (t, r) dt2 −B (t, r) dt−→x .d−→x − C (t, r) (−→x .d−→x )
2 −D (t, r) d−→x 2 (2.2)
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Où A,B,C et D sont des fonctions arbitraires des coordonnée t et r .

En passant aux coordonnées sphérique (t, r, θ,Φ) , dé�nies par x1 = r sin θ cos Φ,

x2 = r sin θ cos Φ, x3 = r cos θ, on obtient la métrique

ds2 = A (t, r) dt2 −B (t, r) dtdr − C (r, t) dr2 −D (r, t)
(
r2dθ2 + r2sin2θdΦ2

)
En factorisant, puis en redé�nissant les fonction A,B,C et D a�n de faire disparaître

les facteurs r , cette métrique peut s'écrire :

ds2 = A (t, r) dt2 −B (t, r) dtdr − C (r, t) dr2 −D (r, t)
(
dθ2 + sin2θdΦ2

)
.

Si l'on introduit ensuite une nouvelle coordonnée radiale r̄2 = D (r, t)et si l'on

rassemble les termes dans de nouvelles fonctions indéterminées des coordonnées t

et r̄, ce qui revient à redé�nir une fois encore A,B et C, on peut écrire la métrique

sous forme

ds2 = A (t, r̄) dt2 −B (t, r̄) dtdr̄ − C (r, t) dr̄2 − r̄2
(
dθ2 + sin2θdΦ2

)
(2.3)

Dé�nissons alors une nouvelle coordonnée temporelle t̄ par la relation

dt̄ = Φ (t, r̄)

[
A (t, r̄) dt− 1

2
B (t, r̄) dr̄

]
,

où Φ (t, r)est un facteur intégrant qui fait du membre de droite une di�érentielle

exacte. En prenant le carré de cette expression on obtient

dt̄2 = Φ2

[
A2dt2 +

1

4
B2dr̄2 − ABdtdr̄

]
,

17



qui nous mène à

Adt2 −Bdtdr̄ =
1

AΦ2
dt̄2 − B2

4A
dr̄2.

En introduisant les fonctions Ā = 1/
(
AΦ2

)
et B̄ = C+B2/ (4A), la métrique(2.5)

devient diagonale et prend la forme

ds2 = Ā (t̄, r̄) dt2 − B̄ (t̄, r̄) dr̄2 − r̄2
(
dθ2 + sin2θdΦ2

)
.

A�n d'alléger l'écriture , on peut supprimer les barres sur les variables, de manière

à écrire la métrique comme

ds2 = A (t, r) dt2 −B (t, r) dr2 − r2
(
dθ2 + sin2θdΦ2

)
. (2.4)

La forme de la métrique la plus générale qui soit stationnaire et isotrope, il su�t

en e�et d'imposer que les fonctions métrique gµν soient indépendantes de la coor-

donnée du genre temps, ce qui signi�e juste que A et B ne dépendent que de r.

On a donc

ds2 = A (r) dt2 −B (r) dr2 − r2
(
dθ2 + sin2θdΦ2

)
. (2.5)

2.2 Solution des équations du champ dans le vide :

La première solution des équations d'Einstein est la solution de Karl Schwarz-

schild, obtenue en 1916, quelques semaines après l'invention de la relativité géné-

rale par Albert Einstein en novembre 1915. La solution de Schwarzschild est la

métrique qui correspond au champ de gravitation créé par une distribution de ma-

tière statique et à symétrie sphérique. Cette solution est d'une grande importance

18



en cosmologie[1].

Soit une symétrie sphérique d'un champ gravitationnel, nous devons résoudre

l'équation d'Einstein dans le vide, ce qui revient simplement requérir l'a annulation

du tenseur de Ricci :

Rµν = 0. (2.6)

Nous devons calculer les coe�cient de la connections Γσµνassocié à notre métrique

statique et isotrope directement à partir de la métrique gµνà l'aide de l'équation

(1.15). On remplace les coe�cients de la métrique dans l'équation (1.14), on trouve

que seuls 9 des 40 coe�cients indépendants de la connexion ne sont pas nuls .

Γ0
01 = A′/ (2A) ,Γ1

00 = A′/ (2B) ,Γ1
11 = B′/ (2B) ,

Γ1
22 = −r/B,Γ1

33 = −
(
rsin2θ

)
/B,Γ2

12 = 1/r,

Γ2
33 = −sinθcosθ,Γ3

13 = 1/3,Γ3
23 = cotθ,

A�n d'aboutir aux composante Rµνdu tenseur de Ricci, nous devons ensuite sub-

stituer les coe�cient de la connexion dans l'expression (1.13). On découvre alors

avec soulagement que les composantes non diagonales de Rµν, celle pour µ 6= ν

donc, sont identiquement nulles. Ne nous restent donc que les composantes diago-

nales ,

R00 = −A
′′

2B
+
A′

4B

(
A′

A
+
B′

B

)
− A′

rB′
(2.7)
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R11 =
A′′

2A
− A′

4A

(
A′

A
+
B′

B

)
− B′

rB′
(2.8)

R22 =
1

B
− 1 +

r

2B

(
A′

A
− B′

B

)
, (2.9)

R33 = R22 sin2 θ. (2.10)

En ajoutant B/A fois l'équation (1.17) à l'équation (1.18),on abouti à

A′B + AB′ = 0,

ce qui implique que le produit AB est égal à une constante que nommerons α. En

réinjectant B = α/A dans l'équation (1.19), on arrive à A + rA=α,ce qui peut

également s'écrire

d (rA)

dr
= α.

En intégrant cette équation on aboutit à

A (r) = α

(
1 +

K

r

)

B (r) =

(
1 +

K

r

)−1
Bien qu'au cours du calcul de A et B nous n'ayons utilisé que la somme des

équation (1.17)et (1.18), et non chacune d'entre elle séparément, on véri�era faci-

lement que les expressions précédemment de Aet B satisfont toutes les équation
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(1.17− 1.20).

En ce qui concerne la constante d'intégration K, il est aisé de voir qu'elle est

reliée à la masse de l'objet source du champ gravitationnel. En e�et ,on peut

identi�er les constantes K et α en considérant la limite des champs faibles, dans

laquelle nous devons imposer

A (r)

c2
−→ 1 +

2Φ

c2
,

oùΦest le potentiel gravitationnel newtonien. Par ailleurs, dans cette limite, il est

tout à fait raisonnable d'assimiler la coordonnée r avec distance radiale. Pour une

répartition sphérique de masse M , on a donc φ = −GM/r, d'o�ù l'on conclut que

K = −2GM/c2et α = c2. La métrique de Schwarzschild qui décrit l'espace-temps

à l'extérieur d'un corps sphérique de masse M st ainsi

ds2 = c2
(

1− 2GM

c2r

)
dt2 −

(
1− 2GM

c2r

)−1
dr2 − r2dθ2 − r2 sin2 θdφ2. (2.11)

2.3 Singularité de Schwarzschild :

La métrique de Schwarzschild est valable à l'extérieur de la masse qui crée les

champs de gravitation. On voit que cette métrique présente une singularité pour

r = 0, le coe�cientg00de dt2devenant alors in�ni . Une second singularité est celle

pour la quelle la coordonnée est telle que :

r0 =
2GM

C2
(2.12)
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cette quantité r0est appelé le rayon gravitationnelle. dans ce cas g00s'annule et

g11devient in�ni .On peut alors dé�nir une région singulier pour :

0 ≺ r ≺ 2GM

C2
(2.13)

sur cette singularité on voit la divergence de mesure temporelle.

2.4 Horizon d'évènement :

La surface r = 2GM tout en étant régulier se comporte comme un point et

de non-retour pour une particule qui passe par ce point et ne reviendra jamais.

Pour cela r = 2GM (dé�ni le rayon de Schwarzschild approximativement ) est

appelé "l'horizon d'évènement " qu'est une frontière de l'espace-temps dont la quel

la vitesse de libération atteindrait la vitesse de lumière, cet horizon partage les

évènements en deux catégories : l'extérieur de l'horizon et l'univers r � 2GM.

Il est possible de communiquer par des rayons lumineux a des distance grandes

à l'intérieur de l'horizon r � 2GM . les rayons lumineux sont focalisés vers la

singularité, aucun évènement à r ≺ 2GM , ne peut in�uencer un autre évènement

à r � 2GM , au moment de franchissement de l'horizon r = 2GM , on peut dire

qu'il y a une permutation de l'espace et du temps, ce qui signi�é que tout objet se

dirige irrémédiablement vers la singularité. La matière et le rayonnement peuvent

passer du domaine extérieur au domaine intérieur, mais pas inversement, d'o�ù

vient le terme "trou noir" puisque la lumière ne peut sortir de l'espace-temps à

l'horizon des évènement .
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2.5 Coordonnées Kruskal :

Le comportement singulier de la métrique en r = 2GM est resté une longue

période sans être expliqué de façon satisfaisante, jusqu'à en 1960 où Kruskal a

résolu le problème. Il a dé�ni de nouvelles coordonnées uet v par[7] :

pour r ≥ 2GM

u =
( r

2GM
− 1
) 1

2

exp
( r

4GM

)
cosh

(
t

4GM

)
(2.14)

v =
( r

2GM
− 1
) 1

2

exp
( r

4GM

)
sinh

(
t

4GM

)
(2.15)

u =
(

1− r

2GM

) 1
2

exp
( r

4GM

)
sinh

(
t

4GM

)
(2.16)

v =
(

1− r

2GM

) 1
2

exp
( r

4GM

)
cosh

(
t

4GM

)
(2.17)

donc la métrique de Schwarzschild devient alors :

ds2 = −32G3M 3

r
exp

(
−r

2GM

)[
dv2 − du2

]
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdΦ2

)
(2.18)

où r est considéré comme une fonction de u et v dé�nie par :

u2 − v2 =
( r

2GM
− 1
)

exp
( r

2GM

)
(2.19)

et les coordonnées θet Φ sont inchangées.
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La métrique (2.18) présente une seule singularité en r = 0 ne peut plus en

ressortir, et ne peut que se diriger vers la singularité r = 0 où le champ est in�ni.
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Chapitre 3

Thermodynamique des trous noirs

3.1 Principes de la thermodynamique des trou noirs

L'étude des trou noirs indique que ces objets sont décrits seulement par trois

paramètres : la masse M, la charge électrique Q et le moment J. Le paramètre

pertinent décrivant la structure d'un trou noir, n'est pas son rayon, mais la surface

de l'horizon des évènements. Il existe donc une relation liant l aire d'un trou noire

A aux trois paramètres mentionnés. Au début des années 1970, Bekenstein[8] ,

trouve cette relation qui exprime la variation de l aire A d'un trou noire auquel

on injecte une petite quantité non nulle soit de matière δM , soit de moment

angulaire δJ ou de charge électrique δQ :

δM =
κ

8πG
δA+ ΩhδJ + ΦhδQ (3.1)

où , h ,Ωhet Φh s'identi�ent respectivement à sa gravité de surface qui mesure à

quelle vitesse, le champ gravitationnel du trou noire devient in�ni en son voisinage

, à sa vitesse angulaire de rotation et au potentiel électrique au voisinage du trou
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noir. Peu de temps a prés , Smarr[9] trouva la formule suivante :

M =
κ

8πG
A+ 2ΩhJ + ΦhQ (3.2)

Bekenstein fut donc le premier à suggérer que les trous noirs puissent avoir une

entropie bien dé�nie. La justi�cation employée était intrigante mais manquait

de rigueur, jusqu'à ce que Stephen Hawking découvre le rayonnement qui porte

son nom l'année suivante. Ces travaux permirent de jeter ceux de Bekenstein sur

une base rigoureuse. Bekenstein put ensuite formuler le second principe de la

thermodynamique appliqué aux trou noirs . Le théorème que hawking démontra

en 1971, stipule que l'aire d'un trou noir ne diminue jamais .

δA ≥ 0 (3.3)

Ce théorème présente une grande ressemblance avec le deuxième principe de la

thermodynamique en comparant la surface avec l'entropie. De plus, lorsque deux

trous noirs fusionnent et q'un nouveau trou noir s'engendre, l'aire du trou noir

�nal ne peut être inférieur à la somme des aire initiales. Viennent ensuite Bar-

deen, Carter et Hawking[10] qui généralisent les résultats de Bekenstein et Smarr

pour n'importe quel trou noir asymptotiquement plat et font l'analogie avec la

thermodynamique en formulant les quatre lois de la thermodynamique des trous

noirs .
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3.1.1 Principe Zéro :

La gravité de surface κ est constante sur l'horizon pour un trou noir station-

naire. La relation entre κ la gravité de surface et Th la température d'un trou noir

est :

Th =
κ

2π
(3.4)

3.1.2 Premier principe :

Lorsqu' un système contenant un trou noir passe d'un état stationnaire à un autre, sa masse

change comme suit :

dM =
κ

8πG
dA+ ΩhdJ + dQ (3.5)

En comparant avec le premier principe de la thermodynamique :

dE = TdS + travailfourni (3.6)

Les termes ΩhdJ et ΦhdQ sont les variation d'énergie cinétique de rotation et

d'énergie potentielle électrique qui sont le travail des forces extérieures au système.

Ainsi , dans la formule bien connue de la thermodynamique

dE = δQ+ δW, (3.7)

Le terme dE ressemble fort au terme c2δM , on a pris
(
c2 = 1

)
, de l'équation du

trou noir, et le terme δW correspond à ΩhdJ + ΦhdQ. Pour que l'analogie entre
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la thermodynamique des trous noirs et la thermodynamique habituelle présente

un sens physique, il faut donc supposer que terme κ
8πGδA puisse s'identi�er au

terme de la quantité de chaleur fournie au système δQ = TδS ce qui nous pousse

à identi�er l'aire du trou noir à son entropie et la température de rayonnement du

trou noir .

Mais en relativité générale classique, les trou noirs absorbent mais s'émettent

jamais et leur température est nulle. Mais Hawking à montré qu'en incluant les

e�ets quantique ( au voisinage de l'horizon, il y a création de paires particules

_antiparticules tel que les premières partent à l'in�ni et que les secondes tombent

dans le trou noir), les trous noirs rayonnent et se comportent comme un corps noir.

Ce phénomène est connu sous le nom de "Rayonnement de Hawking" et l'entropie

du trou noir est donc représentée par un quart de la super�cie de l'horizon, c'est-

à-dire :

S =
A

4
(3.8)

3.1.3 Deuxième principe :

Pour tout processus physique , l'aire de trou noir et par conséquent son entropie

ne diminue pas :

δA ≥ 0 (3.9)

Où bien

δS ≥ 0 (3.10)
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On constate, d'après le rayonnement de Hawking, que le trou noir rayonne jusqu'à

évaporation totale et que donc son aire tend vers zéro ; ce qui viole le deuxième

principe. Pour remédier à cela on introduit une deuxième loi généralisée[12]

δST ≥ 0 (3.11)

pour tout processus physique

où ST et la somme de l'entropie du trou noir Stnet de l'entropie Sextde tout ce

qui se trouve à l'extérieur du trou noir , l'entropie générale de l'univers est :

S ′ = ShB + Sm (3.12)

avec :

S′ : est l'entropie généralisée

ShB : est l'entropie Hawking -Bekenstein de trou noir

Sm : l'entropie de la matière qui est entre à la surface de trou noir .

3.1.4 Troisième principe :

la troisième loi stipule qu'il n'existe aucun processus classique qui peut réduire la surface

de la gravité à zéro. En e�et, le taux d'absorption d'une petite quantité de masse, de moment

angulaire ou de charge électrique, diminue exponentiellement quand la surface de la gravité

diminue, donc il faudrait un temps in�ni à pour que ce processus se termine.
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3.2 Thermodynamique de trou noir de Schwarzschild :

Dans ce chapitre , on s'intéresse à l'étude thermodynamiques de trou noir de

Schwarzschild de masse M dé�ni par la métrique .On considéré que ~ = c = κ = 1

3.2.1 Température de trou noir :

La température d'un trou noir est dé�nie en fonction de la surface de la gravité

par la relation
(
k = 1

2∂rg00 |r=rh
)

T =
κ

2π
=

1

4π

∂g00
∂r
|r=rh

On utilisant la métrique(2.11) on obtient

T =
2M

4πr2
|r=rh

T =
1

8πM
(3.13)

On remarque que la température de Hawking est inversement proportionnelle

à la masse du trou noir.

pour étudier le comportement de la température, on a trace la courbe dans la

�gure(3.1). On remarque que la température diverge quand la masse tend vers

zéro et tends vers zéro pour les grands trous noirs.
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Figure 3.1: Température de Hawking en fonction de masse de trou noir

3.2.2 Entropie :

L'entropie des trous noirs est une notion issue de l'étude des trous noirs dans le

cadre de la relativité générale et de la théorie quantique des champs, en relation

avec la thermodynamique. Depuis les années 1970, il a été montré par les physi-

ciens Stephen Hawking et Jacob Bekenstein que les trous noirs possédaient, tout

comme les objets ordinaires une entropie, c'est-à-dire une mesure de la quantité

d'information qu'ils renferment.

L'entropie de trou noir s'obtient en utilisant la première loi de la thermodyna-

mique des trous noirs :

S =

∫
T−1dM
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en utilisant 3.13), on obtient

S = 8Π

∫
MdM

en intégrant par rapport a la masse, on obtient

S = 4πM 2 (3.14)

On remarque que l´entropie s´annule pour les petites masses et devient in�nie

pour les grandes trous noirs.

Figure 3.2: Entropie vs Masse de trou noir

3.2.3 Évaporation de trou noir :

La densité d'énergie d'un trou noir au température T est dé�nie par :
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ε = 2

∫
d3p

p

e
p
T − 1

. (3.15)

En introduisant le changement de variable y=βhp ou βh = 1
T , on obtient

ε = 8πT 4

∫
y3

ey − 1
dy (3.16)

en utilisant l'intégrale de Bose :

∫
yn

ey − 1
dy = Γ (n+ 1) ζ (n+ 1)

on obtient ∫
y3

ey − 1
dy =

π4

15

d´ou la densité d'énergie d'un trou noir devient

ε =
8π5

15
T 4 (3.17)

cette expression s´appelle la loi de Boltzmann.

Pour discuter le processus d´évaporation de trou noir, on a trace sa courbe en

fonction de la masse de trou noire dans la �gure (3.3). On remarque

Maintenant nous sommes prés pour étudier le processus d'évaporation de Haw-

king. L'intensité émise par un trou noir de masse M est dé�nie par

I = Aε (3.18)
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tel que

A = 4πr2h (3.19)

où A est la surface de l'horizon de trou noir. Invoquant la loi de la conservation

de l'énergie, le taux de l'évaporation du trou noir est

dM

dt
= −Aε (3.20)

En remplaçant l'expression de la surface de l'horizon (3.19) et (3.17) dans (3.18)

on obtient

dM

dt
= −128

15
π6M 2T 4

En utilisant l'expression (3.13), on obtient

dM

dt
= − π2

480M 2

Pour discuter le processus d´évaporation de trou noir, on a trace sa courbe en

fonction de la masse de trou noire dans la �gure (3.3). On remarque qu'elle diverge

quand la masse tends vers zéro. c-a-d que le processus d´évaporation ne cesse pas

et le trou noir continue a évaporer jusque ou il devient un espace plat chaud.
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Figure 3.3: Taux d´évaporation vs Masse de trou noir.

Pour connaitre la nature de trou noir, on calcule la la capacité de chaleur la

capacité de chaleur dé�nie par

C =
dM

dT
.

En utilisant l'expression de la température (3.13) , on obtient

C = −8πM 2

On remarque que C (M =0 ) = 0. Cela montre le caractère inerte de l espace plat chaut

3.2.4 Temps de vie de trou noir

Considérons un trou noir qui commence à évaporer avec une masse M. L´expression
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t = −480

π2

∫
M 2dM

en intégrant par rapport a la masse, on obtient

t =
240

π2
M 3.
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Chapitre 4

Thermodynamique du trou noir de Schwarzschild dans une cavité

Dans ce chapitre, nous allons utiliser le formalisme de l'action euclidienne pour

calculer les quantités thermodynamiques d'un trou noir con�né dans une cavité

isotherme dans le cas de l'ensemble grand canonique[17]

4.1 Action euclidienne

D'après [14, 15, 16], l'action euclidienne pour un variété M de dimensions (n

+ 1) avec une hypersurface ∂M de dimension n est donnée par la somme des

contributions suivantes[18] :

IE = IEH + IGHY -Is (4.1)

où IEH et IGHY sont respectivement laction euclidienne d'Einstein et celui de

Gibbons-Hawking-York avec

IEH = − 1

16π

∫
dn+1x

√
gR (4.2)
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IGHY =
1

8π

∫
dnx
√
hK. (4.3)

ou gµν est la métrique de la variété M, hµν la métrique induite sur l'hypersurface∂M

et K la trace du tenseur de courbure extrinsèque kµν. L'action euclidienne sous-

traite Is, qui est un contre terme de régularisation, est évaluée sur la même région

compacte donnée par M et l'hypersurface ∂M . Cette dernière est nécessaire pour

détecter les transitions de phases possibles au cours du de développement du trou

noir.

4.1.1 Action GHY pour le trou noir de Schwarzschild dans une cavité

Dans ce qui suit, nous considérons le cas du trou noir de Schwarzschild con�né

dans une cavité de frontière∂M ≡ S1×S2localisée en r = R = const. En utilisant le

temps euclidien t dans (2.11), l'élément de longueur du trou noir de Schwarzschild

devient[19] :

ds2 =

(
1− 2M

r

)
dτ 2 +

(
1− 2M

r

)−1
dr2 + r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
. (4.4)

La longueur propre de S1 à la frontière de la cavité est :

β = T−1 =

∫ βh

dτ
√
gττ = βh

√
1− 2M

R
(4.5)

où βh = T−1h est la période du temps euclidien. En remplaçant (3.13) dans (4.5) ,

on obtient la formule de la température locale de Tolman en fonction de la masse

de trou noir
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T =
1

2πM
√

1− 2M
R

(4.6)

Sur l'hypersurface, la racine de la trace de la métrique induite est donnée par :

√
h =
√
g00g22g33 = R2sinθ

√
1− 2M

R
(4.7)

et la trace du tenseur de courbure par :

K =
1

r2
√
g00g11

d

dr

(
r2
√
g00
)

= − 2

R

√
1− 2M

R
− M

R2

√
1− 2M

R

(4.8)

Comme nous savons, le scalaire de Ricci de la métrique (4.4) est nulle (R = 0)

d'ou l'action d'Einstein-Hilbert devient :

IEH = 0 (4.9)

En remplaçant (4.7,4.8,4.9) dans (4.3), on obtient :

I =
1

8π

∫ βh

0

dτ

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕsinθ(3M −R)− Is

= βh

(
3

2
M −R

)
− Is. (4.10)

pour que l'expression de la température locale (4.6) reste tout le temps bien dé�nie,

il faut imposer la condition

1− 2M

R
� 0⇐⇒ R

2
�M. (4.11)
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Figure 4.1: Température locale vs la masse de trou noir pour R=10

Pour discuter les solution possibles, nous traçons la courbe de la température

locale en fonction de la masse (4.1). On remarque sur cette �gure l'existence de

deux branches de solutions possibles :

1. Tc < T : Nous avons un petit trou noir et un trou noir intermédiaire.

2. Tc > T : Pas de trous noirs.

Avec Tcest la température critique pour laquelle on a

∂T

∂M
= 0⇐⇒Mc =

R

3

Maintenant nous sommes prêts pour analyser les paramétrés thermodynamiques

pour du trou noir de Schwarzschild dans une cavité isotherme.
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4.2 Énergie interne

L'énergie interne totale dans une région de rayon R est dé�nie par :

E =
∂IE
∂β
|A . (4.12)

où A = 4πR2. En remplaçant (4.5)dans (4.10)

IE = β
3
2 −R√
1− 2M

R

− Is (4.13)

Dans le cas standard, l'action euclidienne soustraite est introduite pour normaliser

l'énergie interne de l'espace plat chaud vide (géométrie de Schwarzschild avec M

= 0), d ou

IE = βN = β

 3
2M −R√

1− 2M
R

+R

 (4.14)

En remplaçant (4.14) dans (4.12), on obtient :

E = N + β
∂N

∂M

∂M

∂N
|A (4.15)

avec

∂N

∂M
=

∂

∂M

 3
2M −R√

1− 2M
R

+R


=

1− 3M
R

2
(
1− 2M

R

) (4.16)
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et

∂β

∂M
=

∂

∂M

(
8πM

√
1− 2M

R

)

= βR

(
1− M

R− 2M

)
(4.17)

En remplaçant dans (4.15), on obtient l'expression de l'énergie interne donnée

par :

E =
1√

1− 2M
R

(
3M

2
−R

)
+R (4.18)

La solution de cette équation pour M en fonction de E est

M = E − E2

2R

Cette relation montre que la masse ADM (Arnomitt-Deser-Misner) est la somme

de l´energie thermique et l´energie gravitationnelle due a la cavité. Par conséquent

nous devons utiliser la forme de la première loi de la thermodynamique donnée

par dE = TdS au lieu de dM = TdS, ou S est l'entropie de trou noir.

4.3 Entropie

Maintenant, on va calculer l'entropie du trou noir en utilisant la formule :

S = β

(
∂IE
∂β

)
A

− IE (4.19)

en utilisant (4.14) , on obtient :

S = β

(
N + β

∂N

∂M

∂M

∂β
|A
)
− IE
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= β2 ∂N

∂M

∂M

∂β
|A (4.20)

en remplaçant (4.16)et (4.17)dans (4.20)on obtient :

S = 4πM 2 (4.21)

On remarque l'entropie est proportionnelle au carré de la masse de trou noire

quelque soit la température du trou noir et la taille de la cavité. Cela montre

l'idée que l'entropie est une propriété de l'horizon.

4.4 Capacité de chaleur

Pour étudier la stabilité thermodynamique de trou noir, on va calculer la chaleur

spéci�que en tenant compte que la surface des évènement est constante. En e�et :

C = T

(
∂S

∂T

)
A

= −β
(
∂S

∂M

∂M

∂β

)
A

(4.22)

En utilisant (4.5), (4.21), on obtient :

C = −8ΠM 2 (R− 2M)

(R− 3M)
(4.23)

On remarque sur la �gure [capacité de chaleur] que pour

1. M < Mc :C < 0 Le trou noir intermédiaire est localement instable.

2. M > Mc :C > 0 Le grand trou noir est localement stable.
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Figure 4.2: Capacité de chaleur vs la masse de trou noir

4.5 Énergie libre de Gibbs et transition de phase de Hawking - page

L'énergie libre on-shell est dé�nie par F = IE
β . En utilisant (4.14) on obtient :

F =
3M
R −R√
1− 2M

R

+R (4.24)

Pour étudier la structure des trous noirs , nous allons étudier la variation des

paramétrés thermodynamiques en fonction de la température locale. sur la �-

gure [4.3], on montre les courbes de l´entropie et celle de la chaleur spéci�que

en fonction de la température locale. On remarque l´entropie est continue à la

température critique Tcpar contre la chaleur spéci�que est discontinus. Cela veut
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Figure 4.3: Entropie et chaleur spéci�que en fonction de la température locale pour
R=10

dire qu'on a une transition de phase de deuxième ordre à la température critique

Tc. Quand la température augmente au delà de Tc, on remarque l´apparition de

deux branches. La branche I (T > Tc), correspond au grand trou noir stable avec

C > 0, et la branche II (Tc < T )correspond à un trou noire intermédiaire in-

stable C < 0. La variation de l´énergie libre en fonction de la température locale

est représente dans la �gure (4.4) ou nous voyons que l´énergie libre présente un

coude et est positif à la température critique Tc.Lorsque la température augmente

au-delà de Tc, deux branches apparaissent. La branche I décroit rapidement et

devient négative à la température de transition Ttrou F (Ttr) = 0.D´ autre part,

la branche II reste positif et tend vers zéro quand T tend vers zéro. En résume,

on a une transition de phase entre un espace plat chaud et un grand trou noir à

travers un trou noir intermédiaire instable.
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Figure 4.4: Énergie libre on-shell vs Température locale pour R=10
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Conclusion

L´objectif de ce mémoire est l´étude de la thermodynamique du trou noir de

Schwarzschild placé dans une cavité.

nous avons étudie la thermodynamique de trou noir de Schwarzschild. On a

calculé la température, l´entropie et la chaleur spéci�que. et on trouvé que la

température est proportionnelle à l´inverse de la masse de trou noir et l´entropie

proportionnelle à la surface de la gravité. Aussi on a étudie le processus d´ éva-

poration ou on trouvé que le trou noir de Schwarzschild s´évapore complètement

et devient un espace plat chaud.

on a étudié la thermodynamique de trou noir de Schwarzschild con�né dans une

cavité. On a trouvé que la masse ADM (Arnomitt-Deser-Misner) est la somme de

l´énergie thermique et l´énergie gravitationnelle due a la cavité. Par conséquent

nous devons utiliser la forme de la première loi de la thermodynamique donnée

par dE = TdS au lieu de dM = TdS, ou S est l'entropie de trou noir. D´autre

part nous avons trouvé une transition de phase de l'espace plat chaud à un grand

trou noir à travers un trou noir intermédiaire instable.
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 ملخص

يتناول هذا العمل تذكير حول مبادئ و اساسيات نضرية النسبية العامة  كما درسنا انحناء الزمكان 

كما قمنا بدراسة حركة الثقب الاسود لي شوارزشيلد  معزول داخل خلية و بالاضافة الى معادلة اينشتاين 

حيث ينتهي الى فضاء  الداخليةكل من الحرارة و درجة التعادل الحراري و الطاقة ,درسنا خصائصه 

 . مستوي

 كلمات مفتاحية :

 .الحرارة ,فضاء منحني  ,ثقب شوارزشيلد , معادلة انشتاين , النسبية العامة

 

 

 

Résumé  

 Ce travail représente une introduction à la relativité générale ou nous avons rappelé les 

principes fondamentaux de la théorie, un rappel mathématique sur l’espace-temps courbé 
puis nous avons obtenu les équations d’Einstein et la solution de 
Schwarzschild, et nous avons terminé le chapitre par l’étude  de la thermodynamique 

de  trou noir de Schwarzschild dans une cavité , qui évporé à la fin a un espace plat . 

Mots clés : 

Trou noir de Schwarzschild,Relativity générale  équation d’Einstein, température , entropie ,   

 

Abstract 
 
 This work is concerned with a reminder of general relativity and resolution of Einstein 

equation then we stdy the thermodynamics of  Black hole of Schwarzschild  

     

 

Keywords: 

 Black hole of shwarzschild ,General Relativity , Einstein equation ,temprature 
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