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Introduction

L’étude de la mécanique des fluides remonte au moins a ’époque de la Grece antique avec le célebre
savon Archimede , connu par son principe qui fut a lorigine de la statique des fluides .

La mécanique des fluides est une branche de la mécanique des milieux continus qui étudie les mouvements
des fluides (liquides et gaz) et des forces internes associées et a nombreuses applications dans divers domaines

tels que 'ingénierie navale , aéronautique , météorologie , climatologie ou océanographie. ([16])

La mécanique des fluides se compose de deux sous branches ([2]) :

— La statique des fluides ou hydrostatique qui étudie les fluides au repos .

— La dynamique des fluides qui étudie les fluides en mouvement en calculant diverses propriétés du fluide
comme la vitesse , la pression , la masse volumique et la température en tant que fonctions de I’espace
et du temps .

L’écoulement & surface libre est un écoulement soumis a la force de gravité au contact du conteneur

(canal , riviere , conduite) et de la partie air o la pression est généralement & la surface libre.

L’écoulement de fluide parfait a été étudié par plusieurs chercheurs tels que Dias et J.M Vanden-Broeck
(1990)([9]) ,ils ont étudié numériquement un écoulement potentiel bidimensionnel d’un fluide invisicous et

incompressible issue d’un nozzle, sous I'influence de la gravité .

Divers problémes de ce type ont été étudiés par A.Gasmi et H.Mekias ([3]) ils ont étudié le probléme
de I’écoulement potentiel bidimensionnel de surface libre d’un fluide incompressible émergeant d’une fente
d’un réservoir d’'une longueur infinie, en Considérant le fluide est parfait et I’écoulement est irrotationnel .
Le probleme était caractérisé par une condition aux limite non linéaire sur la surface libre, ensuite ils ont le

résolu numériquement par la technique de troncature de la série.

Aussi, B.Bouderah et N.Bounab ([18]) ont traité un probléme concernant un écoulement potentiel bidi-

mensionnel d’un fluide incompressible et nonviscous dans un canal avec un nozzle en 2D, ou ils ont trouvé
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la solution exacte en utilisant le théoréme des lignes de courant, et aussi la solution numérique du probleme

avec la technique de troncation de la série, en considérant l’effet de la tension de surface.

Et nous dans ce travail, on va étudier analytiquement un écoulement a surface libre d’un fluide incompres-
sible et non visqueux dans un canal avec un orifice qui forme un angle a = 7/4 avec 'horizontal, en utilisant
d’autre transformations conformes et une simple intégration afin de résoudre I’équation intégro-différentielle

qui caractérise notre probleme.

Ce travail englobe trois chapitres :

Dans le premier chapitre,on a introduit quelques définitions et notions préliminaires sur les écoulements
et quelques équations de la mécanique des fluides.
Aussi, on a présenté quelques définitions et formules des transformations conformes et transformations clas-
siques.

Dans le deuxiéme chapitre , on a traité un écoulement potentiel et bidimensionnel d’un fluide incom-
pressible et non visqueux dans un canal avec un orifice forme un angle a = 7, ot on a aboutit a I'aide de
quelques transformations conformes et des calculs des intégrales a la solution analytique .

Dans le dernier chapitre , on a fait une discussion des résultats obtenus.

Enfin , ce travail se termine par une conclusion générale.
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CHAPITRE 1

Notions préliminaires et définitions

Dans ce chapitre, on a cité quelques définitions et concepts de base de la mécanique des fluides

Contenu :

1. Les Fluides

2. Débit

3. Description d’un fluide en mouvement

4. Les écoulements des fluides

5. Utilisation de la théorie de la variable complexe
6. Quelques équations de la mécanique des fluides
7. Transformation conforme

8. Quelques transformations classiques



1.1 Les fluides

Un fluide (liquide ou gaz) peut étre considéré comme une substance constituée d’un grand nombre de
trés petites particules de matiere qui sont libres de se déplacer les unes par rapport aux autres.en tant que

tel , ¢’est un milieu continu de matiére , déformable , non rigide et capable de s’écouler.([15])

Les liquides ont "un volume propre , mais pas de forme propre" , et les gaz n’ont pas "volume propre mais
occupent tout l'espace qui leur est offert’.en effet,il est possible de passer de la phase gazeuse a la phase
liquide a cause de a la continuité de 1’état fluide.cependant,dans des conditions normales de pression et de

température,la différence entre la phase liquide et la phase gazeuse est tres nette.

FI1GURE 1.1 — Arrangement des atomes pour les différentes phases.

(a) dans un solide,les molécules occupent des positions relativement fixes
(b) dans un liquide,les groupes de molécules bougent les unes par rapport aux autres

(c¢) dans un gaz,les molécules bougent de facon aléatoire

Fluide parfait :est un fluide non visqueux (viscosité nulle) c’est-a-dire que le fluide s’écoule sans aucune

résistance (interne ou externe).

Fluide incompressible :un fluide est dit incompressible lorsque le volume occupé par une masse donnée
est constant. il dépend de la pression extérieure.

les liquide peuvent étre considérés comme des fluides incompressible(eau,huile,...etc)

Fluide compressible :un fluide est dit compressible si le volume occupé par une masse donnée change
. il dépend de la pression extérieure.les gaz sont des fluides compressibles.

Des exemples de liquides sont(’air,’hydrogéne et le méthane).

Fluide réels :Les fluides réels sont des fluides visqueux pendant leur mouvement,les particules sont

soumis & des frottements.



1.2 Débit ([17])

1.2.1 Débit massique

c’est la masse de fluide qui passe la section S par unité de temps.

donnée par :

Dy, = [ [q ptiids

1.2.2 Débit volumique

C’est le volume de fluide qui passe la section S par unité de temps.

Donnée par :

D, = [ [qurids

1.3 Description d’un fluide en mouvement ([5])

1.3.1 Description d’Euler

La méthode d’Euler consiste a différencier I’écoulement en donnant les composantes du vecteur vitesse et
autres grandeurs physiques en chaque point de ’espace,c’est-a-dire qu’on fixe un point de ’espace et qu’on

remarque des changements de quantités associées aux particules du fluides passant par ce point.
-A Tinstant ¢;,on identifie une particule en M de vitesse Py

-Au temps to = t; + dt,on trouve au méme point M de 'espace,une autre particule P, avec une vitesse

et des propriétés physiques différentes.

Donc,nous en M et au temps t;
U =ud(P,t1) =ud(z,y,z,t1).

Et a l'instant t2 ,on a au méme point M

U = U(Py,t2) = t(x,y, 2, t2).

1.3.2 Description de Lagrange

La méthode consiste a étude différentes grandeurs (densité,température T,pression ...etc)pour chaque

particule,lors de son mouvement.

Dans la description Lagrangienne,on décrit le mouvement par la trajectoire de la particule identité établie.



L’identité d’une particule est donnée par sa position initiale My(xo, Yo, 20)-

par conséquent,la description du mouvement consiste & déterminer le vecteur de position 7(My,t) de
toutes les particules dans le fluide & tout instant t
7 =17(Mp,t) ou 7= 7(x0,Yyo,20,1)-
C’est a dire :
z; = 24(%0, Yo, 20, t)-
Et
@ = (Mo, t) = 5 (Mo, t),d = a(Mo,t) = 9.

Trajectoire

Une trajectoire est la succession des positions spatiales occupées par une particule donnée dans le temps.

FIGURE 1.2 — Trajectoire de la particule P.

1.4 Les écoulements des fluides

1.4.1 Ecoulement potentiel

On appelle un écoulement est potentiel si son vecteur vitesse est dérivé d’un potentiel.

c’est a dire :

IS

Il
<
©-

La fonction ¢(z,t) est le potentiel de vitesse.



1.4.2 Ecoulement irrotationnel ([5])

L’écoulement est irrotationnel si :
rot =0

ou U représente le vecteur de vitesse

Sinon,il est appelé rotationnel.

1.4.3 Ecoulement incompressible

L’écoulement est incompressible si le volume des particules reste constant dans le fluide pendant son
temps de mouvement.

1.4.4 Ecoulement uniforme

Si les composantes de vitesse sont indépendantes des coordonnées,’écoulement est dit uniforme.([5])

1.4.5 FEcoulement stationnaire

Un écoulement est permanent ou stationnaire lorsque la grandeur caractéristique en chaque point donné

du domaine ne change pas avec le temps (vitesse,masse volumique,pression,température,etc...)([2])

8tu: atp:(?tP: OtT: 0

1.5 Utilisation de la théorie de la variable complexe ([6])

soient ¢ et 1 la fonction de potentiel et la fonction de courant du flux de potentiel bidimensionnel.On
relie le plan d’écoulement au plan complexe en écrivant z = x + iy,alors nous définissons la fonction complexe

f(2) comme :
f(z) = +it

tel que 2 = —1

f(2) est appelé le potentiel d’écoulement complexe.Puisque les parties réelles et imaginaires de f(z)

satisfont 1’équation de Laplace,cela vaut aussi :

—_9%¢ _ _ 0%y
U= —%; = dy
_9¢ _ 0¥
v Jy ox



Puis les relations de Cauchy-Riemann :

06 _ 0

% (1.1)
Y
oy ox

La théorie des variables complexes fournit une méthode trés puissante pour obtenir des solution de

quelque écoulement.

Si la plan (z,y) est traité comme le plan z = x + iy,alors la fonction f(z) est analytique dans la domaine
du flux.

De plus,la vitesse complexe est donnée par :

of _% %
9z Oz +25y (12)
=u—1

Le plan de flux sera également analytiques.Cette propriété tres important nous permettra ensuite d’uti-

liser la théorie des fonctions analytiques complexes pour résoudre notre probleme considéré.

1.6 Théorie de lignes de courants libre([5])

La théorie des lignes de courant libres est étude des problemes d’écoulement possibles délimités par des
parois droites rigides et des lignes de courant libres de forme inconnue sur lesquelles la pression est supposée

constante.

S’il n’y a pas de ligne d’écoulement libre et que les effets gravitationnels sont négligés,la surface d’écou-

lement dans le plan physique est un polygone.

Si les lignes de courant libres et les effets gravitationnels ainsi que les effets de tension superficielle sont
également négligés,la surface d’écoulement peut étre convertie en une surface polygonale par transformation
conforme.

Cette région est un odographe parfait d’un certain niveau

Q= log(l/%)

Pour le cas ot ’écoulement est en partie limité par des surfaces libres,nous donnons la méthode de sépa-

ration introduite par Kirchhoff(1869).



L’idée est d’introduire une fonction complexe définie par :

Q= log (wji) = log (u fw> = log (Z) +if (1.3)

ou f=®+ i\II,Z—J; =u — iv,g = Vu? + v2,(u,v)sont les composantes des axes x et y du vecteur vitesse

suivant,f est ’angle que fait le vecteur vitesse avec 'horizontale et u est la vitesse de référence.

— la partie réelle de €2 sur la ligne de courant libre est constante,c’est a dire log (% = cte).

— La partie imaginaire €2 est constante sur chaque paroi rectiligne,c’est a dire 8 = cte.

Par conséquent,le flux est représenté par une figure plane rectiligne (polygone)notée (2.

Avec la transformation de Schwarz-Christoffel,I’espace polygonal € est transformé dans le demi-plan
supérieur de la variable auxiliaire A\.Par conséquent,le flux dans le plan X est uniforme représente par la fonc-
tion de potentiel F'(A) = ¢\ pour illustrer ce qui précéde on donne quelques propriétés de la transformation

conforme de Schwarz-Christoffel.

1.7 Quelques équations de la mécanique des fluides

1.7.1 Equation du mouvement des fluides ([22])

Selon la dépendance fondamentale de la dynamique,la variation temporelle de la quantité de mouvement

d’un élément de volume V est égale a la somme des forces agissant sur cet élément de volume,soit :

d
T V[puda:] —/Vfdx—i—/z o.nds

ot : Y est la surface délimitant le volume de V
ds est I’élément de surface normal n

f est la force exercée par unité de volume

o est le tenseur des contraintes

La masse de ’élément fluide pdz reste constante pendant ce mouvement.Ainsi,vous pouvez écrire :

d du
Sl dz) = d
dt V[pu ] /Vp dt v

L’intégrale des forces de surface peut 7tre écrite sous la forme fv divodz en utilisant le théoreme d’Os-

trogradsky.Lorsque le volume V tend vers zéro,l’équation du mouvement prend la forme :

p(Owu + (u.V)u) = f + dive (1.4)



1.7.2 Théoréme de Bernoulli

Premier théoréme de Bernoulli

Dans un écoulement stationnaire ([5]) :

P u?
24+ — + — =cte 1.5
Py 29 (15)

deuxiéme théoréme de Bernoulli

Dans un écoulement potentiel I’équation d’Euler s’écrit :

o¢ _ o 09
p{V(at)—&-V }——Vp—at—FgH (1.6)

ou :p=P+p gz

1.7.3 Equation de continuité ([22])

Soit une partie du fluide de densité p délimitée par une surface fermé S (de volume V).

Soit ds le vecteur de base de la surface,orienté vers I'extérieur a la surface fermée.

La partie de fluide a une masse :

m=[Jy [ pdV

Le débit massique sortant de la surface est égal [ [ pudS

La conservation de la masse s’écrit :

e s

ou ‘g représente la débit massique de fluide interne au volume considéré,compte positif s’il s’agit d’un

source et négatif §’il s’agit d’un puits compte tenu du théoréme d’Ostrogradsk pour transformer l'intégrale

de surface en intégrale de volume.

[ o= ] | i

L’équation de conservation de la masse écrit :

s (o )

L’équation écrite ci-dessus est valable quel que soit le volume V considéré et l'intégrale est nulle,ce qui

conduit & une expression locale de la conservation de masse :

Ip
div(pu + 8t) 0 (1.7)



Cas particuliers :

1. Ecoulement stationnaire :

Dans ce cas,sans changement explicite dans le temps % = 0 donc

div(pu) = 0 = pdivu + (u.V) p

2. fluide incompressible :

Dans ce cas,p = cte donc :

divu =0

1.7.4 Ligne et fonction de courant

Ligne de courant

(1.8)

Les ligne de courant sont une famille de courbes qui sont des enveloppes de champs de vitesse pour chaque

instant.

FIGURE 1.3 — Ligne de courant a t = tg.

Fonction de courant([1])

Si 'on suppose que I’écoulement est incompressible (c’est a dire %
est donné :
divi =0
ou
Ju v
oxr Ot

= 0) donc,’équation de continuité

(1.9)

Nous introduisons une nouvelle fonction 1 a partir de x et y que nous appelons la fonction de courant

vérifiant :

_o,_ 9%

- 8y7v__6x

(1.10)



Les surfaces définies par (¢ = cte) sont des lignes de courant , c’est & dire des différentielles exactes

donné :

_ e 0¥
dy = 8xdm+ aydy (1.11)

= —vdx + udy

1.7.5 Conservation de 1’énergie

Nous évaluerons ’évolution temporelle de I’énergie cinétique de 1’élément fluide,unités de volume et de

masse,restreintes aux écoulements de fluides incompressibles :

3 U2 8u7
o <p2) = puigy (1.13)

En utilisant ’équation du mouvement pour exprimer la dérivée d’Euler de la vitesse (1.13 )on obtient :

g ﬁ p— u.u.%+u.aai’j+u,f,
at\ 2 ) Mgy, T Mgy, T

Soit,comme précédemment,décomposer le tenseur des contraintes en une partie isotrope —pd; ; et un

déviateur d; ; :

0 qu 0 pu2 8U2dlj 3u2
— =) =uj— | — — 2 —dy i —— ifi 1.14
ot ( 2 ) ujaxj ( 9 p|+ 833j 7]6$j +u f ( )
Ou en notation vectorielle :
2 2
% (%‘) = u.V (p;‘ —p) + V.(ud) — d.Vu + u.f (1.15)

Enfin,compte tenu de la condition d’incompressibilité (V.u = 0) ,on peut écrire le premier terme du

second terme (1.15) comme une divergence,soit :

2
‘9;; -V [uv (p;t —p> + u.d} —dNVu+u.f (1.16)

Nous réécrivons cette équation d’évolution de ’énergie cinétique sous forme intégrale en intégrant chaque

terme sur un volume fixe V et en appliquant le théoréme de divergence :

2
9 (/ ech) zfﬂu.ndS—i-/(a.u).ndS—l—/ u.fdV — o.VudV (1.17)
ot \Jv s 2 s v

Quelle est la signification physique de divers termes(1.17)

1. Le premier terme du deuxiéme terme est le flux d’énergie cinétique di a la "convection" traverse la

surface S.

2. Le second terme est le travail par unité de temps des contraintes exercées sur la surface S.

10



3. Le troisieme terme est le travail effectué par les forces volumiques par unité de temps.

4. Enfin,le quatriéme terme concerne la déformation du volume V.représentée énergie dissipée par la
viscosité lors de cette déformation.

1.7.6 Equations différentielles des fonctions ¢ et 1

Considérons un écoulement bidimensionnel,irrotationnel et stationnaire d’un fluide incompressible et non

visqueux.hors de :

U= gradd_)’
et
divii =0
D’ou
div(gradg) = 0
Donc

a? a?
g taE =0

c’est & dire
A¢p =0 (1.18)

De méme ,d’apres :

= (u,v) = (—@ 8—¢>

Jx’ Oy

et

roti =0
on trouve :

Odu _ Ov

oy ox
D’ou

T+ Ze=0

c’est a dire

A =0

Alors,la fonction potentielle ¢ et la fonction ligne de courant 1 et vérifient ’équation de Laplace.
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1.7.7 Les équations de stokes ([22])

L’équation de Navier-Stokes :

—vVu+ p(u.Viu+Vp=f (1.19)
divu =0

En négligeant dans I’équation de Navier-Stokes incompressible stationnaire les termes proportionnels a

la masse volumique du fluide (u.V)u ,on obtient 1’équation de Stockes

—vVu+Vp=f (1.20)
divu =0

Plus la vitesse d’écoulement est lente en termes d’amplitude et de valeurs €2 la viscosité plus le modele

de Stockes est une approximation valide des équations Navier-Stokes.

La principale différence entre les deux équations est que le terme ne vitesse linéaire a disparu,l’équation

de Stokes est une équation aux dérivées partielles linéaire.

1.8 Transformation conforme ([8])

On dit que la transformation z = x + iy — Z(2) = X(x,y) + 1Y (x,y) est conforme si elle conserve les

angles.

Une condition nécessaire et suffisante pour une transformation conforme est que la fonction Z(z) soit

analytique.

1.9 Quelques transformation classiques ([9])

1.9.1 Transformation linéaire

La transformation linéaire w = Az ott A = ae’® € C est une double transformation :expansion/contraction

associée au coefficient a et a I’angle de rotation «.

1.9.2 Transformation inverse

Transformation linéaire w = Z~! pour Z différent de zéro transforme les cercles en cercles/droites,les

lignes en droites/cercles,selon que 'objet passe par l'origine ou non.

1.9.3 Transformation linéaire fractionnelle

az+b
cz+d

La transformation w = ou a,b,c et d des complexes,transforme les cercles et réciproquement.
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1.9.4 Transformation de Joukovski

Il existe d’autres transformations utiles, en particuliers celles que Joukovski a largement réalisées utilisé

dans l'aviation.
. 7’ . 2
Cette transformation est définie comme w = 2 + - avec a € R.
La transformation transforme le cercle centré a l'origine en une ellipse avions sortis,un cas particulier
est un cercle de rayon r = a qui se confond en un segment a droite (ellipse dégénérée de petit axe nul).les

conditions & l’infini restent les mémes.sinon,un cercle décentré mais centré sur 'axe des X est transformé en

a un profil symétrique similaire a la forme d’un profil aérodynamique,le profil dit Joukovski.

13



CHAPITRE 2

La résolution analytique d'un probleme d'écoulement potentiel bidimensionnel

devant un obstacle

Dans ce chapitre , nous formulons le probleme en décrivant le modele a 'aide de variables complexes
théoriques et simplifions la géométrie en utilisant des transformations.Ensuite on a résolu I’équation intégro-

différentielle qui décrit notre probleme.

Contenu :

1. Position de probleme

2. Méthode de Résolution
3. Formulation du probléme

4. Solution analytique

14



2.1 Position du probleme

On considere un écoulement dans un canal avec un orifice forme un angle a = 7 avec I’horizontal et un

hauteur H délimité par les paroi rigides AB , BC , A’B’ et B'C’ . Avec une surface libre présenté par la
courbe CD |, (figure 2.1)

Y
A B
a
—_—
L
—_— t\ C D
[
X
—p ,/"-C' D'
—_—
A B’

FIGURE 2.1 — jet libre.

Avec la symétrie et les conditions suivants :
On considéré que le fluide occupe le demi-plan horizontal supérieur , Avec un hauteur H . Comme il est

indiqué au (Figure 2.2)

15



_________________________

FIGURE 2.2 — écoulement apres la symétrie.

2.2 Meéthode de Résolution

Formule de Plemelj([8]) :Les formules de Cauchy peuvent également de afficher une série de formules
appelées formules de Plemelj,qu’on va utilisé dans le calcule de la forme surface libre de probleme traité.

Owu on utilise la formule suivant :

d(z) = 1 @dg. (2.2)

2w o — 2

2.3 Formulation du probleme

Nous déterminerons que le débit du systeéme présenté ici obéit a I’équation Q = V¢ , sauf pour la source

dans le domaine du flux , ce qui signifie

_0o _9¢
%, (2.3)

Nous introduisons des grandeurs , appelées fonctions de flux , définies comme

_ oy 0y
U= 5= a9y (2.4)

Nous additionnons les équations (2.3) et (2.4) pour obtenir les condition de Cauchy-Riemann :

16



(2.5)

Nous laissons la variable complexe z = x + iy dénoter le plan physique et introduisons le potentiel

complexe

f(2) = o, y) +iv(x,y) (2.6)

En raison ¢ et ¥ sous réserve des condition de Cauchy-Riemann , c’est une fonction analytique dans le

domaine Z = X +¢Y , n’importe ou dans le flux sauf & la source.

Nous introduisons le conjugué complexe de la vitesse f noté

F'(2) = p(2) =u—iv (2.7)

p=qe (2.8)

Ou o est I'angle du vecteur vitesse par rapport a l’axe horizontal et

q = Vu? + v? est le module de vitesse.

2.4 Solution analytique

2.4.1 Premiere étape

Dans cette étape , on a traité le probléme en utilisant quelques transformations conformes .
Ou le domaine occupée par le fluide dans le plan f sera transformer (Figure 2.2) en demi-plan supérieure

(Figure 2.3) , ou 'on représente les points dans (tableau 2.1)

les points plan z plan f
A r=—-00,y=1 p=—-—0,9=0
B r=-1,y=1 ¢p=-1,19=0
C xr=0,y=1/2 o=0,v=0
D r=+4c0,y=1/4| ¢=0,¢9=-1

TABLE 2.1 — Représentation des points du plan z sur le plan f
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\ 4

FIGURE 2.3 — Le plan f .

Tous les points du systéme sont maintenant dans une bande infinie entre ¢ = 0 et ¢ = —1 sur le plan f .

Pour reformuler le probléeme en utilisant la méthode intégrale , introduit la variable complexe ¢ =t 4 in
, qui permettent de mapper des bandes infinies sur la partie inférieure du plan ¢ dont la transformation

conformationnelle :

s=t+in=¢€" (2.9)
les points plan f plan ¢
A p=—-—0,1p=0 t=0,n=0
B p=—1,9v=0 |t=eT",n=0
C p=0,9v=0 t=1,7=0
D p=0,v=-1 | t=-1,7=0

TABLE 2.2 — Représentation des points du plan f sur le plan ¢

Tous les points sont maintenant sur l'axe (ot) .

La surface libre correspondent & —1 < t < 1 alors que 'orifice correspond a 0 < t < 400 .

Les équations doivent étre reformulées pour le plan ¢ en utilisant la géométrie du systéme intégré . Nous

introduisons une nouvelle fonction analytique appelée hodographe logarithmique , définie comme :

d(s) = o(s) +i7() (2.10)

18



FIGURE 2.4 — Le plan ¢.

Lié a (2.7) par :

F1(2(s)) = u—iv = —e ") (2.11)

Ou p est la profondeur moyenne du fluide amont sans dimension . Pour obtenir une interprétation

physique de la fonction , nous modifions la forme comme suite :

1 .
p=u—iv=—e" e (2.12)
I

En comparent le résultat (2.12) avec (2.8) , nous observons que

q= ieT(g) et 0 =o(s).

ou : %eT(g) donne 'amplitude de la vitesse du fluide

o(¢) donne l'angle entre les lignes de courant et ’axe des x .

les valeurs limites sont :

(2.13)
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2.4.2 Deuxieme étape

L’équation reliant 7(t) et o(t) sur axe réel peut étre vérifiée en appliquant la fonction d’intégration

circulaire ¢(¢) autour de la courbe notée Qg (Figure 2.5)

On a un sens négatif avec une singularité hors du domaine de l'intervalle , on utilisant le théoréme de

Cauchy , alors :

/ o 4o (2.13)
Q

0 S S0

ou ¢y est un point a 'extérieur.

En fait , on laisse reposer le point singulier ¢y = ¢y sur 'axe réel et on évite de parcourir autour de lui un
demi-cercle de rayon défini noté €2, , on utilise le théoreme des résidus pour obtenir la contribution intégrale

de Qli

o) . .
Q, S —to ds = —im¢(to)

De plus , la contribution intégrale du demi-cercle de rayon infini noté par :

P(s)

o, S—to

d.=0

Ces résultats sont remplacés par I’équation (2.13) pour obtenir :

o(to) = ;i/+°° o) 4

oo t—to

qui aboutit & la formation des parties réelles et imaginaires

(to) = ;l/m o) g (2.14)

o =10

o(ty) = 1/+OO ™™ 4 (2.15)

T J_so t—to

ol les barres représentent les valeur clés de Cauchy , région de 'intégral dans I’équation (2.14) est divisée

en régions intégrales séparées , notées comme suite :
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les régions | Limite inférieure t | Limite supérieure t
0 —00 -1
Qs -1 0
Q3 0 +00

TABLE 2.3 — Le demi-cercle séparé en différentes régions

>
»

O D Q AlB Qs C t

Q4

FIGURE 2.5 — Le plan f dans le région.

On devise 'intégrale de ’équation (2.14) en deux intégrales :

T(to) :_71 [ /_ : taftzo dt + /_ 01 taftzo dt]

1/t o0 O _m/4
- / dt+/ LIL
i _Ootft() _1t7t0

1 0
— It — to))%,
1
:i [ln(—to) — 11’1(—]. — t())]
1 to
==1
1)
Alors on obtient ’équation suivante :
1 t
t)==In(—— 2.16
7(t) = g (1) (2.16)

Les expressions pour obtenir les points z coupés se trouvant sur la surface libre sont nécessaires , pour

obtenir ces expressions nous écrivons l'expression de z en réarrangeant 1’équation (2.11)

Wy = Lemiote o 92 s
w



= dz = pe"*dw (2.17)

Avec les différenciations et les réarrangements de transformation (2.9) on obtient une équation différen-

tielle

ds e . do 1
= TTe =T _ = —
dw ° d LS
= dw = —dg
alors I’équation (2.17)
i¢(s)
dz =2 "¢
S
¢ est réel alors :
ip(t)
dz =1 g
Tt

t gid(N)
[ R d\

lad

s

M/t ei(o—()\)+i7—(/\))d)\
T™J-1

t ioc(A)—7(X\)
2(t) :ﬁ/ %d)\ (2.19)
T™J-

22



Nous avons utilisé e*N) = cos(a(\)) +isin(o(N)) et I'équation (2.9) pour obtenir les expressions de x et

() :% /t cos(cr()\))\)e (N N
y(t) :% /_t1 Sin(a()\))\)e—‘r(A) o

FIGURE 2.6 — La solution exacte.
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CHAPITRE 3

Discussion des résultats

Ce chapitre est consacré a la discussion des résultats obtenus

Contenu :
1. Transformation de Schwartz-Christoffel

2. Discussion des résultats
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3.1 Transformation de Schwartz-Christoffel

La transformation de Schwartz-Christoffel est une transformation conforme souvent utilisée pour résoudre
des problemes de flux.Cette transformation effectue une transformation dans le polygone du plan complexe

(figure3.1) vers la demi-plan supérieur (figure3.2) de la variable complexe A.
Laissez aq, aso, ..., a, points correspondant a Aq, Aa,..., A, a partir de 'axe réel du plan A on définit la

transformation de Schwarz-Christoffel représentant U'intérieur du polygone du demi-plan supérieur par la

formule ([1]) :

Q:M/(A—Al)"%—l(A—Ag)%—l...(A—An)%— +N (3.1)
ou : M et N sont des constantes complexes.

A1,A2 ... ,A, des nombres réels.

aq,q9, ... 0y les angles intérieurs au polygone.
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an

4]

FIGURE 3.1 — Plan de variable Q.

/\1 Ag Ag /\r:—'). ’\n—] "\u

FIGURE 3.2 — Plan de variable \.
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Le probleme a été résolu analytiquement par Dr. BOUNAB et Dr.BOUDERAH ,ils ont trouvé un bon
résultat en utilisant la méthode de Kirchhoff et la transformation de Schwartz-Christoffel pour le méme pro-
bléme qu’on a étudie de notre mémoire par d’autre transformation conforme et de la méthode d’intégration.

leur résultat est indique dans la (figure 3.3)

| — La solution exacte

FIGURE 3.3 — La solution exacte ([19]).
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et nous dans notre étude on a trouvé

les points plan Z plan f
A=A’ r=—-o00,y=1 p=—-—00,9=0
B=B’ r=-1,y=1 ¢p=-1,19=0
c=C x=0,y=1/2 0=0,v=0

D x=4c0,y=1/4 | ¢=0,¢v=-1
D’ r=—-o0,y=-1/4| ¢=0,¢=1

TABLE 3.1 — Représentation des points du plan z sur le plan f.

v

FIGURE 3.4 — plan f. .
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les points plan z plan f
A r=-0,y=1 | ¢=—0c0,yp=0
B r=-1,y= ¢p=-1,19=0
C xr=0,y=1/2 p=0,9=0
D r=+4c0,y=1/4| ¢=0,¢9=-1

TABLE 3.2 — Représentation des points du plan z sur le plan f

FI1GURE 3.5 — Le plan f .
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les points plan f plan ¢
A p=—00,p=0| t=0,n=0
B p=—-1,¢v=0 |t=eT",n=0
C p=0,¢v=0 t=1,n=0
D 0=0,v=-1 | t=—-1,n=0

TABLE 3.3 — Représentation des points du plan f sur le plan ¢

FIGURE 3.6 — plan .

30



les points plan f plan ¢
A=A’ p=—-—00,1p=0 t=0,n=0
B=B’ p=-1,9v=0 |t=0,n=1ie 2
C=C ¢p=0,¢v=0 t=0,n=1
D o=0,v=-1 t=1,7=0
D’ p=0,¢v=1 t=-1,71=0

TABLE 3.4 — Représentation des points du plan f sur le plan ¢

FIGURE 3.7 — plan ¢ .
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FIGURE 3.8 — La solution exacte.

32



3.2 Discussion des résultats

Les deux travaux consistent a trouver la forme de la surface libre d’un probleme d’écoulement potentiel
bidimensionnel dans un canal avec un orifice qui forme un angle o = 7 avec I'horizontal en négligeant la
gravité et les forces de la tension de la surface, les deux résultats sont presque égaux dont l'erreur variée

entre € ~ 107° et 10~7 (comme indique les graphes citées au dessus).

- Solution exacte
#  Solution exacte(B)

08— —

06— —

05— =

FI1GURE 3.9 — Comparaison entre des solutions analytiques trouvées.

Alors , on remarque que Les deux résultats sont presque égaux méme si les deux méthodes utilisées pour

la résolution du probleme sont différentes.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire , on a étudié analytiquement un probléme d’écoulement potentiel et bidimensionnel
d"un fluide incompressible et non visqueux dans un canal avec un orifice qui forme un angle a = 7 avec I'hori-
zontal en appliquant quelques transformations conformes (Plemelj...) et méthode d’intégration pour résoudre
I’équation intégro-différentiel obtenue dans ce probléme ou on a trouvé la solution exacte qui est la forme de
surface libre de I’écoulement étudié . Aussi le probléme était résolu analytiquement par Dr.BOUNAB([19])
ou elle a trouvé la forme de la surface libre avec une autre transformation conforme c’est la transformation

de Schwartz-Christoffel et la méthode de ligne de courant .

Enfin , on a aboutit a des résultats qui sont trés proches (qui coincident presque) . Donc on peut conclure

que notre méthode de résolution est tres fiable .

Notre perspective concerne I'application de cette méthode d’intégration a d’autres domaines d’écoule-

ments ( d’autre géométrie du domaine ), et aussi avec d’autres conditions aux limites ...
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Abstract

This work consists to studying a numerical problem of potential and
two-dimensional flow of an incompressible and non-viscous fluid
issuing out of an orifice using some conformal transformations whith
neglecting surface tension and gravity , and solving an integro-
differential equation.

Key words: Perfect fluid , Free surface , Conformale transformation,
Integro-differential equation.

Résumé

Ce travail consiste a étudier un probleme numériquement d'un
écoulement potentiel et bidimensionnel d'un fluide incompressible et
non viscous issue d'un orifice en utilisant quelques transformations
conformes en négligeant la tension surface et la gravité, en résolvant
une équation intégro-différentiel.

Mots clés: Fluide parfait, Surface libre , Transformation conforme,
équation Intégro-différentiel.
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