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Introduction

Les problémes d’écoulements a surfaces libres se trouvent dans beaucoup d’applications
scientifique. Ils peuvent étre définies comme des problémes dont les formulations mathéma-
tiques comportant des surfaces ( surfaces libres), qui doivent étre trouvées comme faisant
partie de la solution. Citons comme exemples de problémes & surfaces libres : problémes qui
traitent les vagues de la mer, les bulles montantes dans un liquide, les écoulements au dessus
des obstacles. Dans ces exemples la surface libre est la surface de la mer, 'interface entre
gaz et liquide respectivement. Dans notre mémoire, nous restreindrons aux problémes de la
mécanique des fluides. De nombreux résultats on été obtenus pour le cas des écoulements a
surfaces libres, bidimensionnels et stationnaires.

Dans le présent travail, on propose d’étudier un écoulement a surface libre au dessus d’un
obstacle. L’écoulement est supposé potentiel, bidimensionnel et irrotationnel, le plan des
variables (x;y) de I’écoulement peut étre identifié au plan de la variable complexe z = x+1y.
En négligeant les tensions de surface et les forces de gravité, on peut trouver la solution
exacte en utilisant la transformation conforme du Kirchhoff (1869) ou la transformation
Schwarz— Christof fel. Si les tensions de surface sont pris en considération, le probléme ne
peut étre résolu exactement. Pour résoudre le probléme,On cherche une solution analytique
en considérant les parameétres du probléme si les tensions de surface est non nulles on résoud
le probleme numériquement.

Notre travail est composé de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on présente les notions fondamentale de la mécanique des
fluides , quelque définitions des types des écoulements, la fonction de courant et les équations
de la mécanique des fluides (continuité, bernoulli, ... ect) et on difénie la transformation

comforme.



Introduction

Dans le second chapitre, on traite le probléme dans le cas ou la tension de surface et
les forces de gravité sont négligable. Dans ce cas, le probléme admet une solution exacte.
on utilise la méthode des transformation conforme qui réduit le probléme de discrétisation
uniquement sur la surface libre, on utilise tout d’abord la technique de transformation
Schwarz-Christoffel pour obtenir la solution exacte.

Dans le dernier chapitre, on étudie le méme probléme posé dans le deuxiéme chapitre,
en tenant compte de 'effet de la tension de surface, la solution exacte du probléme ne peut
étre calculée explicitement a cause du terme non linéaire figurant dans la condition au bord
(équation de Bernoulli ). Alors on adopte une méthode numérique basée sur une formulation
d’équation integro-différentielle.

Enfin on termine ce travail par une conclusion.



Chapitre 1

Notions préliminaires sur la

mécanique des fluides

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente les consepte de base de la mécanique des fluide : quelques
définitions et propiétés des fluides , notions préliminaires concernant les écoulements poten-
tiels, bidimensionnels et irrotational d’un fluide incompressible et les équations générales du

mouvement des fuides.

1.2 Rappels et définitions

1.2.1 Les fluides

Définition 1.2.1 ( milieu continuie)

On dit qu’un fluide est un milieu continuie s’il est consideré comme un ensemble d’un
grand nombre de particules matérielles

- trés petite

- libres de se déplacer les une par rapport aux autres

- les forces qui liée les particules est faible

- prenez la forme de la corps dans lesquels qui situes



1.2. Rappels et définitions

- déformée facilement.
Définition 1.2.2 ( Fluide parfait )

Un fluide est dit parfait s’il est les effets de frottement est négligable.C- a4-d quand la

composante Fr est nulle.
Définition 1.2.3 ( Fluide incompressible )

Un fluide est dit incompressible si le volume occupé par une masse donné ne varie pas
en fonction de la pression extérieure.Les liquides peuvent étre considérés comme des fluides

incompressibles (eau, huile, etc.).

1.2.2 Propriétés physique des fluides

Définition 1.2.4 ( masse volumique )

La masse volumique peut étre déterminée en calculant son rapport masse sur volume.

p=mjv,

Ou
p : Masse volumique en (kg/m3),
m : masse en (kg),

v : volume en (m?).
Définition 1.2.5 ( Densité )

La densité d’un corps est le rapport entre la masse volumique de ce corps et la masse

volumique d’un corps de référence.

d= pfluide /pfluide référence*
Définition 1.2.6 ( La viscosité )

La viscosité d'un fluide constitue une résistance a la déformation ou bien au glissement

relatif de ces couches.



1.2. Rappels et définitions

1.2.3 Forces subies par un fluide
Définition 1.2.7 ( Force de volume )

la force de volume proportionnelles avec I’élement de volume qui exerce sur lui

— —
dF = f,dv.
on introduisons une représentation massique de ces forces sous la forme :
— — —
dF = fpdm = pfpdv.

d’ou I’équivalence :

Définition 1.2.8 ( Forces de surface )

c’est la force perpendiculaire qui appliquée par les particules de fluide sur I'unité de

surface.

dF = —p7dsS.

Ou :
dF : est la force exercée sur I’élément de surface d.S,
p : est la pression régnant au point M |

T : vecteur unité perpendiculaire & la surface S pointant vers Pexterieur.
1.2.4 Débit

Définition 1.2.9 ( Débit massique )

c’est la contité de fluide qui traverse la section S par unité de temps. donnée par

m = [[,pv.dS.



1.3. Quelque types des écoulements

Figure 1.1:La contité de fluide qui

traverse la section S

Définition 1.2.10 ( Débit volumique )

débit volumique & traverse la section S par unité de temps. donnée par

V= [[,V.7dS

Y

Figure 1.2:Débit d’un champ de

vitesse a travers une surface S

1.3 Quelque types des écoulements

1.3.1 Ecoulements incompressibles

On dit qu'un écoulement incompressible si la masse volumique de fluide est constante et ne

dépend pas de la pression



1.4. Descriptions du mouvement

1.3.2 Ecoulements irrotationnels

On dit qu’un écoulement irrotationnel si le champs des vitesses du fluide est nul

rot v =0

1.3.3 Ecoulements permanents

On dit qu'un écoulement d’un fluide est permanent si le champ des vecteurs vitesse des

particules fluides est constant dans le temps .

1.3.4 Ecoulements potentiel

On dit qu’un écoulement est potentiel si sa vecteur vitesse est d’un potentiel c¢’est-a-dire :

36 /gradé = V =ui +uj
- 0x Oy

1.4 Descriptions du mouvement

1.4.1 Description de Lagrange

La discription la grangienne consiste & suivre le mouvement d’un particule de fluide le long

de sa trajectoire & chaque moment .

Figure 1.3:trajectoire de la particule P



1.4. Descriptions du mouvement

trajectoire

On définit la trajectoire comme le chemin suivie par un particule de fluide pendant sa

mouvement.

1.4.2 Description d’Euler

La description d’Euler consiste & établir & un instant donné I’ensemble des vitesses associées

a chaque point du fluide

=z ﬁ:l.(tz) —
%Vl(m ()
M A‘l)
M;
/y

Figure 1.4:La vitesse,mesurée aux

x

points Mjou My évolue au cours

du temps

Ligne de courant

La ligne de courant est tangent au chaque vecteur vitesse dans un temps fixé. Son équation

différentielle s’écrit :
dx dy

u(z,y,t) N v(x,y,t)




1.5. Fonction de courant dans le cas d’un écoulement plan

Val(to)
‘_"1 (to ) ‘_”3 (to )
M2 Ms

figne de courant
& t=t,

val(ty)

LACY Z=(
™M, M3
ligne de courant
- a t=t,

1

Figure 1.5:Lignes de courant a différents dans le

temps

Tube de courant

On appelle tube de courant I’ensemble des ligne de courant qui entouré a trajet d’ecoulement

Figure 1.6:Tube de courant

1.5 Fonction de courant dans le cas d’un écoulement
plan

Dans un domaine D, on appelle écoulement plan ( ou bidimensionnel ) si en tout point de
ﬁ
ce domaine, & l'instant ¢, le vecteur vitesse V' est parallele & un plan donné (p).
Ecrivons div(v) =0 :
ou N ov ou v
or 0Oy

N
ox dy



1.6. Fonction potentielle complexe

Cela implique que la forme différentielle udx — vdy est, a fixé, la diérentielle totale d’'une
certaine fonction

I (a,y,t) A = udz — vdy

On a donc immédiatement :
o0 Oy

1 s’appelle la fonction de courant, car elle permet un calcul simple des lignes de courant.

les lignes v (z,y,t) = C(t) sont les lignes decourant

1.6 Fonction potentielle complexe

Soit un écoulement plan incompressible, irrotationnel d’un fluide parfait. Les fonctions ¢ et

1) sont reliées dans le domaine de 1’écoulement par les relations suivantes :

L 0w
Jor 0Oy

v = 00 __0Y
dy ox

Si, en plus, ces deux quantités sont continues, ces relations sont dites de Cauchy —

Riemann.

Si les dérivées deuxiéme des fonctions ’ et existent et continues, on a :
Ap=AY =0

Les lignes ¢ = cst et 1) = cst constituent des familles orthogonales.

La vitesse complexe est donnée par :

_Y_90
w(z)_dz_8x+28y_u i

1.7 Equation de la mécanique des fluides

1.7.1 Equation fondamentale de la statique des fluides

On considére un volume élémentaire de la forme suivante

10



1.7. Equation de la mécanique des fluides

| Pp+@p/oz)dz
T % —

b4
Figure 1.7:Equilibre des forces sur

un élément de fluide au repos

Dans le cas I’équilibre des forces :

On a suivant l'axe (0Z):
Ip
pdS—(p—i-&)dS—l—pfz dS dz =0

Apres simplifications, on a

dp
z T A — 0
pf:— 5
En générale, les forces de volume dérivent d’un potentiel :
— ou
F=——
0z

De la méme fagon sur axe (OX) et (OY') trouvons :

o _op_, .90 _9_,
- oy ’pﬁy oy

Donc I’équation fondamentale de la statique est :

—_— —
p grad U + gradp = 0

11



1.7. Equation de la mécanique des fluides

1.7.2 Equation de continuité

L’équation de continuité exprime la conservation de la masse : la variation de masse pendant
un temps du fluide contenu dans ce volume doit étre égale a la somme des masses de fluide
entrant diminuée de celle du fluide sortant.

On considére un élément de volume fixe de fluide : dV = dxdydz.

Sa masse peut s’exprimer comme : dm = pdV

La variation de cette masse pendant dt s’écrit : dm = 8(7;‘/) dt = %dth.

Cette variation doit alors étre égale a la somme des masses de fluide qui entrent et sortent

par les six faces de I’élément de volume dV'.

l WZ-I—dZ
Vv Vv
¥ y+dy
Lu,
,,,,, 1
L I"'IM+dx 1 wz y
P4
X

Figure 1.8:Volume elementaire

dx.dy.dz

Suivant l'axe y, le fluide entre avec la vitesse v, et sort avec la vitesse v,yq4,. Par
conséquent, la masse entrant pendant le temps dt s’exprime par (pvdrdzdt ), et la masse
sortant par (pvdrdzdt )y ay -

Le bilan sur 'axe y donne : [(pv), — (pv)y4ydy|ldxdzdt . Un développement au premier

ordre permet d’écrire :

d(pv
O

On a alors : —%Z’)dyd:cdzdt suivant l’axe y.

de la méme maniére sur les deux autres axes, on trouve :
—%dxdydzdt suivant l'axe x

—%dzdxdydt suivant ’axe z

Au total, a travers les six faces on a, puisquedzdydz = dV :

12



1.7. Equation de la mécanique des fluides

%) . o)
—(61, + ) 4 9 )dth

La conservation de la masse du volume dV s’écrit donc :

_Op __(9pu)  9(pv)  O(pw)
dm = —-dVdt = <8a7 T T 6 A

Soit I’équation de continuité qui traduit le principe de conservation de la masse :

dp
E—I—dlv( V) =0

1.7.3 Equation d’Euler

H
Soit f, la densité volumique de forces extérieures exercer sur un fluide parfait, incompressible

. L’équation du mouvement d’une particule fluide est :

ov — —
WZfU—gradp
Ona:
dv ov T s ov  — 2 —— =
— = B + (7' .grad) @ :W—I—grad(v /2) +rotv Av

Nous obtenons alors les deux 1’équation d’Euler :

p [88;’ + (v grad) } f o — gradp
—

2 —| _ 7
p[ —i—grad( /2)+rotv/\v] fm — gradp
1.7.4 Equation de Bernoulli
Dans ce cas, les forces volumiques extérieures se réduisent a
fo=rg
on considér I’ecoulement irrotationnel

pv? /2 + pe,, +p = cte

13



1.8. Fonction analytique

1.8 Fonction analytique

. Soit © un ouvert de C'. Une application f : 2 — C' est dite analytique dans 2 si, pour
tout point a € il existe une suite (a,) € C V telle que :

— Le rayon de convergence R, de la série entiére ) ., a,2" est strictement positif ; on
notera S (z )sa somme définie dans B(0, R,).

— Il existe un réel r €]0, R,[ tel que la boule ouverte B(a,r) est contenue dans €2 et

Vz € B(a,r), f(z)=8(z—a) Zanz—a

n=0
1.8.1 Formule intégrale de Cauchy

Proposition 1.8.1 Soit f analytique sur un domaine ) simplement connexe, et z € €.
Alors on a, pour tout contour -y de §) orienté positivement et entourant z :

f(Zo)

f(z) = 2z7r 5 20— z

20

1.8.2 Dérivabilité n-iéme des fonctions analytiques

Proposition 1.8.2 Soit [ analytique sur un domaine §2, alors f est de classe C'*° sur ().
St de plus €2 est simplement connexe, pour tout contour ~ entourant z on a :

10 = g [ LA,

2im J., (20 — z)"*!

1.9 Tranformations conformes

Soit f : R? — R? une fonction différentiable au sens des fonctions de deux variables réelles,
et non constantes au voisinage d’un point (zg,yo) . On dit que f préserver les angles
au point (zg,yo) si quels que soient les arcs de courbes I'; et T’y passant par (xq, o), les
vecteurs tangents a ces courbes au point (g, yo) font le méme angle oriente que les vecteurs

tangentes aux courbes f (I';) et f (I'y) au point f(zo, yo).

14



1.9. Tranformations conformes

Figure 1.9:Tranformations conformes

Proposition 1.9.1 soit f une fonction holomorphe au voisinage d’un point zy € C' et telle

que [ '(z0) # 0. Alors f préserver les angles au point zy.

On dit que f définie sur un ouvert €2 de C est une transformation conforme si
- f est analytique dans )
- f est une bijection de 2 — f(Q2)

15



Chapitre 2

Solution analytique du probléme

bidimensinnel d’un cavité

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie un probléme d’écoulement potentiel, bidimensionnel, d’'un fluide
incompressible et non visqueux, passant deveint une plaque verticale, on étude le probléme
au demi-plan supérieur , ot les effets de la gravité et de la tension de surface sont négligeables
, Nous utilisons la méthode des lignes de courant libres et la transformation de Schwarz —

Christof fel pour obtenir la solution exacte.

2.2 Transformation de Schwarz-Christoffel

Considérons un polygone [figure 2.1] dans le plan des w, ayant pour sommets wy, ws, ..., wy,
et pour angles intérieurs respectivement ay, as, ..., a, .Soit wy, ws, ..., w, les points correspon-

dant respectivement & x4, xs, ..., x,, de 'axe réel du plan des z [figure 2.2]

16



2.2. Transformation de Schwarz-Christoflel

v Plan de la variable w

Figure 2.1:Plan de la variable w

y Plan de la variable z

Figure 2.2:Plan de la variable 2

17



2.3. Méthode des lignes de courant libres

Une transformation qui représente 'intérieur ® du polygone considéré sur le demi-plan

supérieur du plan des z, et la frontiére du polygone sur I'axe réel, est donnée par

d
d—“’ = Az — 21) ™y — 20)02/ ™1 (= )/ (2.1)
z
ol
w= [A(z — )" Mz — 29)*™ 1 L (2 — 2,)/" ! + B, (2.2)

ol A et B sont des constantes complexes.
On notera que
1. Parmi les points x4, xo, ..., x,, on peut en choisir trois arbitrairement.
2. Les constantes A et B déterminent la taille,l’orientation et la position du polygone.
3. Il est commode de choisir un point, par exemple x,,, a I'infini,cas dans lequel le dernier
facteur de (2.1) et (2.2) n’existe pas.
4. Des polygones infinis non fermés peuvent étre considérés comme des cas limites de

polygones fermés.

2.3 Meéthode des lignes de courant libres

La théorie des lignes de courant libres consiste a étudier les problemes d’écoulements poten-
tiels et bidimensionnels, partiellement bornée par les parois rigides et rectilignes et d’autres
parties par lignes de courant libres, sur les quelles la pression est supposée constante. Si
aucune surface libre n’est présente et l'effet de la gravité n’est pas considérée 1’écoulement
dans le plan physique est un polygone. Si les lignes de courant libres sont présentes et ’effet
de la gravité et la tension de surface sont négligeables le domaine de 1’écoulement dans le
plan transformé par une transformation conforme appropriée est aussi un polygone, ce qui
nous permet dans deux cas de trouver la solution exacte du probleme. Une méthode de
résolution a été introduite par Kirchhoff (1869 ) dont 'idée de base est I'introduction de

la variable complexe 2 déffnie par :

Q =log (Cfi—f) = log <u _1 iv) = log <$) — 6. (2.3)

dw
Ouz=zx+1y,w=o+i11), P u—iv et ¢ = Vu? 4+ v%avec (u, v) sont les composantes
z

du vecteur vitesse, # est I’angle que forme le vecteur vitesse avec ’horizontale.

18



2.4. Position du probléeme

On remarque que La fonction €2 posséde de simples propriétés suivantes :
e La partie réelle de () est constante sur chaque ligne de courant libre, i.e., log (—) =
q
cst.

e La partie imaginaire de €2 est constante sur chaque paroi rigide rectiligne, i.e., 16 = cst.

2.4 Position du probléme

Considérons un écoulement bidimensionnel et irrotationnel d’un fuide incompressible et
non visqueux . Nous supposons que le fuide remplit tout I’espace au dessus du demi-plan
supérieur et d’arriére ’obstacle qui forme une cavité limitée par une ligne de courant libre
qui s’étend vers l'infini ( figure2.3). On suppose I’écoulement est uniforme a l'infini de
vitesse U et la pression est constante sur la ligne de courant libre. Nous choisissons comme
repere de référence la ligne AB sur l'axe x’ox , la paroi rigide BC' sur la droite d’équation
y = H et la surface libre sur la ligne de courant C'D.

Le probléme mathématique consiste a déterminer la fonction potentielle qui vérifie les

conditions suivantes :

A¢p =0 dans le domaine d’écoulement

% =0 sur AB
Yy
% =0 sur BC
ox

et la condition de Bernoulli sur la surface libre est donne par:

P+ %qu = cst (2.4)
1 /06\> 1 /06\> p
- - (= L= D
2<8x> +2<8y> —|—p cst sur C

O p la pression du fluide ,p la densité du fluide et ¢ = vu? 4 v? le module de vecteure

de vitesse.

19



2.4. Position du probléme

Figure 2.3:Schéma d’écoulement et des coordonnées
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2.5. Solution exacte

2.5 Solution exacte

2.5.1 Premiére étape

Dans cette section nous allons utiliser la transformation de Schwarz — Christof fel pour
trouver la solution exacte du probléme.
e On transforme le plan de I’écoulement réel dans le plan complexe z au plan de

I'écoulement 2. On utilisée la définition de €2 donne dans (2.3) , nous obtenons

e () e () < (U) - -

e On transforme le plan de I’écoulement réel dans le plan complexe z au plan de

I'écoulement f ou f(z) = ¢(z) + ip(2) . nous prendrons 1) = 0 sur la ligne centrale qui se

divise au point de stagnation B (a laquelle ¢ = 0) et plus tard devient la ligne libre.
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2.5. Solution exacte

rr ﬁ

LW

Figure 2.4: plan de la variable €2

Figure 2.5: plan de la variable f = ¢ + i)
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2.5. Solution exacte

2.5.2 Deuxiéme étape

D’apre la méthode des lignes de courant libres ’écoulement est représentée dans le plan €2
par une figure rectiligne. Il est également que 1’écoulement est représentée par une figure
rectiligne dans le plan f, c’est-a-dire une ligne droite paralléle & I’axe réel correspondant aux
deux courbes de délimitation. Maintenant, nous savons du théoréme Schwarz—Christof fel
qu’il est toujours possible de trouver une transformation conforme qui mappe l'intérieur ou
Pextérieur d’un polygone dans un plan sur la moitié d’un autre plan. Ainsi, il est possible
de trouver des relations conformes entre €2 et une nouvelle variable complexe A, et entre f
et A, de sorte que la région d’écoulement soit mappée sur la moitié supérieure du plan A
dans les deux cas. De cette maniére peut étre obtenue une relation entre §2 et f , d’otl une

expression pour f en termes de z suit par intégration.

Figure 2.6: plan de la variable A
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2.5. Solution exacte

e On va chercher une relation entre \ et () :

Nous utilisons la transformation de Schwarz — Christof fel pour transforme le plan
de I’écoulement dans le plan €2 au plan de I’écoulement X tels que les points A , B, C' et D
dans plan Q se transforment aux points A=0, B=00,C =1et D =0 dans le plan \ (
figure2.6 )

La transformation de Schwarz — Christof fel donne :

Tri

Q = a/(A—O)z’Zl(A—naw YA\ + 3

dA
° = o ma
Q = 2aln(VA++/(A=-1)+7 (2.6)

Pour déterminer les constantes a et S on effet :
On remplace le point C' (A = 1,Q = gz) et le point A (A = 0,9 = 0) dans I'equation
(2.6) trouve :

{gz —aln(vI+/1-1)+8
0=aln(+v0++/(0—-1))+p
1

[
B=i
On remplace dans (2.6) en obtient :
0= —I—gi —In(VA+VA—1), (2.7)
L’équation (2.7)
m

P e?erln(ﬁﬁ/xq)

Q_i 1
T ATV
— = (\/X_ Al
(VA VA= D(VA—VA—1)
— e =i(VA—VA—1) (2.8)
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2.5. Solution exacte

— (\/XvLieQ)?— (- )\—1>2
= <>\—€29—§\/X€Q) =A—-1
— <1‘6m)¢_ﬁ

e

— VA = isinh(Q)

Donc :

A = —sinh?*(Q) (2.9)

e On va chercher une relation entre \ et f :

On transforme le plan de I’écoulement dans le plan f au plan de I’écoulement X tels que
les points A , B, C' et D dans plan f se transforment aux points A=0, B=oc0,(C =1
et D =0 dans le plan A ( figure2.6 ).

On utilisée la transformation de Schwarz — Christof fel qui donne
f = a /()\ L0 A - D)F A+ B,
d\
= o / m + 54
d\ d\
f= 041( m—/T)‘f‘m
A—1
f = O In (T) + 61 (210)

Pour déterminer les constantes «; et 3, on effet :

1 Uk
On choisit le point B(A = oo, f = 0) on et le point en (A = 2 f= 7) trouve :

{Oalln(1§>+ﬁl

Uk 1
7:a11n(1_§) +Bl

1
On a: limIn (1 — X) = 0 quand 3, — oo alors:

Uk
a1 = —
{ 21
6120
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2.5. Solution exacte

Ou k est une constante a déterminer par la correspondance entre les positions du point
C dans le plan .
On remplace dans (2.10) en obtient :

k A—1
= —In| —— 2.11
/ 2m’n( A) (2.11)
2 f 1 A—1
A U
2nf .
[
— e \
2 f
—=1—-¢ k
donc
1

e La recherche de la relation entre z et ) :

On utilise la fonction de kirchofT :
dz
Q=1 —
%8 <Udf>

Alors :

On a:
d KU (1
d\ 2w \ M\ —1)

dz dz df
_ ez 9 2.1
d\ df d\ (2.13)

de 1o WU (1
dx U 21 \AA—1)
dz 2k 1

dx 2w AA—1)

On utilise la relation (2.8) alors:
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2.5. Solution exacte

dz k 1 ,
JZ%W(A—N(\&_ VA-1)
T N /RN =Y

X2 A1)
d: & [_ VA .\/1—/\]

TN A S VRSV Y
zigz;[151 v }
T (1-X)  AW1=-2X
dz:%- [_\/X(?— y +¢A\/‘?__A} (2.14)
/m:%-[/—%ﬂ/w%} (2.15)

On pose :

e v

On calcule I :

[ / d\
R VYIS
On utilise le changement de variable :
VA = t=)\=1¢
= d\ = 2tdt,
alors :
2t
L = ——dt
! /t(l — )
2
= ——dt
[am
141
= In(——
(i)
= [1=1In 1+ v
' 11—V )
On calcule I :
/ d\
Ih= | ——
AMW1—A
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2.5. Solution exacte

On utilise le changement de variable :

Vi-A = t=1-X=t1

—  d\ = —2tdt,

alors :
—2t
L, = —dt
’ /(1—t2)t
B _/ dt _/ dt
n 1—t 14+t
= In(l1—¢t)—In(1+17)
(1+t>
= —In{—
1—1¢
alors :

L=-mn (iw—@)

donc 'equation (2.15) devient :

ok 1+vVA\ . (1+VI=2]
2= o [—ln (ﬁ) —iln (ﬁ)] (2.16)

On a zg = ik. Alors:
1 1+v1-—
x4y = QE [—ln <+—\/X> —¢ln (+—)\)] + ik
7

1—V 1—v/1-)
e ko 1+V
- T on
— L= VA (3.16)
n 1—v1-2X
On écrit : T = —%, Y= —%, I’équation (3.16) devient :
_ T, 1+vVA
T=-—-=3"log
g L- VA (3.17)
T=_2_ &k, (H— Vl_)‘)_,_k
YT T I T

qui est I’équation paramétrique de la surface libre.
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Chapitre 3

Solution numérique d’un probléme de
cavité par la méthode

intégro-différentielle

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution numérique du probléme considéré, en tenant
compte des forces de la tension de surface et on garde la gravité g est nulle en utilisant la

méthode intégro-différentielle.

3.2 Formulation du probléme

3.2.1 Premiére étape

Soit un écoulement bidimensionnel, irrotationnel d’un fluide incompressible et non visqueux,
passant au devient une Plaque verticale. L’écoulement forme par la suite derriére ’obstacle
une cavité qui s’étent vers 'infini. Nous supposons que lorsque x tend vers 'infini, la vitesse

s’approche de la vitesse uniforme U, et que la pression a I'intérieur de la cavité est constante.
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3.2. Formulation du probléme

-

De

=T

-

OSSNSO

'.l.'

Figure 3.1:Schéma d’écoulement et des coordonnées cartésiennes.
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3.2. Formulation du probléme

La condition de Bernoulli sur la surface libre devient :

1~2 ]3 1~2 ﬁ:o
oy ::—U - — t 31
54 +p 5 + 5 cs (3.1)

Ol p ,po désignant respectivement la pression du fluide sur la surface libre et la pression
a l'infini , ¢ le module de vitesse § = Vu + v .

Sur la (Figure 3.1), On peut la voir que la différence de pression est entre la pression de
fluide p et la pression de cavité p..

La différence de pression est équilibrée par la tension de surface multipliée par la courbure
K, considérée comme positive si le centre de courbure se trouve dans le fluide. L utilisation
de cette information donne ~

p—p.=TK = 5 (3.2)

Ou R est le rayon de courbure et T la tension de surface.

En substituant (3.2) dans (3.1) on trouve :

1N p
~ - 2 o
G+ ——= 21) + = (3.3)

On a lequatoion (3.3) n’est pas dimensionné , on choisi U comme unité de vitesse et H

comme unité de longueur. Les variables sans dimension sont :

q:z
{ U
R
R:T
H

En substituant les relations ci-dessus dans (3.3) on trouve :

1/~\2 T e 1~ e
- <Uq> TR R L i - (34)
2 pRH p 2 P
1/~\2 T 1~ D Do
- (Uq) b= U2y B L (3.5)
2 pRH 2 PP

En divisant (3.5) par U2 et en introduisant une nouvelle constante sur le coté droit de

(3.5), donne:

1, T 1
_q + — = —+C y 3.6
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3.2. Formulation du probléme

01\1 —_—
Poo — Pe
U2 (37)

Le plan 2’ox , y'oy du couple (z,y) sera considéré comme de la variable complexe z =

Cp

_>
x +iy. Soit V = (u(z,y),v(z,y)) le champ du vecteur vitesse de ’écoulement.
Nous introduisons la fonction potentielle de vitesse ¢ et la fonction de courant v alors

les conditions de Cauchy-Riemann sont données par :

9o O
YT T oy
96 o (3.8)
YTy o

La fonction potentielle complexe f définie par :

tel que ¢ = 1 au point de séparation C' et 1» = 0 aux points A, B,C et D. on peut
résoudre le probléme a la moitié¢ supérieure dans le plan f (Figure3.2). quand ¢¥» = 0 on a

Op < ¢ < ¢r et P =0 sur la surface libre ¢ < ¢ < ¢p.
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3.2. Formulation du probléme

-
wre

Figure 3.2: Le probléme sur le plan f
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3.2. Formulation du probléme

La condition limite cinématique, transformée pour s’adapter au plan f est
u=0, =0, 0< <. (3.9)

La relation (3.8) implique que la fonction complexe £ = u —iv et la fonction potentielle
f sont des fonctions analytiques de variable z = x + iy. on reformule ce probléme & 'aide
d’une méthode des integro-différentiels on introduit la variable complexe 7 — 6 écrit sous

forme :

E=u—iv=e"%. (3.10)

Ou # désigne ’angle entre le vecteur de vitesse et I’horizontale. Avant d’écrire I’équation

(3.6) par les nouvelles variables 7 et 6 , nous montrons que :

do
do
Désignons par 7) le vecteur de vitesse, de coordonnées (e cos @, e” sin 6).

On a:

1

R

67’

— ——
N =er|n]
Ot er est le vecteur unitaire tangentiel, on déduit que :

er =cosf 1 +1sinf j

On a aussi par définition :

ﬁ
Ou N désigne le vecteur normal & la courbe et ds élément de longueur d’arc de la ligne

de courant CD donc:

L pldE | gl 1
dt ds dt | |7
ie., .
1 deT
—=|—]e" 3.11
R |t |° (3:11)
D’autre part
_>
%’ = ‘—Z—fsin&?JrZ—icosH?
do iy

34



3.2. Formulation du probléme

Ce qui implique

der do

dt dt

En substituant 1'expression ci-dessus dans (3.11) on trouve :

1 de
— e

R |dt

—T

comme

A _ dode b dy

dt dr dt  dydt
_d (dgb ﬁ N do d_y >

do \dz dt  dy dt
— d_062’r
dg
sur la surface libre (C'D)
car .
dOM  _, dr— dy— | 07 + e sing T
= =it =efcosfi +elsing
Donc
1 do
=—=|Z|e 12
R as¢ (3.12)
D’aprés (3.12) et (3.10) 'equation de Bernoulli (3.6) s’écrit :
1, Ldo 1
562 + oe % = 5 + Cp- (313)

Oud =T/pHU?

3.2.2 Deuxiéme étape

On appliquer la formule intégrale de Cauchy sur la fonction complexe 7 — i on a

(00, 0) = 05,0 = 7. [ HE =g (314

Le contour I' est un simple et fermé constitué de 'axe réel ¢» = 0 du plan f, avec une

indentation circulaire sur le point ¢, et un demi cercle de rayon arbitraire R, s’étendant
dans le demi-plan supérieur. Prenant la limite de (3.14) avec ce contour particulier, comme

R—ocoona

ﬂ%m—wwwnzééTwﬁjzwmm (3.15)
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3.3. Procédure numérique

Cette intégrale est une valeur principale de Cauchy. En considérant seulement la partie
réelle de (3.15) on a
1 / 0(¢)
T(pg) = —— | ———d¢ 3.16
( 0) T Jr qb . ¢0 ( )
On note 7(¢y) = 7(¢y,0) et (¢) = 0(dy,0), Il convient également noter que ¢, est un

point arbitraire sur 1’axe réel ¢ = 0.

En utilisant (3.10), la condition limite cinématique (3.9) deviennent

6 =0 —00<¢p<0 e P=0 (3.17)
0 = n/2 0 <dp<do o $=0 (3.18)
0 = inconnu o <Pp<o¢p e P=0 (3.19)

En remplagant ces conditions par la forme intégrale de 7 représentée en (3.16) , donne

1 [%c do 1 /¢D 9(¢)

Y A S S A sy

Le premiére intégrales dans (3.20) peuvent étre évaluée analytiquement de la maniére

do. (3.20)

suivante

0(¢)
¢ — by

1 1 [P
rlw) =~ (nlo e~ [ . (3.21)

Ce qui implique que

7(6y) = —3n

bc—¢o| 1 [P 0(9)
‘ . W/% G0 (3.22)

En remplagant (3.22) dans (3.13), en crée une équation integro-différentielle et elle est

résolue numériquement dans la section suivante.

3.3 Procédure numérique

L’équation integro-différentielle ci-dessus est résolu numériquement. L’objectif sera de créer
un maillage uniforme le long de la surface libre et de calculer les valeurs 7 & ces points.on
utilise (3.13) pour créer un systéme d’équations non linéaires qui est résolu a 'aide d’une
méthode itérative. Pour créer un maillage, il est nécessaire de réparer d’abord la longueur

de la surface libre. Cela se fait en fixant D. le maillage peut étre créé en laissant

¢
N-1

¢, = (I-1) I=1,.,N (3.23)
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3.3. Procédure numérique

D’apres l'intégrale dans (3.22) étant une valeur principale de Cauchy, il y a des singu-
larités qui doivent étre négligées. Cela se fait en introduisant des points médians dans le
maillage qui a été créé par (3.23), on a

_ Gri1+ 9;

5 I=1,.,N—1 (3.24)

oy
On utilisés ces points pour calculer les valeurs de 7, En utilisant (3.22), pour donner

S — 07| 1 [ 0(9)

or mJo ¢—or

Comme mentionné précédemment, l'intégrale dans (3.25) est une valeur principale de

1
7= () = —51n

5 dp. I=1,.N—1 (3.25)

Cauchy, on peut étre approchée cette intégrale a I'aide de la régle trapézoidale, avec une

addition sur ¢;. Par conséquent (3.25) devient

m o__
77 =—=In

2

$c — O
o7

N
. D ;8 (3.26)
72— op

Ou w; = 1/2 pour j = 1,N et w; = 1 sinon. Dans (3.26), A = ¢,/(IN — 1) Le
maillage.on remplace (3.26) dans (3.13) Donne un systéme de N — 1 équations non linéaires
en N + 1 inconnues ¢; pour I = 1,..., N et c¢,.Le systéme des équations N +1 de N +1

inconnues est résolu a ’aide de la méthode itérative de Newton.
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3.4. Conclusion

3.4 Conclusion

Dans ce mémoire on etudier la technique de résolution du probléme d’écoulement bidimen-
tionnel de type cavité, le fluide est supposé non visqueux et incompressible et ’écoulement
est irrationnel.

On cherche la solution analytique de ce probléme dans le cas ot les effets de gravité et de
la tension de surface sont négligés en utilisant la méthode des lignes de courant libres et la
transformation de Schwarz-Christoffel pour trouve la forme de surface libre. On considére
que la tension de surface est non nulle ,en traitement numérique le probléme par la méthode

intégro-différentielle.
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