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Notations
N : L�ensemble des entiers naturels.

Z : L�ensemble des entiers relatifs.

R :L�ensemble des entiers réels.

(G; �) : groupe muni de la loi �.
Mn(C) : l�ensemble des matrices (n; n) à coe¢ cients dans C.

GLn(R) : l�ensemble des matrices (n; n) inversibles à coe¢ cients réels.

In : la matrice identité.

H � G : H est un sous groupe du groupe G.

U : l�ensemble des nombres complexes de module égal à 1:

Un : l�ensemble des racines n-iémes de l�unité.

nZ : les sous-groupes de Z:

hSi : l�intersection de tous les sous-groupes de G qui contiennent S:
Hom(G;G0) : l�ensemble des morphismes de groupes de G dans G0.

Im(f) : l�image de f .

Ker(f) : le noyau de f .

H C G : H est un sous groupe normal du groupe G.

xRy : x en relation avec y.

xH et Hx : les classes à gauche et à droite de x modulo H.

HR et RH : les relations à gauche et à droite modulo H:

(G=H)g et (G=H)d : l�ensemble des classes d�équivalence des éléments de G pour

la relation à gauche et à droite modulo H:

[G : H] : le cardinal de l�ensemble (G=H)g (ou (G=H)d).

jGj : le cardinal de G.
o(x) : l�ordre de x.

G=R : l�ensemble quotient de G par la relation R.

G=H : l�ensemble quotient de G par H.

S(E) :groupe symétrique de E.

Z=nZ : l�ensemble des entiers modulo n.

Pn : le sous-ensemble de {1,...,n} des nombres premiers avec n:

'(n) : le cardinal de Pn.

Dn : le groupe diédral.



� : alphabet �ni.

�� : l�ensemble des mots sur �.

I : l�ensemble d�indice.

jwj : la longeur du mot w.
jwj� : le nombre d�occurence de la lettre � dans le mot w.
w(i) : la i-éme lettre.ew : l�image miroir de w.
Pref(w) ( resp Suff(w); Fac(w)) : les pré�xes (resp su¢ xes, facteurs) de w.

wn : la puissance n-iéme de w.

L : langage.

Ln : la puissance n-iéme de langage L.

L� : l�étoile de Kleene de L.
�= : isomorphe.
L(X) : le groupe libre de base X .

M(X) : l�ensemble des mots en X [X�1:

LX : l�ensemble des mots réduits correspondants à chaque classe de M(X)=R:

hXnRi : la présentation du groupe G par générateurs et relations.

hXn;i : la présentation du groupe libre L(X):
hxnxni : la présentation du groupe cyclique d�ordre n.
hxn;i : la présentation du groupe monogène d�ordre in�ni.
(fa; bgnan; b2; abab) : la présentation du groupe diédral Dn .



Résumé

Dans ce travail, on donne tout d�abord des notions générales sur les groupes, par la

suite, on fait une étude sur les groupes monogénes, cycliques et diédraux Dn. D�autre

part, nous avons étudié les mots et les langages dans un monoïde libre et quelques

propriétés.

En�n, on s�intéresse au groupe libre, en mettant l�accent sur la propriété universelle

qui tout groupe engendré par un ensemble X est isomorphe à un quotient noté L(X)

via une congruence.

On donne ensuite quelques présentations des groupes via un quotient d�un groupe

libre : groupe monogéne in�ni, groupe cyclique d�ordre n, groupe diédrale Dn.

Mots clés : Groupe, groupe monogène, groupe cyclique, groupe diédrale, groupe quo-

tient, groupe libre, mot, langage, monoïde libre, homomorphisme de groupes.
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Introduction

La notion de groupe a été introduite pour la première fois au début du dix-

neuvième siécle. A cette époque elle intervient dans les travaux d�Evariste Galois

sur les équation algébriques sous forme de groupes de permutation des racines de

ces équations. Presque au même moment les groupes commencent à jouer un rôle en

géométrie notamment des groupes symétriques de polygone régulier. C�est à partir

de cette double origine algébrique et géométrique qu�a été conçue vers la �n du dix-

neuvième siécle la notion abstraite de groupe et que petit à petit a été construite la

théorie de groupes.

Dans ce mémoire nous allons étudier que pour tout ensemble X, il existe un

groupe L(X) dans lequel tout élément s�écrit de manière unique en fonction des

générateurs xi 2 X. C�est le groupe libre de base X. Ce groupe est d�une grande
importance, car on verra que tout groupe est isomorphe à un quotient d�un tel groupe.

De plus, cela conduit à la notion de groupes présentés par générateurs et relations, qui

sont des groupes dans lesquels les écritures des éléments en fonction des générateurs

peuvent être simpli�ées à l�aide des relations entre ces générateurs. Ces groupes sont

particulièrement intéressants pour les possibilités qu�ils o¤rent, de calculs e¤ectifs sur

les éléments et de dé�nitions explicites de morphismes.

Ce travail est composé de quatre chapitres :

Le premier chapitre consiste à un rappel des notions élémentaires sur les groupes.

Dans le deuxième chapitre nous allons étudier les groupes symétriques, monogénes,

cycliques et les groupes diédraux.

Dans le troisième chapitre nous intéressons à les notions des mots et les langages

dans un monoïde libre et quelques propriétés.

Dans le quatrième chapitre nous avons fait la présentation de quelques groupes

par générateurs et relations.
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Chapitre 1

Généralités sur les groupes

1.1 Notions élémentaires sur les groupes

Dé�nition 1.1

Soit G un ensemble non vide et � : G�G �! G

(a; b) 7�! a � b
une application, (G; �)

est un groupe si :

a) La loi � est associative ie. 8a; b; c 2 G, a � (b � c) = (a � b) � c.

b) L�ensemble G posséde un élément neutre e pour � ie : 9e 2 G; 8a 2 G; a � e =
e � a = a:

c) Tout a 2 G admet un symétrique ie : 8a 2 G, 9b 2 G, a � b = b � a = e:

Si, de plus, la loi � est commutative (ie. 8a; b 2 G; a � b = b � a), alors on dit que
G est un groupe commutatif ou abélien.

Exemple 1.1

a) (Mn(C);+), où Mn(C) désigne l�ensemble des matrices (n; n) à coe¢ cients dans

C est un groupe abélien.

b) Pour tout entier n � 1, l�ensemble GLn(R) des matrices carrées d�ordre n inver-
sibles à coe¢ cients réels est un groupe pour la multiplication des matrices. Le

neutre en est la matrice identité In, car M � In = In �M = M pour toute

M 2 GLn(R), le symétrique de M pour la loi � est la matrice inverse M�1,
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car M �M�1 = M�1 �M = In. Dés lors que n � 2, le groupe GLn(R) n�est
pas abélien.

Table de cayley :

On peut représenter un groupe �ni G d�ordre n par un tableau à n lignes et n

colonnes portant dans la case d�intersection de la ligne indexé par un élément x de

G et de la colonne indexé par un élément y de G la valeur du produit x:y. Il est

facile de véri�er que tout élément de G apparaît une fois et une seule dans chaque

ligne et chaque colonne de la table. Il est clair en�n qu�un groupe �ni est abélien si

et seulement si sa table est symétrique par rapport à la diagonale principale.

Exemple 1.2

Les tables des groupes U2 = f�1; 1g; U3 = f1; j; j2g; U4 = f1; i;�1;�ig sont :

1 �1
1 1 �1
�1 �1 1

1 j j2

1 1 j j2

j j j2 1

j2 j2 1 j

1 i �1 �i
1 1 i �1 �i
i i �1 �i 1

�1 �1 �i 1 i

�i �i 1 i �1

Proprietés d�un groupe :

1. L�élément neutre d�un groupe est unique (e0 = e0 � e = e � e0 = e).

2. Le symétrique d�un élément a est unique (b = (b0a)b = b0(ab) = b0).

3. 8a; b 2 G, (ab)�1 = b�1a�1.

4. L�équation ax = b a une et une seule solution x = a�1b:

5. Le groupe G est régulier à gauche et à droite :

8a; b; c 2 G; c � a = c � b =) a = b et a � c = b � c =) a = b:

Dé�nition 1.2

Soit G un groupe muni d�une loi de composition interne et soit H un sous

ensemble non-vide de G. On dit que H est un sous-groupe de G et on notera H � G
lorsque les deux conditions suivantes sont véri�ées :

3



1. H est stable pour la loi. (ce qui signi�e x:y 2 H pour tous x; y 2 H).

2. H est stable par passage à l�inverse (ce qui signi�e x�1 2 H pour tout x 2 H).

Dans ce cas, la restriction à H de la loi de G dé�nit une loi de composition

interne dans H, pour laquelle H est lui-même un groupe.

Remarque 1.1

a) les deux assertions (1) et (2) sont équivalentes à :

8(x; y) 2 H �H, xy�1 2 H

b) Un groupe G ayant au moins deux éléments admet au moins deux sous groupes :

G et le sous-groupe réduit à l�élément neutre.

c) Il est clair que si H est un sous-groupe d�un groupe G et si K est un sous-groupe

de H, alors K est un sous-groupe de G.

Exemple 1.3

1. Les ensembles Z;Q;R sont des sous-groupes du groupe C muni de l�addition,

mais pas N (car l�opposé d�un élément de N n�est pas nécéssairement un élément

de N).

2. L�ensemble U des nombres complexes de module égal à 1 est un sous-groupe de

C� muni de la multiplication. Pour tout entier n � 1, l�ensemble Un des racines

n-ièmes de l�unité est un sous-groupe de U.

Proposition 1.1

Les sous-groupes de (Z;+) sont les nZ = fnx; x 2 Zg, pour n parcourant N.

Preuve.

Il est clair que les nZ = fnx; x 2 Zg, pour n parcourant N, sont des sous-groupes
de Z.

Réciproquement, soit H un sous-groupe de Z :

Si H = f0g, alors H = nZ avec n = 0.

Si H 6= f0g, son intersection avec N� est un ensemble non vide d�entiers positifs et
possède donc un plus petit élément n. Soit x un élément quelconque de H, la division
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euclidienne de x par n donne x = ny + k, avec 0 � k < n. Comme k = x � ny
appartient à H, k est nul par dé�nition de l�entier n. On en déduit que H = nZ.

Dé�nition 1.3

On appelle sous-groupe propre d�un groupe G tout sous groupe distinct de G et

de l�élément neutre.

Proposition 1.2

SoientG un groupe, I un ensemble non vide et fHigi �I une famille de sous-groupes
de G. Alors

T
i �I

Hi est un sous-groupe de G.

Preuve.

Soit H =
T
i �I

Hi, a; b 2 H ) a; b 2 Hi, 8i) ab�1 2 Hi, 8i) ab�1 2 H:

Remarque 1.2

Une réunion de sous-groupes d�un groupe G n�est en général pas un sous-groupe

de G. Par exemple, on véri�era que 3Z et 5Z sont des sous-groupes de Z, mais que

3 + 5 = 8 n�appartient pas à 3Z [ 5Z.

Dé�nition 1.4

Soit G un groupe et S � G.

1. On note hSi l�intersection de tous les sous-groupes de G qui contiennent S.

C�est un sous-groupe de G appelé sous-groupe engendré par S.

2. Si G = hSi, on dit que G est engendré par S et que S est une partie génératrice
de G. Les éléments de S sont appelés générateurs de G.

Proposition 1.3

Soient G un groupe et S une partie non vide de G. On a :

hSi = fx1:::xn; n 2 N�; xi 2 S ou x�1i 2 S, 8i, 1 � i � ng:

Preuve.

Notons H = f
nQ
i=1

xi; n 2 N�, xi 2 S où x�1i 2 S, 8i; 1 � i � ng. On remarque
que S est contenu dans H. Soient x = x1:::xn et y = y1:::yp des éléments de H; alors
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xy�1 = x1:::xny
�1
p :::y

�1
1 appartient à H, ce qui prouve que H est un sous-groupe de

G.

D�où hSi est contenu dans H. Il est clair que tout sous-groupe de G contenant S
contient H, d�où hSi = H.
Cas partuculier important :

Si S = fxg pour x 2 G, on note alors x le sous-groupe engendré par x et il est

clair que hxi = fxn; n 2 Zg.

Proposition 1.4

Soit G un groupe et S � G (S 6= ;), hSi = fx = x1x2:::xn; n 2 N�; xi 2
S [ S�1;8i; 1 � i � ng; hSi est le plus petit sous-groupe de G contenant S:

Preuve.

1. On montre que S � hSi; on a : 8x 2 S =) x 2 hSi (n = 1): Donc S � hSi:

2. On montre que hSi est un sous-groupe de G :

� S 6= ; et S � hSi =) hSi 6= ;:

� Soient x; y 2 hSi; x 2 hSi () x = x1x2:::xn; n 2 N�; xi 2 S [ S�1;8i; 1 � i � n:
y 2 hSi () y = y1y2:::yr; r 2 N�; yi 2 S [ S�1;8i; 1 � i � r:

On a : xy�1 = (x1x2:::xn)(y1y2:::yr)
�1:

= (x1x2:::xn)(y
�1
r y

�1
r�1:::y

�1
1 ):

= z1z2:::znzn+1:::zn+r:

et 8i; 1 � i � n+ r; zi 2 S [ S�1 =) xy�1 2 hSi:

Donc hSi est un sous-groupe de G.

3. Soit K un sous-groupe de G; on montre que hSi � K :

Soit x 2 hSi, i.e, x = x1x2:::xn; n 2 N�; xi 2 S [ S�1;8i; 1 � i � n; On a :8>><>>:
S � K =) S�1 � K =) S [ S�1 � K:

et

K un sous-groupe de G:

=) 8i; 1 � i � n; xi 2 K =) x = x1x2:::xn 2 K:

Donc hSi � K:

De 1),2),3) hSi est le plus petit sous-groupe de G contenant S:
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Remarque 1.3

Si la loi de G est notée additivement, on a :

S = fx1 + ���+ xn; n 2 N�; xi 2 S et � xi 2 S;8i; 1 � i � ng:

d�où hxi = fnx; n 2 Zg.

Dé�nition 1.5

Soient (G; �) et (H; �) deux groupes. Une application de G dans H est un mor-

phisme de groupes lorsque :

8x; y 2 G; f(x � y) = f(x) � f(y):

Si G = H et � = �; on parle d�endomorphisme.
Si f est bijective, on parle d�isomorphisme:

Si f est un endomorphisme bijectif, on parle d�automorphisme.

Exemple 1.4

1. x 7�! lnx réalise un isomorphisme de (R�+; :) sur (R;+):

2. L�application exp : R ! R�+ qui à tout nombre réel associe son exponentielle

est un morphisme de groupes de R muni de l�addition dans R�+ muni de la

multiplication, car : exp(x+ y) = expx : exp y, pour tous x; y 2 R:

Notation 1.1

On note Hom(G;G0) l�ensemble des morphismes de groupes de G dans G0:

Proposition 1.5

Soient G;G0; G00 trois groupes. Alors pour tout f de Hom(G;G0) et tout g de

Hom(G0; G00); g � f appartient à Hom(G;G00).

Preuve.

Notons (G; �), (G0; �) et (G00; .). Il est clair que g � f est une fonction de G dans

G00. Soit a; b 2 G, montrons que (g � f)(ab) = (g � f)(a).(g � f)(b). Puisque f et g
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sont des morphismes de groupes on obtient : (g �f)(ab) = g(f(ab)) = g(f(a)�f(b)) =
g(f(a)) . g(f(b)) = (g � f)(a) . (g � f)(b):

Dé�nition 1.6

Soit f : G! G0 un morphisme de groupes.

i) L�ensemble f(G) = fx0 2 G0;9x 2 G; f(x) = x0g = ff(x); x 2 Gg est appelé
l�image de f; et noté Im(f):

ii) L�ensemble f�1(f�eg) = fx 2 G; f(x) = �eg est appelé le noyau de f , et noté
ker(f).

Proposition 1.6

Tout élément f de Hom(G;G0) véri�e les proprietés suivantes :

1. f(1G) = 1G0 :

2. f(x�1) = f(x)�1 pour tout élément x de G:

3. H < G) f(H) < G0:

4. H
0
< G0 =) f�1(H�) < G avec f�1(H

0
) = fx 2 G; f(x) 2 H 0 g:

Preuve.

1. Notons 1G et 1G0 les éléments neutres respectifs de G et G0. Soit x un élément

de G, on a f(x) = f(x1G) = f(x)f(1G):Or f(x) = f(x)1G0, d�où f(1G) = 1G0 :

2. Pour tout x de G on a 1G0 = f(1G) = f(xx�1) = f(x)f(x�1), d�où f(x�1) =

f(x)�1:

3. Pour tous y1 et y2 dans f(H), il existe x1 et x2 dans H tels que f(x1) = y1 et

f(x2) = y2. D�où y1y�12 = f(x1)f(x2)
�1 = f(x1)f(x

�1
2 ) = f(x1x

�1
2 ) qui appartient à

f(H).

4. Pour tous x et y dans f�1(H) on a f(x) et f(y) dans H, d�où f(xy�1) =

f(x)f(y)�1 appartient à H, et xy�1 appartient à f�1(H):

Théorème 1.2

Soit f : (G; �; eG) �! (G0; �; e �G) un morphisme de groupes alors :

1. ker(f ) est un sous-groupe de G .
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2. f est injectif si et seulement si, ker(f ) = feGg:

3. Im(f ) est un sous-groupe de G0.

4. f est surjectif si et seulement si, Im(f ) = G0.

Preuve.

1) i) On sait que eG 2 ker(f) car f(eG) = e �G , donc ker(f) est non-vide.
ii) Si x; y 2 ker(f), il su¢ t de démontrer que x � y�1 2 ker(f) on voi
f(x � y�1) = f(x) � f(y)�1 = eG0 � e�1G0 = eG0 :
Donc x � y�1 2 ker(f) et ker(f) est un sous-groupe.
2) i) Si f est injectif on a alors :

8x 2 ker(f); f(x) = eG0 = f(eG)) x = eG et donc ker(f) = feGg:
ii) Réciproquement si ker(f) = feGg pour x; y dans G tels que f(x) = f(y); on

a :

eG0 = f(x)
�1 � f(x) = f(x)�1 � f(y) = f(x�1) � f(y) = f(x � y�1):

donc, x � y�1 2 ker(f) et x � y�1 = eG, ce qui équivaut à x = y:
3) i) On sait que Im(f) 6= 0 car f(eG) 2 Im(f), donc Im(f) est non-vide.
ii) Si x; y 2 Im(f), il su¢ t de démontrer que x �y�1 2 Im(f). Comme x; y 2 Im(f),

il existe a; b 2 G tels que :

x = f(a) et y = f(b) alors : x � y�1 = f(a) � f(b)�1 = f(a � b�1) 2 Im(f):
4) La preuve de cette propriété est immédiate sachant que Im(f) = f(G):

Proposition 1.7

Si f est un isomorphisme de groupes de G sur G0, alors la bijection réciproque

f�1 est un isomorphisme de groupes de G
0
sur G.

Preuve.

Soient x0 et y0 deux éléments quelconques de G0. Posons x = f�1(x0) et y =

f�1(y0). Parce que f est un morphisme de groupes, on a f(x:y) = f(x):f(y), donc

f(x:y) = x0:y0, d�où x:y = f�1(x0:y0), c�est-à-dire f�1(x0):f�1(y0) = f�1(x0:y0). Ceci

prouve que f�1est un morphisme de groupes de G0 sur G.
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1.2 Groupes quotients

Dé�nition 1.7

Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On dé�nie sur G la relation

suivante :

xRy () x�1y 2 H:

Proposition 1.8

i) La relation R est une relation d�équivalence.

ii) Soit x un élément de G, sa classe d�équivalence pour la relation R est l�ensemble

xH = fxh; h 2 Hg.

Preuve.

i) 1. La relation R est ré�exive car : 8x 2 G, comme H est un sous-groupe de G,

alors xx�1 = e 2 H; donc 8x 2 G, xRx:
2. La relation R est symétrique car : 8x; y 2 G :

xRy () xy�1 2 H:
=) (xy�1)�1 2 H:
=) yx�1 2 H:
=) yRx:

3. La relation R est transitive car : 8x; y; z 2 G :

(xRy) ^ (yRz) () [(xy�1) 2 H] ^ [(yz) 2 H]:
=) ((xy�1)(yz�1) 2 H; car H est un sous-groupe.

=) (x(y�1y)z�1) 2 H; car la loi de G est associative.
=) (xz�1) 2 H:
=) xRz:

De 1; 2; 3 on déduit que R est une relation d�équivalence.

ii) Si xRy il existe h 2 H tel que x�1y = h, i.e. y = xh.
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Dé�nition 1.8

La relation R est appelée relation d�équivalence à gauche modulo H, et xH la

classe à gauche de x modulo H.

Remarque 1.4

1. On dé�nit une relation d�équivalence à droite modulo H par :

(xRy)() (xy�1 2 H):

et la classe à droite de x modulo H est l�ensemble Hx = fhx; h 2 Hg:

Lorsque nous aurons à considérer les relations à gauche et à droite modulo H,

nous noterons ces deux relations respectivement HR et RH .

2. Quel que soit h dans H, on a Hh = H = hH et H est la classe à droite et à

gauche de l�élément neutre de G modulo H.

3. Si le groupe G est abélien, en notant sa loi additivement, les relations d�équi-

valences dé�nies ci-dessus s�écrivent (xRy) , ((x � y) 2 H), et les relations
d�équivalences (resp les classes) à gauche et à droite modulo H coïncident.

Si le groupe G n�est pas abélien, ce n�est plus le cas, en général. On considère

dans S3 le sous-groupe H = h
i avec 
 =

0@1 2 3

2 1 3

1A.
En remarquant que S3 = fe; 
; �; �2; 
 � �; � � 
g avec � =

0@1 2 3

2 3 1

1A, les classes
à gauche et à droite modulo H sont respectivement :

�H = f�; � � 
g H� = f�; 
 � �g:
�2H = f�2; �2 � 
 = 
 � �g H�2 = f�2; 
 � �2 = � � 
g:
qui sont deux à deux distinctes puisque 
 � � 6= � � 
:

Notation 1.3

On note (G=H)g (resp (G=H)d) l�ensemble des classes d�équivalence des éléments

de G pour la relation à gauche (resp à droite) modulo H. Ces ensembles sont aussi

appelés ensembles quotients à gauche (resp à droite) modulo H.
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Proposition 1.9

Soient G un groupe et H un sous-groupe de G.

i) Toute classe à gauche xH (resp à droite Hx) est équipotente à H.

ii) Les ensembles (G=H)g et (G=H)d sont équipotents.

Preuve.

i) Pour tout élément x de G, l�application H �! xH

h 7�! xh

, est évidemment bijec-

tive.

ii) soit � : (G=H)g �! (G=H)d

xH 7�! �(xH) = Hx�1

,

montrons que � est une application. En e¤et, xH = yH est équivalent à x�1y 2 H,
d�où x�1 2 Hy�1, et Hx�1 = Hy�1, c�est-à-dire �(xH) = �(yH):
D�autre part, Hx�1 = Hy�1 est équivalent à x�1y 2 H, autrement dit, xH = yH.

Ceci signi�e que �(xH) = �(yH) implique xH = yH et donc que � est injective.

De plus, pour tout Hx dans (G=H)d, on a Hx = �(x�1H), par conséquent � est

surjective. Il existe donc une application bijective de (G=H)g sur (G=H)d, ce qui

prouve que ces deux ensembles sont équipotents.

Dé�nition 1.9

Un groupe G est dit �ni s�il n�a qu�un nombre �ni d�éléments. Dans ce cas, le

cardinal de G s�appelle l�ordre du groupe G et est noté jGj:
Soient G un groupe et x un élément de G. On appelle ordre de x, qu�on note o(x),

le cardinal de hxi. Si ce cardinal est in�ni, on dit que x est d�ordre in�ni.

Dé�nition 1.10

Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On appelle indice de H dans G,

qu�on note [G : H], le cardinal de l�ensemble (G=H)g (ou (G=H)d).

Théorème 1.4 (de Lagrange).

Si G est un groupe �ni, pour tout sous-groupe H de G on a :

jGj = jHj[G : H]:
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Preuve.

Puisque les xH; x 2 G, sont les classes d�équivalences pour la relation d�équiva-
lence R, elles forment une partition de G,

i.e :

G =
[

x2fx1;:::;xkg

xH où k = j(G=H)gj

jGj = j
kS
i=1

xiHj

=
kP
i=1

jxiHj

=
kP
i=1

jHj

= jHj[G : H]
D�où la formule jGj = jHj[G : H]:

Remarque 1.5

Ce théorème est souvent énoncé de la façon suivante : dans un groupe �ni, l�ordre

de tout sous-groupe divise l�ordre du groupe.

Corollaire 1.1

Pour tout groupe �ni, l�ordre de tout élément divise l�ordre du groupe.

Preuve.

Pour tout x de G, l�ordre de x est cardinale du sous-groupe hxi de G. On applique
alors le théorème de Lagrange avec H = hxi:

Dé�nition 1.11

Soit E un ensemble muni d�une loi de composition interne (notée multiplicative-

ment) sur lequel est dé�nie une relation d�équivalence R.

i) R est compatible à droite (resp. à gauche) avec la loi si, quelsque soient x; y; a dans

E, on a (xRy) =) (xaRya) (resp (xRy) =) (axRay)).

ii) R est compatible avec la loi si elle est compatible à droite et à gauche.
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Proposition 1.10

R est compatible avec la loi de G si et seulement si :

8x; �x; y; �y 2 E; [(xR�x) et (yR�y)] =) [xyR�x�y]:

Preuve.

Supposons que R soit compatible avec la loi : alors si xRx0 et yRy0, on a xyRx
0
y

et x0yRx0y0, d�où xyRx0y0 par transitivité.

Réciproquement, l�assertion de l�énoncé étant vrai pour tout x; �x; y; �y, c�est en

particulier vrai pour y = �y, d�où si xR�x alors xyR�xy et la relation est compatible à

droite avec la loi. De même, en considérant x = �x, on montre qu�elle est compatible

à gauche.

Proposition 1.11

SoientG un ensemble muni d�une loi de composition interne, R une relation d�équi-

valence dé�nie sur G et G=R l�ensemble quotient de G par la relation d�équivalence

R. Alors la loi interne de G induit une loi interne sur G=R, (x; y) ! xy (où pour

z 2 G; z désigne la classe d�équivalence de z) si et seulement si R est compatible avec
la loi de G.

Preuve.

La correspondance (x; y) ! xy dé�nit une loi interne sur G=R si et seulement

si elle dé�nit une application G=R �G=R ! G=R, autrement dit, si et seulement si

(x = x1; y = y1)) (xy = x1y1)

d�où le résultat d�aprés la proposition précidante.

Remarque 1.6

Si la relation R est compatible avec la loi de G, la loi induite sur G=R par celle

de G est dé�nie par xy = xy:

Il est clair que si la loi de G est associative (resp commutative, resp admet un

élément neutre e; resp tout élément x admet un élément symétrique x�1), il est de

même pour la loi induite sur G=R, e est l�élément neutre, l�élément symétrique de x

est x�1:
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Proposition 1.12

Soient G un groupe et R une relation d�équivalence dé�nie sur G, compatible avec

la loi de G. Alors l�ensemble quotient G=R, muni de la loi induite par la loi de G (

dé�nie par (x; y)! xy); est un groupe.

Proposition 1.13

Pour tout sous-groupe H d�un groupe G, la relation RH (resp.HR) est compatible

à droite (resp. à gauche) avec la loi de composition de G .

Réciproquement, si une relation R dé�nie sur un groupe G est compatible à droite

(resp. à gauche) avec la loi de composition du groupe G, alors il existe un unique sous-

groupe H de G tel que R = RH (resp. R =H R).

Preuve.

Soient x; y; a des éléments de G tels que xRHy, i.e. xy�1 2 H. Alors, (xa)(ya)�1 =
xaa�1y�1 appartient à H , i.e. xaRHya.

Une démonstration analogue donne le résultat pour HR.

Soit R une relation d�équivalence dé�nie sur G, compatible à droite avec la loi de

G. On note H la classe d�équivalence de l�élément neutre 1G de G. Montrons que H

est un sous-groupe de G. Puisque 1G 2 H, H est non vide. Pour tous x et y dans H,

on a xR1G et yR1G.

La compatibilité de R avec la loi de G implique que xy�1Ry�1 ; de plus, puisque

yR1G, on a yy�1Ry�1, d�où 1GRy�1 et y�1R1G.

On en déduit que xy�1R1G, i.e. xy�1 2 H, ce qui prouve que H est un sous-groupe

de G. Véri�ons que R = RH . Si xRy alors, d�après la compatibilité, xy�1R1G, d�où

xy�1 2 H et xRHy. Si xRHy, xy�1 2 H, donc xy�1R1G et d�après la compatibilité,
xRy. L�unicité de H découle du fait que si R = RH , alors H est la classe d�équivalence

de 1G.

La relation d�équivalence R est donc compatible avec la loi de G si et seulement

si il existe un sous-groupe H de G tel que R =H R = RH .

Dé�nition 1.12

Un sous-groupe H d�un groupe G est dit normal (ou distingué) dans G si

HR = RH . On note alors H CG.
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Remarque 1.7

On peut énoncer plusieurs conditions équivalentes pour que H soit un sous-groupe

distingué de G :

1. 8x 2 G, xH � Hx:

2. 8x 2 G, xH = Hx:

3. 8x 2 G, xHx�1 � H:

4. 8x 2 G, xHx�1 = H:

5. 8h 2 H, 8x 2 G, xhx�1 2 H:

Résultats immédiats :

1. Dans un groupe quelconque G, les sous-groupes triviaux feg et G sont distin-

gués.

2. Dans un groupe abélien, tout sous-groupe est distingué.

3. Le noyau d�un homomorphisme de groupes est un sous-groupe distingué : si

f : G! G0 est un homomorphisme de groupes, ker(f)CG:

Dé�nition 1.13

soient G un groupe et H un sous-groupe normal de G. La relation binaire sur

G dé�nie par xRy si et seulement si xy�1 2 H est une relation d�équivalence sur G

compatible avec la loi du groupe est appelée relation de congruence modulo H.

Théorème 1.5

L�ensemble quotient, noté G=H; muni de la loi x; y 2 G=H; x � y = xy; est un

groupe appelé groupe quotient de G par H et la surjection canonique � : G �!
G=H; x 7�! x est un homomorphisme de groupe (on écrit dans ce cas, x � y(mod H)
pour désigner que xRy).

Preuve.

1. La loi � est bien dé�nie car l�application � : (GnH)� (GnH) �! (GnH)
(x; y) 7�! x � y = xy

Constitue ainsi une loi de composition interne sur GnH:
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2. La loi � est associative car : 8x; y; z 2 G : x � (y � z) = x � (yz) = x(yz) =

(xy)z = (xy) � z = (x � y) � z:

3. La loi admet élément neutre e : 8x 2 G : e � x = ex = xe = x � e = x:

4. La loi � admet élément inverse (x)�1 = x�1 :

8x 2 G : x � x�1 = xx�1 = e et x�1 � x = x�1x = e:

En�n, la surjection canonique � : G �! G=H; x 7�! x est un morphisme de

groupes.

i) 8x; y 2 G : �(x � y) = xy = x � y = �(x) � �(y):

ii) �(e) = e:

Exemple 1.5

On considére G = Z et H = nZ avec n 2 N: Puisque Z est commutatif, le sous-
groupe nZ est distingué dans Z. Deux entiers x et y sont en relation modulo nZ si,

et seulement si, x� y 2 nZ; si, et seulement si, n=x� y (ou 9k 2 Z : x� y = nk) i.e,
x � y(mod n) et ainsi la notation Zn = G=H = Z=nZ est justi�ée.
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Chapitre 2

Etude sur les groupes monogènes,

cycliques et les groupes diédraux.

2.1 Groupe symétrique

Dé�nition 2.1

Soit E un ensemble non vide, l�ensemble S(E) des bijections de E sur E muni de

la loi de composition des applications, est dit groupe symétrique de E.

Si E est �ni, de cardinal n � 1, on note Sn le groupe symétrique de E, les éléments
de Sn sont appelés des permutations de E.

Théorème 2.1

Soit E un ensemble �ni, de cardinal n, n 2 N : (Sn; �) est un groupe d�ordre n!;
pour n � 3, ce groupe n�est pas commutatif.
Preuve.

Une permutation de Sn est entièrement déterminée par les images de 1; :::; n, qui

sont des éléments distincts de 1; :::; n. Pour compter le nombre d�éléments � de Sn,

observons que pour l�image de 1, il y a n choix, pour l�image de 2, il y a n� 1 choix
(car �(2) =2 f�(1)g), pour l�image de 3, il y a n�2 choix (car �(3) =2 f�(1); �(2)g ), et
ainsi de suite, en�n pour l�image de n, il y a 1 choix (car �(n) =2 f�(1); :::; �(n� 1)g).
Donc au total, il y a n! = n:(n � 1):::2:1 permutations de 1; :::; n, c�est l�ordre du
groupe Sn.

18



Soit n � 3. Pour montrer que Sn est non commutatif, il su¢ t d�exhiber deux

éléments �; � 2 Sn, tels que � � � 6= � � � . Prenons par exemple :

� =

0@1 2 3 4 ::: n

2 3 1 4 ::: n

1A et � =

0@1 2 3 4 ::: n

2 1 3 4 ::: n

1A
Alors :

� � � =

0@1 2 3 4 ::: n

3 2 1 4 ::: n

1A 6= � � � =
0@1 2 3 4 ::: n

1 3 2 4 ::: n

1A :
Théorème 2.2 (de cayley)

Tout groupe �ni d�ordre n est isomorphe à un sous-groupe de Sn.

Preuve.

Soit G un groupe d�ordre n, noté multiplicativement et d�élément neutre e.

Soit ta : G �! G

x 7�! ax

; ta est bijective car l�équation d�inconnu x : ax = b, admet

une seule solution qui est a�1b.

L�application � : G �! S(G)

a 7�! ta
� est un morphisme de groupes de G dans S(G) On a :

8a; b 2 G : �(ab) = �(a) � �(b):
�(a) = idG () ta = idG () a = e donc ker(�) = feg.
Alors � est un morphisme injectif.

Il existe donc un morphisme injectif de G dans Sn, G est donc isomorphisme à

sous-groupe de Sn.

2.2 Groupes monogènes

Dé�nition 2.2

Le sous-groupe d�un groupe G engendré par un élément g de G est noté hgi. Il
vient rapidement que :

hgi = fgm : m 2 Zg =
�
:::; g�2; g�1; e; g; g2; ::

	
:

où e désigne l�élément neutre de G. Le groupe G est dit monogène s�il existe g
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dans G tel que G = hgi. S�il en est ainsi, g est appelé générateur de G. Nous disons
aussi que G est engendré par g. Un groupe monogène est visiblement abélien.

Exemple 2.1

1. (Un; �) est monogène car Un = hwi avec w = e2i�=n:

2. (C;+) et (C�;�) ne sont pas des groupes monogènes.

Proposition 2.1

Soient G un groupe monogène et H un groupe. S�il existe un morphisme de groupes

surjectif de G sur H alors H est monogène.

Preuve.

Soient g un générateur de G et ' un morphisme de groupes surjectif de G sur H.

Pour tout h 2 H, il existem 2 Z tel que h = '(gm). Mais comme ' est un morphisme
de groupes, nous obtenons h = ('(g))m. Il vient que :

H = f('(g))m : m 2 Zg

En d�autres termes, H est monogène et '(g) en est un générateur.

Théorème 2.3

Un groupe G est monogène si et seulement si, il existe n 2 N tel que G soit

isomorphe au groupe Z�nZ.

Preuve.

La condition proposée pour que G soit monogène est evidemment su¢ sante. Mon-

trons qu�elle est nécéssaire. Soient G un groupe monogène et g un générateur de G.

Nous avons donc :

G = fgm : m 2 Zg :

Considérons l�application ' dé�nie de Z dans G par :

'(m) = gm pour tout m 2 Z

Il n�est pas ardu de voir que ' est morphisme de groupes surjectif. Le premier

théorème d�isomorphismes assure le faitG est isomorphe au groupe quotient Z� ker',
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où ker ' désigne le noyau de '. Or, comme ker' est un sous-groupe de Z, il existe

n 2 N tel que ker' = nZ. Par conséquent, G est isomorphe à Z�nZ et le problème

est résolu.

Corollaire 2.1

Un groupe est monogène in�ni si, et seulement si, il est isomorphe à Z:

Preuve.

Soit G un groupe. Il est évident que si G est isomorphe à Z alors G est monogène

in�ni. Inversement, supposons que G est monongène in�ni. D�après théorème préci-

dante, il existe n 2 N tel que G soit isomorphe à Z�nZ. Mais comme G est in�ni,

Z�nZ doit être in�ni, ce qui donne n = 0. Finalment, G est isomorphe à Z.

Proposition 2.2

Tout sous-groupe d�un groupe monogène in�ni est un groupe monogène.

Preuve. Soit G un groupe monogène in�ni. D�aprés théorème précédente, G est

isomorphe à Z par un isomorphisme ': Soit H un sous-groupe de G.

Comme ' est un homomorphisme, '(H) est un sous-groupe K de Z: Or tout

sous-groupe de Z est monogène donc comme H = '�1(K); H est monogène .

Proposition 2.3

Tout groupe monogène in�ni possède exactement deux générateurs inverse l�un de

l�autre.

Preuve.

Soient G un groupe monongène in�ni et g un générateur de G. Soit h un autre

générateur de G et 'h l�isomorphisme de groupes de Z sur G dé�ni par :

'h(m) = h
m pour tout m 2 Z

Comme g est un générateur de G, '�1h (g) est obligatoirement un générateur de Z.

Mais les seuls générateurs de Z sont manifestement 1 et �1. Donc, g = 'h(1) = h ou
g = 'h(�1) = h�1. Ce qu�il fallait démontrer.
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2.3 Groupes cycliques

2.3.1 Caractérisation des groupes cyclique

Dé�nition 2.3

On appellera groupe cyclique tout groupe monogéne �ni, plus précisement, on dit

que G est un groupe cyclique d�ordre n si : G = hgi = fe; g; g2; g3; :::; gn�1g :
Il est clair un groupe cyclique est toujours abélien.

Exemple 2.2

1. Pour n 2 N�, (Z=nZ;+) = 1 est cyclique d�ordre n.

2. Notant Un = fz 2 C�=zn = 1g ; on a (Un;�) < (C�;�) cyclique d�ordre n:

Corollaire 2.2

Soient G et G0 deux groupes isomorphe. Alors, G est cyclique si et seulement si

G0 est cyclique.

Preuve.

Soit f l�isomorphisme de G vers G0. Comme f est surjective, si G est cyclique

alors G0 est cyclique.

Comme f�1 est surjective, si G0 est cyclique alors G est cyclique. D�où G est

cyclique si et seulement si G0 est cyclique.

Corollaire 2.3

Deux groupes cycliques de même ordre sont isomorphes.

Preuve.

Soient G1 et G2 deux groupes cycliques d�ordre n de générateurs respectifs g1 et

g2. Considérons l�application f : G1 �! G2, dé�nie par :

8k � 0

8>><>>:
f(gk1) = g

k
2 si G1 et G2 sont deux groupes multiplicatifs ;

f(kg1) = kg2 si G1 et G2 sont deux groupes additifs ;

f(gk1) = kg2 si G1 est un groupe additif et G2 un groupe multiplicatif.

L�application f est clairement un isomorphisme entre G1 et G2.
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Corollaire 2.4

Tout groupe cyclique d�ordre n > 1 est isomorphe au groupe additif Z�nZ:

Preuve.

On sait que le groupe Z=nZ (additif) est cyclique d�ordre n (engendré par �1). La

conclusion est immédiate d�après le corollaire précédent.

Théorème 2.4

Tout groupe �ni d�ordre premier est cyclique.

Preuve.

Soit G tel que jGj = p > 0, p premier. Soit x 6= 1 dans G, alors jhxij divise p et
comme jhxij 6= 1, jhxij = p = jGj, d�oú hxi = G. On a ainsi montré aussi que tout

élément de G, di¤érent du neutre, engendre G.

2.3.2 Sous-groupe d�un groupe cyclique

Proposition 2.4

Tout sous-groupe, non réduit à l�élément neutre, d�un groupe cyclique est un

groupe cyclique.

Preuve.

D�aprés la corollaire 2.4, il su¢ t de montrer que si n 2 N� alors tout sous-groupe de
Z=nZ est cyclique. Soit alors H un sous-groupe de Z=nZ. L�image réciproque s�1(H)

par la surjection canonique s de Z sur Z=nZ est un sous-groupe de Z. Il existe alors

m 2 N tel que s�1(H) = mZ. La restriction de s à mZ induit manifestement un

morphisme de groupes surjectif de mZ sur H . Le reste se déduit directement de la

proposition 2.1.

Théorème 2.5

Soit G = hxi un groupe cyclique d�ordre n:
Tout sous-groupe H de G est un groupe cyclique engendré par xd oú d est le plus

petit entier > 0 tel que xd 2 H. De plus, d�n et jHj = n�d.
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Preuve.

Soit H un sous-groupe d�un groupe cyclique hai, d�élément neutre noté e avec
H 6= feg. Si an 2 H, alors a�n 2 H, donc H contient au moins une puissance positive

de a. Notons alors d la plus petite puissance telle que ad 2 H. Soit as 2 H. La division
euclidienne de s par d donne : s = qd+ r avec 0 < r < d et q; r éléments de Z. Donc,

as(a�d)q = ar 2 H, ce qui contredit la minimalité de d sauf si r = 0. Par suite, les
exposants de toutes les puissances de a appartenant à H sont divisibles par d, donc

H = hadi.

Théorème 2.6

Soit G = hxi un groupe cyclique d�ordre n, l�ordre de xk est n
pgcd(n;k)

.

Preuve.

Posons d = pgcd(n; k). L�ordre de hxki est par dé�nition le plus petit entier m tel

que xkm = e. Or dire que xkm = e est équivalent à dire que n divise km ou encore que

n=d divise m. Le plus petit entier naturel m ayant cette propriété est m = n=d.

2.3.3 Générateurs d�un groupe cyclique

Théorème 2.7

Soit G = hxi un groupe cyclique d�ordre n � 2. Alors les générateurs de G sont

les éléments xk tels que les entiers k et n soient premiers entre eux.

Preuve.

On a G = fe; x; x2; x3; :::; xn�1g. Soit k 2 Z� et H = hxki. On a H = G si et

seulement si x 2 H (puisqu�alors H contient toutes les puissances de x et donc tous

les éléments de G). Or :

x 2 H , il existe u 2 Z tel que x = xku;
x 2 H , il existe u 2 Z tel que xku�1 = e;
x 2 H , il existe u 2 Z tel que ku� 1 est multiple de l�ordre n de x;
x 2 H , il existe u; v 2 Z tel que ku+ nv = 1.
Cette dernière condition équivaut, d�aprés le théorème de Bezout, au fait que k et

n sont premiers entre eux, ce qui achève la preuve.
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Dé�nition 2.4 (Fonction indicatrice d�Euler)

Pour tout n 2 N�, notons Pn le sous-ensemble de f1; 2; :::ng des nombres premiers
avec n. Le cardinal de Pn est noté '(n). En posant '(1) = 1, nous obtenons une

application ' dé�nie de N� vers N� par :

'(n) = card(Pn) pour tout n 2 N�

L�application ' est appelée fonction indicatrice d�Euler. Il est clair que si p 2 N
est un nombre premier alors '(p) = p� 1.

Proposition 2.5

Un groupe cyclique d�ordre n 2 N possède '(n) générateurs.
Preuve.

On peut appliquer directement le théoréme 2.7. En particulier, un groupe cyclique

d�ordre premier p possède p� 1 générateurs.
Pour poursuivre l�étude de la fonction indictrice d�Euler, nous avons besoin de

rappeler certains faits concernant le groupe produit de deux groupes. Soient G et H

deux groupes dont les lois sont notées multiplicativement. Nous pouvons dé�nir une

loi de composition interne sur le produit cartésien G�H en posant :

(g; h)(�g; �h) = (g�g; h�h) pour tout ((g; h); (�g; �h)) 2 (G�H)2:

Nous obtenons une structure de groupe sur G �H. En particulier, si eG désigne
l�élément neutre de G et eH désigne celui de H, le couple (eG, eH) est l�élément neutre

de G�H .

2.4 Groupes Diédraux Dn

On considère dans cette partie le plan a¢ ne et euclidien P rapporté à un repère

orthonormé (O;~i;~j) et P (2) les groupes des isométries du plan P .
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2.4.1 Isométries du plan

Dé�nition 2.5

Une application f : P �! P est une isométrie de P si pour tous A;B 2 P; on a
f(A)f(B) = AB:

Les isométries du plan sont :

Les translations :

Les pointsM etM
0
se correspondent par la translation qui transforme A et B si :

ABM
0
M est un parallélogramme ou encore

�!
AB =

���!
MM

0
:

Les rotations :

Les points M et M
0
se correspondent par la rotation de centre O et d�angle � qui

transforme A en B si :

\MOM 0 = [AOB = � et OM = OM
0
:

Les symétries axiales :

Les points M et M
0
sont symétriques par rapport à la droite (d) si :

� Les droites (MM 0
) et (d) sont perpendiculaires.

� M et M
0
sont situés à égale distance de (d).

Ou encore : (d) est la médiatrice de
h
M �M

i
:

Les symétries centrales :

Les point M et M
0
sont symétrique par rapport au point O si :

O appartient au segment
�
MM

0�
et OM = OM

0
. Ou encore : O est le milieu de�

MM
0�
:

Pour tout entier n � 2 on considère un polygone régulier Pn à n sommets, centré
en O et tel que l�un de ses sommets soit sur l�axe Ox.

On considère alorsDn l�ensemble des isométries du plan P qui conserve le polygone

régulier Pn. Autrement dit, qui conservant globalement l�ensemble de ses n sommets.

Dé�nition 2.6

Pour tout n � 2; le groupe Dn s�appelle le groupe diédral de degré n.
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2.4.2 Générateurs et ordre de Dn

Soit s la symétrie orthogonale d�axe OA0 et r la rotation de centre O et d�angle

2�=n: Donc

s(O) = O et s(Ai) = An�i , pour tout 1 � i � n� 1
r(Ai) = Ai+1; pour tout 1 � i � n� 1; et r(An�1) = A0:
Donc s et r préservent Pn:

Théorème 2.8

Soit n 2 N; n � 3; alors s; r 2 Dn:

De plus, ordre(s) = 2, ordre(r) = n, et s r s = r�1:

Preuve.

La première partie de théorème est une conséquence de ce qui précède. Pour ce

qui est de la deuxième partie :

Par dé�nition, une symétrie véri�e s2 = Id et s 6= Id donc ordre(s) = 2: De plus,
puisque rn(Ai) = Ai; rn (n � 3) �xe au moins trois point du plan donc rn = Id et
r; r2; :::; rn�1 6= Id donc ordre(r) = n (le fait qu�une rotation d�angle 2�=n est d�ordre
n est un résultat bien connu et que l�on vient de redémontrer).

Maintenant : en posant An = A0 on a :

r s r s (Ai) = r s r (An�i) = r s (An�i+1) = r (Ai�1) = Ai:

Ainsi r s r �xe plus de trois points du plan, donc r s r s = Id.

D�où la relation s r s r = Id.

Exemple 2.3

1. Pour n=3 on note D3 le groupe des isométries d�un triangle équilatéral .

Les éléments de D3 sont

I =identité.

R1 = la rotation d�angle 2�=3:

R2 =la rotation d�angle 4�=3:

V =la symétrie par rapport à l�axe de symétrie vertical.

�1 =la symétrie par rapport à la première diagonale.

�2 =la symétrie par rapport à la deuxième diagonale.
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Qui se composent suivant la table :

� I R1 R2 V �1 �2

I I R1 R2 V �1 �2

R1 R1 R2 I �2 V �1

R2 R2 I R1 �1 �2 V

V V �1 �2 I R1 R2

�1 �1 �2 V R2 I R1

�2 �2 V �1 R1 R2 I

Ce groupe fait partie d�une suite de groupes Dn; n � 3:

2. Pour n = 4 D4 le groupe des isométries du carré pour la composition des

applications.

Les éléments de D4 sont :

I =identité.

R1 = la rotation de centre O et d�angle �=2:

R2 =la rotation de centre O et d�angle �:

R3=la rotation de centre O et d�angle 3�=2:

H =la symétrie par rapport à l�axe de symétrie horisontal.

V =la symétrie par rapport à l�axe de symétrie vertical.

�1 =la symétrie par rapport à la première diagonale.

�2 =la symétrie par rapport à la deuxième diagonale.
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Qui se composent suivant la table :

� I R1 R2 R3 H V �1 �2

I I R1 R2 R3 H V �1 �2

R1 R1 R2 R3 I �1 �2 V H

R2 R2 R3 I R1 V H �2 �1

R3 R3 I R1 R2 �2 �1 H V

H H �2 V �1 I R2 R3 R1

V V �1 H �2 R2 I R1 R3

�1 �1 H �2 V R1 R3 I R2

�2 �2 V �1 H R3 R1 R2 I

Ce groupe fait partie d�une suite de groupes Dn; n � 3:

Théorème 2.9

Dn = hr; si = frk; srk /0 � k � n� 1g:
Preuve.

Les seules isométries qui préservent Pn sont :

i) Les rotations d�angles 2�=n; c�est-à-dire, les rk (Id = r0):

ii) Les symétries d�axe OAK et celles passant par les médiatrices des segments

[Ai;Ai+1] (qui peuvent être les mêmes, selon que si n est pair ou impair) c�est

à dire les s rn�k: D�où le résultat.

Proposition 2.6

Pour n � 2; Dn est un groupe �ni d�ordre 2n.

2.4.3 Caractérisation de Dn

Proposition 2.7

Dn est non abélien pour n � 3:
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Preuve.

Pour n = 2, Dn = fe; r1; s; r1 � sg tel que r1 � s = s � r1, donc D2 est abélien.

Pour n � 3; s � r � s � r = 1; on a s � r � s � r�1 = r�2:
r�2 est di¤érent de 1 car r est d�ordre n > 2 donc s � r � s � r�1est di¤érent de

1. D�où, s étant d�ordre 2, (s � r)(r � s)�1 = s � r � s � r�1 est di¤érent de 1 et par
conséquent, s � r est di¤érent de r � s
Dn n�est pas abélien.

Remarque 2.1

Pour tout k , 0 � k � n�1 : (rk1�s)2 = e implique s�rk1 = r�k1 �s ou s�rk1 = rn�k1 �s:

Proposition 2.8

Dn contient un sous-groupe cyclique d�ordre 2:

Preuve.

On véri�e facilement que la ré�exion s d�axe (OI) avec I d�axe 1 appartient à

Dn: s est d�ordre 2 donc hsi est un sous-groupe cyclique d�ordre 2 de Dn:

Proposition 2.9

Dn contient un sous-groupe cyclique d�ordre n:

Preuve.

Les rotations r(O; 2ik�
n
) de centre O et de rayon 2ik�

n
; k = 0; :::; n�1, appartiennent

à Dn. Ces rotations auxquelles on ajoute l�identité, forment un sous-groupe cyclique

de Dn d�ordre n, engedré par la retation r(O; 2�n ):

Proposition 2.10

Pour tout entier k compris entre 1 et n� 1 : a bka = b�k:
Preuve.

Nous allons procèder par récurrence sur k (compris entre 1 et n) :

Cas k = 1 : abab = 1 donc aba = b�1:
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Supposons que la prpriété est vrai pour jusqu�à l�entier k � 1. Alors :

abka = abk�1ba

= abk�1aaba car a est d�ordre 2

= b1�kb�1 par hypothèse de récurrence

= b�k:

Théorème 2.10

SiG est un groupe engendré par deux éléments a et b véri�ant o(a) = n � 2; o(b) =
2 et

o(ab) = 2; alors G est isomorphe à Dn:

Preuve.

Comme o(a) = n on voit que G contient un sous-groupe cyclique d�ordre n qui est

fe; a; :::; an�1g.
Par ailleurs, comme o(ab) = 2; on a a(bab) = e et donc bab = a�1 et par suite

bakb = bakb�1 = an�k (puisque b = b�1):

On en déduit, comme on l�a fait pourDn, que les éléments fe; a; :::; an�1; b; ab; :::; an�1bg
sont distinct deux à deux. Comme G = ha; bi, tout élément de G s�écrit comme un

produit formel de puissance de a et b, mais comme bak = an�kb, on en déduit par

récurrence que tout élément de G s�écrit sous la forme aibj avec i; j 2 Z, mais comme
o(a) = n et o(b) = 2; on voit que l�on peut prendre i = 0; :::; n� 1 et j = 0; 1: Ainsi,
on a :

G =
�
e; a; :::; an�1; b; ab; :::; an�1b

	
:

On voit alors que l�application ' : G! Dn dé�nie par '(aibj) = ri1 � sj:
Est un isomorphisme de groupe.
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Chapitre 3

Etude sur les mots et les langages

dans un monoïde libre

3.1 Monoïde

Dé�nition 3.1

Un monoïde est un ensemble M muni d�une loi interne, i.e. d�une application :T :

M �M �!M , qui satisfait aux conditions suivantes :

i) L�opération T est associative : 8 x; y; z 2 M : (xTy)Tz = xT (yTz):

ii) Il existe un neutre (unique) e 2M tel que 8x 2M : xTe = eTx = x:

Remarque 3.1

Un monoïde (M; T; e) qui est tel que tout élément de M possède un inverse est

un groupe.

Exemple 3.1

Tout groupe est un monoïde, (N;+; 0)est un monoïde qui n�est pas un groupe.

Dé�nition 3.2

Soit un monoïde M = (M; :; e). Un sous-monoïde de M est un triplet M 0 =

(M 0; :; e0) tel que :

1. M 0 �M:
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2. e = e0:

3. 8 m; m0 2M 0 : m:m0 2M 0:

� Soit I est ensemble d�indices et si 8 i 2 I; (Mi; :; e) est un sous-monoïde de M ,

alors (
\
i2I
Mi; :; e) est un sous-monoïde de M:

� Soit Y une partie d�un monoïde M . On appelle sous-monoïde engendré parY ,

le plus petit sous-monoïde de M contenant Y , on le note Y �. D�après ce qui précède,

Y est l�intersection de tous les sous-monoïdes de M qui contiennent Y .

Exemple 3.2

Soit N = (N;+; 0). Soit A l�ensemble des nombres pairs et B l�ensemble des

nombres impairs. (A;+; 0) est le sous-monoïde de N engendré par f2g tandis que
(B;+; 0) n�est pas un sous-monoïde de N .

Dé�nition 3.3

Soit M et N deux monoïdes, un morphisme de M dans N est une application,

� :M �! N qui véri�e :

I �(1M) = �(1N):
I �(x:y) = �(x):�(y) pour tous éléments x et y de M .

Exemple 3.3

L�application n 7�! 2n est un homomorphisme de (N;+; 0) dans (N;�; 1):

3.2 Mot et langage

On introduit dans ce paragraphe quelques dé�nitions, propriétés et notations

concernant les mots et langages.

Dé�nition 3.4

On appelle vocabulaire ( ou alphabet ) un ensemble �ni quelconque �: Exemple

� = f~;};|;�g; � = f1; 0g;� = f!; ; "; #g sont des alphabets.
Les éléments d�un vocabulaire sont appelés lettres, caractéres ou symboles.
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Exemple 3.4

Le biologiste intéressé par l�étude de l�ADN utilisera un alphabet à quatre lettres

fA;C;G; Tg pour les quatre constituants des génes : Adénine, Cytosine, Guanine et
Thymine.

Dé�nition 3.5

Soit � un alphabet. Un mot sur � est une suite �nie de symbole. Par exemple,

abcabb et aabc sont deux mots sur l�alphabet fa; b; cg. La longueur d�un mot w est
le nombre des symboles constituant ce mot, on la note jwj. Ainsi, jabcabbj = 6 et

jaabcj = 4. L�unique mot de longueur 0 est le mot correspondant à la suite vide. Ce
mot s�appelle le mot vide et on la note 1, ou bien ". L�ensemble des mots sur � est noté

��. Par exemple : f0; 1; 2g� = f"; 0; 1; 2; 00; 01; 02; 10; 11; 12; 20; 21; 22; 000; 001; :::::g
( " est le mot vide).

Dé�nition 3.6

ISi a est une lettre de l�alphabet �, pour tout mot w = a1a2:::ak 2 ��, on note
par :

jwja = cardfi 2 f1; 2; :::; kg : ai = ag:

le nombre d�occurrences de la lettre a dans le mot w et w(i) sa i-ème lettre. Par

exemple jabcabbja = 2 et jaabcjc = 1; 00110(1) = 0 et 00110(4) = 1:
IFonction de parikh : Soit un alphabet � de cardinal n � 1, et ordonné
(� = fa1; a2; :::; ang; avec a1 � a2 � ::: � an) : On dé�nit alors la fonction de pa-

rikh 	 : �� �! Nn par :

	(w) = (jwja1 ; :::; jwjan):

Le n-uple 	(w) est appelé vecteur de parikh de w, il est claire que si n � 2, alors
	 n�est pas injectif.

On appelle image miroir d�un mot w = a1a2:::ak le mot :

ew = ak:::a1:
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Dé�nition 3.7

Soit w = a1a2:::ak un mot sur �, les mots :

1; a1; a1a2; :::; a1a2:::aK�1; a1a2:::aK = w:

sont les pré�xes de w. Un pré�xe de w di¤érent de 1 et w est dit propre.

De façon semblable :

1; ak; ak�1aK ; :::; a2:::aK ; a1a2:::aK = w:

sont les su¢ xes de w. Un su¢ xe de w quali�e de propre s�il di¤ére de 1 et de w.

Soient 1 � i � j � k, le mot ai:::aj est un facteur du mot w, on parle de facteur
propre lorsque ce dernier di¤ére de w et de 1, l�ensemble des pré�xes (resp. su¢ xes,

facteurs ) de w est noté Pref(w) ( resp. Suff(w), Fac(w)).

Proposition 3.1

Soit � un alphabet :

1. L�ensemble �� est in�ni.

2. L�ensemble �� est dénombrable.

Preuve.

1. L�ensemble �� est in�ni, en e¤et on a �� =
+1S
n=0

�n = �0 [ �1 [ ::: [ �n [ :::
2. Montrons que �� est dénombrable. Comme � est �ni, on peut donc numéroter

ses éléments, par exemple, si � = f�; �; 
g; alors n(�) = 1; n(�) = 2; n(
) = 3.

Ensuit, soit u un mot ��;on considère les longueur juj premiers nombre premiers, par
exemple si juj = 5; on a les 5 premiers nombre premiers sont : p(1) = 2, p(2) = 3,

p(3) = 5, p(4) = 7, p(5) = 11:

On forme le nombre f(u) =
i=jujQ
i=1

p(i)n(u(i)); oú u(i) désigne la i-ème lettre de u par

exemple si u = �
���; alors

f(u) =
i=jujQ
i=1

p(i)n(u(i)) =
i=5Q
i=1

p(i)n(u(i)) = 21 � 33 � 52 � 71 � 111: Donc on peut

dé�nir une application f : �� �! N; u 7�! f(u) =
i=jujQ
i=1

p(i)n(u(i)) par l�unicité de la
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décomposition d�un entier en facteurs premier, l�application f est injective. En�n,

comme f est injective et l�ensemble N est dénombrable, alors �� est dénombrable.

Dé�nition 3.8

Soit � un alphabet. On dé�nit l�opération de concaténation sur �� de la façon

suivante :

pour tous mots w = a1:::ak et w
0
= b1:::bl, où pour 1 � i � k, 1 � j � l, ai; bj 2 �,

la concaténation de w et w
0
, notée w:w

0
ou simplement ww

0
est le mot :

C = c1c2:::ck+1 où

8<: ci = ai; si 1 � i � k
ck+i = bi; si 1 � i � l:

Ainsi, �� muni de l�opération de concaténation est un monoïde de neutre 1. En

particulier, on dé�nit la puissance n-ième d�un mot de w comme la concaténation de

n copies de w :

wn = w:::w| {z }
n fois

:

On pose w0 = ".

Remarque 3.2

Si le card (�) � 2, alors �� est un monoïde non commutatif, i.e., il existe u; v 2 ��

tels que uv 6= vu:

Proposition 3.2

Deux mots u et v commutent s�ils sont puissances d�un même troisième, i.e, s�il

existe un mot w et des entiers i; j tels que u = wi et v = wj:

Preuve.

On procède par récurrence sur la longueur de uv. Si juvj = 0, le résultat est

immédiat. Supposons à présent le résultat satisfait pour juvj = < n . Soient u; v tels
que juvj = n.
On peut même considèrer que u 6= 1 et v 6= 1 car sinon, le résultat serait trivial.

Si juj = jvj, alors il est immédiat que u = v. Sinon, on peut supposer que juj < jvj.
Donc il existe �u tel que v = u�u et j�uj < jvj. Ainsi, uv = u�uu = vu = �uuu et donc
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on trouve �uu = u�u. Puisque ju�uj < juvj, on peut appliquer l�hypothése de récurence.
Il existe un mot w et des entiers p; q tels que u = wp et �u = wq. Pour conclure, on

remarque que v = �uu = wp+q.

Remarque 3.3

Noter que la réciproque du résultat ci-dessus est trivial.

Proposition 3.3 (de levy)

Soient x; y; z; t des mots tels que xy = zt, alors il existe un mot w tel que :

( xw = z avec y = wt) ou ( x = zw avec wy = t). Il en résulte en particulier que

si jxj = jzj, le mot w est vide et donc x = z et y = t.
Preuve.

Posons x = a1a2:::an, y = an+1:::am avec ai 2 � et 1 � i � m, de même
z = b1b2:::bk, t = bk+1:::bq avec bi 2 � et 1 � i � q, comme xy = zt, nous avons

m = q ( mais pas nécessairement n = k et ai = bi pour i = 1; 2; :::m) de sorte que

z = a1a2:::ak et t = ak+1:::am . Si jzj = k � n = jxj , posons w = ak+1:::an, alors

x = zw avec wy = t.

Si jzj > jxj posons w = an+1:::ak alors xw = z et y = wt.

Dé�nition 3.9

Soient (A;|) et (B;�) deux monoïdes de neutre respectif eA et eB. Une application
f : A �! B est un morphisme (ou encore homomorphisme) de monoïdes si :

I 8x; y 2 A : f(x | y) = f(x)�f(y):
I f(eA) = eB:

Exemple 3.5

L�application longueur j:j : �� ! N est un morphisme de monoïdes entre (��; :)

et (N;+). En e¤et :

8u; v 2 �� : juvj = juj+ jvj et j"j = 0:
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Exemple 3.6

Soit � = fa1; a2; :::; ang un alphabet, n 2 Nnf0; 1g:
La fonction de parikh 	 : �� �! Nn

w 7�! 	(w) = (jwja1 ; :::; jwjan)
est un morphisme de monoïdes entre (��; :) et (Nn;+).

Exemple 3.7

Soit � = fa1; a2; :::; ang un alphabet, n 2 Nnf0; 1g et soit � : � �! N

ai 7�! �(ai)

une application.

On dé�nit ~� : �� �! N comme suit :

~�(w) =
i=nX
i=1

�(ai)jwjai :

~� est un homomorphisme de monoïdes .

Si 81 � i � n , �(ai) = 1 alors ~� = j:j.
ILa proposition suivante justi�e le fait que le monoïde �� soit appelé monoïde

libre.

Cette propriété caractérisé le monoïde libre engendré par �.

Proposition 3.4

Toute fonction � : � �!M de � dans un monoïdeM se prolonge de façon unique

en un morphisme de �� dans M:

Preuve.

Existence : Posons

~�(1) = eM et ~�(a1a2:::an) = �(a1):�(a2):::�(an); n 2 N; ai 2 �; 1 � i � n:

Est facile de voir que ~� est bien un homomorphisme.

Unicité : Soient ~� et ~� deux homomorphismes de �� dans M tels que :

8a 2 �, ~�(a) = ~�(a).
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Alors ~�(1) = ~�(1) = eM et pour tout mot w = a1a2:::an :

~�(w) = ~�(a1a2:::an)

= �(a1):�(a2):::�(an)

= ~�(a1):~�(a2):::~�(an)

= ~�(a1a2:::an)

= ~�(w):

Proposition 3.5

Les conditions nécessaires et su¢ santes pour qu�un monoïde M soit un monoïde

libre

1. il existe un homomorphisme � de M sur N l�ensemble des entiers positifs avec

��1(0) = 1 (1 l�élément neutre de M ).

2. quelque soit f1; f2; f3; f4 2M tels que f1f2 = f3f4 on a l�une des deux situations

suivantes :

� 9f5 2M : f1 = f3f5 et f5f2 = f4:

� 9f6 2M : f3 = f1f6 et f6f4 = f2.

Exemple 3.8

Soit X � ��, le monoïde engendé par X est dé�ni par :

X� = fw = x1x2:::xn;où pour 1 � i � n; xi 2 X;n 2 Ng.
Montrons que X� est un monoïde libre.

1. on dé�nit l�homomorphisme � comme suite :

� : X� �! N

W 7�! jwj

��1(0) = f1g:

2. quelque soit f1; f2; f3; f4 2 X� tels que f1f2 = f3f4 d�aprés le lemme de levy on a

l�une des deux situations suivantes :
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� 9f5 2 X� : f1 = f3f5 et f5f2 = f4:

� 9f6 2 X� : f3 = f1f6 et f6f4 = f2.

Dé�nition 3.10

Un langage sur � est simplement un ensemble ( �ni ou in�ni ) de mots sur �.

En d�autres termes, un langage est une partie de �� On distingue en particulier le

langage vide ?, qui ne contient aucun mot.

Exemple 3.9

Considérons l�alphabet � = fa; b; cg, l�ensemble fb; ab; aa; babbag est un langage
�ni. L�ensemble L2a des mots sur � comprenant un nombre pair de a est aussi un

langage (in�ni), L2a = f1; b; c; aa; bb; bc; cb; cc; aab; aac; aba; aca; :::; abaacaaa; :::g:

Dé�nition 3.11

Soient L;M � ��, deux langages. La concaténation des langages L et M est le

langage :

LM = fuv : u 2 L; v 2Mg:

En particulier, on peut dé�nir la puissance n-ième d�un langage L, n > 0, par :

Ln = fw1:::wn : 8i 2 f1; :::; ng; wi 2 Lg:

Et on pose L0 = f1g:

Proposition 3.6

La concaténation de langages est une opération associative, elle possède f1g pour
neutre, ; pour absorbant est distributive à droite et à gauche pour l�union, i.e. si
L1; L2; L3 sont des langages on a :

L1(L2L3) = (L1L2)L3:

L1f1g = f1gL1:
L1; = ;L1 = ;:
L1(L2 [ L3) = (L1L2) [ (L1L3):
(L1 [ L2)L3 = (L1L3) [ (L2L3):
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Dé�nition 3.12

Soit L � ��. L�étoile de Kleene de L est donnée par :

L� =
[
i�0
Li

On rencontre parfois l�opération L+ dé�nie par :

L+ =
[
i�0
Li; i.e L+ = L�nf1g:

Exemple 3.10

1. Si L = fag; a 2 ��, L� = f1; a; aa; aaa; :::g et L+ = fa; aa; aaa; :::g:

2. Soient les deux langages L = fu 2 �� : juj pairg et L0
= fu 2 �� : juj impairg.

On a alors les égalités suivantes :

L+ L
0
= L [ L0

= ��:

LL
0
= L

0
= L

0
L.

LL = L.

L
0
L
0
= Lnf1g:

Proposition 3.7

Soit L � �� un langage, le langage L� est le plus petit langage M tel que :

1 2M;L �M et M2 �M:

Dé�nition 3.13

Soit f un morphisme de monoïdes entre A� et B� : On remarque que f est com-

plétement caractérisé par les images de f sur les symboles de A, si L est un langage

sur A, alors l�image de L par le morphisme f est :

f(L) = ff(u) 2 B� : u 2 Lg:
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de la même manière, si M est un langage sur B, alors l�image inverse de M par

le morphisme f est :

f�1(M) = fu 2 A� : f(u) 2Mg:
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Chapitre 4

Présentations de quelques groupes

par générateurs et relations

4.1 Groupes libres

Dé�nition 4.1

a) Soient G un groupe et S une partie de G. Le groupe G est dit libre de base S si

tout élément x de G s�écrit de manière unique :

x = sn1i1 :::s
nk
ik

avec k; i1; :::; ik 2 N; n1; :::; nk 2 Z; si1 ; :::; sik 2 S, tels que sij 6= sij+1 . Si k = 0,
on pose x = 1.

On dit alors que S est une famille génératrice libre de G, ou encore que S est

une base de G.

b) Un groupe G est dit libre s�il possède une base.

c) Si le groupe G possède une base �nie, il est dit libre de type �ni.

Exemple 4.1 Le groupe (Z;+) est un groupe libre.

Théorème 4.1

Pour tout ensemble X, il existe un groupe libre L(X) de base X.
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Posons X = fxigi2I et considèrons X�1 un ensemble équipotent à X, dont on

notera les éléments x�1i ; i 2 I.
Il est important de noter qu�il s�agit là seulement d�une notation, qui sera commode

dans la suite. Les éléments x�1i ne sont pas les inverses des xi puisque, pour l�instant,

X et X�1 ne sont que des ensembles sans aucune structure algébrique. On aurait pu

noter cet ensemble équipotent à X par Y et ses éléments par yi; i 2 I, mais dans la
suite, l�écriture des éléments en aurait été compliquée.

Dé�nition 4.2

a) On appelle mot en X [X�1 toute suite �nie d�éléments de X [X�1 :

x = x�1i1 :::x
�n
in
; où �i = �1:

b) Dans l�écriture ci-dessus, l�entier n est la longueur du mot x, qu�on notera l(x).

c) Deux mots x�1i1 :::x
�n
in
et x
1i1 :::x


k
ik
sont des mots égaux si n = k et 8p, 1 � p � n,

ip = jp et �p = 
p.

IPar convention, il n�existe qu�un seul mot de longueur 0, qu�on notera 1. C�est
le mot qui correspond à la suite vide de X [X�1.

On note M(X) l�ensemble des mots en X [ X�1 et on dé�nit sur M(X) un

produit (loi de composition interne) par juxtaposition des mots. Plus précisément, si

x = x�1i1 :::x
�n
in
et y = x
1i1 :::x


k
ik
sont deux mots, alors :

xy = x�1i1 :::x
�n
in
x

1
i1
:::x


k
ik
:

IPar convention, on pose 1x = x1 = x. On remarquera que ce produit est asso-
ciatif, que 1 est élément neutre, mais queM(X) n�est pas un groupe car tout élément

autre que 1 ne peut avoir d�inverse. En e¤et, pour tout x et y dans M(X), on a

l(xy) = l(x) + l(y), donc dès que x ou y est di¤érent de 1, l(xy) > 0, et xy 6= 1. Pour
pallier cet inconvénient, on va dé�nir sur M(X) une relation d�équivalence R telle

que M(X)=R soit un groupe pour le produit induit par celui de M(X).

Notation 4.2 Si x et y sont deux mots adjacents, on écrira xAy.
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Dé�nition 4.3

a) Deux mots x et y deM(X) sont adjacents s�il existe t1; t2 2M(X) et a 2 X[X�1

tels que :

x = t1t2 et y = t1aa�1t2:

ou

x = t1aa
�1t2 et y = t1t2:

avec la convention (a�1)�1 = a pour tout a 2 X [X�1.

b) La relation R est dé�nie sur M(X) par :

[xRy], [9t1; :::; tn 2M(X) tels que x = t1; y = tn et tiAti+1; i = 1; :::; n� 1]:

Lemme 4.1

La relation R est une relation d�équivalence.

Preuve.

Pour tout x de M(X) on a xRx, en prenant a = 1, la relation est donc ré�exive.

La relation d�adjacence étant symétrique, on en déduit facilement qu�il en est de

même pour la relation R. Soient xRy et yRz , on a :

(x = t1)A:::A(tn = y = tn+1)A:::Atn+p = z

d�où xRz et la relation R est transitive.

Notation 4.3

Pour tout x de M(X), on notera [x] sa classe dans M(X)=R.

Lemme 4.2

La relation R est compatible avec la loi interne de M(X).

Preuve.

Soient x; y; z dans M(X) , remarquons que x A y implique que xz A yz. En e¤et,

si x = t1t2 et y = t1aa�1t2, alors xz = t1(t2z) et yz = t1aa�1(t2z). Par conséquent,

si (x = t1)A:::Atn, alors (xz = t1z)A:::A(tnz = yz), ce qui prouve que la relation R
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est compatible à droite avec la loi de M(X). Un raisonnement analogue montre la

compatibilité à gauche.

Lemme 4.3

L�ensemble M(X)=R est un groupe pour la loi induite par celle de M(X).

Preuve.

D�après la remarque 1.6, on sait que la loi interne de M(X)=R induite par celle

de M(X) est associative et possède un élément neutre. Il su¢ t donc de montrer que

tout élément [x] possède un inverse. Considèrons d�abord le cas où x 2 X [ X�1, il

est clair que xx�1R 1, car en prenant t1 = t2 = 1, on a xx�1 = t1xx�1t2 et 1 = t1t2,

d�où xx�1 A 1. De la même manière, x�1xR1. On en déduit donc que :

8x 2M(X); [x]�1 = [x�1]:

La projection canonique � :M(X)!M(X)=R véri�e :

�(xy) = [xy] = [x][y] = �(x)�(y):

Donc, pour tout x = x�1i1 :::x
�n
in
, �i = �1, [x] est inversible et a pour inverse :

[x]�1 = ([x�1i1 ]:::[x
�n
in
])�1 = [x�nin ]

�1:::[x�1i1 ]
�1 = [x��nin

]:::[x��1i1
] = [x��nin

:::x��1i1
]:

Dé�nition 4.4

Un mot x de M(X) est réduit si x = 1 ou x = a1:::an, avec ai 2 X [X�1 tels que

ai+1 6= a�1i ; i = 1; :::; n� 1.

propriétie 4.1

Chaque classe d�équivalence de M(X) pour la relation R contient un mot réduit

et un seul.

Preuve.

L�existence est évidente, car si x est non réduit, il existe un mot u tel que xAu

et l(u) < l(x). Comme la fonction l est à valeurs positive ou nulle, en un nombre �ni

46



d�étapes on arrive à un mot réduit.

Pour montrer l�unicité, on introduit la construction suivante : pour tout x = x1:::xn

de M(X) on dé�nit des éléments ui de la façon suivante :

u0 = 1,

u1 = x1;

u2 = x1x2 si x1 6= x�12 et u2 = 1 sinon.

Et de façon générale, on pose ui+1 = uixi+1 si le dernier terme de ui est di¤érent

de x�1i+1, ui+1 = ui�1 sinon.

Par dé�nition, chaque mot ui est réduit et uiR(x1:::xi). De plus si x est réduit,

alors x = un.

On appelle un la forme réduite de x, qu�on note r(x).

Lemme 4.4

Si deux mots sont adjacents leurs formes réduites sont égales.

Preuve.

Soient x = x1:::xkxk+1:::xn et y = x1:::xkaa�1xk+1:::xn deux mots adjacents. Alors

les suites ui et vi respectivement associées sont telles que u0 = v0; :::; uk = vk. Mon-

trons que uk = vk+2.

-Si le dernier terme de uk est di¤érent de a�1 alors :

uk = vk; vk+1 = vka; vk+2 = vk = uk:

-Si le dernier terme de uk est a�1, on a uk = ta�1 et, uk étant réduit, le dernier

terme de t est di¤érent de a, donc :

uk = vk; vk+1 = t; vk+2 = ta
�1 = uk:

On en déduit que pour tout j � 0; uk+j = vk+2+j et un = vn+2, d�où r(x) = r(y).

Lemme 4.5

Deux mots équivalents et réduits sont égaux.
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Preuve.

Soient x et y deux mots réduits tels que xRy. Il existe t1; :::; tn tels que x = t1;

y = tn; tiAti+1; 1 � i � n� 1. En considérant la forme réduite de chaque ti et en
appliquant le lemme précédent, on a :

x = r(t1) = ::: = r(tn) = y;

d�où le lemme.

IEn notant LX l�ensemble des mots réduits correspondants à chaque classe de

M(X)=R et en considérant la loi interne dé�nie sur LX par (r(x); r(y))! r(xy), on

obtient un groupe dans lequel tout élément x s�écrit de manière unique :

x = xn1i1 :::x
nk
ik

avec i1; :::; ik 2 N; n1; :::; nk 2 Z; xi1 ; :::; xik 2 X, tels que xij 6= xij+1.
D�autre part, l�application qui à un élément de M(X)=R associe l�unique mot

réduit qu�il contient, induit un isomorphisme de groupes de M(X)=R sur LX . Ceci

achève la démonstration du théorème 4.1.

Remarque 4.1

a) Si X = fxg, alors L(X) est un monogène in�ni engendré par x, donc L(X) est
isomorphe à Z.

b) Si card(X) > 1, alors L(X) est un groupe non abélien.

En e¤et, soient x et y dans X tels que x 6= y. Alors xyx�1y�1 est un mot réduit
di¤érent de 1, car de longueur 4. Donc xy est di¤érent de yx dans L(X).

Théorème 4.4 (propriété universelle du groupe libre).

Soient G un groupe, S une partie génératrice de G et i : S ! G l�inclusion

canonique. Alors le groupe G est libre de base S si et seulement si, pour tout groupe

G
0
et pour toute application � : S ! G

0
, il existe un unique morphisme de groupes

f : G! G
0
tel que f � i = �.
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Preuve.

Supposons que G = L(S), tout élément x de L(S) s�écrivant de manière unique

x = sn1i1 :::s
nk
ik
, on pose :

f(x) = �(si1)
n1 :::�(sik)

nk ;

et f(1) = 1G . Il est clair qu�on dé�nit ainsi un morphisme de groupes f : L(S)! G

véri�ant f�i = �. De plus, si f 0 est un autre morphisme de groupes véri�ant f 0�i = �,
pour tout x de L(S) on a f(x) = f 0(x), d�où l�unicité.

Réciproquement, considérons un couple (G; i) véri�ant l�énoncé ci-dessus. On ap-

plique alors cet énoncé avec, pour couple (G0; �), le couple (L(S); j), où j : S ! L(S)

est l�inclusion canonique.

Il existe un unique morphisme g : G ! L(S) tel que g � i = j. D�autre part, on
sait qu�il existe un morphisme de groupes f : L(S)! G prolongeant l�identité de S.

En notant fjS et gjS les restrictions de f et g à S, on déduit de ce qui précède que

g � fjS = idS et f � gjS = idS, d�où f � g = idG et g � f = idL(S). Par conséquent les
groupes G et L(S) sont isomorphes et, puisque f(S) = S, G est libre de base S.

Corollaire 4.1

Deux groupes libres de base un même ensemble S sont isomorphes par un unique

isomorphisme prolongeant l�identité de S.

Preuve.

Soient G et G0 deux groupes libres de bases S. D�aprés le théorème 4.4, il existe un

unique morphisme de groupes f : G! G0 tel que fjS = idS et un unique morphisme

de groupes g : G0 ! G tel que gjS = idS. On en déduit que f � g = idG et g � f = idG.

Remarque 4.2

On peut donc parler du groupe libre engendré par S.

Théorème 4.5

Deux ensembles X et Y sont équipotents si et seulement si les groupes libres L(X)

et L(Y ) sont isomorphes.
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Dé�nition 4.5

Si G est un groupe libre, le cardinal d�une partie génératrice libre de G est appelé

le rang de G.

Remarque 4.3

Deux groupes libres sont isomorphes si et seulement s�ils ont même rang.

Plus généralement, deux symboles distincts engendrent toujours un groupe libre

de rang 2.

Théorème 4.6

Tout groupe est isomorphe à un quotient d�un groupe libre.

Preuve.

Soient G un groupe, S une partie génératrice de G et i : S ! G l�injection

canonique. D�après le théorème 4.4, il existe un morphisme de groupes f : L(S)! G

tel que fjS = idS. On a donc G = S = f(S) et f est surjective. On en déduit que G

est isomorphe à L(S)=Ker(f).

Théorème 4.7

Tout sous-groupe d�un groupe libre est libre.

IAttention. SiG est un groupe libre (même de rang �ni) et siH est un sous-groupe
de G, il n�existe aucune relation a priori entre le rang de G et celui de H.

4.2 Générateurs et relations

Dé�nition 4.6

Si S est une partie d�un groupe G, le sous-groupe normal de G engendré par S,

qu�on notera (S), est l�intersection de tous les sous groupes normaux de G contenant

S.Si S = ;, on pose (S) = f1g, où 1est l�élément neutre de G.

IEn général, si G est un groupe engendré par une famille X = fxigi2I , les géné-
rateurs xi sont liés par des relations.

Exemple 4.2

Si G = x est cyclique d�ordre n, le générateur x véri�e la relation xn = 1.
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IUne relation liant les générateurs xi; i 2 I, peut s�écrire sous la forme r = 1, où
r est un élément du groupe libre L(X).

Dé�nition 4.7

Soit G un groupe engendré par un ensemble d�éléments X = fxigi2I , ces éléments
véri�ant un ensemble de relations R = frk = 1Ggk2K .On dit que hXjRi est une pré-
sentation de G par générateurs et relations si G est isomorphe au groupe L(X)=(R),

où (R) est le sous-groupe normal du groupe libre L(X), engendré par les frkgk2K .

Exemple 4.3

1. Pour tout ensemble X, hXj;i est une présentation du groupe libre L(X):

2. hxjxni est une présentation du groupe cyclique d�ordre n.

Remarque 4.4

Lorsqu�on donne une présentation d�un groupe G par générateurs et relations,

G = hXjRi, il est utile de supprimer des ensembles X et R les éléments qui sont

clairement redondants.

Proposition 4.1

Soient G = hXjRi et G0
un groupe. Pour dé�nir un morphisme de groupes

f : G! G
0
, il su¢ t de dé�nir f(x) pour x 2 X et de véri�er que, pour tout r de

R, f(r) = 1G.

Preuve.

La donnée des f(x) pour x 2 X induit, d�après le théorème 4.4, un morphisme

(qu�on notera encoref) de L(X) dans G
0
. Si pour r parcourant R, f(r) = 1G0 alors,

d�aprés le théorème 1.5, f induit un morphisme de groupes L(X)=(R) ! G
0
. En

composant avec l�isomorphisme G �= L(X)=(R), on obtient un morphisme de groupes
G! G

0
.

Remarque 4.5

Soit G un groupe présenté par générateurs et relations, G = hXjRi, et soit
f : G ! G

0
un morphisme de groupes. Montrer que le morphisme f est injectif

(i.e.f(x) = 0 , x 2 (R)) est équivalent à déterminer toutes les relations existantes
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dans G, liant les générateurs. C�est en général trés di¢ cile à faire directement et par

fois impossible. Par conséquent, si l�on souhaite montrer que f est un isomorphisme

(ce qui est le cas lorsqu�on veut montrer que G est une présentation par générateurs

et relations d�un groupe donné G
0
), il faudra souvent, soit dé�nir un morphisme

réciproque, soit montrer, dans le cas où les groupes sont �nis, que f est surjectif et

que G et G
0
ont même ordre.

IAttention. On prendra garde au fait qu�un groupe peut admettre plusieurs pré-
sentations par générateurs et relations.

4.3 Présentation d�un groupe monogène d�ordre

in�ni

Théorème 4.8

Pour n 2 N�, hxn;i est une présentation du groupe monogène d�ordre in�ni.

Preuve.

Soit LX le groupe libre sur X = fxg est égale à fxn; p 2 Zg ; isomorphe à Z, et
H le sous-groupe normale de LX engendré par l�ensemble vide, R = f;g c�est-à-dire
H = f1LXg.
On montrons que le groupe quotient LX=H est isomorphe au groupe monogène

d�ordre in�ni.

Pour montre que LX=H �= H il su¢ t de véri�er que l�ordre de �x est in�ni.

On sait que si LX = hxi ; alors LX=H = h�xi.
On considère l�application :

f : X �! Z

x 7�! 1

D�aprés la propriété universelle d�un groupe libre, f se prolonge en ' : LX �! Z,

' est un morphisme de groupe, et ker ' sous-groupe normal de LX :

On suppose que o(�x) = n, n 2 N� :

'(xn) = n('(x)) = n:1 = 0:
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Donc :

fxng � ker ' =) H � ker ':

xn 2 H =) (�x)n = 1LX=H c�est-à-dire x 2 H:

Comme H 2 ker ', alors '(x) = 0; contradiction.
Finalement o(�x) est in�ni et LX=H �= Z:

4.4 Présentation d�un groupe cyclique d�ordre n

Théorème 4.9

Pour n 2 N�, hxnxni est une présentation du groupe cyclique d�ordre n engendré
par x.

Preuve.

Soit L(X) le groupe libre sur X = fxg est égale à fxp; p 2 Zg; isomorphe à Z; et
H le sous-groupe normale de L(X) engendré par R = fxng est fxnp; p 2 Zg:
On montre que le groupe quotient L(X)=H est isomorphe au groupe cyclique

Z=nZ d�ordre n.

Pour montre que L(X)=H �= Z=nZ il su¢ t de véri�er que o(x) = n.
On sait que si L(X) = hxi, alors L(X)=H = hxi:
On considère l�application :

f : X �! Z=nZ

x 7�! 1

D�aprés la propriété universelle d�un groupe libre, f se prolonge en :

' : L(X) �! Z=nZ

' est un morphisme de groupe, et ker' sous-groupe normale de L(X); et :

'(xn) = n('(x)) = n:1 = 0:
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Donc :

fxng � ker' =) H � ker':

On a xn 2 H =) (x)n = 1L(X)=H

Maintenant on montre que :

81 � k < n; (x)k 6= 1L(X)=H :

On a '(xk) = k:'(x) = k:1 6= 0:

xk =2 ker' =) xk =2 H =) (x)k 6= 1L(X)=H :

Donc o(x) = n est L(X)=H est cyclique d�ordre n est L(X)=H ' Z=nZ.

4.5 Présentation de groupe diédral Dn

Théorème 4.10

(fa; bg jan; b2; abab) ; avec a 6= b et n � 2 dans N ; est une présentation du groupe
diédral Dn.

Preuve.

Soit L = Lfa;bg le groupe libre engendré par fa; bg ; et H le sous-groupe normale de

L engendré par R = fan; b2; ababg, c�est-à-dire l�intersection de tous les sous-groupes
normaux de L contenant R:

Pour x 2 L; on note �x la classe dans le groupe quotient L=H:
L engendré par a et b, L=H engendré par �a et �b:

Pour montre que L=H ' Dn; il su¢ t de véri�er que, dans ce groupe quotient, �a

est d�ordre n; �b est d�ordre 2, ab est d�ordre 2.

Puisque an 2 H; on a évidemment �an = 1L=H et �bn = 1L=H et abab 2 H; on a
abab = 1L=H

1. Montrons que o(�a) = n:

Considérons l�application :

f : fa; bg �! Dn
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Dé�nie par :

f(a) = r(O;
2�

n
) et f(b) = s

où r(O; 2�
n
) est la rotation de centre O et d�angle 2�

n
et s est la symétrie d�axe

(OA0):Grâce à la propriété universelle du groupe libre L; on sait que f peut être

prolongée en un unique morphisme

' : Lfa;bg �! Dn

Son noyau ker ' est alors un sous-groupe normal de Lfa;bg et :

'(an) = rn = id

donc fang � ker'; alors H � ker'

an 2 H =) �an = 1L=H :

De plus, 81 � k � n; '
�
ak
�
= rk 6= id alors ak =2 ker ' =) ak =2 H ce qui prouve que

�an 6= 1L=H : Ainsi, �a est bien d�ordre n.
2. Montrons que o(�b) = 2:

Considérons l�application :

f : fa; bg �! Dn

Dé�nie par :

f(a) = r(O;
2�

n
) et f(b) = s

où r(O; 2�
n
) est la rotation de centre O et d�angle 2�

n
et s est la symétrie d�axe (OA0):

Grâce à la propriété universelle du groupe libre L; on sait que f peut être prolongée

en un unique morphisme :

' : Lfa;bg �! Dn

Son noyau ker ' est alors un sous-groupe normal de Lfa;bg telle que

'(b2) = s2 = id
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donc
�
b2
	
� ker '; alors H � ker '

b2 2 H =) �b2 = 1L=H :

De plus :

pour k = 1; '(b) = s 6= id

alors b =2 ker ' =) b =2 H

ce qui prouve que �b 6= 1L=H :
Ainsi, �b est bien d�ordre 2.

3. Montrons que o(�b) = 2:

Considérons l�application :

f : fa; bg �! Dn

Dé�nie par :

f(a) = r(O;
2�

n
) et f(b) = s

où r(O; 2�
n
) est la rotation de centre O et d�angle 2�

n
et s est la symétrie d�axe (OA0):

Grâce à la propriété universelle du groupe libre L; on sait que f peut être prolongée

en un unique morphisme

' : Lfa;bg �! Dn

Son noyau ker ' est alors un sous-groupe normal de Lfa;bg telle que :

'(abab) = id

donc fababg � ker '; alors H � ker '

abab 2 H =) abab = 1L=H :
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De plus :

pour k = 1; '(ab) 6= id

alors ab =2 ker ' =) ab =2 H

ce qui prouve que ab 6= 1L=H :
Ainsi, ab est bien d�ordre 2.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on s�intéresse à l�étude de la présentation de quelques groupes

via un quotion d�un groupe libre.

Nous avons présenté dans le premier temps les dé�nitions et quelques propriétés

sur les notions du groupes.

ensuite nous avons etuder les groupes symétriques, monogénes, cycliques et les

groupes diédraux.

Nous avons etuder aussi les mots et les langages dans un monoïde libre.

Finalement nous avons présenté la notion de groupe libre sur un ensemble X, et

nous avons donné la présentation par générateurs et relations des groupes suivants :

Présentation d�un groupe monogéne d�ordre in�ni.

Présentation d�un groupe cyclique d�ordre n.

Présentation de groupe diédral Dn:
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:ملخص  

صمش التقايساث التي تحافظ على  المىشأ،الضمش الأحاديت  الذوسيت،الضمش  الضمش،في هزا العمل وعطي أولا مفاهيم عامت حىل 

التشكيض على الخاصيت المميضة والتي تسمح بالبشهان . بعذ رلك قمىا بذساست حىل الضمش الحشة والان وضع ظممضلع مىت

على ان كل صمشة مىلذة بمجمىعت هي متماثلت مع القسمت عه طشيق التطابق. ثم وعطي بعض التمثيلاث للضمش عه طشيق 

صمشة التقايساث التي تحافظ على  ن،صمشة دوسيت راث الشتبت  مىتهيت،صمشة أحاديت المىشأ غيش : حشة  حاصل قسمت صمشة

 مضلع مىتظم.

 

Résumé : 

Dans ce travail, on donne tout d’abord des notions générales sur les groupes, groupes 

monogènes, groupes cycliques et groupes diédraux    par la suite, on fait une étude sur le 

groupe libre en mettant l’accent sur la propriété universelle qui tout groupe engendré par un 

ensemble   est isomorphe à un quotient notée      via une congruence. On donne ensuite 

quelques présentations de groupes via un quotient d’un groupe libre : groupe monogène infini, 

groupe cyclique d’ordre  , groupe diédral   . 

Mots clés: groupe, groupe monogène, groupe cyclique, groupe diédral, groupe, groupe libre, 

mot, homomorphisme, présentations des groupes. 

Abstract 

In this work, one first of all gives general concepts on the groups, monogenes groups, cyclic 

groups and diédraux    groups. Thereafter, one makes a study on the free group by stressing 

the universal property which any group generated by a unit   is isomorphic wich a quotient 

note      by a congruence. One gives then some presentations of groups by a quotient of a 

free group: infinit monogene group, cyclic group of order  , diédral    group. 

Key words: group, monogene group, cyclic group, diédral group, quotient group, free group, 

word, homomorphism, presentations of the groups. 




