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Notation

RV Espace euclidien de dimension N, N un nombre naturel non nul
Q Domaine borné et régulier de RY

{(,.) Produit scalaire dans (L?(Q))

Q L'adhérence de

o0 Frontiére de (2

|E| Mesure de Lebesgue d'un ensemble E

Au Laplacien de u défini par Au &ef Sy gix’g

Ayu p-Laplacien de u défini par A,u dof div(|VulP~2vu)

A Premiere valeur propre sur )

C(Q) Ensemble des fonctions continues sur

C%(Q)(ouC*(Q2)) Ensemble des fonctions de C(Q2) a-Holderiennes, avec 0 < a < 1
Cesta dire, C%*(Q) & {u e C(Q) |3C > 0,Vz,y € Q, [u(z) — u(y)| < Clz —y|*}

Ch(Q) Ensemble des fonctions C'(Q) o — Holderiennes, avec 0 < a < 1

Cest 4 dire, C1(Q) & {u € CY Qi € {1, N}, 2 ¢ oova(ﬁ)}

D(Q) Ensemble des fonctions C*°(2) a support compact inclus dans €2

Whr(Q) Espace de Sobolev standart sur €2 d’exposant p

W,yP(Q) Adhérence de D(€2) dans W'?(Q)pour la norme | . |lw1s(q)

W=t (Q) Dual topologique de W, ()

||u||wl,p(Q) Norme de u sur W'?(Q) définie par ||UHW17P(Q) = <||U’||LP(Q) + ||vu||LP(Q)> ’

lellygr o) Norme de u sur [u]y o) définie par [[ullyzso) = [Vul oo
équivalente a [|ul|y 1o

D.p. presque partout.

— Convergence forte

— Convergence faible

X =y L’injection canonique de X dans Y est continue.

X =Y L'injection canonique de X dans Y est compacte

Df(u) La différentiele de f au point u au sens de Fréchet

D¢ f(u) La différentiele de f au point u au sens de Gateaux

ccQ Ouvert () fortement inclus dans (), c’est-a-dire (' compact et ' C

1ii
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Introduction générale

Le p-Laplacien est un opérateur elliptique quasi-linéaire qui permet de modéliser des phé-
nomenes physiques tels que I’écoulement des fluides non Newtoniens, les systémes de réaction-
diffusion, I’élasticité non-linéaire, extraction de pétrole... etc. A titre d’exemple dans les années
70 M. C. Pélissier modélise 1'écoulement des glaciers de montagne par des équations aux déri-
vées partielles faisant intervenir le p-Laplacien.

Cet opérateur sous forme divergence est défini par
Ayu = div(|VuP?Vu)

I est dégénéré lorsque p # 2 et équivalent a I'opérateur de Laplace usuel lorsque p = 2.
Il apparait dans de nombreux contextes, citons par exemple

e le probléme aux valeurs propres non-linéaire
Apu+ MulP?u =0

e les équations paraboliques de type

ov

5 = Ayu ouv = v(x,t)

e les équations de poisson

L’objectif de ce travail est d’étudier la premiere valeur propre de 1'opérateur Laplacien et le

p-Laplacien, plus précisément, on étude les deux problémes suivants

—Au = Mu dans Q —Apu = div(|[VulP72Vu) = Mu|P~?u dans
u =0 sur 009’ u = 0 sur 09



TABLE DES MATIERES 2

ot1 2 est un ouvert borné de RV et 1 < p < cc.
L’essentiel de notre travail est consacré a I’étude de la premiere valeur propre de ces opérateurs,
qui est le minimum de le quotient de Rayleight :
Vu|Pdx
)\1 = inf —fQ | |
wewl () fq lulPdz
u#0
ainsi qu’a la fonction propre associée qui sont d'une grande utilité dans la résolution des

équations aux dérivées partielles linéaires ou non linéaires. Notre travail est organisé de la

maniere suivante

Dans un premiére partie, nous commengons par rappeler quelques notions et résultats
sur (les espace de Lebesgue, les espaces de Sobolev, la théorie spectrale des opérateurs

auto-adjoints compacts, ...etc).

Dans la deuxieme partie, nous étudions l'existence et les différentes propriétés de la pre-
miére valeur propre de l'opérateur Laplacien, nous montrons que la fonction propre appartient
a Ct(Q), ainsi que 'existence d’une suite de valeurs propres qui tend vers 'infini en utilisant

la théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints compacts.

Dans la troisieme partie, nous étudions l'existence et les différentes propriétés de la pre-
miere valeur propre de l'opérateur p-Laplacien. On montrone aussi que la fonction propre

appartient a C12(Q).

DEBIH L. Probleme de valeurs propres pour le Laplacien et le p-Laplacien



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES ET OUTILS DE BASE

Ce premier chapitre a pour objet la présentation des notions et des résultat d’analyse fonc-
tionnelle utilisés dans les chapitres suivants comme (espace de Lebesgue, théoréemes d’injection
de Sobolev, Opérateurs compacts, ...). Dans toute la suite (2 désigne un ouvert de R muni de

la mesure de Lebesgue dz.

1.1 Les espaces L”({)

Définition 1.1. Soitp € R avec 1 <p < oo. On appelle espace de lebesgue L?({2) 'ensemble

LP(Q2) = {f : 2 — R mesurable telle que /|f|p dr < oo}

= | | If(x)|pd:vr

L>(Q) ={f : @ = R; f mesurable et 3 une constante C telle que |f(z)| < C p.p.sur Q}

On définie la norme suivante

On pose

On définie la norme suivante
| f[lpee = inf {C; [f(x)] < C p.p.sur Q}

Théoréme 1.1. On a les propriétés suivantes
o [P est un espace de Banach pour tout 1 < p < co.
o LP est séparable pour tout 1 < p < oo.

o LP est réflexif pour tout 1 < p < oo.

. . s . 717 . L . 1 1
Notation. Soit1 < p < oo, on désigne par p' 'exposant conjugué de pi.e. 5 + - = 1.

3



1.1. LES ESPACES L(Q) 4

Lemme 1.1. (Inégalité de Holder). Soient f € L¥ et g € LP avec 1 < p < oc. Alors f.g € L' et

gl < 1Al gl

Lorsque p = 2, on a p' = 2 donc l'inégalité de Holder se réduit alors d l'inégalité de Cauchy-Schwarz

gl < AN 2 lgll 2

Remarque 1.1. Pour p = 2, L?(2) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire suivante

(u,v) :/qudx

Quelques critéres de convergence

Lemme 1.2. (Lemme de Fatou). Soit ( f,,) une suite de fonctions de L' (Q) telle que
e pour chaque n, f,(x) > 0 p.p. sur
® sup Jo fa(x) do < 0.

Alors f € LY(Q) et
/ lim inf f,(z)dz < lim 1nf/fn
Q

n—oo n—oo

Théoréeme 1.2. (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)

Soit (f,)n une suite de fonctions de L' (). On suppose que

o fu(x) = f(x)p.p.surQ.
e il existe une fonction g € L'(Q) telle que pour chaque n, |f,(z)| < g(z) p.p. sur Q alors, [ €
LY(Q) et

lim |1f = £l =0, | fa)de = lim | fu@yde
Q Q

n—o0

Théoreme 1.3. (Réciproque du théoréme de Lebesgue). Soient (f,), une suite de LP(Q2) et f €

LP(S), tels que || f — full pqy — O alors il existe une fonction g € LP(S2) et une sous-suite extraire

(fui )i tel que :
o fn.(x)— f(x)p.p.sur)

DEBIH L. Probléme de valeurs propres pour le Laplacien et le p-Laplacien



1.2. RAPPELS SUR LES ESPACES DE SOBOLEV 5

o |fn.(z)| < g(z) pour tout k et p.p. sur Q.

Théoreme 1.4. (Egorov). On suppose que |} < oo, soit (f,) une suite de fonctions mesurables de

dans R telle que
fo(z) = f(x) p.p. sur Q (avec |f(z)| < cop.p.)
Alors

Ve > 0 3A C Q2 mesurable tel que
|A°| < eet f, — f uniformément sur A

ot |A°| désigne la mesure de Lebesgue de complémentaire de I'ensemble A.

1.2 Rappels sur les espaces de Sobolev

Dans cette section, on fait un bref rappel sur les espaces de Sobolev. Pour une présentation
plus détaillé de ces espaces, on reféere 'ouvrage de H. Brezis [3] ou R. A. Adams [12]. Soit p un
réel avec 1 < p < oo et Q un ouvert de RY. On désigne par D(2) 'espace des fonctions de classe

O sur 2 a support compact dans 2

Définition 1.2. On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur 2 I'espace

Whe(Q) = {u e L7(Q) | g“ eLP(Q), Vi=1,2, .., N}

Ti
ol 3+ de51gne la dérivée partielle de u au sens des distributions. En d’autres termes, une fonc-

tion u € LP(Q) est dans W'?(Q) s’il existe N fonctions vy, ..., vy € LF(Q) tels que

/ ¢ -dr = —/UZ' wdr, Yo € D(Q), Viel, 2, ..., N
Q

On note v; = g‘ﬁ Vi=1, 2, ..., N.
L'espace W'*(Q) est un espace de Banach muni de la norme suivante

ou

||u||W1,p(Q) = ||u||LP(Q)

Lr(Q)

Pour p = 2, WH%(Q) = H'(Q) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire suivante

du 0
(u,v)g1 = UUL2+Z(5!;L. 8;)
i i/ 12(Q)

DEBIH L. Probléme de valeurs propres pour le Laplacien et le p-Laplacien




1.2. RAPPELS SUR LES ESPACES DE SOBOLEV 6

N 2 é
2
ull g1 ) = (nunp +) )
i=1 L?

Définition 1.3. Soit 1 < p < oo, W, () désigne 'adhérence de D(Q) dans W' (Q).

et la norme associée

ou
8:102-

L’espace W, ”(€2) muni de la norme induite par W'?(Q) est un espace de Banach Séparable, il

est de plus réflexif pour tout réel p vérifiant 1 < p < oo
Notation. On désigne par W ~1#(Q) 'espace dual de W, (Q), 1 < p < oc.

Théoreme 1.5. (Inégalité de Poincaré)

Soit p un réel avec 1 < p < oo, et Q un ouvert borné de RN alors
1»
3C >0, Yu € Wy () ullpoiq) < C [ Vull g

De plus, L'application u — ||Vul|, q est une norme sur W, ?(Q) qui est équivalente d celle induite par

WhP(Q).
Théoreme 1.6. L'espace (Wol’p (Q), || ||W01,p(9)> est uniformément convexe.

Lemme 1.3. Siu € WyP(Q) alors u™, u~, |u| sont dans W, *(Q) oil

ut =max {u(z), 0}, v~ = max{—u(x),0} et ona

Vu si u>0
+
v = {0 si u<0

P u >
Vu:{o si u>0

—Vu si u<0

Vu si uw>0
Viu| = 0 si u=20
—Vu si u<0

Définition 1.4. Soit 2 un ouvert quelconque de RY, pour m > 0, on note par W™?((2) I'espace

de Sobolev définie par :
WmP(Q) = {u € L’(Q),D*u € LP(Q), Vo € NV, telle que |a| <m,1 <p< oo}

ou

Hlel N
Dau — U, ’a’ = ZO@.
i

aq a2 N
0x".0x57...0zY

DEBIH L. Probléme de valeurs propres pour le Laplacien et le p-Laplacien



1.2. RAPPELS SUR LES ESPACES DE SOBOLEV 7

L’espace WP (1) est un espace de Hilbert muni de la norme suivante

P

lallymn = | D ID%ull},

0<|ar|<m
Définition 1.5. Soit 2 un ouvert borné de RY, pour p = 2 on note W™?(Q) par 'espace H™(f2)

définie par
H™(Q) = {ue L*(Q), D € L*(Q), VaeN", telleque |a| <m}

est munit de produit scalaire suivante

Yu,v € H™(Q), (u,0)gmoy = Y < D%, D >

laj<m

-y /Q D*u(x)D*v(x) da

laj<m

et de la norme associée

N[

o, |2
lallgm = | D 1Dl 72

|laj<m
Théoremes d’injection de Sobolev

Enongons les Théorémes "d’injection” continue, et compacte établis pour les espaces de So-

bolev définis sur un ouvert () de R".

Définition 1.6. On dit qu'un espace de Banach X s’injecte de fagon continue dans un espace de
Banach Y et onnote X — Y si:
e X est un sous-espace de Y.

e 3C > 0telle que pour tout u € X
lully < Cllullx-

Définition 1.7. On dit qu'un espace de Banach X s’injecte de facon compacte dans un espace
de Banach Y et on note X —_. Y si

e X s’injecte de fagon continue dans Y.

e De toute suite faiblement convergente dans X on peut extraire une sous suite converge

fortement dans Y.

DEBIH L. Probléme de valeurs propres pour le Laplacien et le p-Laplacien



1.3. LES ESPACES DE HOLDER 8

Théoréme 1.7. Soit Q un ouvert de RN de classe C', avec 002 borné, soit 1 < p < oo, on a

Si 1<p<N alors WhP(Q) < LP (£2) oit I% — % — %
Si p=N alors WhP(Q) < LI(Q) Vg € [p,+oo|
Si p>N alors WhP(Q) — L*>(Q)

De plus, si p > N alors on a pour tout u € WHP(Q)
u(z) —u(y)| <|| v llwrr) Clz —yl* pp z,y e
avec v = 1 — £ et C dépend seulement de ), et N.En particulier W(Q) C C(Q).

Théoréeme 1.8. (Rellich-Kondrachov) Soit Q un ouvert borné de classe C'. On a

Si p<N  alors  WW(Q) s, LI(R) Vge[lplonk=1-%
Si p=N alors WhP(Q) <, L1(Q) Vq € [1,+o0]
Si p>N alors Wir(Q) <. C(Q)

Concernant la relation entre les espace de Sobolev et I'espace de Holder, on a le résultat

suivant

Théoréme 1.9. Soit 2 un ouvert borné de RYN avec des frontiére Lipschitzienne, on a

_ N N
Whe — C%(Q) pour tout k > E o, 0 < o < min{k — E, 1}

1.3 Les espaces de Holder

Définition 1.8. Soit 2 un ouvert de RY, et 0 < a < 1, on dit qu'une fonction u est holdérienne

d’exposant o au voisinage de zy € (2 si
30, M >0Vx € QN B(xo,9), |u(x)—u(xg)| < Ml|x — zo|*

On désigne par C**(Q) les fonctions de classe C*(Q2) telles que les dérivées d’ordre k sont
holdériennes d’exposant « au voisinage de tout point z, € €.

e Si f: Q) — R bornée et continue, on écrit

Iflle = sup | (z)

DEBIH L. Probléme de valeurs propres pour le Laplacien et le p-Laplacien



1.4. REGULARITE DES SOLUTIONS FAIBLES 9

e La semi norme d’ordre « de la fonction f : Q@ — R est

e la norme d’ordre « de la fonction f est
[flcoe@ = I fllc@ + [flooa@m
1.4 Régularité des solutions faibles

Théoréme 1.10. Soit Q un ouvert de classe C* avec 92 borné. Soit f € L () et soit u € Hy () vérifiant

/Vquodm:/fgpdx Vi € Hy(Q)
Q Q

Alors u € H*(Q) et [ull g2y < ClIf |l 12y 0t C est une constante qui dépend seulement de Q.

De plus, si Q) est de classe C™ 2 et si f € H™(Q2), m € N*, alors
u€ H™2(Q) avee  |ullguseq) < Cllfllgmo

en particulier sim > 5 alors u € C*(12).
Enfin si Q) est de classe C™® et si f € C®(Q), alors u € C>=(Q)
(voir 3] théoreme [X.25)

Théoréme 1.11. Soit Q un domaine de classe C'*, 0 < o < 1,si f € L>*(Q). Alors le probleme de

Dirichlet

= f dans Q
= 0 sur 0N

admet une solution unigue dans C*((2).
Deplus si f € C(Q), alors u de classe C*(Q) N C12(Q).

(voir [2] théoreme 8.34)

Définition 1.9. Soit 2 un ouvert borné de RY, 1 < p < oo. Considérons 'équation elliptique
dégénéré
— Apu(x) = f(z,u(z)) sur Q, (1.1)

ou f :  x R — R est une fonction de Carathéodory.

DEBIH L. Probléme de valeurs propres pour le Laplacien et le p-Laplacien



1.4. REGULARITE DES SOLUTIONS FAIBLES 10

Définition 1.10. Une fonction u € W?(Q2) est dite solution faible de (1.1]) si

/ |Vul[P~2Vu.Vedr = )\/ flz,u) edx, Yo € D(Q). (1.2)
0 0

Théoreme 1.12. Soit u € L>®(Q) N W, () est une solution de (1.2).
Si f € L>®(Q), alors u est dans C1*(Q) pour 0 < a < 1.

(voir [10] théoreme 1)

Théoreme 1.13. (Principe de maximum fort pour le Laplacien)
On suppose que u € C*(Q) N C (), oit Q est un ouvert bornée est connexe.
e si

—Au <0 dans

et u atteint son maximum en un point a 'intérieur de Q, alors u est une constante sur ().
® si

—Au >0 dans 2

et u atteint son minimum en un point a l'intérieur de 2, alors u est une constante sur )

(voir [l6]] théoréme 4)

Remarque 1.2. Ce résultat est valable pour des opérateures plus génerale que Laplacien. On peut rem-

placer Au par l'opérateur

N

Lu = Za” uxﬂquZb )y, + c(x)u

1,j=1

les coefficients a', b', c sont continues sur Q et les a;; satisfont par ailleurs la condition d’ellipticité

Z ai;(z)yiy; > aly|®

i,7=1

pour tout x € ) et pour un certain o > 0 et pour tout y € RN aussi a;; = aj; (i, =1, ..., N).

Définition 1.11. On dit que u € C'(Q) satisfait

—Ayu < f(u), (> f(u)

/Q—Apu gpde/Qf(U) @, (Z/Qf(“) V’)

DEBIH L. Probléme de valeurs propres pour le Laplacien et le p-Laplacien
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Théoreme 1.14. (Principe de maximum fort pour le p-Laplacien)
On suppose que u € C*(Q), on suppose aussi que Q) est un domain de RY
® Si

—Ayu > MulP?u dans Q, u>0et 1<p<+oo

et si u(xg) = 0 pour certains xo € 2, alors u = 0 sur ).

(voir [11] théoréme 3)

1.5 Quelques définitions et inégalités utile
Différentiabilité

Définition 1.12. (Différentiabilité au sens de Fréchet). Soient £ un espace de Banach, 2 un
ouvertde Fet f : 2 C E — R une fonction. Soit v € €2, on dit que f est différentiable au sens
de Fréchet au point v, s’il existe une application linéaire continue de E vers R notée D f(u), telle
que

f(v) = f(u) = (Df(u),v = u) +0(v—u).

Définition 1.13. (Différentiabilité au sens de Gateaux). Soient £ un espace de Banach, €2 un
ouvertde Eet f : @ C E — R une fonction. Soit v € (2, on dit que f est différentiable au sens
de Gateaux (ou G-différentiable) au point v, s’il existe une application linéaire continue de E

vers R notée D f(u), telle que pour toutv € E ona

o ft ) = f()

t—0Tt t

= <DGf(u)7 ’U>

Proposition 1.1. Si f est différentiable au sens de Fréchet, alors f est différentiable au sens de Gateaux

et Do f(u) = Df(u).

La réciproque est fause, mais on a le résultat qui suivant

Proposition 1.2. Soit f : 2 C E — R est G-différentiable sur S telle que I'application u — Dg¢ f(u)

est continue. Alors f est différentiable au sens de Fréchet et sa différentielle coincide avec D¢ f (u).

Quelques inégalités utile

Proposition 1.3.

DEBIH L. Probléme de valeurs propres pour le Laplacien et le p-Laplacien



1.5. QUELQUES DEFINITIONS ET INEGALITES UTILE 12
e Sip € [2,00]alors:
||z — [yP 2y |< Cle — y| (Jo| + [y))P* pour tout xy € RY (1.3)
avec C indépendant de x et y ;
e Sipe]l,2|,alors:
| |z|P2x — |y[P~?y [< Cla — yP~" pour tout z,y € RY (1.4)
avec C indépendant de x et y.
voir ([5]) lemme 1
Proposition 1.4.
o Pour tout p > 1 et wy,wy € RY tel que wy # wo, on a
| wy P> wy [P +p | wr P72 wy.(wy — wy). (1.5)
e Sip > 2alors
P » p—2 | wa —wy P
| wo P> wy |7 +p | wy | wl-(w2—w1)+ﬁ (1.6)
pour tout wy, wo dans RY.
e S5il<p<2alors
2
Wy — W
s P P4 | 1772 w0 — ) + Cp) 2= (1.7

([wi |+ ws )27

Pour tout wy, wy dans RY. (C(p) est une constante positive qui dépend seulment de p)

voir ([9]) lemme 4.2

Lemme1.4. Sil<p<ooeta>0,b>0,alors
(a+Db)P < 2P (aP 4 bP).

voir ([12]) lemme 2.24

(1.8)
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Convergence faible

Définition 1.14. Soit E un espace de Banach, soient (u,),ey C E et v € E. On dit que u,

converge faiblement vers u dans E, et on note u,, — u si
(f,un) = (f,u), n—o00, VfEFE

Proposition 1.5. Soit (u,)nen une suite de E. On a
e Siwu, — udans E, alors u,, — udans E

o Siwu, — udans E, si de plus E est uniformement convexe, alors w,, est bornée et on a

| wl||< lim inf || u, | .
n—+400

1.6 Théoréeme de Lax-milgram
Probleme variationnelle abstrait

Soit E un espace de Hilbert, réel muni de produit scalaire ( . , .), et de la norme associée

e

Soit a une forme bilinéaire sur F x F, et soit f une forme linéaire sur E.

Définition 1.15. On dit que la forme bilinéaire a est continue si il existe une constante M > 0,

telle que pout toutu,ve Eona
lau, v)| < M [lull o]l
Définition 1.16. On dit que la forme bilinéaire a est symetrie si, pour toutu, ve Eona
a(u,v) = a(v,u)

Définition 1.17. On dit que la forme bilinéaire a est coercive sur E si, il existe une 5 > 0 telle
que pour tout v € F ona

a(u,u) > B lulz
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Théoreme 1.15. (de Lax-Milgram)
Soit E un espace de Hilbert, a une forme bilinéaire continue et coercive et L une forme linéaire continue

sur E. Alors le probléme suivant

Trouver v € FE telle que
a(u,v) = L(v),Yv € E

admet une solution unique.

Théoreme 1.16. (Formule de Green)

/QAu(x)v(a: /Vu )Vo(z )dm—i—/ gz( w(z)ds VYue C*(Q), Yo e CHQ). (1.9)

oit dn est la mesure superficielle sur OS2, et g—’;(x) = Vu.n, n la normale extérieure unité de ).

1.7 Opérateurs compacts, décomposition spectrale des opéra-
teurs autoadjoints compacts

Opérateurs compacts

Soient E et F' deux espaces de Banach

Définition 1.18. On dit qu'un opérateur 7' € L(E, F') est compact si T(Bg) est relativement

compact pour la topologie forte, on note que
By —{w € B; o] <1}

On désigne par L(E, F') I'ensemble des opérateurs linéaires continus de E dans F, on pose
L(E)=L(E,E).

KC(E, F) 'ensemble des opérateurs compacts et on pose K(E) = K(E, E).

Proposition 1.6. Soit E et F deux espaces vectoriels normés sur K =Rou Cet T € L(E, F)
On dit que T est un compact si et seulement si de toute suite bornée (x,,)nen de E, on peut extraire une

sous suite telle que (T'(xy,))ren converge dans F quand k — +oo.
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Opérateurs adjoints

Théoreme 1.17. Soit T' € L(E, F). 1l existe un seul opérateur T* € L(E, F) vérifiant

V(f,9) € ExF(T(f),9)p=(f,T"(9)g

L'opérateur T est appelé opérateur adjoint de T', et on a

HTHL(E,F) = HT*H[:(F,E)'
Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints compacts

Définition 1.19. Soit E un espace de Hilbert, On dit que 7' € L(E) est un opérateurs auto-

adjoints si 7' = T™, c’est-"a-dire
V(z.y) € B (T(2),y)p = (. T(y)) 5 -

Théoréme 1.18. On suppose que E est séparable. Soit T un opérateur autoadjoint compact.
Alors E admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de T

(voir|3| théoreme VI. 11)
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CHAPITRE 2

VALEURS PROPRES DU LAPLACIEN

Dans ce chapitre on va étudier le probléme aux valeurs propres faisant intervenir ’opérateur

Laplacien

{—Au = Mu dans €

v = 0 sur 0N (21)

ou  est un ouvert borné de R". Nous étudions les différentes propriétés de la premiere va-
leur propre(simplicité, isolation, ...), nous montons qu’il est possible de construire une suite de

valeurs propres positives tendant vers 1'infini.

Définition 2.1. Une solution faible du probléme (2.1)) est une fonction non nulle u € HJ (),
telle que
/ Vu.Vovdr = )\/ uv dz pour tout v € Hy(). (2.2)
Q Q

2.1 Existence de la premiere valeur propre

Définition 2.2. On dit que ) est une valeur propre de l'opérateur Laplacien, si le probléme
(2.1) admet une solution faible u € H} () non-nulle

La fonction u est appelée fonction propre. On dit aussi que (u, A) est une solution propre de ([2.2)

Remarque 2.1. Si on remplace v par w € H{(2) dans (2.2)) on obtient X\ comme le quotient fonctionnel

suivant
_ Jo IVuldz
B fQ \ul?dz

Ce quotient est appelé le quotient de Rayleigh.

A (2.3)

Définition 2.3. La premiere valeur propre de I'opérateur Laplacien notée \; est définie par

Vul|?d
A = inf M (2.4)
ueHL(Q) fﬂ|u|2dac
u#0

16
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et la fonction u associé a cette valeur propre s’appelle premiere fonction propre.
Le résultat d’existence de la premiére valeur propre est donné par le théoréme suivant

Théoréme 2.1. Soit Q C RY un ouvert borné et régulier. Alors N\, définie par ((2.4)) existe et strictement

positive, de plus il existe une fonction u € Hg(Q2)\ {0} telle que

_ Jo [Vul?dz

Ny = Bl e
! fQ |u|2dx

La fonction u peut étre choisit positive, et satisfait I'équation (2.2)), u appelée la premiére fonction propre.

Démonstration. Pour u € H} (), posons

F(u):/Q|Vu|2dx, K(u):/ﬂ|u|2d:p

et on définit la fonctionnelle L : H}(Q)\ {0} — R par

alors

D’apres 'inégalité de Poincaré
2 2
3C>0: ||u||L2(Q) <C ||VUHL2(Q) :
Par conséquent A\, > & > 0.

Soit (ug)x>1 est une suite minimisante de H}(Q) c’est-a-dire

||Vuk\|i2(§z)
——————= — A1, quand k — +o0.
||Uk||L2(Q)

On peut normaliser (ux)r>1 en posant ||uy| 2oy = 1 pour tout k, alors

/ |Vug|?de — A
0
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D’ot1 uy, est borné dans Hj ().

On a |uy| est aussi une suite minimisante de L car

/]V\uk\|2dx:/ ]Vuk|2dx—|-/ \VukIde:/|Vuk|2 de — )\
Q o+ Q- Q

ou

O ={z € Q| u(z) >0}
et

Q" ={z € Q|ux(zr) <0}
Alors on peut supposer que uy(xz) > 0 p.p sur €2
Par l'injection

HY(Q) < L*(Q)
on déduit que pour une sous suite encore noté (uy )

up —u dans H}(Q)
up —u dans L*(Q)

En particulier K (u) = 1 et u(x) > 0 p.p. sur 2. Donc par la proposition (1.5) on a

L(u) = F(u) < lim inf F(ug) = lim F(ug) = \;.

k——+o00 k—+o0

D’autre part

A= inf /|Vu\2dx§/|Vu|2dx
u€H(Q) Jo Q

Il =1

Par conséquent [, [Vul*dz = X\ [, [u|*dz = \y. Ainsi Fu € Hj(2)\ {0} et L(u) = A;.

On montre que L : Hj(Q2) \ {0} — R est différentiable en u € H;(Q2). c’est-a-dire
L(u+v) = L(u) + DL(u).v +o(v) Yv & Hy(Q)
Ona

F(u+v) = F(u) +2(Vu, Vo) + [[vo]l g

= F(u) + 2 (Vu, Vv) + o(v)
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etona

K (u+v) = K(u) +2 (u,v) + [[v] 720

= K(u) 4+ 2 (u,v) + o(v)

2 2
car [|v]| j2q) < C'[|v]l gy done [|v[|72q) < C? [0l ) = o(v)

K t0) = K(u) |14 e (0.0) + ofr)
On pose
h = 2 (u, v) + o(v)
O K(u)
donc

K(u+v)=K(u)(1+h)
avec h — 0 quand v — 0 donc o(h) = o(v) d’out

1 1

1
Ku+v) K@) (1+h) K§“> (1 —l;+o(h))
T K(u) K(u)? (u,v) +0(v)
Donc
Huto) = % = (F(u) +2{Vu, Vv) + o(v)) x (K}u) - K(Q) (u, v) +0(v))
= Flu) 2 u, Vv) — 2F(u) u,v) + o(v
_K(U)+K(u)<v Vo) K(u)2< ,v) + 0(v)

Donc L(u) est différentiable en u et

DL(u).v = [(Vu, Vv) — L(u) (u, v)]

K (u)
Comme u est un point minimum de L donc DL(u) = 0 et par conséquent

< Vu,Vu >= L(u) < u,v >= A\ < u,v > pour tout v € Hy(Q)

/VUVU dx = Al/uvdx pour tout v € Hy(Q) m
Q Q
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2.2 Existence d'une suite des valeurs propres

Théoréme 2.2. Il existe une base Hilbertienne (¢,),>1 de L*(Q) et il existe une suite (\,),>1 de réels

avec A, > 0 et \,, — oo tels que ¢, € H(Q) et

—A¢, = I\, sur
{ ¢, = 0 sur 02 (2:5)

Démonstration.

e Etant donné f € L*(Q), u € H}(Q) solution du probleme

(2.6)

—Au = f sur ()
u = 0 sur 0N

On multipliant (2.6) par v € Hj(Q2) puis on intégrant sur 2 et utilisant la formule de

Green (|1.9) On arrive a la formule variationnelle suivante
Trouver u € H}(Q) telle que

2.7)
JoVuVvde = [, fvde Yve H)(Q).

e On montre que, pour tout f € L?(12), il existe une solution unique v = T'f € H}(Q2) du
probleme (2.7). Avec T = —A~! I'opérateur f — u définie de L?(2) dans L*(Q).
Pour cela on vérifie aisément les hypotheéses du Théoreme ([1.15)).
On pose E = H}(Q), et

a(u,v) :/VU.VU dz, Yu, v € Hj(Q)
Q

L(v):/ﬂfvd:c, Yo € Hy(Q)

a(u,v) est continue car

/ Vu.Vou dx
0

S/\Vu\.\Vv\ dx
0

|a(u, v)| =

<l Va Nz - | V2 lzz@= ltll ey - 0]y (par Cauchy Schwarz)
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a(u,v) est coersive car
a(u,u) :/|Vu|2 dx
Q

1 1
:—/ |Vul|? daH——/ \Vul? do
2 Ja 2 Jo

1
5 / \Vul? do + % / lu|* dz (par I'inégalité de Poincaré)
Q Q

IV

1 . 9
> §m1n(1,(]) [l )
L(u) est continue car

L(0)| = '/vadx

il est clair que a(u,v) est une forme bilinéaire symétrique.

< Al 2@y - 10l 20 < Cllvll gy o)

Donc D’apres le Théoréme de Lax-Milgram il existe une unique solutionu = T'f € H} ()

de probleme (2.7)).
e Vérifions que 7' est linéaire, continue, compact et autoadjoint.

e Montrons que l'opérateur T est linéaire i.e.
T(f+g)=Tf+Tg et T(af) =aT(f), Yo € R, ¥f,g € L*(%)

Pour celaon pose T'(f + g) = w, Tf =u, Tg = v. il vient

—Au = f dans
u = 0 sur 09 (2.8)
—Av = g dans (2.9)

—Aw = f+g dans Q
w = 0 sur 0f2

{
{

et
—A(u+v) = f+g¢g dans
U+ v =0 sur 0f)

D’apres 'unicité da la solution on a w = u + v, par conséquent

T(f+g9)=Tf+Tg
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il reste a monter que T'(a.f) = oT'(f) pour cela on pose T'(af) = w, u = aT'(f) il vient

—Aw = «af dans
w = 0 sur 99

et
—Au = «af dans
u = 0 sur 0N

D’apres l'unicité da la solution on a w = u, par conséquent
T(af) = aT(f)

D’ou l'opérateur T est linéaire.

e Montrons que l'opérateur T est cotinue, pour cela on appliquant la formule (2.7) pour

/|Vu\2 d:z::/f.udx
0 Q

On applique I'inégalité de Cauchy Shwartz on obtient

p = u, on trouve.

2
1l o) < 1F1lz2 - Nl e
Donc d’aprés 'inégalité de poincaré on a
HUHH(%(Q) <cC HfHL2(Q)

Ce qui implique
171l 30y < C £
Cela prouve donc que l'application T est continue de L?*(2) dans H}(2) et Comme l'in-
jection de H}(f2) dans L? est compacte on en déduit que T est un opérateur compact de
L*(Q) dans L*(Q).
e Montrons que T est autoadjoint i.e.

/(Tf)gd:csz(Tg) dv f,g e L*(Q).
Q Q

En multipliant (2.8)) par v et (2.9)) par u et en utilisant (1.9) on obtient

/VUVU dr = / fvdr = / ug dx (2.10)
Q Q 9)
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D’ou T est autoadjoint, donc d’apres le théoreme (1.18)), il existe donc une base Hilber-
tienne (¢,),>1 de L?(Q) constituée des fonctions propres de T associés a des valeurs

propres (pn)n>1 i.e. T, = pndn, Ona donc ¢, € Hy(Q) et

qun Vvdr = — (bnvda: Vo e Hy(Q).

’I’L

Autrement dit ¢,, est une solution faible de (2.5) avec \, = p,, .

De plus on a
| &n lL2qy=1 Vn € N, (¢, ¢m>L2(Q) =0 Vn,meN, m#n (2.11)

e On montre que \, — 400, par absurde, supposons qu’il existe une sous suite \,, — ¢

pour une certaine constante ¢ € R.

donc ¢,, est bornée dans R. puisque |[¢n, || 1) = An, par (2.3) et (2.11).
donc par l'injection

H(Q) <. L(Q)

on déduit que pour une sous suite encore noté (uy)

Gn, — ¢ dans H(Q), k— +oo
bn, — ¢ dans L*(Q)

En particulier ¢,, est une suite de Cauchy dans L*(Q) i.e.

Ve > 0,

®n, — Pn, H L2 <€ pourtoutp,q € N assez grand. (2.12)

Mais on a par , ¢n, €t ¢,,, sont orthogonale dans L*(12), alors
2 2 2
[Ens = Dn [ 20y = (1€l 200y + 19mall 20y = 2> &
donc contradiction avec (2.12)), (pour e < 1) par conséquent

An — +00

e Soit ¢, une fonction propre associé a la valeur propre \,,. Alors

M [ 62 do == [ (a0 ds
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par (1.9) ona
—/(Agbn)qbn d:v:/ | Vo |? da
Q Q

Donc
)\n/ ¢ du = / | Vo, |* dz> 0. (2.13)
Q Q
De plus on a

/|v¢>n|2 dz > 0.
Q

Nous prouvons cette affirmation comme suit.
Supposons que [, | V¢, |* dz = 0, alors | V¢, |= 0 se qui implique que ¢, est constante
sur €. Mais on a ¢,, = 0 sur J). Donc si ¢,, est constant sur 2 et ¢, = 0 sur 012, alors

¢n = 0. Cependant, la fonction nulle n’est pas une fonction propre, donc

An/¢idx:/|v¢n\2dx>o
Q Q

ce qui implique A, >0 =

2.3 Régularité des fonctions propres

Théoreme 2.3. Soit Q un ouvert borné de R avec ) de classe C', et (u,\) € H}(Q)) x RT est une

solution propre de (2.1)), alors u € C(Q).

Démonstration. On a v € Hj(Q) d’out A\u € H}(Q2). Donc d’apres le théoreme ((1.10), on a
u € H3(Q), et par récurence on obtient u € H*(Q), Vk € N

D’apres le théoreme (1.9)), on déduit que

H*(Q) — C**(Q)

ue Q) = L®(Q).

Donc d’apres le théoréme (1.11)) on déduit que u € C1*(Q).
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2.4 Propriétés de la premiére valeur propre

2.4.1 Positivité

Théoreme 2.4. Toute fonction propre u associée d la premiére valeur propre \; est de signe constant sur

Q (c’est-d-dire u > 0 ou bien v < 0 sur ).

Démonstration. Soit u € H}(2) une fonction propre associée a la valeur propre \;. D’apres le

lemme (1.3) on a u* € H} () et par définition de \; on a

/}vzﬁf dx > )\1/ ut|* do et / Vu|* de > /\1/ | dx (2.14)
Q Q Q Q

Or on a également

/‘Vuﬂz da:—i—/ ‘Vu_|2 dx:/\VuF dx:)\1/|u|2 dxz)q/ |U+}2 da:+)\1/ |U_|2 dz.
Q Q Q Q Q Q

Ainsi les inégalités dans (2.14]) sont nécessairement des égalités i.e.

/|Vu+’2 dx:)\l/ {u+|2 dz
Q Q
/|Vu_‘2 dx:)\l/ !u_|2 dzx
Q Q

Cela implique en particulier en reprenant la preuve de théoreme que u" et u~ sont des

et

fonctions propres associées a la valeur propre )\, et donc

—Aut = \ut >0 dans Q
{ uto= 0 sur 0N (2.15)
ou
vy Jou(x) si u(x)>0
v (x)—{ 0 si u(zr)<0
et

w(z) = { —u(x) s% u(z) <0

D’apres le théoréme (2.3)), on a u* € C1*(Q).

Onaut > 0sur Q donc on distingue deux cas
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1. ut >0, Vo € Q, alors

u>0, Ve el
2. SiJxg € Q, telle que u™ (xy) = 0, alors
ut(zg) = 0 = infu™.
0

D’apres le principe de maximum fort (théoréme|1.13)

ut(z)=0 VreQ

d’ou
u(z) <0 sur Q (2.16)
alors
Siduzg € Qtelleque u (z9) =0
donc

u (zg) =0= irﬁlfu_.

D’apres le principe de maximum fort
u (z)=0 VreQ
d’ou
u(z) >0 sur Q (2.17)

D’pres (2.16) et (2.17) ona v = 0 sur (2, cest une contradiction car la fonction propre
n’est pas nulle.
par conséquent

VeeQ : ut(z) >0 ie celadonneu > 0sur

VeeQ :u(x)>0surQ ieu<Osur) m

Proposition 2.1. \; est la seule valeur propre associée a une fonction propre strictement positive.
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Démonstration. Si w € H; () est une fonction propre strictement positive, associée a la valeur
propre A, et ¢, € H;(f) est une fonction propre associée a la valeur propre \;, donc par le
théoreme (j3.5)) on peut choisit ¢; > 0.

On a

)\/ngbl dr = /Q(—Aw)qbl der = /QVwV¢1 dr = /Qw(—A<b1) do = Al/w¢1 dx.

Q
ce qui implique
()\1—)\)/w¢1dx:O
Q
D’ou A = A\ puisque

/w¢1dx7é0car we, > 0
Q

par hypothese ¢; > 0.

24.2 Simplicité

Théoreme 2.5. La premiere valeur propre A\, est simple, i.e. si u et v sont deux fonctions propres associées

a Ay alors u et v sont proportionnels.

Démonstration.Soinent u, v deux fonctions propers associées a A, d’apres le théoreme (2.4) u, v
sont des signes constante sur () et aussi pour uwv.
D’ou

uv > 0 ou bien uwv < 0 sur €2

dans tous les deux cas [, uv dz # 0 car [, | uv | dz >0

D’autre part, si u et v ne sont pas proportionnels alors
Va, 5 € R*, au+ fv #0

On a w = au + Bv est une fonction propre associée a A\; donc [, uw dz # 0
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Mais

/Quwdx:/ﬂu(aunLﬁv) dx

:a/u2d$+ﬁ/uwda:
Q Q

2
d
0. Si B —ada®

Jo uv dz

Contradiction, donc u, v sont proportionnels.

2.4.3 Isolation

Théoréme 2.6. La premiére valeur propre \; est isolée dans I'ensemble des valeurs propres de I'opérateur

Laplacien

Démonstration Pour la preuve, on l'a fait dans le cas générale avec I’opérateur p-Laplacien.Voir

thé oreme (3.7)) ci-dessous.
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CHAPITRE 3

PREMIERE VALEUR PROPRE DE
L’OPERATEUR P-LAPLACIEN

Dans ce chapitre on va étudier le probléme aux valeurs propres faisant intervenir 1’opérateur

p-Laplacien
—Ayu = MNulf7?u dans
{ u = 0 sur S 31)
ou § est un ouvert borné de RY et 'opérateur p-Laplacien A,u = div(|Vul[P~?Vu) défini sur
I'espace de Sobolev W, ”(Q) dans son dual W~ (Q), avec p et p' deux réels, 1 < p < oo et
% + z% = 1. Nous étudions les différentes propriétés de la premiere valeur propre(simplicité,

isolation, ...).

Définition 3.1. Une solution faible du probleme (3.1)) est une fonction non nulle u € W, *(f),
telle que
/ IVulP~2Vu.Vo do = )\/ luP"2u v dz pour tout v e WyP(Q). (3.2)
Q Q

3.1 Existence de la premiere valeur propre

Définition 3.2. On dit que X est une valeur propre de 'opérateur p-Laplacien, si le probléme
(3.1) admet une solution faible u € W, () non-nulle

La fonction u est appelée fonction propre. On dit aussi que (u, \) est une solution propre de

B2

Remarque 3.1. Remarquons que si on remplace v par u € Wy* () dans (3.2)) on obtient A comme le

quotient fonctionnel suivant
_ JoIVulPdz

A= fQ |u|pdx

(3.3)

Ce quotient est appelé le quotient de Rayleigh.

29
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Définition 3.3. La premiere valeur propre de I'opérateur p-Laplacien notée \; est définie par

VulPd
Mo g JolVulde

wewi (@) Jq lulrde
u#0

(3.4)

et la fonction u associé a cette valeur propre s’appelle premiére fonction propre.

Maintenant, on va discuter la question d’existence de la premiere valeur propre et sa fonc-

tion propre associée. Daprés la définition de ), il s’agit d’étudier les fonctionnelles suivants :

I-WyP(Q) — R
u — I(u) = [, VulPde

et

J.IP(Q) — R
u — Ju) = [, |ul?de

avec  un ouvert borné de RV, et p € |1, +o0|

On commence par la proposition suivante

Proposition 3.1. La fonctionnelle I est différentiable sur Wy " () et

(DI(u),v) = p/ | Vu [P72 Vu.Vo dr = p (—Ayu, v)
Q

Démonstration. On montre que I est G-différentiable c’est-a-dire

Vu,v € Wy P(Q), lim Iu+tv) = I(w)

t—0 t

— (DI (u),v) .

On sait que l'application z — |z|" ;2 € RY, p > 1 est différentiable, sa différentiele est donné
par p|z[’"*z,Vz € RY (en acceptant que p|z[P~2z = 0 pour = = 0), d’ou elle est G-différentiable

etona

t P _ p
Va,y € RY, lim‘x—i_ yl” — |2 =p|
t—0 t

zP 2 xy
Par conséquent V u, v € W, (Q)

lim | Vu(x) +tVou(z) |P — | Vu(z) [P

t—0 t

= p| Vu(x) P2 Vu(2).Vo(x) pp.sur @ (3.5)
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D’autre part, on pose pour tout z, y € RY o(t) = |z + ty|?, p est différentiable et

¢'(t) = plr + ty[P 2 (x + ty).y

On applique le théoréme des accroissements finis

doentreOett (0 < |6] < |t]) telle que

|z +ty [P — x|
¢

= plz + 0y’ (x + by) .y

Par conséquent

| Vu(z) + tVou(z) [P — | Vu(x) |P
t

=p | Vu(x) + 0Vou(z) [P~* (Vu(z) + 0Vo(x)).Vo

Supposons que |t| < 1, d’ou |§] < 1, alors on a

|Vu+tVolP — |Vul?
t

< p|Vu+ Vo~ Vol < C (|VulP~! Vo] + [Vul?) par

Ona |Vul|P~! € L¥(Q) et |Vv| € LP(Q)
D’aprés l'inégalité de Holder on a |[VulP™|Vo| € LY(Q)
D’ou h = |VulP~|[Vu| + |[VoP € L1(Q)

donc
|Vu+ tVolP — |Vul?
t

D’aprés (3.5) et (3.6) et grace au théoreme de la convergence dominée de Lebesgue (1.2, on

< p|Vu+ 0VolP~! Vo] < Ch € L'(Q) (3.6)

obtient
p _
lim | Vu(x) + tVo(z) | | Vu(x) |

t—0 Q t

p
der = p/ | Vu [P~2 Vu. Vo dr.
0

Donc

(DeI(u),v) = / | Vu P72 Vu.Vude = (—pAyu,v).
Q

Pour déduire que I est Gateaux différentiable, on montre que DI € W, '? /

On a la définition de la norme dans l'espace dual suivante :

Vu € WoP (), | —pAgt |10 )= sup [(=pAyu,v)]
vEWOIvP(Q),HuHW&(Q)Sl
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Pour tout v € W,?(Q) on a

(=pA,u,v)| = ‘p/ |VulP2Vu.Vo dz
Q

Sp/ | [VulP2Vu | .| Vv | dx
0

En utilisant 1'inégalité de Holder

\\H

{—pAyu,v)| < p { [ g da:]
Q

<[]

=2 Il - 10 oo

<O vllyprg (caru e WyP(Q)

Enfin I est Gateaux différentiable
Nous allons maintenant montrer que Dg/l : Wy () — (W,7(Q))’ est continue pour conclure
la différentiabilité. A cet effet nous considérons une suite (uz)xey dans W, #(Q) telle que uy, — u

dans W, ()

1. Pour p € [2, +oo[ et v € W, 7(Q) nous avons
(DgI(uy) — Dgl(u),v) = p/Q (|Vug|P*Vuy — [VulP~>Vu) .Vo do
et
| (DaI(uy) — Dgl(u),v) | = ‘p/Q (IVugP*Vug — [VulP~*Vu) .Vodz
< p/Q | [VurlP >V, — |VulP2Vu | . | Vo | dz
Par I'inégalitié ona
| (Dal(1s) = Dol(w)) < C [ [V = ul (V] + [Vl [Volda

Par I'inégalité de Holder on a

A

[ (Det(us) = Dat(w).o) | <€ | [ [V = Ful (V] + [7u)y*-2)

{ / ywwm]

=¢ {/ Vuy, — Vul 77 (|Vug| + [Vu])77#" 2)} R
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Onposeq=p—1,¢ = i%l donc % + i = 1 Par I'inégalité de Holder on a

p—1

P

: (1)
| (DeI(ug) — Del(u),v) | < C / Vg — V20D dx}

Q
p—1,/p=2
—1(2=2)

P —1
X [/ (IVug| + |V )P~ 271572 do AN llwpe)
Q

p—2

<C [/ |Vuy, — Vu|pdx} " [/ (|Vug| + |Vul|)? dm} ’
Q Q

x || v HWOLP(Q)
d’ou

p—2

[ (Dol (ug) = DI (u), v} 1< K s = oy - (I [y + 110 [8y10y)

x || v HWOLP(Q) par "

Comme on a

| Dal(u)=DeT(w) 0= sup { | (DaI(ue) = DaI(u),v) |, v € WeH(2), [0 llyanay=1}

d’ou
p—2
p
1D (ur) = DI ()l < K s = ey - (Il + 110, )
On a
Donc

| DeI(u) — Del(u)l[y—1r = 0
2. Sipell,2]etveW,”(Q)
| (DaI(uy) — Dgl(u),v) | = ‘p/Q (|Vug|P*Vug — [VulP~*Vu) .Vodz
gp/Q | [Vug P2V, — |VulP 2V | . | Vo | do
Par I'inégalité et l'inégalité de Holder on a

| <D(;I(uk) — Dgf(u),’l)> | S K/Q |VUk — Vu|p_1 x ldz. || v ”Wol,p(Q)
1

1
<t [ [ rwu v [ ] g
Q Q 0

—1
S k || U — U |€V01’p(§2) : H v ||W01’p(Q)
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On a

—1
R

Donc
| Dal(uy) — Dol (u) |ly-10—> 0

D’ott DI est continue, par conséquent / est Fréchet différentiable avec DI = Dg/. m

Proposition 3.2. La fonctionnelle J est différentiable sur LP(S) et

(DJ(u),v) :p/Q | u P2 wo do

Démonstration. Méme procédure ci-dessus.

Le résultat d’existence de la premiere valeur propre est donné par le théoréme suivant

Théoréme 3.1. Soit Q C RY un ouvert borné et régulier et 1 < p < N. Alors \, définie par (3.4)) existe

et strictement positive, de plus il existe une fonction u € W, (Q)\ {0} telle que

B fQ \Vu|Pdx

N =
! fQ \u|Pdx

La fonction u peut étre choisit positive, et satisfait I'équation (3.2)), u appelée la premiére fonction propre.

Démonstration. Pour u € W, *(Q), posons

I(u) = /Q Vulds, J(u) = /Q lulPdz

et on définit la fonctionnelle Q : W,*(2)\ {0} — R par
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alors

A= inf  Qu).
ueWy P (Q)
u#0

D’apres I'inégalité de Poincaré
3C>0:u H]Zp(g)S C || Vu Hip(ﬂ) :

4 1
Par conséquent \; > - >0.

Soit (ug)g>1 est une suite minimisante de W (Q2) ¢’est-a-dire

| Vg |}
WZ)LP(Q) — M\ quand k — 4o00.
k1)

On peut normaliser (ux)x>1 en posant [|ugl|, ) = 1 pour tout k& > 1 alors

/ |Vug|Pdr — A\
Q

D’ot1 uy, est borné dans W, 7(Q).

On a |uy| est aussi une suite minimisante de () car

/|V|uk||p dx—/ ]Vuk|pdx+/ |Vuk|pdx—/|Vuk|p dz -\
Q Qt - Q

ou
O ={z € Q| u(z) >0}
et
Q" ={z € Q| u(x) <0}
Alors on peut supposer que ui(x) > 0 p.p. sur €.
Par linjection W, ”(Q) <. L”(Q) on déduit que pour une sous suite encore noté (uy,)y

u, —u dans W,?(Q)
ur — u dans LP(Q)

En particulier J(u) = 1 et u(z) > 0 p.p. sur Q. Donc par la proposition (|1.5) on a

Q(u) = I(u) < lim inf I(ug) = lim I(ug) = A;.

k—4o00 k—4o00
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D’autre part

inf /|Vu|pd:£</|Vu|pd$

uEW1 P(Q)

Il Ly ="

Par conséquent [, |VulPdz = \; [, [uPdz = A, Ainsi Ju € Wy ?(2)\ {0} et Q(u) =

On montre que Q(u) est différentiable en u € W, *(Q), i.e
Q(u+u) = Q(u) + DQ(u).v + o(h), Vv € WyP(Q)

D’apres les proposition (i3.1)), et (3.2)), on a les fonctionnelles I et .J sont différentiables d’ot

_ Mutv)  I(u) + (DI(u),v) + o(v)
Q) =TT o) = T+ (D), o) + olv)

— (I(u) + (DI(w),v) + o(v)) X J(lu) _ <€‘<]$) > 4 o(w )>
o (82125

Donc Q(u) est est différentiable et sa différentiale est

< DO(u), v >= <M v> Q) <DJ(“) v>

Donc

< DQ(u),v > (< DI(u),v > —Q(u) < DJ(u),v >).

_
- J(u)

Comme u est un point minimum de () donc DQ(u) = 0 et par conséquent

< DI(u),v >= Q(u) < DJ(u),v >= X\, < DJ(u),v > pour tout v € W, ()

VulP?Vu.Vode = M\ ulP"2u v dx pour tout ve WP (Q) m
2 Q ’

3.2 Régularité des fonctions propres

Dans cette section, on va montrer que la fonction propre de p-Laplacien est dans C**. On
va appliquer le théoreme (|1.12). Pour cela on montre que la fonction propre u est borné, en

appliquant les itération de Moser. On a le résultat suivant
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Théoréme 3.2. Soit ) un ouvert borné de RN avec 09 de classe C*, et (u,\) € W,? x R* est une

solution propre de alors u € L>®(Q) .

Démonstration.Dans cette démonstration nous utilisons la technique d’itération de Moser. Sup-
posons d’abord que u > 0. Pour M > 0 posons

vy (z) = min{u(z), M} = { “j(\j) sur QF ~ Yoy — { Vu sur QF

sur 2~ 0 sur O
avec
t={reQu(z) <M}
et
Q" ={zreQ|ulx) > M}
Ona

v () € Wy P(Q) N L>(RQ).
Soit k > 0, choisissons ¢ = %" alors Vi = (kp + 1)Vua.vi?. et o € Wi P(Q) N L®(Q).
En utilisant ¢ comme fonction test dans nous obtenons
(kp+1) /Q \VulP~2Vu. Vvt de = )\/Q |ulP~2u i e < )\/Q |u| P
Ona
(kp+1) /Q \VulP~2Vu.Vuyvibde = (kp + 1) (/m Vo [P o da + /Q \VUM|p.v]Xf[’dx>

= (kp+1) / Vo [P kP da
Q

et
VO = [(k+ D) Vuroy|” = (k+ 1P [Vou|” 03
donc
kp+1 /|V k+1|pdx<)\/|u| (k1P e
et ensuite

kp+1 kp+1
(k+1)p/g(|wﬁ4+l|p+|U]X”H|p)dmS( (k+ 1) )/l i
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ainsi
Ak + 1) k
k+1(|P +1
HUJ\/_IF HWLP(Q) S ( kp+1 ) H ||L(k+1)p'

Mais d’aprés le théoréme d’injection de Sobolev (1.7)), il existe une constante c¢; > 0 tel que

loar Ml < e lloar o

ici nous prenons p* = NN—ZJ, sip< Netp*=2p,sip= N.Ainsi

— k+1 k+1
- =il

1
(]g + 1) p(k+1)
< Aoy +1) Ml

[oarll L

Nous pouvons trouver une constante c, > 0 telle que

> Co

1
(k+ 1) )m
A +1
( (kp+1)

pour tout k£ > 0. Car, si on pose

= lim ex (;IH(M—i—l))
T e P Wk +1 kp+1

Ona
Ak +1)P Ak +1)P
In|—>+1)~In{——~
n( kp+1 +> n( kp+1
- Ak +1)
— p-1 i S
In(k +1) —I—ln( i1 )
A
~In(k+ 1) +a (aveca =1In 5)
D’ou
= lim ex (ln(k+1)”‘1+w)
= l1m e
kgt P k1

k—4o00

Invk+1 a )

= lim exp|2(p—1 +
p((p )p\/k—l—l pvk+1

=1
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1

Donc (A% + 1) VD est borné
D’ou
U
loaell s < ef THes™ ™ ||ul] sy

En faisant tendre M — oo, et d’apres le lemme ([1.2)) de Fatou

1 1

Il [[poerne < e e™ ull jons (3.7)

En choisissant k; = k telle que (k; + 1)p = p*, <k1 = % —1> 0) , alors 1) devient

1 1

| || kg +1ype < C{CIHCQ ar HUHLP* .

N\ 2
Ensuite, nous choisissons k; telle que (k2 + 1)p = (k1 + 1)p*, (k?g = (%) — 1>k > O) puis
nous prenons k, = k dans (3.7), nous avons

1 [ D S,
™ i = e* e

1 1 1 4 1
RFT T VR /Rt
< ¢ Cy

_1
ull kg snes < 27 ]| ey 170"
]| e

Par récurrence nous obtenons

1 Z 1
||u||L(kn+1)p* S c?nZl kn+1 C2 n>1 /kp+1 HUHLP*

ou la suite (k,,),, est choisie de telle sorte que (k,, + 1)p = (k,—1 + 1)p*. Il est facile de voir que
kn+1= (%) par récurrence.

donc

(S5

anl(p%)nCQanl(p%)

”uHL(an)P* S 1 ||u||Lp*

n n
D D 2 s . 2 2 . . . PR N
Y sl (p*> et >, o <p*> sont des séries géométrique de raison inférieur a 1, donc elles sont
convergentes.

D’otil existe C' > 0 telle que pour toutn =1, 2, ..
[l ptnsvpe < Cllull Lo (38)

avec r, = (k, + 1)p* = oo quand n — oco. Supposons maintenant que v ¢ L>(£2), alors il existe
une constante /& et un ensemble A de mesure non nulle sur 2 tel que |u(z)| > K, pour tout

x € A. Puis .
lim inf [|ul|, > lim inf (/ K) — lim inf K|A|" = K.
n—o00 n n—o00 A

n—oo
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Comme K est quelconque on choisit K > C' || u ||z»<. Ce qui contredit avec (3.8]).
Si u une fonction propre de (3.2) change de signe, nous considérons u*. d’apres le lemme (1.3)),
ut € WyP(Q).

Pour tout M > 0, vy (z) = min {u*(z), M}, nous remplagons encore une fois ¢ = Uﬁﬂ ot NOUS
obtenons
(kp + 1)/ |Vu|p_2Vu.Vvﬁ’de — )\/ |U\p_2uvﬁ7+ldx
@ Q
d’ou

(kp + 1)/ IVt P2Vt Vot de = )\/ fut P-2ut ot L
@ Q

En procédant de la méme facon ci-dessus, nous concluons que u* € L>(Q2). De méme nous

avons u~ € L*>(2).Par conséquent u = u* — u~ est dans L>°(£2)

Théoréme 3.3. Si u € W, (Q) est une fonction propre de (3.2), alors u est dans C ().

Démonstration.D’apres le théoreme ([3.2) toute fonction propre u de (3.2)) est dans L>(2). Po-
sons f(z,u(z)) = Mu(x)[P"2u(zx) sur , alors f aussi dans L°°(Q2). Il résule du théoreme ((1.12)

que toute fonction propre de (3.2)) est dans C1*(Q). m

3.3 Propriétés de la premiére valeur propre
3.3.1 Simplicité

Nous montrons dans cette section que la fonction propre associée a la premiére valeur

propre est unique 4 une constante multiplicative pres.

Théoréme 3.4. La premiere valeur propre \, est simple, i.e. si u > 0 et v > sont deux fonctions propres

associées a \y alors u = av pour un certain a.

Démonstration. Posons poure > 0, u. =u+¢, v. =v +cet

p__ P p_ P
_ Ye Vg t o Vg U
m = p—1 €l 12 = p—1
UE g
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Considérons les fonctions 7; et 77, comme fonctions test dans
/ |VulP2Vu.Vndr = )\/ lulP~2un; doe i =1,2. (3.9)
Q Q

le gradient de 7, est

— 3 3 3 3 13
w2
B pu? IV, — pVoo Pt ar =t — (p — 1) Vue a2 =2 + (p — 1)Vuo.ul~2.0P
a 42D
€

v, p-1 v \?
= pVu. — pVo.. | — —(p—DVu+(p—1)Vu.. | —

uE UE

= {1 +(-1) (Z—E)p} Vu, —p (Z—Z)pl Ve

et par symétrie, nous obtenonsVr, de la méme fagcon. Nous substituons 7, et 1, dans I’équation

(13.9) et en sommant, nous obtenons

v
0. \? w\?
e ()Y mr fr o (2) e
Q Ug Ve
v\ u\"
[p (u_a) | Ve [P2 Vu.. Vo, +p <U—E) | Vo, |P72 Vve.Vual dx

& £
V. |P YV p

P V. |? V. |?
Vel puplVel’ _ p[TUel ) oy
Ue € € e e e

p—2 p—2
[p (E) (E> | Vu. [P~? Vu..Vu. +p <?£) (%) | Vo [P~2 VUe-VUa] dx
Ug Ue Ve Ve

[V[?
P

I
S~ S — T 5— o S5— o

+ pu

|Vu|P |V, [P |Vu.|P=2 |Vu,|? Vo |P~2 [V, |?
{—ug (2 =) - oy Oy L )

,Vu?? Vu, Vo, , Vo2 Vo, Vu,

— prl—"—-. . + pul———-. . dx
u? Ue Ve vP Ve U
= (uls) - U?)(| Vlogue |p - | Vlogva |p)d$
— [ p?(] Viogue) [P~2 Vlogu..(Vlogv, — Vlogu.)dx
—/puf(\ Vlogv,) |P~2 Vlogv..(Vlogu. — Vlogv.)dx
Q
(3.10)
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D’apres 'inégalité (1.5]) le dernier membre est > 0

Maintenant on pose

T
fa =M\ (up—l - F) (ug _Ug)v I<p<+oo
g

On a f. composé des fonctions continues (car u,v € C*(Q2) par le théoréme) donc mesu-
rable.
De plus

fe — 0 p.p.quand e — 0

et

p—1 p—1
<\ [(i) T (—) (w2 + o)
Ue Ve

<M1+ (Wl 4 0P)

<2M\ [(1+ w)P + (1 +v)P]
En utilisant[L.8 on obtient
|fe] < A (2P 4+ 2°(wP +0P)) € LY(Q) (caruv € L®(Q))

Donc d’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue on a

p—1 p—1 p—1 p—1
lim /\1/ (% — U__l) (uf —vP)dx = )\1/ lim (up—l _ %) (u? —oP)dx =0  (3.11)
Q

e—0+ U vk Q=0 \ ug Ve
Sip > 2, nous appliquons l'estimation (1.6) pour w; = Vlogu., w; = Vlog v, et multiplier par
(uev. )P puis diviser sur (u.)” on obtient

|ue Vo, — v-Vue|P
21— 1
(3.12)

1
—?(|V1og u.[P—|Vlog v.[P) > pv?|V log u.|["~*V log u..(V log v.—V log u.)+— x
Ue

Nous appliquons encore l'estimation (1.6) pour w; = Vlogv., ws = Vlogu. et multiplier par
(uev: )P puis divises sur (v.)? on obtient

1 |v-Vue —u-Vo|?
IR 1
UE 2p_ - 1

(3.13)

uP(|V log u [P — |V log v |P) > pul|V log v.|P*V log v..(V log u. — Vlog v,) +
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En sommant (3.12)) et (3.13]) on obtient
(u? — vP)(| Vlogu |P — | Vioguv. |P) > pv? |V logu.|"~* Vlog u..(Vlogv. — Vlogu,)

+pu? |Vlogv."* Vioguv..(Viogu. — Viogu:)  (3.14)
n ( 1 1 > |UEVU8 - uavva|p

P ub -1 _1

Substituons (3.14]) dans (3.10)) on obtient

- 1 1 1 » gy < ) up~t Pt b2\
O—ﬁ 0 v_§+u_§ |U5VU5—U5VU€| T > A o ug_l—F (ue—ve) xX.

En utilisant (3.11)) et le lemme de Fatou (1.2) quand ¢ — 0%, nous concluons que vVu = uVwv

sur (2. Par suite u = av pour une certaine constante .
Sil < p < 2nous utilisons I'estimation (|1.7)) pour w; = Vlogu.,w, = Vlog v, et multiplier par
v? on obtient

—P(|Vlogu. [P — |Viogv.|P) > pvP|V log u. [PV log u..(V log v. — Vlogu,)

+ C(p) |U6VU€ — Ue V Ve |2 (315)
u? (v Vue| + ue| Ve )27

Nous appliquons encore l'estimation (|1.7)) pour w; = Vlogv.,w, = Vlogu. et multiplier par u?
on obtient
uP(|Vlogue|P — |V logv.|P) > puf |V logv.|P~*V log v..(V log u. — Vlog v,)

AT (3.16)
P (v Vue| + ue| Ve )27

+

En sommant (3.15)) et (3.16)) on obtient
(w2 —2)(| Vlogue [P — | Viogu. |F) > pv?(| Viogu.) [P~* Vlogu..(Vlogv. — Vlogu)

+pul(] Vleguve) [ Viogve.(Vlogu: — Vlogus)  (3.17)

1 1 [0V —u. 7 v. 2
o) ( * ) 0.V w Vo, 7

vf b

Substituons (3.17) dans (3.10)) on obtient

1 1 |v.Vu, — uVo, |2 upr—t ppl
0< = dr < A - PPV
<o) [ (G 32) sl ramo e < f, (=) e -

En utilisant (3.11) et le lemme de Fatou quand ¢ — 0", nous arrivons de nouveau a la dépen-

dance souhaitée u = av pour une certaine constante a.

DEBIH L. Probléme de valeurs propres pour le Laplacien et le p-Laplacien



3.3. PROPRIETES DE LA PREMIERE VALEUR PROPRE 44

3.3.2 Positivité

Théoréme 3.5. Toute fonction propre u associée d la premiére valeur propre \, est de signe constant sur

Q (c-d-dire u > 0 ou bien u < 0 sur ).

Démonstration. Soit u € T, ”(2) une fonction propre associée a la valeur propre \,. D’aprés le

lemme (1.3) on a u* € w,”(Q) et par définition de \; on a

/ |Vut|" do > Al/ jut|" da et / \Vu~ | do > )\1/ ju™|" dx (3.18)
Q Q Q Q

Or on a également

/|Vu+‘p da:—l—/ ‘Vu_}p dx:/|Vu|p dx:)\l/|u|p dx:)\l/|u+|p d:EJr)\l/ ‘u“p dr.
Q Q Q Q Q Q

Ainsi les inégalités dans (3.18]) sont nécessairement des égalités i.e

/}Vu*’p dx:)\l/|u+|p dx
0 Q

/}Vu"p dm—)\l/ |u_|p dz
Q Q

Cela implique en particulier en reprenant la preuve de théoreme (3.1) que u™ et v~ sont des

et

fonctions propres associées a la valeur propre A, et donc

{—Apui = A\ |uF?uE dans Q (3.19)

ut = Osur o0
D’apres le théoreme (3.3), on a u* € C1*(Q).

On a u™ > 0 sur Q donc on distingue deux cas

1. ut >0, Vz € Q, alors

u>0, Ve e

2. Sid g € Q, telle que u™ (zg) = 0,

Donc d’apres le principe de maximum fort (théoreme|1.14)

u(z)=0 VreQ
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d’ou
u(zr) <0 dans € (3.20)

alors

Sidz € Qtellequeu (z9) =0
Donc d’apres le principe de maximum fort
u (z)=0 VYreQ
d’ot
u(z) > 0 dons (3.21)

D’pres (3.20) et (3.21)) ona u = 0 sur € c’est un contradiction car la fonction propre n’est
pas nulle.
par conséquent

Ve e Q : ut(x) >0 surQ i.eu > 0sur

VeeQ u (x) >0 surQ ieu<Osur) m
Théoreme 3.6. Si w est une fonction propre correspondant a la valeur propre A, X > 0, X # Ay,
alors w change de signe sur Q i.e. w* # 0, w™ # 0 et

Q7] > (ACP) P =c>0 (3.22)

oitQ‘:{xeﬂlw(x)<0},6:2sip2N,ﬁz%sil<p<Net>\11apremiérevaleur

propre de p-Laplacien sur €. et c est une constante ne dépend pas de w.

Démonstration. On a par définition A\; < A. Soit u, w deux fonctions propres correspon-
dant a \; et A respectivement. On suppose que w ne change pas de signe, alors on peut
supposer que w > 0 on fait des calculs similaires a ceux effectues dans le preuve de théo-

reme (3.4), nous obtenons

J [Al (5) - (%)] (u? — w?)de 2 0
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par passage a la limite quand ¢* — Oon a

u\P! w7
lim [/\1 (—> —A (—) ] (u? —wP)dz <0 (3.23)
et—0 Jq Ue We

on pose

p—1

upfl uwfl
fsz)\l( p_l—A—> (u? —wP), 1<p<+oo
Ue We

On a f. composé des fonctions continues (car u,w € C*(Q2)) donc mesurable.
De plus
fe— (M = A)(vP —wP) p.p.quand e — 0

p—1 p—1
(@) 6
Ue Ve
p—1 p—1
B ()
Ue Ve

< (A x 1P A x 1771 (uf + of)

et

|f6| =

X |(ug = v?)]

(uf +v2)

< (M AT+ u)f + (1 + )7
En utilisant[I.§ on obtient
1l S M+ A) (22 + 227w +0P)) € L) (car par le théoreme (3.2) ona u,v € L®(1))

Donc d’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue on a

uP~1 Pl uP~t Pl
; el W D _ P _ ; _ D __ P
;Eg# 0 Alup—l Avp—l (ua zk)dx'_’ stgﬁ Al p—1 A p—1 (ua 1%>dx
€

e Ue Ve

(3.24)
— (A=) /Q(up — wP)dx
d’ou

(O = A) /Q(up —wP)dz > 0

Si A > Ay, et puisque w peut étre remplacé par kw pour chaque k > 0, avec || u |[z»= 1, on

obtient

/(up — kPwP)dx <0
0

DEBIH L. Probléme de valeurs propres pour le Laplacien et le p-Laplacien



3.3. PROPRIETES DE LA PREMIERE VALEUR PROPRE 47

Par passage a la limite quand £ — O on a

lim [ (u? — kwP)dz <0

on pose

gx = (uP — kwP)dx

On a g composé des fonctions continues (car u, w € C''*()) donc mesurable.
De plus

gr — uf p.p.quand k — 0

et

|9k| = |u? — KPw”|
< uP + kEPuw?
<P +wP € L'(Q) (car par le théoréme (3.2) on a u,w € L®(Q))

Donc d’apres le théoréme de convergence dominée de Lebesgue on a

. p o D — . p o » — P — > ) . .
klino Q(u kw?)dx /Q klino(u kw?)dz =[| u ||}, y=1 = 0. (Contradiction)

Par conséquent, w change de signe sur ().

De plus si on prend w comme fonction test dans (3.2) satisfaite par w nous obtenons
0™ o=\ [ w7 de < Al () e 19717
avec - + % = 1 maintenant considérons deux cas
(@) p> N.Ona W' (Q) — L (car W'P(Q) < L9,Vq > p), donc.
Pl e =l lzer < €7 I VT L a>1

Ainsi, si on prend a = = 2, alors

(w0 )| = [l |7 < C7 1l T [[B,< COX | (w™ )P |l1a |927]7

Ler

Q7 > (AC”) (3.25)
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(b) 1<p< N.OnaW'? — [P pourp* = Npp

On prend a = Bl @) (lpe=]l w™ |f ., avec p* = ).

donc par l'injection de Sobolev on a
I (™) fpe=[l w™ [ < C7 | Vo~ [[7
D’otu

Q7 > (ACP)F (3.26)

3.3.3 Isolation

Théoreme 3.7. La premiére valeur propre \; est isolée dans I'ensemble des valeurs propres de

l'opérateur p-Laplacien

Démonstration. Supposons que A\, n’est pas isolée. Alors il existe une suite A\, — A\; quand

k — 400, A, # Ay avec [, | uy, [P do =1, alors
Q Q
D’ott u;, est borné dans W, *(1), donc par l'injection
Wot(Q) = LP(Q)

on déduit que pour une sous suite encore noté (u )

u, —u dans W,7?(Q)
ur — u dans LP(Q)

Donc par la proposition (|1.5) on a
/ |VulPdz < hm mf/ |Vug|Pde = hm inf \, =\
+

D’autre part
A= inf /]Vu|pd:c§/]Vu]pda:
Q Q

ueWy P (Q)

llull 1 =1
Wovp(ﬂ)
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Par conséquent

/ |\VulPde = A\ / |u|Pdx = M\
Q 0

D’ot1 u est une fonction propre associe a A; donc par le théoreme (3.5) ona v > 0ouu < 0
sur (2
Supposons que v > 0, comme u;, — v dans LP(2) alors d’apres le théoreme (|1.3) il existe

une sous suite notée encore vy, telle que
ug — u .p.p sur )
D’apres le théoreme d’Egorov ona
Ve > 0,dB C

telle que

9

On pose
Q, ={r € Q:d(z,00) > n}|2,| — 0, quand 7 — 0.

Donc on choisit > 0 telle que || < 5
On pose

A=BNQ,cQ
donc

3

5~ ¢

c C c c €
A°=B UQn:>‘A|<§+
Comme A C Q, C Qalors A C Q
On au > 0 sur A compact, et d’apres le théoreme (3.3) on a u € C1*(Q) alors I'infimum

de u est atteint .i.e

dz* e A:u(z) > ingu = u(z*) > 0.
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alorsu(z) > >0,Vr e A

D’ot pour k assez grand

supluy — u] < p
A 2
D’ou
u—§<uk<u+— NV e A
D’ou
p_ B
—=>f0—-—=—==>0
Up > U 6] 5= 75
Donc uy, > 0 sur A, pour k assez grand.
D’ou
Q ={r e Qup <0} C A= Q| < |A <e. (3.27)

Mais A\, # A1, Vx € A, donc par le théoreme (3.6) u;, change de signe sur A, alors d’aprés
(3-22) ona [Q2, | > ¢, et comme ¢ est arbitraire on peut choisit ¢ < .

Donc contradiction avec (3.27)), par conséquent \; est isolée. m
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Conclusion générale

L'object de ce travail a été I'étude de quelques équation aux dérivées partielles faisant
intervenir 1'opérateur Laplacien est le p-Laplacien

Nous avons abordé le probléme typique aux valeurs propres pour Laplacien est le
p-Laplacien, et plus précisement 1'une de ses solutions qui est la premiére valeur propre
et sa fonction propre associée qui admet plusieurs propriétés que les autres solutions ne
possédent pas.

Néanmoins, plusieurs questions restent ouvertes concernant le spectre de L'opérateur
P-Laplacien dont la description complete n’a pas été faite.

En guise de perspectives, nous envisageons d’explorer :
— la premiére valeur propre de 'opérateur p-Laplacien avec poids.

— l'alternative de Fredholm pour le p-Laplacien.

— la théorie spectrale des opérateurs non linéaires.

51



Bibliographie

[1] B. Kawohl, P. Lindqvist. Positive eigenfunctions for the p-Laplace operator.
Revisited, Analysis 19, 331-366, 2001.

[2] D. Gilbarg, N. S. Trudinger, Elliptic Partial Differential Equations of Second Order,

Springer-Verlag, Berlin, 1998.
[3] H. Brézis. Analyse fonctionnelle :Théorie et applications. Masson, Paris, 1983.

[4] L. Peral. Multiplicity of Solutions for the p-Laplacien, International Center For The
oretical Physics Trieste, 9 May 1997.

[5] G. Dinca, P. Jebelean and J. Mawhin. Variational and Topological Methods for Diri-
chlet Problems with p-Laplacian. Portugaliae Mathematica, Vol. 58 (3, 2001).

[6] L. C. EVANS. Partial differential equations. American Mathematical Society, Provi-

dence RI, 2010.

[7] O. Kavian. Introduction a La Théorie des Points Critiques et Applications aux Pro-

blemes Elliptiques. Springer-Verlag, 1993.

[8] P. Lindqvist. A nonlinear eigenvalue problem. Norwegian University of Science and

Technology N-7491, Trondheim, Normay.

[9] P. Lindqvist. On the Equation div(|VulP~2Vu) 4+ A|ul[P~*u = 0. Proc. AMS 109, 157-164,
May 1990.

[10] P. Tolksdorf. Regularity for a more general class of quasilinear elliptic equations. J.

Differential Equations 51, 126-150, 1984.

[11] P. Pucci, J. Serrin, A note on the strong maximum principale for elliptic differential

inequalities, J. Math. Pures Appl. 79, 57-71 , 2000.

52



BIBLIOGRAPHIE 53

[12] R. A. Adams. Sobolev Spaces. Academic Press, New York, 1975.

DEBIH L. Probléme de valeurs propres pour le Laplacien et le p-Laplacien



Osillecall Uija (390wl GO pg OWY Cufisall ¥ A00A el dadja Uad ¢ 58340 o2 B jpadla
Gl
-Au=)u dans Q -Apu =-div(| V uP?2 Vu)=A|luPZu dans Q
u=20 sur 0Q u=20 sur 0Q
A<p<o g RY &4 gsidegagina Ol 2 Q

O Wagh Upgedal, € 1 ) el AN AdIa) 9 Adgjaa g dpsle, Lalad 43 ga Ll L 9 (A W) 4000 Aaiil) 359 5 U gl
. Lalal A g 4003 A1y Al pall B o) 4503 All) A A4

LA AR g dual el ) fsall ) Adad Y g dulad (aBlil) adal) g sl (ha Jilasa ¢ SN P, eOkY sAgalida CilalS

Résumé
Dans ce mémoire, nous avons étudié la premiere valeur propre de I'opérateur Laplacien et le p-
Laplacien, plus précisément, on étudié les deux problémes suivants

—~Au = Mu dans Q —Apu = div(|VuP72Vu) = Mu[P"2u =0 dans
u = 0 sur 00’ u = 0 sur 0N

ot 2 est un ouvert borné de RY et 1 < p < oo. Nous avons montré l'existence de la premiere
valeur propre et montré qu’il est strictement positive, isolé et simple et la fonction propre
appartient a C1®. Nous avons montrer aussi que \; est la seule valeur propre associée a une
fonctions propre strictement positive.

Mots-Clés : Laplacien, p-Laplacien, Problémes elliptiques linéaire et non linéaire, Opérateurs
compacts et valeurs propres.

Abstract
In this memoir, we studied the first eigenvalue of the Laplacian operator and the p-Laplacian,
more precisely, we studied the two following problems

—Au = Jdu in ~Apu = div(|VulP72Vu) = AMuP2u=0 in Q
u = 0 on 00 u = 0 on 0N

Where () is a open bounded domain and 1 < p < co. We have shown the existence of th first
eigenvalue and shown that it is strictly positive, isolated and the eigenfunction belong to C'1:®. We
also show that A is the only eigenvalue associated with a strictly positive eigenfunction.
Keywords : Laplacian, p-Laplacian, Linear and non linear elliptic problems, Compact operators
and eigenvalues.
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