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Introduction

L’une des applications de la théorie des groupes est liée au probléme de classification.
La classification des trivecteurs est 1'étude de l'action du groupe linéaire GL(E) sur
'espace vectoriel A3E .Comme A3E* ~ (A3E)*, on parle indifferemment des formes tril-
inéaires alternées et des trivecteurs .
Dans ce mémoire, on étudier les formes trilinéaires alternées (trivecteurs), nous donnons
aussi des exemples pour tout les cas possibles.
Le mémoire est composer de trois chapitres, le premier chapitre contient des définitions
et propriétés de base (module sur un anneau, le produit tensoriel et le produit extérieur).
Le deuxiéme chapitre contient les formes trilinéaires alternées (forme alternée, multi-
vecteurs, algébre extérieure et groupes d’automorphismes ... .).
Le troisieme chapitre contient la classification des trivecteurs en dimension inférieure

a 6 (classification en dimension inférieure & 6, classification des trivecteurs en dimension 6).



Chapitre 1

Définitions et propriétés de base

1.1 Modules sur un anneau

La notion des modules sur un anneau K ne sont valables que moyennant certaines
hypothéses concernant 'anneau K : par exemple, la théorie de la «dimension» suppose que
K est un corps.

Par contre, les résultats les plus simples sont valables pour tout anneau K; ce sont ces

résultats qu’on trouvera dans ce chapitre.

1.1.1 Définition des modules sur un anneau

Soit A un anneau, on appelle module & gauche sur 'anneau K, ou encore K module &
gauche 'objet formé par un ensemble M, une loi de composition sur M, noté (x,y) — z+y,
et une application de 'ensemble K x M dans M, notée (A, z) — Az, ces données étant
assujetties a vérifier les deux conditions que voici :

(My) : lensemble M muni de la loi de composition (z,y) — = + y est un groupe
commutatif.

(Ms) : onalesrelations A(pz) = (Ap)z , lo =z, (Ap)z = Ax+pz; MNz+y) = x4y,
quels que soient z,y € M et A\, u € K.

Dans la théorie des modules 'anneau K est fixé une fois pour toutes, et s’appelle
généralement ’anneau de base, les éléments des K - modules s’appellent au contraire des

vecteurs.



1.1. Modules sur un anneau

Lorsque 'anneau K est un corps, on dit espace vectoriel & gauche sur K au lieu de
K-module module & gauche, en particulier un espace vectoriel sur le corps R des nombres
réels s’appelle un espace vectoriel réel, et un espace vectoriel sur le corps C' des nombres
complexes un espace vectoriel complexe, ces deux notions sont de loin les plus importantes
en Analyse et en Physique; par contre les espaces vectoriels sur des corps arbitraires, et les
modules sur 'anneau 7 ou sur un « anneau de polynoémes » jouent dans beaucoup de
branches desMathématiques un role beaucoup plus important que les espaces vectoriels réels
ou complexes, mais méme en Physique théorique on utilise des modules sur des anneaux
qui ne sont pas des corps, et ne sont pas commutatifs (représentations linéaires du groupe
de Lorentz, spineurs, etc....) bien que les physiciens n’utilisent pas encore le langage de la
théorie des modules.

Notons enfin qu’on définit la notion de K-module & droite comme suit, on appelle ainsi
'objet formé par un groupe additif M et par une application, notée (z, ) — zA, de M x K

dans M, qui vérifie les conditions exprimées par les identités suivantes :

(xMp=z(Ap),zl =x; s(A+p) =X +zp; (x+y)A =X+ yA\

On peut montrer facilement que les K-modules & droite ne sont autres que les modules
a gauche sur un anneau déduit de K par un procédé trés simple (et du reste identique a& K
si K est commutatif, de sorte que la distinction entre les deux notions n’a d’intérét que pour
les anneaux non commutatifs), il nous arrivera d’utiliser tantot le langage des modules &
gauche, tantot celui des modules a droite; il va de soi qu’on peut passer de I'un a l'autre
par des traductions triviales.

Nous allons maintenant donner quelques exemples importants de modules et d’espaces

vectoriels.

1.1.2 Exemples de module

Exemple 1.1.1 Pour tout anneau K et tout entier n > 1, on peut considérer [’ensemble

(517 """ 7€n) + (7717 """ 777n) = (51 + M eeeees 7511 + nn)
AEq, oo €)= (AEqy iy AE);



1.1. Modules sur un anneau

Le fait que laziome (M) et onvérifiera facilement, en utilisant les axiomes des anneaur,
les identités figurant dans l’axiome (M) des modules, par la suite, quand nous parlerons de
K™ comme d'un K -module a gauche, ce sera toujours du module ci-dessus qu’il s’agira,
pour n = 1 la construction précédente permet de regarder K Ilui-méme comme un K -
module & gauche (ce qui montre que les « scalaires» sont aussi des « vecteurs » ...), on
peut naturellement regarder aussi K™comme un K-module o droite; il suffit pour cela de

définir l'addition dans K™ comme ci-dessus, et de poser :

&y &) A = (E4A, .. JELA)

C’est le K-module a droite K™ qui intervient naturellement dans la théorie des équations
linéaires comme on le verra (mais il est clair, encore une fois, que la distinction est sans

intérét si K est commutatif !).

Exemple 1.1.2 Soient K un anneau, M un K-module & gauche (par exemple K lui-
meéme), et X un ensemble quelconque, désignons par E ’ensemble de toutes les applications
f: X — M; on va en faire un K-module & gauche, pour cela on doit définir la somme f+ g
de deux applications de X dans M, ce sera la fonction f(x)+ g(z), dont la valeur en chaque
x € X s’obtient en additionnant (dans M) les valeurs de f et g en x; on doil aussi
définir le produit \f d’unscalaire A € K et d'une f de X dans M , ce sera la fonction
Af(z), dont la valeur en chaque x € X s’obtient en multipliant par X la valeur de f en =z,
on notera que si M = K et si l'on prend X = {1,2,...,n}, une application f de X dans
M nlest autre qu’une suite (&, ...,&,) d’éléments de K a savoir§, = f(1),...,&, = f(n);

on retrouve alors le module K™ de ’exemple 1.1.1.

Exemple 1.1.3 Montrons que tout groupe commutatif G peut étre regardé comme un
Z-module a gauche, pour cela, on écrit G additivement, ce qui permet déja de définir
la somme de deux éléments de G et l'axiome (M) est alors trivialement vérifié, il reste a

définir le produit nx d’unn € Z et d’'un x € G, i.e, en posant

r+ ...+ x(nfacteurs) si n>1
nr = 0 st n=20

(—n)(—x) si n<-—1



1.2. Sous-modules, sous-espaces vectoriels

L’axiome (Ms) se réduit alors aux régles de calcul établies, si le groupe G  était écrit
multiplicativement, il faudrait bien entendu définir la « somme » de deux éléments x et y
de G comme étant xy, etle « produit » d'un x € G par un entier rationnel n comme étant
" ; il n’y a aucune différence avec ce qui précéde, si ce n'est dans les notations adoptées.
Enfin on peut facilement vérifier que on peut facilement vérifier que tout Z-module s obtient,
par le procédé ci-dessus, a partir d’un groupe additif .Cet exemple montre que la théorie des
modules contient, entre autres, celle des groupes commutatifs, ce qui n’est pas le cas de
la théorie des espaces vectoriels (et encore moins si possible de celle des espaces vectoriels

réels).

Exemple 1.1.4 Prenons K = R et formons l’ensemble M de toutes les applications (fonc-
tions réelles d’une variable réelle) qui sont continues partout, on démontre en Analyse que
si f et g sont deux telles fonctions, la fonction f+ g est elle aussi partout continue, donc
appartient o M ; et que si f € M, alors \f € M pour tout scalaire X € R (les fonctions
f+g et\f sont définies comme dans l'exemple 2 ci-dessus), il est immédiat de voir que
le triplet formé par l'ensemble M, lapplication (f,g) — f+¢g de M x M dans M, et
Uapplication (A, f) — Af de R x M dans M, est un espace vectoriel réel.

Cet exemple (qui est a lorigine de lintroduction des espaces vectoriels en Analyse) est
susceptible de nombreuses variantes; au lieu d’imposer aux fonctions f considérées d’étre
partout continues, on peut exiger qu’elles soient continues en un point donné, ou dérivables

en un point donné, ou qu’elles admettent partout une dérivée seconde continue, etc ...

1.2 Sous-modules, sous-espaces vectoriels

Soit M un module & gauche sur un anneau K, on appelle sous-module de M toute
partie M’ de M vérifiant les deux conditions que voici:
(i): M’ est un sous-groupe du groupe additif M.
(ii) : les relations = € M’ et A € K impliquent Az € M.
Pour vérifier qu'une partie M’ de Mest un sous-module, on doit vérifier que M’ est non
vide (pratiquement on vérifie que 0 € M’), et que 'on a Az + puy € M’ quels que soient

A€ Ketax,ye M, cette condition est évidemment nécessaire, inversement, supposons la



1.3. Module a droite et modules a gauche

vérifiée ; faisant © = 0 on obtient déja la condition (ii)ci-dessus ; pour obtenir la condition(i),
il suffit de faire A = 1, p = —1, et de remarquer que dans un module on a, —r = (—1)x

pour tout x € M
(eneffet : (—)z+x=(-1)xz+ (+1)x = (=14 1)z = 0x = 0).

Un module M posséde toujours au moins deux sous-modules, & savoir M lui-méme, et
I’ensemble réduit au seul vecteur 0, soit M’ un sous-module d’un module M ; la condition
(i) ci-dessus permet déja de regarder M’ comme un groupe additif ; la condition (ii) permet
en outre de définir une application (A, z)+—— Az de K x M’ dans M’, et les identités qui
figurent dans 'axiome (M3) des modules, étant vérifiees dans M, le sont a fortiori dans M’,
par suite; on peut regarder tout sous-module M’ de M comme un K-module & gauche,

lorsque K est un corps, on dit sous-espace vectoriel au lieu de sous-module.

Exemple 1.2.1 Soit K un anneau et regardons-le (Exemplel) comme un K-module a
gauche; ses sous-modules sont donc les parties I de K qui sont non vides et telles que [’on

ait uxr + vy € I quels que soient u,v € K et x,y € I ce sont donc les idéaux & gauche

de K .

1.3 Module a droite et modules a gauche

Soit K un anneau, nous allons construire un nouvel anneau qu’on appelle ’'opposé de
K, et qu’on désigne par la notation K°; comme on le montrera ensuite, les modules & droite
sur K ne sont autres que le module & gauche sur K°.

Pour construire K°, on doit se donner un ensemble, et deux lois de composition sur
cet ensemble, une «addition» et une «multiplication » par définition, ’ensemble K °sera
I’ensemble K (les anneaux K et K° ont donc les mémes éléments), et ’addition sur K° sera
l’addition sur K (la somme = + y de deux éléments de K a donc la méme valeur, qu’on
la calcule dans 'anneau K ou dans ’anneau K°), par contre, la multiplication dans K°,
au lieu d’étre la multiplication (z,y) — xy donnée sur K, sera application (z,y) — yx
autrement dit, si 'on désigne par xy le produit de deux éléments dans I'anneau K , et

par x x y leur produit dans ’anneau K°, on a la relation x * y = yx il est facile de voir
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que lensemble K°(= K!) muni des deux opérations qu’on vient de définir, est un anneau;
par exemple la formule (x + y) * 2 = z % 2 + y * 2 se raméne évidemment & la relation
z(x 4+ y) = zx + zy dans 'anneau K il va de soit que, si K est un anneau commutatif,
I’anneau K° est identique a 'anneau K, la construction de K° n’a donc d’intérét que
dans le cas non commutatif, soit M un module a droite sur I'anneau K, définissons une
application (A, x) — Axz de K°x M dans M en posant A*x = z\ pour tout z € M
et tout A € K alors le groupe additif M, muni de 'application qu’on vient de construire,
est un module a gauche sur 'anneau KG opposé a K, on a en effet:

Ax(z+y)=(x+y = A+yl=Axz+ Ax*y,

ANt p)xx=axA+p) =xA+zp=Axx+ px*x,

A (pxa) = (pro)h = (zp)A = (pA) = (pA) x x = (A * p) *

et enfin [ x v = oI = I ce qui établit le résultat annoncé.

1.4 Le produit tensoriel

Nous abordons maintenant les applications multilinéaires et les théorémes principaux
concernant leur structure, il existe un module universel représentant les applications multi-
linéaires, appelé le produit tensoriel, il tire son nom de 1'usage en géométrie différentielle,
ou il est appliqué aux espaces tangents et cotangents d’une variété, le produit tensoriel peut
étre congu comme permettant « étendre la base », autrement dit, de passer d’un module
sur un anneau a un module sur une algébre sur cet anneau, cette « extension» peut aussi
impliquer une réduction modulo un idéal, car la chose essentielle est la donnée d’un homo-
morphisme d’anneaux f : A — B permettant de passer d’'un module sur A & un module
sur B, 'homomorphisme f peut étre une injection ou une projection canonique, avec

B = A/ J pour un idéal J, ou un composé des deux.

1.4.1 Définition de produit tensoriel

Soit R un anneau commutatif , si FEi,...,E, ,F sont des modules, nous noterons

L™"(Ey, ..., E,; F) , le module des applications n-linéaires f : By X ... x E, — F.



1.4. Le produit tensoriel

Rappelons qu’'une application multilinéaire est une application qui est linéaire (R-
linéaire, plus précisément) en chaque variable les mots linéaires et homomorphisme sont ici
interchangeables sauf mention contraire, les modules, les homomorphismes, les applications
linéaires et multilinéaires se rapportent & ’anneau R, on peut considérer les applications
multilinéaires d’un ensemble fixé de modules Fi, ..., F,, comme des objets d’une catégorie

en effet, si les applications :

fiEixX .. xE,—F et

g:F1x..xFE,—(G

sont multilinéaires, on définit un morphisme f — ¢ comme un homomorphisme

h: F — G rendant commutatif le diagramme :

I/ F
Fix..xE, L h
g\ G

Un objet universel de cette catégorie est appelé un produit tensoriel des Fy, ..., E,
(sur R), nous allons maintenant prouver que les produits tensoriels existent et en construire
un de maniére naturelle par les principes généraux, on sait déja qu’un produit tensoriel est
déterminé de maniére unique, a unique isomorphisme pres, soit M le module libre engendré

par l’ensemble de tous les n-uplets (z1,...,x,)(z; € E;), donc engendré par 1’ensemble

Eyx.oooo... x E,, soit N le sous-module engendré par tous les éléments de type
/ /
(X1, ey T+ Ty oo X)) — (X1, ey Ty ooy Tp) — (T4 ooy Ty o oo T),
(X1, QT4 ey X)) — A(T1, ey Ty ey T

pour tous z; € E;, 2 € E; et a € R, en composant 'injection canonique
Eix..xE, — M, del’ensemble générateur dans le module engendré, avec la projection

canonique M — M /N sur le module quotient, on obtient une application :

o:Ey x....x E, — M/N



1.4. Le produit tensoriel

nous affirmons que ¢ est multilinéaire et est un produit tensoriel, que ¢ soit multilinéaire

est évident, par sa construction méme, soit :

f:Eyx....xE,—(G

une application multilinéaire. Par la définition du module libre engendré par F; x.....xX E,

il existe une application linéaire M — G rendant commutatif le diagramme:

JF
E1><...><En l
VAN E

comme f est multilinéaire, 'application M — G induite s’annulle sur N, par la pro-

priété universelle des modules quotients, f se factorise ainsi par M/N et on obtient un

homomorphisme
fe: M/N — G

qui rend commutatif le diagramme:

¢/ MIN

Eix...xE, 1 fs

N G
comme l'image de ¢ engendre M /N, lapplication induit f, est déterminée de fagon
unique , la preuve est ainsi compléte , le module M /N sera noté E; ® ....® E, ou aussi

iy Ei-

Nous avons ainsi construit un produit tensoriel spécifique dans la classe d’isomorphisme
des produits tensoriels et nous I’appelerons le produit tensoriel des E1, ..., E, , pour xz; € E;,
on pose:

Ty, Tp) =21 ® ... Q T, =21 Qr ... Ar Ty

on a , pour tout ¢ et pour tous z;,z; € E;, a € R,

T1R..Qar;®...0x, =a(x;1®...Qx,) et

10



1.4. Le produit tensoriel

Q... Q@+r)®.. 1, =11®..01,)+(110.. 97, ...x,)

Dans le cas de deux facteurs, E et F, tout élément de E ® F' peut s’écrire comme
une somme de termes r ® y, avec x € F et y € F, car ces termes engendrent £ ® F' et,

poura € R, a(z®y) =ar ®y.

Proposition 1.4.1 Soient E et F' des modules, il existe un unique isomorphisme

EQF -FQFE , tlquer@y+—yQux, ppourx € & ety e F .

Démonstration. L’application £ x F' — F ® E définie par (z,y) — y ® x est
bilinéaire et se factorise par le produit tensoriel E ® F', envoyant x ® y sur y ® x comme
cette derniére application a un inverse (par symétrie), on obtient 1'isomorphisme cherché le

produit tensoriel a diverses propriétés factorielles, supposons, tout d’abord que
fi:El—E(i=1,... ,n)
soit une famille d’applications linéaires, on obtient une application induite sur le produit
If; : IE; — I1E;

si on compose IIf; avec I’application canonique dans le produit tensoriel , on obtient une
application induite , que 'on peut noter T'(f1, ..., f,) rendant commutatif le diagramme:
Eix ...XxE —FE®..QEF

nf; L 1T, fa)
E1><...><En—>E1®...®En

On vérifie immédiatement que T est factorielle, & savoir que , pour des composées
fiogi(i=1,...,n)
d’applications linéaires, on a
T(frog, .. fa0gn) =T(f1,---  fa)oT (g1, .., gn)

ainsi que T'(Id, . .., Id) = Id, on remarque T(f1, ..., f,) est 'unique application linéaire dont

I'image d’un élément
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est donnée par

... @r— fi(z) @....Q fulx)

on peut voir 7' comme une application
0L (B By) — L(®7 B @, B;)

et le lecteur vérifiera que cette application est multilinéaire dans le cas de deux facteurs ,
ona (f,g)— T(f,g) étant donnés des homomorphismes f: F' — F et g1,92: E' — E,

on a

T<f7 g1+ 92) = T(fa gl) + T(f7 92)

T(f7 agl) = aT(fa gl)

soient, en particulier, un module fixé F' et le foncteur 7 = 77 (de la catégorie des modules

dans elle-méme), tel que 7(F)=F ® E alors 7 induit 'application linéaire
7: L(E', E) — L(7(E"), 7(E))

pour tout couple de modules E’ et E, par la formule 7(f)=T(Id,f). =

1.4.2 Propriété de base

La relation la plus fondamentale reliant applications linéaires , application bilinéaires et

produit tensoriel , est la suivante : pour trois modules E , F' et G,
L(E, L(F,G) ~ [*(E, F;G) ~ L(E ® F,G)

les isomorphismes en question admettent une interprétation naturelle.

(i) L*(E,F;G) — L(E,L(F,G),si f: EXF — G est bilinéaire et si x € E Papplication
fe: B — G, telle que f.(y) = f(z,y), est linéaire de plus , Papplication = +— f, est
linéaire d’ou le résultat.

(ii) L(E,L(F,G)) — L*(E,F;G) soient ¢ € L(E,L(F,G)) et f,: ExF — G
'application bilinéaire telle que f,(z,y) = ¢(x)(y) alors ¢ — f, est’application cherchée,
il est clair que les deux homomorphismes précédents sont mutuellement inverses, ce qui

prouve le premier isomorphisme de la formule.

12
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(ii) L*(E,F;G) — L(E ® F,G) il s’agit de 'application f — f, qui a chaque
application bilinéaire f assoie 'application linéaire induite sur le produit tensoriel , cette
association est injective (car f, est déterminée de maniére unique par f ) et aussi surjective,
parce que toute application linéaire sur le produit tensoriel composée avec ’application

canonique E X F — E ® F, donne lieu & une application bilinéaire sur £ x F'.

Proposition 1.4.2 Soit £ = &' | E; une somme directe, il existe isomorphisme

FQFE ~a" (F®E).

Démonstration. On obtient cet isomorphisme par des considérations générales ab-
straites, pour F' fixé, on considére le foncteur 7: X — F® X on a déja vu que 7 est
linéaire notons m; les projections de F sur FE; alors mom; = m; , mon; = 0sii # j
et > m = Id, on applique le foncteur 7 et on voit que (m;) satisfait aux méme
relations ; il donne ainsi une décomposition en somme directe de 7(E) = F' ® E noter que

(7Ti) :Id®71'l |

1.5 Le produit extérieur

Le produit extérieur a des applications dans toutes les branches des mathématiques,
en géométrie différentielle, on considére le produit extérieur maximal de ’espace tangent
pour obtenir un fibré canonique sur une variété, des produits extérieurs intermédiaires sont
a Dorigine des formes différentielles (sections de ces produits sur la variété) dans ce partie,
nous allons exposer les fondements algébriques de ces constructions pour une étude concise
de l'opération des divers groupes d’automorphismes de formes bilinéaires sur des algébres

tensorielles et extérieures, avec bon nombre d’exemples classiques.

1.5.1 Définition et propriété de base

Considérons la catégorie des modules sur un anneau commutatif R, rappelons quune
application r-linéaire f : E” — F est dite alternée si f(x1,...,2,) =0 dés que z; = xj,
pour un couple d’indices i # j, soit a, le sous-module du produit tensoriel T7(FE),
engendré par tous les éléments de type 71 ® ... ® x,, avec x; = x; pour une paire i # j,

on pose
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1.5. Le produit extérieur

A(E) = T"(E)/a,.

On obtient ainsi une application r-linéaire E" — A"(E) (dite canonique), par la com-
position

E" — T"(E) — T"(E)/a, = N'(E)

il est clair que ’application est alternée, de plus, elle est universelle pour les applications
r-linéaires alternées sur F, autrement dit, si f : E” — F  est une telle application, il

existe une unique application linéaire f, : A"(E) — F rendant commutatif le diagramme:

/o N(E)
Er L f
N F

I'application f, existe car on peut d’abord trouver une application 7" (F) — F rendant

commutatif le diagramme:

/' T(E)
E” 1
N F
cette application s’annulle sur a,, induisant ainsi f, 'image d’un élément (xq,...,z,) € E"

par l'application canonique dans A"(FE) sera notée x; A ... A z,, c’est aussi I'image de
1 ® ... ® x, pour la projection canonique T"(E) — A"(FE) de cette fagon, A" devient
un foncteur, de la catégorie des modules dans elle-méme soit, en effet, v : £ — F un

homomorphisme, pour x1,...,x, € E, 'application :

(21, me) = u(z) Ao Au(z,) € N(F)

est r—linéaire alternée, induisant un homomorphisme
A'(u) : A"(E) — A"(F)
il est clair que l'association u —— A"(u) est factorielle, soit A(E) la somme directe

NE) = ®32 A" (E)
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nous allons munir A(E) d’une structure de R-algebre graduée, appelée algébre extérieure de
E ou algebre de Grassmann, nous allons d’abord examiner la situation générale, pour des
anneaux gradués arbitraires, un idéal a de A est appelé idéal homogéne et on peut définir
une structure graduée sur A/a, en effet, 'application bilinéaire A, x A, — A, envoie
a. x Ay dans a,,s et aussi, A, X as; dans a,,, en utilisant des représentants dans A, et

As , on peut définir une application bilinéaire
A Jar X Asfas — Aris/aris
donc aussi une application bilinéaire
Ala x Ala — Ala

qui munit A/a d’une structure de R-algébre, appliquons ces résultats & T7(F) et aux
modules a,, définis plus haut si, pour ¢ # j, z; = x; dans un produit z; A ... A x, alors,

pour tous i, ...,Ys € E, on voit que :
TN oNZANYL AN AN Ys

est dans a,,s; on a aussi un résultat analogue dans l'autre sens, la somme directe @a,
est ainsi un idéal de T'(E) et on peut définir une structure de R-algebre sur T'(E)/a , le

produit sur les éléments homogeénes est donné par la formule :

(T Ao AN, (AN e AYs)) —— T A A AL A L A Y.

On utilise le symbole A pour noter aussi le produit dans A(E), ce produit est appelé
produit extérieur (ou produit alterné) si z,y € F, alors z Ay = —y A x, comme on le voit
en développant (x+y)A(z+y) = 0, nous observons que est un foncteur de la catégorie des
modules dans celle des R-algébres graduées, pour chaque application linéaire f : E — F on
obtient une application

Af) : N(E) — A(F)

telle que, pour 1, ...,z € F|

AN )@ Ao Azy) = fle) Ao A fla,)

de plus, A(f) est un homomorphisme de R-algébres graduées.
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Exemple 1.5.1 Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur R, un volume sur V est
défini comme une norme ||| sur detV, comme V est de dimension finie, il est équivalent
d’assigner un nombre positif & une base donnée de detV, un telle base est de la forme

e1 N ... Nep, ot (e1,...,e,) est une base de V', pour a € R, on a
| aer A ... Aen ||= |a| ¢

en analyse, pour un volume comme ci-dessus, on définit une mesure de Haar p surV en

définissant la mesure d’un ensemble par :

wu(S) = / | aer A ... ANey || day ... dxy,

ol XT1,..., Ty, sont les coordonnées dans V' par rapport a cette base, que l’expression de droite
est indépendante du choix de la base, soit une suite exacte de R-modules libres de rang fini,
comme ci-dessus, par rapport au sous module E' de E, on définit \['E' = le sous-module de

E engendré par tous les éléments
TYN NNy A ANy,
avec =y, ...,z dans E' considéré comme sous-module de E, on a alors une filtration
N E DN E.
Exemple 1.5.2 Soit L un module libre de rang 1 sur R, le module dual
LY = Hompg(L, R)
est également libre, de méme rang, pour un entier positif m, on pose

L®—m — (LV)®m — L\/ R..Q L\/
—_—
mfois
on définit ainsi le produit tensoriel d’une ligne avec elle-méme par des entiers négatifs.
Posons L®° = R il est facile de vérifier que, pour p,q € Z il existe un isomorphisme

canonique

LEP[R4 oy [2(P+a)
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1.5. Le produit extérieur

en particulier, st q¢ = —p, on obtient R a droite, soit maintenant E une suite exacte de
modules libres

EF:0—-FE—F —...— E,—0

le déterminant de cette suite est défini par

det(E) = @det(E;)®".
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Chapitre 2

Formes trilinéaires alternées

2.1 Formes alternées

2.1.1 Définition des formes alternées

Soit £ un espace vectoriel sur un corps K sur lequel on n’impose pas de conditions

supplémentaires , soit f une forme alternée sur FE c’est-a-dire, une application bilinéaire
fiExXFE—K

telle que f(x,z) = 0, pour tout = € E , alors z.y = —y.xz pour tous =,y € E, comme on

peut le voir en substituant (z +y) & x dans 2? = 0, on dit qu'une application trilinéaire
fiEXEXFE—-K

est alternée si Pexpression f(x,y, z) est nulle dés que deux des vecteurs z,y, z sont égaux,

autrement dit si l'on a

f(xay7y) :f(:b’,y,x) :f(at,x,z) =0

pour tous x,y, z € F, alors

f(l’,y,Z) = —f(ZL‘,Z,y), f(xvya Z) = —f(Z,y,l’),f(J?,y,Z) = —f(y,l’,Z)

On définit un plan hyperbolique (pour la forme alternée) comme un espace non dégénéré

de dimension 2, on sait qu’il existe un élément w mnon nul, tel que w? =0, si P est un

18



2.1. Formes alternées

plan hyperbolique et si w € P, w # 0, il existe un élément non nul yde P tel que w.y # 0,
quitte & diviser y par une constante, on peut supposer que w.y = 1, on a ainsi y.w = —1 et

la matrice de la forme par rapport a la base (w,y) est :

0 1
-1 0

Le couple (w,y) est appelé base hyperbolique (pour le plan considéré), étant donnés un
espace bidimensionnel sur K, muni d’une forme bilinéaire, et un couple d’éléments (w,y) vérifiant
wWw=9y*=0, wy=1, yw=—1, on voit que la forme est alternée et que (w,y) définit
un plan hyperbolique.

Etant donnée une forme alternée f sur F, on dit que F (ou f) est hyperbolique si
FE est somme orthogonale, plans hyperboliques, on dit que F (ou f) est totalement isotrope

si z.y = 0 pour tous =x,y € F.

Théoréme 2.1.1 Soit f wune forme alternée sur un espace vectoriel de dimension finie E
sur K, alors E est somme orthogonale de son noyau et d’un sous-espace hyperbolique, si f

est non dégénérée, alors E est un espace hyperbolique et sa dimension est un nombre pair.

Démonstration. Un espace complémentaire du noyau étant non dégénéré, nous pou-
vons nous ramener au cas ol Fest non dégénéré, soit w un élément non nul de F, il existe
y € E tel que wy # 0 et y # 0, le couple (w,y) est non dégénéré et définit un plan
hyperbolique P, on a ainsi E = P @ P+ , avec Pt non dégénéré la démonstration est

complétée par récurrence. m

Corollaire 2.1.1 Toutes les formes alternées non dégénérées de dimension donnée sur un

corps K sont isométriques.

Démonstration. D’aprés le théoreme 2.1.1, il existe une base de E par rapport a

laquelle la matrice de la forme alternée est :
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2.1. Formes alternées

-1 0

-1 0

0

pour la commodité de I’écriture, on réarrange les éléments de la base de la somme orthogo-

nale de plans hyperboliques de maniére a obtenirun matrice :

0 L. 0
—I, 0 0
0 0 O

ou [, est la matrice unité d’ordre r, la matrice :

0 I
-1, 0

est appelée la matrice alternée (ou antisymétrique) standard . m

Corollaire 2.1.2 Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K, muni d’une forme
symétrique non dégénérée, notée (,), soit 0 wune forme alternée non dégénérée sur E,
il existe alors une décomposition en somme directe E = FEi @& Ey et un automorphisme
symétrique de E (par rapport a {,)) tels que, si x,y € E et x = (x1,23) avec 1 € Ey et
o € By, y = (y1,y2) avec y; € Fy et ys € Es, alors

Q(z,y) = (Ax1, y2) — (A2, 91).

Démonstration. Considérons une base de E pour laquelle la matrice de 2 est la

matrice antisymétrique standard, soit f la forme symétrique non dégénérée sur £ définie par
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2.1. Formes alternées

le produit scalaire par rapport & cette base, on a alors une décomposition en somme directe
des sous-espaces F; et Fs(correspondant respectivement aux n premiéres et n derniéres

coordonnées), telle que
Qz,y) = f(w1,92) — flo2,1)
comme (, )est par hypothése non dégénérée, on peut trouer un automorphisme A ayant les

propriétés souhaitées et A est symétrique parce que f est symétrique. m

2.1.2 Le Pfaffien

Une matrice alternée est une matrice G telle que *G' = —G, dont les éléments diagonaux
sont égaux a 0, c’est la matrice d’une forme alternée, supposons G carrée d’ordre n avec
n pair considérons, pour commencer, un corps de caractéristique 0, il existe une matrice C

non singuliére telle que la matrice ‘CGC soit:

0 I, 0
—I, 0 0
0 0 0

ainsi det(C)?det(G) = 1 ou 0, selon que le noyau de la forme alternée est trivial ou non, dans
tous les cas, on voit que det(G) est un carré dans le corps de base.Plagons-nous maintenant
dans le cas des entiers Z , soient ¢;;(1 <i<j<n), n(n—1)/2 éléments algébriquement
indépendants sur Q, tels que t; =0 pour:=1,...,n et t; = —t; pour i > j, alors
la matrice T' = (t;;) est alternée et det(T") est ainsi un carré dans le corps Q(¢), obtenu a
partir de Q par adjonction de tous les éléments t;;, cependant, det(7") est un polynéme
de Zl]t], de I'unicité de la décomposition en facteurs dans Z[t], il s’ensuit que det(T') est
le carré d’un polynome de Z[t] ; on peut donc écrire det(T) = P(t)?, le polynome P est
unique a un facteur =£ 1 pres, si nous substituons des valeurs aux ¢;; telles que la matrice

T devienne :
0 Lo

—in/2 0
Nous voyons qu’il existe un unique polynéme P & coefficients entiers prenant la valeur

1 pour cet ensemble spécifique de valeurs de (t), on appelle P pfaffien d’ordre n et on le

note Pf.
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2.2. Multivecteurs

Soit R un anneau commutatif, on a un homomorphisme Z[t] — R[t] induit par 'unique
homomorphisme de Z dans R, I'image du pfaffien dans R[t] est un polynome a coefficients
dans R, que nous noterons toujours Pf, si G = (g;;) est une matrice alternée a éléments
dans R, on note Pf(G) la valeur de Pf(t) quand on substitue ces ¢;; aux t;; , comme le

déterminant commute avec les homomorphismes.

Théoréme 2.1.2 Soient R un anneau commutatif et G = (g;;) une matrice alternée, avec
gij € R, ona
det(G) = (Pf(G))?

de plus, si C' est une matrice carrée d’ordre n sur R, alors
Pf(CG'C) = det(C)Pf(Q).

Démonstration. Le premier résultat a été démontré plus haut, le second sera établi si
on le démontre sur Z , soient w;; (4,7 = 1,...,n) des éléments algébriquement indépendants
sur Q, tels que w;; , t;; soient algébriquement indépendants sur Q, soit U la matrice (u;;),
on a

PFUT'U) = £det(U)Pf(T)

comme on peut le voir en prenant les carrés des deux membres, prenons des valeurs pour
U et T telles que U devienne la matrice unité et 7' la matrice antisymétrique standard, il
en résulte qu’on a le signe + a droite comme on peut substituer une matrice quelconque a

U et une matrice alternée a T, le théoréme est démontré. m

2.2 Multivecteurs

2.2.1 L’action gauche

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K, la classifi-
cation des p- vecteurs est I’étude de I’action gauche du groupe linéaire GL(FE) sur 1'espace

vectoriel AT E définie par

Vf e GL(E), Yw e AYE, fw=(A"f)(w), A¥f:A"E - A"E
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définie par
AP f(ry Aaa Ao Ayp) = f(o1) f(za) ... ()

est un endomorphisme de AT E.

On appelle support de w et on note S,, le plus petit sous-espace F' de E tel que w € AP F;
sa dimension est le rang de w, noté r(w), le rang est invariant par 'action du groupe linéaire
GL(E) et par extension des scalaires, soit maintenant w € A”E" une forme p-linéaire : R,
le radical de w, est I’ensemble des = de E tels que w (x,x9,...,2,) = 0 quels que soient
Tg,...,T, dans E, si R, = {0}, on dit que w est non dégénérée ou de rang maximal.

Un p-vecteur non nul w est décomposable s’il existe z;...x, dans E tel que w = z1...7,,

le support de w est le sous-espace vectoriel engendré par

L1y, Ty 2 Sy = Vect{xy, ..., x,}.

Rappelons 'action de £*, dual de F, sur AE définie par :
i) df(1) =0
ii) dfjp = f
iii) df(ru) = —xds(u) + f(x)u pour x€FE et ueAE.
dy est une anti dérivation de degré —1, nulle sur la sous-algebre A (kerf), de carré nul
et
f = dy

est une application linéaire, ainsi pour w € ATE fixé,
f—dg(w)

est une application linéaire de £~ dans A”~'E dont le noyau est le sous-espace R, de E;
son orthogonal R dans E coincide avec le support de w, par dualité, cette anti dérivation

correspond & I’évaluation partielle x — w, ol
Wy (T2, .., xp) = w(w, Ta, ..., Tp).
Si M est un module sur un anneau commutatif A,

AoM = @AM
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posséde un systéme de puissances divisées, si M est projectif de type fini de rang 2m, on
obtient une forme polynome (de degré m) ~,, : A2M* — A*™M* qui est le pfaffien : si
u € A2M*, u est non dégénérée si et seulement si +,,(u) engendre le A-module A*™M*, si

i=r N
W= | Toi_1T2 OU {x1,...,Tor,...,x,} est une base de F,

Yelu) = E L2iy —1%24; - L24;,— 124y,
1<it <. <ige

de sorte que rg(u) = 2k équivaut & y,(u) # 0 et ~,.,(u) = 0, les puissances di-
visées permettent d’étudier les sous-espaces vectoriels de A%FE, donc les algébres de lie

2-nilpotentes.

Eléments scindables

Soient E; et E, deux sous-espaces supplémentaires de F; APE s’identifie &
@y h(A*E @ ATTRE,)

un élément w € APE  est dit scindable s’il existe une décomposition £ = E; & E, telle
que w € B ® AP71Ey vu comme facteur direct de ATE, si dimE; = r, on dit que w est
r-scindable, la scindabilité est une généralisation de la divisibilité; en effet w est divisible
si et seulement si w est 1-scindable, propriété qui ne dépend pas du corps de base car c’est
équivalent a dire que l'application E — APT'E, 2 —— x w, n’est pas injective, notons
aussi que w 7r-scindable implique d,.(w) = 0 car wg, = 0.

Soit w un élément r-scindable et {ey, ..., e, } une base de

r
El W= E €;U;
i=1

ot u; € AP71E,, les u; sont déterminés de facon unique par la base ey, ..., e, de E; car
u; = d,+(w) ol e; € E est définie par ¢; (¢;) = §;; et e; (Fy) = 0, alors w est déterminé par
le sous-espace vectoriel I de AP~!F, engendré par les u; ; en effet, si on change de base

dans Fj, et si la nouvelle base f; est donnée par

s
€i = g aij f;
j=1
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T T T T
w=) e =3 fi(Y ayui) =) fv;
1 j=1  j=1 j=1

les v; s’obtiennent donc & partir des u; par le changement de base contragredient de celui
qui fait passer de la base {f;} a la base {e;}, cela se voit aussi en utilisant 1'isomorphisme
naturel entre £y @ AP Ey et Hom (E;, A''E,) : si ¢ est Pélément de Hom (B, AP71E,)
canoniquement associé & w, F n'est autre que ¢(E;) pour classifier les éléments -
scindables de rang maximal dans ATE, il suffit donc d’étudier action de GL(FE,) sur la
grassmannienne G7,.(A”71E;) des sous-espaces vectoriels de dimension r de AP1Fy, c’est
ce qui est fait pour p = 3 et pour certaines valeurs du couple (r = dimFE,n —r = dimFEs)
le cas ol n — r est pair est plus simple car on peut y utiliser les puissances divisées sous
la forme de pfaffiens.Remarquons qu’un méme p-vecteur peut étre scindable pour plusieurs

valeurs de entier 7.

2.2.2 Commutant

Un invariant a été introduit par B. Kahn , le commutant de w: si w € A”E, on note

C(w) I'ensemble des endomorphismes
f:EFE—FE
tels que 'application

Wi (21, e, xp) = WX, ..o Tim1, fT, Tiga, .., Tp)

ne dépende pas de 4, on la note wy(zy,...,2,) et c’est clairement une forme p-linéaire

alternée.

2.3 Algeébre extérieure et groupes d’automorphismes

2.3.1 Généralités
Algébre extérieure d’un espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K, dans

I’algebre tensorielle 77 (E) , désignons par D(E?) I'idéal engendré par les carrés des éléments
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2.3. Algébre extérieure et groupes d’automorphismes

de F, et définissons I'algébre extérieure de £ comme ’algébre - quotient graduée,
AP(E) = TP (E)/D(E?).

sia,b € AP(E) , on note 'opération du produit extérieur par a A b.

Dualité dans I’algébre extérieure

On exprime le dual de AT(E) aumoyen de E’, en effet: étant donné p formes linéaires
fis f2, - [y € E et p éléments a1, x4, ..., , € E, formons d’abord la matrice A du type

(p ,p) qui a pour termes
Aij = filz;)
on sait que tout déterminant est une fonction multilinéaire alternée de ces lignes et de ces

colonnes, par suite, étant donnée une liste f de formes linéaires, |A| est une fonction

p-linéaire alternée de x4, x9, ..., T, puisque
(1, T, ooy Tp) —> T A T2 A o AT
est une application universelle de ce type, il existe une application linéaire
HFio foroo fy)  AP(E) = K

telle que :
(L(f1, fas ooy )l(@1, 2, o) = Al Aiy = fily)

chaque t(fi, fa,...., f,) est donc un élément de [AF(E)]", puisque le déterminant |A| est une

fonction multilinéaire alternée de ses lignes, ’application

(fl; f27 --”7fp) — t(f17f27 '”'7fp)

est alternée et multilinéaire, comme

(fis foroos fo) ¥— Fi A fa Ao A f, € AP(ED)

est universelle , il existe une application linéaire

Y AY(E) — [AT(E)]
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telle que:
w(fl/\ f2 AN fp):(f17f27“--afp)

c-a-d

YN fa A AN )i Az A Axy) = [A] (1)

A ayant pour termes A; ; = f;(x;) pour i,j € p.

Théoréme 2.3.1 Si E un espace vectoriel de dimension finie n , sur un corps commutatif

K alors pour tout entier naturel p Uapplication linéaire 1 de (1) est un isomorphisme,
Y AT(ET) = [AT(B)](2).

Démonstration. Prenons une base x1,,.....,7, de F et la base duale f1, fo,...., f;
de E'; on a donc fi(z;) = 0;; pour 4,5 € n, AP(E") a alors pour base 'ensemble des
fo = fo, Ao A fn,, pour toutes les listes strictement croissantes h : p — n, tandis que
AP(E) a pour base I'ensemble des xp = xy, A ...A z, pour toutes les listes strictement
croissantes h : n — p  [Yf.](zx) = |A] A étant la matrice (p,p) qui a pour termes
Aij = fr,(zy;), étant donné un indice - ligne i de cette matrice , f,,(zx;), est nul sauf si il
y a donc une ligne de A qui s’annule & moins que chaque h; ne soit pas égal & un k; , cela
ne peut se produire que si les deux listes croissantes sont égales : k = h dans ce cas , A est
la matrice unité du type (p,p), qui a pour déterminant 1, par suite [¢ f,,](x) est égal & zéro
ou un, suivant que h # k ou h = k cela établit que les éléments 1/ f, forment une base de
[AT(E)]" duale de la base x; de AP (E) autrement dit , ¢ transforme une base AT(E") en

une base de [AT(FE)]"; c’est donc bien un isomorphisme.

Proposition 2.3.1 Pour tout espace vectoriel E sur A, toute forme linéairet : A¥(E) — K

détermine une forme p- linéaire alternée h : E¥ — K par Uintermédiaire de
h(xy,xe,. .., xp) = t(x1, T2, ..., Tp)
Uapplication t — h est un isomorphisme

AP(E)] = ALTp(E).
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Puissance divisée

Théoréme 2.3.2 Un systéme de puissances divisées existe dans l’idéal D> A**E ’algébre

extérieure E.

Ce résultat est bien connu dans le cas des corps , il admet une généralisation au cas d'un
anneau quelconque et d’'un module non nécessairement libre sous la forme suivante: soit M
un A-module, AM son algébre extérieure ; de puissances divisées existent dans l'idéal (la

sous - algébre commutative des éléments de ’algébre paire de I'algébre extérieur de E' )
@kzlA%E
si M est projectif de type fini de rang 2m, on obtient une forme polynéme ( de degré m )
Yo : M — N°M°

qui est le pfaffien, si u € A2M ", u est non dégénérée si et seulement si Y, (u) engendre, le

A-module A>" M, si

.
u = E T2;—1T24
i=1

ou {xy,...,Ta,...,2,} est une base de £

E X241 —1T 24 - L 24;, —1 24,
1<i1 <. <ip

de sorte que rg(u) = 2k, équivaut a

yr(u) # 0, yrra(u) = 0.

Remarque 2.3.1 5i A est une Q- algébre commutative, les puissances divisées sont définies

par :

Remarque 2.3.2 Du fait de l’isomorphisme
APE =~ AP(EY

on emploiera le langage des formes alternées ou des p- vecteurs l’étude est consacrée au cas

p =3 et n=_8, sur un corps algébriquement clos, c’est-a-dire l'action de GLg(K) sur A3E.
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2.3. Algébre extérieure et groupes d’automorphismes

Vecteur décomposable
Un p-vecteur non nul w est décomposable s’il existe 1, o, ..., z, dans E tel que
w=x1 Nxa N ...\ Ip
le support de w est le sous-espace vectoriel engendré par z; , s, ..., 2, , donc
Sw =< X1 , T, ceey Tp >
dans ce cas do(w) = dimS,, = p. Un trivecteur est somme de trivecteurs décomposables.

Lemme 2.3.1 Etant donnée qu’il existe un isomorphisme entre A*K* et A'K* | il y a pas

de trivecteurs de rang 4.

Preuve. Mettons, d’abord en évidence I’isomorphisme entre A3K* et A'K? | soient une

base de A'K* donnée par {e;, ez, e3,€4} , et une autre de A3K* donnée par
{wl = €1€2€3, Wy = €2€3€4,W3 = €1€3C4, Wy — 616264}

et considérons f définie par : f: A'K* — ASK*

4 4 4
T = Zaiei — f(z) = f(Zoziei) = Zai w;
i=1 i=1 i=1

f tel qu’elle est définie,est linéaire bijective et donc c’est un isomorphisme , montrons
qu’il n’y a pas de trivecteurs de rang 4, du fait de I'isomorphisme f tout

élément de A3K* s’écrit sous la forme w = Z?:l a; W; , soit w mnon nul, et étudions son
rang :

-8l w=owi, o #0 i€ 1,4, donc rg(w) =rg(w;) = 3.

-8l w=ow + ajw;, 1F# g, 4,j € 1,4, comme dim(S,,NS,,) =2 Vi# ],

1,7 €1,4.

Donc Iécriture de w se raméne a un trivecteur décomposable donc rg(w) =3, si
w= o; w; + QW + Wi

avec a; #0, o; #0, ap #0, i#j#k, 4,7,k € 1,4 on envisage quatre cas possibles

dans I’étude du rang de chaque trivecteur est identique , traitons par exemple ,le cas ot

W = @e1e9e3 —+ (aese3ey + (uze1€3€4
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2.3. Algébre extérieure et groupes d’automorphismes

avec a; # 0,14 € 1,3, on peut écrire ,
w= ez(areres + ageges + azeger)

soit u = ape1eqg + agesea+ aizese; , comme
Uk

72(u):7:0:>rgu:2

es ¢ S, dou rg(w) = 3.

-Si w = ajereges fasesesey + aizereses fageiesey, avec o 0,1 € 1,4,

w = egesz(are + agey) — ereq(azes + ayey)

w = oy (ases + ages)es(arer + agey) — oy Harer + agey)es(ases + ages)

w = (azes + ages) (g tes + ajtes)(arer + agey).

On en déduit que rg(w) = 3 car les vecteurs qui le composent, sont linéairement in-
dépendant, alors dans tout les cas rg(w) = 3, ainsi il n’y a pas de trivecteurs de rang 4.

Groupe d’automorphismes

Le groupe des automorphismes de w , Aut(w) est le stabilisateur de w dans 'action
de GL(FE) c’est a dire le sous-groupe de GL(F) des automorphismes de E, qui laissent

invariant:

Aut(w) ={f/f € GL(E) et NP f(w) =w} ={f/f € GL(E) et fw = w}.

lorbite de w par GL(FE) est alors en bijection avec I’ensemble des classes & gauche

GL(FE)/Aut(w)

Invariant numérique d; (w)

On associe a un 3-vecteur (trivecteur) d’autre invariant numérique que son rang, soit

G1(F) Vespace projectif IP(E) et considérons la projection :

P,: N°E — A*(E/a)
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2.3. Algébre extérieure et groupes d’automorphismes

pour o € G1(F) , on appelle w(«) 'image de w par P, et on pose:
di(w) = infy(rang(w(a)), a € G1(E)

on a

do(w) = rg(w) > di(w), dr(w)

est invariant par l'action de GL(E), mais il ne l’est pas par extension des scalaires.

Lemme 2.3.2 Soit E un espace vectoriel de dimension paire et w un trivecteur de rang

mazximal, alors : dy(w) # 0 , en particulier si dimFE = 8,dy(w) # 0 .

Preuve. On a di(w) = inf,(rgw(a)), ou parcourt 'espace projectif I P(F) des droites
de E si di(w) =0, il existe o« = Kz, 2z #0 tel que w(a) = 0, soit E’ un supplémentaire
de Kz dans F : de £ = E' @ Kx. Résulte

NE~NE @ (Kr®AE)
alors w = ur+ W' et w(«) = 0 signifie que W’ est nul ; de plus S, =S, & Kz = E comme
w est de rang maximal, S, = E’ et E’est de dimension paire ce qui contredit I’hypotheése
sur la dimension de £. =

Vecteur divisible

Soit w un trivecteur non nul, w est un trivecteur divisible §’il existe, un = € F/{0g}
et u € A2E) tel que
E=Kx® FE, et

w = zAu
Proposition 2.3.2 w est un vecteur divisible si et seulement si dq(w) = 0.
Preuve. Siw = vAu = dy(w(Kz) =0, si
di(w) =0 = Ja € Gy/rg(w(a)) =0
d’ou w(«) = 0 donc si on prend o = kx on obtient : w = yAu ce qu’il fallait montrer. m

Remarque 2.3.3 Comme di(w) # 0 si w est de rang maximal, alors on en déduit qu’il n’y

a pas de trivecteur de rang 8 divisible.
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2.3.2 Parties stables

Lemme 2.3.3 Soit E un espace vectoriel sur le corps K et considérons la ferme bilinéaire

alternée par
[y, 2) = f(z,y,2), (y,2z € E)

et f une forme trilinéaire alternée ; alors l’ensemble
Ri={x € E/rgf* =2i} (0<2i<n)
est stable par Aut(w).

Lemme 2.3.4 L’ensemble R;(w) = {x € E/w(z) est de type w; } une une partie stable
pour Aut(w).

Preuve. Prenons £ =<z > @&F’ | alors ws’écrit : w = zu+ W' avec

W' eNE | (dimE =n—1) et w(z) = w(x), comme x ¢ E' alors @’ est de méme type
que @’ () dout @ (f(z)) = A3f(w’)f(x) comme f est une application linéaire bijective ,
elle transforme le trivecteur w’ & un trivecteur de méme type , c’est adire f(w’) est dans
l'orbite de w’ , par suite @ (f(z)) est de type w; d’ou f(z) € R;(w) et f(Ri(w)) C Ri(w),

en particulier Rg 1, et Rg2 sont des parties stables. m

Lemme 2.3.5 Soit E un espace vectoriel sur le corps K de dimension finie Vi,V deux
sous espaces de E différents et tel que dimV; = dimVy st f est un endomorphisme de E
qui laissent stable la réunion de Vy et Vo  c-a-d  (f(Vi U VL) C V1 UV,) alors on a
(fVi) cVi)et (f(Vo) CVa) ou (f(V1) CVa) et (f(V2) C VA).

Preuve. Comme on a f(V7)U f(Vo) C ViUV,  on tire:
(f)cMuve) ) (f)n(huls) = f()
(f(V2) € (ViU V3) (f(Ve) N (ViU Va) = f(Va)

(fFVi)nW)u (f() NVa) = f(Vi)I

(f(Va)n V) U (f(Vi) NVe) = f(Vo)IL
Or la réunion de deux sous espaces vectoriels est un sous espaces vectoriel si et seulement

si 'un est inclus dans 'autre ainsi

(FV)nv) c (f(Vi)nVa) ou (f(Vi)NV2) C (fF(11) N 1A)

32



2.3. Algébre extérieure et groupes d’automorphismes

et
(f(V2)n Vi) C (f(V2) N V2) ou (f(V2) NV2) C (f(V2) NVA)
on remplace dans I et Il on obtient:
fVi)ynvi=f(vi) ou f(Vi)nV, = f(W1)
f(Vo) Vi = f(Va) ou f(Vo) NVa = f(V2)
ce qui implique que:
(f(Vi) € Vo ou f(h) C Vo) et (f(Vo) Vi ou f(V2) CVa)
on a quatre cas qui figurent
(FV) c Vi et f(Va) CVa) ou (f(Vi) CVa et f(Va) CVA)
(f(Vi) Vi et f(Va) C Vi) ou (f(Vi) C Ve et f(V2) C V%)
les deux derniers cas sont impossibles car par exemple :
si (f(Vi) CVioet f(Va) CVA)
comme dim f(Vy) = dimV; et dimf(Va) = dimVs
don f(Vi) = Vi et f(Vo) =Vi=>Vi=1j

(f injective) ce qui est absurde car V; # V5. ®
Lemme 2.3.6 Soit \ € K ,uc K etdim,E =17

hau = ereses + ejeseq + ezeseg + Aeseses + ueszeses
hy = ejeze3 + ereqeg + Aeqeseq
alors hy, et hy sont des trivecteur rang 6 du type 6.1
Preuve. Soit f € GL(FE) définie par :
fler) = e —ues , f(ea) = ea — A teg, fleg) = eqs— A 1e?, fle;) =e;, Vi=3,506,7
fhaw = (e1 — ueg)(ea — N teg)es + (e1 — ueg)(eq — A 'es)es + eseses+
Meg — XN es)eseq + u(es — AN teg)eses.
fhau = e1e2e3 + e1e466 + Aegeses = hy
donc hy , et équivalent a hy .
Montrons que hy est du type 6,1 , soit g € GL(E) définie par:
gles)=es + X 'er ,g(e) = e; Vi #5.
ghy = ereses + ereqeq + Aeg(es + A ler)es

ghy) = e1eses + er1eqe6 + Aegeseg + eqese6 + e4e164.
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2.3. Algébre extérieure et groupes d’automorphismes

ghy = e1ezes + Aegese.

c’est un trivecteur du type 6,1. =
Lemme 2.3.7 Soit E un K-e-v de dimension 7 et un trivecteur donné par
W = €1€4€65 + 96465 + 3655 + U123 + NE4€5€E6

avec u,\ € K ,siu =0 ou \u = —4w est du type 6,2 et il est w du 6,1 dans les autres

cas.

Preuve. Si u =0, w = ejeses + €3e466 + €3€565 + Aegeseq.

considérons f € GL(E) définie par : f(e3) = e3 — Aey, f(e;) = e;, Vi # 3.

A3 f(w) = ereqes + eseqes + (e3 — Aey)eses + Aegeses -

A3 f(w) = ejeqes + exeqes + 36566

du type 6,2 , supposons que u # Og.

comme K est un corps algébriquement clos alors I'équation 22 = u (1)

admet des solutions dans K, soit a une solution de (I) et considérons

f € GL(E) définie par :

fleq) = aeq, fle;) =ate;, 1=1,2, f(e;)=ae;, j=3,567 dou

A3 f(w) = a™tey(aey)es + a tesaeses + eseses + ua2ejeses + Aaegeses.

A3 f(w) = ereqes + eaeqe6 + e36566 + €16963 + Naeyescs.

Si on pose A = Aa, on remarque que ’étude du type trivecteur w (u # 0) revient a
I’étude du trivecteur w lorsque u =1

w = ereqe5 + eae4e6 + €356 + Negeses, N € K | soit g € GL(E),

définie par:

gler) = e; +aeg, glea) =eq+yes, gles) = ez + ey

gleg) = es + Per, gles) =es+ dea, gles) = eq + nes

avec «o,& B, 0,n,ye K, af#1, yo#1, &n#1

alors:

(1 —yB+ B+ BN)ereses + (B — 6 — BOE + & — BN )ereqeq+
(n—Byn+ B —y+ BNn)ereses + (=dn + B — B0 + 1 — BONn)eiezes

Nf(w) =
+a—y+ & —&ya+ Negeses + (—ad + 1 — &5 — af — N6)eseqes+

L (L4 an—yn—ay+ XNn)eseseg + (n — 6 — and + a — A'nd)eseseq
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Supposons que la caractéristique de K est impaire et posons
y=0=a=0 et 5:y:—§:%)\ alors:
Ag(w) = (1+ 1N?)ereqes + ereaez + eseqeq + ereses.
si N2 +4=0 danscecas A’g(w) est du type 6,2 car w est du type6, 2
si N2 = —4si N = 0,w = e1e4e5 + exe4e6 + €356 + €162€5.
On applique la transformationgavec f=0=y=1 e a=y=&6=—1.
On obtient A3g(w) = 2(ejezes + eze466)  ainsi w est équivalent & 6, 1
Supposons maintenant que la caractéristique de Kest paire et soit ¢ € K~
telque: a=0=y=0 et [ =y=E&=n1.
d’ou A3g(w) = ereses + exeqes + ezeseq + N egeses.
Si N =0k, westéquivalent a6,2etsi )\ # 0, w estéquivalent & 6,2 d’apres le

lemme 2.3.4. =
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Chapitre 3

Classifications des trivecteurs en

dimension inferieure a 6

3.1 Classification en dimension inférieure a 6

Si dimFE = 3, il n’y a qu’une orbite de trivecteurs non nuls si w € A>E — {0} il existe
{e1,€9,e3} une base de FE telle que w = ejeqes, alors Aut(w) est le groupe spécial
SLs(E),
Clw) = K,w(e, ez, e3) = 1,w(e;, e, ex) = 0.

Si dimE = 4, tous les trivecteurs non nuls sont décomposables, donc A3E a deux
orbites, dans une base (e;) , 1 < i < 4, un représentant de chaque orbite est donné par 0,
e1ese3, de Iisomorphisme entre AP KP*! et A'KPH! on déduit qu’il n'y a pas de p-vecteurs
de rang p + 1, en particulier il n’y a pas de trivecteurs de rang 4.

Si dimE = 5, I'isomorphisme A*E ~ A?E" montre qu’il y a trois orbites dans A3E : en
effet si un trivecteur est non nul et non décomposable, il est nécessairement de rang maximal,
donc divisible par un vecteur e; : w = e;u ou u est un bivecteur de rang 4, on peut choisir
pour S, , tout supplémentaire de Ke; dans E et il existe une base (¢;),1 <i <5, de E telle

que un représentant de chaque orbite est donné par 0, ejeges,eq(ezes + eqe5)
wley, e, e3) = w(ey, eq,e5) = 1, w(es, ej,ex) =0

I'invariant C'(w) d’un trivecteur de rang 5 est réduit au corps K’; pour 'invariant Aut(w).
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Proposition 3.1.1 Soient le trivecteur w = ej(ezes + eqes) et A = Aut(w) alors on a les

suites exactes sutvantes :
1A —-A—-K —letl—-K*—-A =8, (K)—1

Preuve. Considérons l'ensemble £y = {z € F/zw = 0}

si © = Zle a;e; appartient & Fp, on a x = ajeq, donc By = Vect{e }, si x € Fj,
ona Af(rw) = f(x)A3f(w) = f(z)w =0 pour f € A, dou f(E,) C Ej et il existe
A€ K tel que f(e;) = Aej.la matrice de f dans la base {ey, ..., e5} est de la forme

Az
0 B

cela permet de définir un homomorphisme surjectif de groupes de A dans K par

(f) = A
pour « € K on prend pour antécédent l'application linéaire f : E — FE définie par
f(€1> = ey, f(621'> = 05_1627;, f(egl'_;,_l) = €92;11 pour 1= 1,2SOlt
f € A/ = Kerz/; : 61A2f(€263 + 6465) = 61(6263 + 6465)

autrement dit A?f(eses + eqe5) = ezes + eqes + wejavec

r € By = Vect{ey, e3,e4,e5}, considérons g : Fy — E, lapplication linéaire dont la
matrice est

B : A’g(eses + eqes) = eges + eqes

I’homomorphisme ¢: A" — S, (K) défini par ¢(f) = B est surjectif et de noyau isomor-
phe & K%, d’ou le résultat, de la démonstration il ressort que la premiére suite exacte est

canoniquement scindée. m

Remarque 3.1.1 Dans le cas ot dimFE = 2k 4+ 1, on a un résultat analogue si
w = ej(eses + ... + €oplopi1)

et A= Aut(w),on a :

1A —-A—-K —letl—-K* A8

P2k

(K)—1
et en particulier si K = F,

|A| = ¢ (g — DT (¢* - 1)
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3.2 Classification des trivecteurs en dimension 6

Dans tout ce paragraphe, K est un corps commutatif et w € A3E est de rang maximal

r(w) = dimE = 6, comme la dimension de E est paire dj(w) # 0 et on a d;(w) € {3,5}.

Lemme 3.2.1 Sidy(w) = 3, il existe une base (e;),1 <i <6, de E telle que w s’écrive :

We,1 = €1€2€3 + €455 OU W2 = €1€2€3 + €2€3€5 + €1€3€E6
Lemme 3.2.2 Tout trivecteur de rang 6 est 2-scindable.

Proposition 3.2.1 Les groupes d’automorphismes Aut(wg) et Aut(wgz) vérifiant respec-

tivement les suites exactes suivants :
7
1 — SL3(K) x SL3y(K) — Autws; — 57 1

1— K8 — Autwgy — GL3(K) — 1

3.2.1 Commutant d’un trivecteur de rang inferieure ou égale a 6

On sait, que C(w) est une K-algébre commutative, produit direct fini d’anneaux locaux
commutatifs on va expliciter C(w) quand w est un trivecteur de rang 6 :

SI W = We1 = €655 + €4€5€¢, O &
w(e, e2,e3) = w(es, e5,66) =1 et w(es e5,e,) =0
dans les autres cas, si f € C(w), sa matrice dans la base (e;), 1 <i <6, est de la forme

A0

0 B
ot A= Mzet B= alz,\ «a€ K; autrement dit C(w) ~ K x K .

Démonstration. Soit f € C(w) =
PO R L I R
Ae By e e py o 0o €2
My(f) = As B3 3 oz opg o O3 €3
Mo By va oa opy Oa €4
As Bs s oz ps o 05 €5
X Be %6 a6 e 06 6
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on a w(f(e1),eq,e3) = wler, f(ez), e3) = wler, ez, f(es))

fle1) = Arer + Aaea + Azes + Ageq + Ases + Age

sw(f(er),ea,e3) =w(Aer + Aseg + Azes + Ageq + Ases + Ages, €2, €3) = Mw(eq, es, e3)+
Aow(eg, €a, €3) + Asw(es, ea, €3) + Aqw(eyq, €a, €3) + Asw(es, ea, €3) + Agw(es, €2, €3) = Aq
= Py =73

w(f(ea), 5, e6) = w(ea, f(es5), e6) = w(ea, €5, f(es))

fles) = arer + azes + ages + aygeq + ases + ageg

«w(f(eq),es,e6) = arw(er, es, €) + aaw(eg, €5, €5) + azw(es, €5, €g) + auw(ey, €5, €6)+
asw(es, €5, €6) + agw(es, €5, €6) = g = s = g

«w(f(er),er,e2) = w(er, f(er), e2) = wler,er, f(ea))

fler) = Arer + Ages + Azes + Ageq + Ases + Ages

«w(f(er),e1,e2) = Mw(er, er, e2) + Aaw(eg, e1, e2) + Asw(es, e1, €2) + \aw(es, €1, €2)+
Asw(es, €1, e3) + Aw(eq, €1, €2) = A3 = —A3 = 0.

«w(f(e1),e1,e3) = Mw(er, er, e3) + Aaw(ez, e1, e3) + Azw(es, €1, €3) + Aaw(eq, €1, €3)+
Asw(es, e1,e3) + Agw(eg, €1, e3) = —Ag = 0.

«w(f(er),e1,eq) = Mw(er, er,eq) + Aaw(ea, €1, e4) + Azw(es, €1, e4) + Aw(es, e, e4)+
Asw(es, e1, eq) + Aw(eq, e1,€4) = 0.

«w(f(e1),e1,e5) = Mw(er, er, e5) + Aaw(ey, e1, e5) + Azw(es, €1, €5) + Aaw(es, €1, e5)+
Asw(es, e1, es) + Agw(eq, €1, e5) = 0.

«w(f(e1),e1,e6) = Mw(er, €1, e6) + Aaw(ez, €1, €5) + Azw(es, 1, €6) + Aaw(es, €1, €)+
Asw(es, e1, eq) + Aw(es, €1, €6) = 0.

«w(f(e2), ea,e1) = wlez, f(e2), e1) = wlez, ea, fle1))

fle2) = Bae1 + Baea + Baes + Boes + Baes + Baes

«w(f(ea),e2,e1) = Brw(er, ez, e1) + Baw(ea, ea, €1) + Bw(es, ez, €1) + Byw(e, €2, 1)+
Bsw(es, e2,e1) + Bew(es, €2, €1) = B3 = — 5 = 0.

«w(f(e2),ea,e3) = Biw(er, ea, e3) + Bow(ea, €, e3) + Baw(es, ea, e3) + Byw(ey, €2, e3)+
Bsw(es, e, e3) + Bgw(eq, €2, e3) = B, = 0.

«w(f(e2),ea,eq) = Prw(er, ea, eq) + Pow(ea, €a, €4) + Baw(es, ea,eq) + Law(ey, €2, e4)+
Bsw(es, e2, 1) + Bw(es, ea, €4) = 0.

«w(f(e2),ea,€5) = Prw(er, €2, €5) + Pow(ea, 2, €5) + Baw(es, ea, e5) + Saw(ey, €a, €5)+
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Bsw(es, ez, e5) + Bw(es, €2, e5) = 0.

«W(f(e2), e2,e6) = Brw(er, €2, e6) + Bow(ez, €2, 6) + Baw(es, €2, €6) + Byw(ea, ea, €6)+
Bsw(es, e2, e6) + Bew(es, €2, €6) = 0.

w(f(es), e, e1) = wles, f(es), e1) = wles, es, fler))

fles) = 711 + 72€2 + V€3 + V4€a + V565 + Voo

«w(f(es),e3,e1) = yw(er, es, 1) + Yawley, €3, €1) + Yaw(es, €3, e1) + yqw(es, €3, e1)+
Vswl(es, es, 1) + vew(es, €3,€1) = 72 = =72 = 0.

«w(f(e3),es, eq) = yw(er, es, e2) + Yow(e, €3, €2) + vaw(es, €3, e2) + vaw(ey, €3, €2)+
Ysw(es, €3, €2) + Ygw(es, €3, €2) = 7, = 0.

sw(f(es),es, eq) = ywler, ez, eq) + Yow(ea, €3, €4) + vaw(es, €3, €4) + Yaw(eq, €3, €4)+
Vsw(es, €3, 1) + Yew(es; €3, €4) = 0.

«w(f(e3),es, e5) = ywler,es, es) + vaw(ea, €3, e5) + vaw(es, es, e5) + vaw(ey, €3, e5)+
Vsw(es, es, €5) + Yew(es, €3, €5) = 0.

«w(f(es),es, eq) = ywler, es, e6) + Yow(ea, €3, €6) + vsw(es, €3, €6) + Yaw(eq, €3, €6)+
vsw(es, es, eg) + Yew(es, €3, €6) = 0.

«w(f(es),eq,61) = w(eq, flea), 1) = w(eq, eq, f(e1))

fles) = arer + ages + ages + aygeq + ases + ageg

«w(f(ea),eq,e1) = arw(er, eq, 1) + agw(e, eq, 1) + azw(es, eq, €1) + aqw(ey, eq, €1)+
asw(es, eq, e1) + apgw(eq, eq,e1) = 0.

«w(f(es), eq,e2) = arw(er, eq, €2) + aaw(ey, 4, €2) + azw(es, eq, €2) + auw(ey, g, €2)+
asw(es, eq, €3) + apgw(eq, €4, €2) = 0.

w(f(e), eq,e3) = arw(er, eq, €3) + asw(ey, eq, €3) + azw(es, eq, €3) + aqw(ey, eq, €3)+
asw(es, eq, €3) + agw(es, €4, €3) = 0.

«w(f(es), eq,e5) = arw(er, eq, 5) + aaw(ey, g, €5) + azw(es, eq, €5) + auw(ey, eq, 5)+
asw(es, eyq, e5) + agw(es, €4, €5) = ag = —ag = 0.

w(f(e), eq,e6) = arw(er, eq, €6) + asw(ey, eq, €6) + azw(es, eq, €6) + auw(ey, eq, €6)+
asw(es, eq, €6) + agw(es, €4, €5) = —as = 0.

w(f(es), e, e1) = w(es, f(es), e1) = wles, es, fler))

fles) = per + poea + pg€s + paes + pises + figes

«w(f(es),es 1) = pyw(er, es, €1) + pow(es, €5, €1) + pgw(es, €5, €1) + paw(ey, €5, €1)~+
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pisw(es, es, e1) + pgw(es, €5, e1) = 0.
«w(f(es), es,€2) = pyw(er, €5, €2) + pow(e, €5, €2) + pgw(es, €5, €2) + pyw(es, €5, €2)+
pisw(€s, es, €2) + pgw(eg, €5, e2) = 0.
«w(f(es),es, e3) = pyw(er, es, e3) + paw(es, es, e3) + pgw(es, es, e3) + pyw(ey, es, e3)+
psw(es, es, es) + pew(es, €5, e3) = 0.
w(f(es), 5, ea) = pyw(er, s, €a) + paw(ea, €5, €a) + pgw(es, €5, €a) + pryw(ea, €5, €a)+
psw(es, es, eq) + pgw(es, es,e4) = —pg = 0.
«w(f(es),es, e6) = pyw(er, es, eq) + aw(es, es, es) + pgw(es, es, eg) + faw(ey, es, eg)+
psw(es, es, eg) + pew(es, €5, e6) = iy = 0.
~w(f(es), e, €1) = w(es, f(es), €1) = wles; es, f(e1))
f(es) = d1e1 + daeq + 033 + 044 + O5€5 + dp€p
~w(f(es),e6,€1) = d1w(er, €6, 1) + daw(ea, €q, 1) + d3w(es, 6, €1) + daw(ey, €g, 1)+
dsw(es, s, €1) + Opw(es, €6, €1) = 0.
w(f(es), €6, €2) = drw(eq, €6, €2) + daw(ea, €g, €2) + dzw(es, €6, €2) + daw(es, €g, €2)+
dsw(es, eq, €2) + dpw(es, €6, €2) = 0.
«w(f(es), e6,e3) = d1w(er, eq, €3) + daw(ez, €6, €3) + d3w(es, €6, €3) + daw(eq, €6, €3)+
dsw(es, eq, €3) + dpw(es, €6, €3) = 0.
«w(f(es), e, e4) = 01w(e1, €6, €4) + daw(ea, €6, 1) + d3w(es, €6, €4) + daw (e, €6, €4)+
dsw(es, s, €4) + Ogw(es, €6, €4) = 05 = —d5 = 0.
w(f(es), e6,e5) = d1w(er, eq, €5) + daw(ez, €6, €5) + d3w(es, €6, €5) + daw(eq, €6, €5)+
dsw(es, es, €5) + Opw(es, €6, €5) = —04 = 0.

Donc C(w)~ K x K.

A . * * * * * * * * *
de méme si w = w2 = €1e5e4 + €365 + 1564 alors
w(er, ez, eq) = w(eg, e3,65) = wler, ez, e5) =1 et wle;,ej,ex) =0

dans les autres cas, si f € C(w), sa matrice dans la base (e;), 1 <i < 6, est de la forme

A0
C B
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ouA=MN3,B=al;,et

0 0 «
C=]la 0 0
0 —a O

avec A\, a € K |, désignons par ¢e: F — E Dapplication linéaire définie par £(e;) = es,
e(ey) = —eg, e(e3) =eg et e(e;) =0 si @ € {4,5,6}, alors
C(w)=Kl[e] ou e2=0:
sl w = we 1,4 (00 We24), 0N a w(ey, e, eq) = w(e, es,e5) = w(ea, es,e5) =1
w(eg, eq,65) = —d et w(e;,ej,e,) =0 dans les autres cas si f € C(w) on a

f=Aldg+aDou \,ae K et D:FE — FE D'application linéaire définie par
D(eg) = dey, D(e1) = ez, D(e3) =es5, D(ey) = deg, D(es) = des
et D(eg) = e4 comme D? = d Idp, on a C(w) ~ K(Vd), siw = wg1, on a
w(ep, es3,e4) = w(es, ez, e5) = w(ea, eq,65) = w(es, e5,e6) = 1

w(er,es,eq) = a et w(e;,ej,ex) = 0 dans les autres cas tout élément [ de C(w) s’écrit
A Idp + aD'ou I'application linéaire D' : E — E vérifie la relation D? + D' = a Idg, donc
C(w) ~ K(a) on o+ a+a=0 dou le.

Théoréme 3.2.1 Soit w € A3E™ une forme trilinéaire alternée de rang 6 la K -algébre

C(w) caractérise Uorbite de w sous l’action du groupe linéaire GL(E) .
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Résumé

Dans ce mémoire, nous rappelons l'essentiel des résultats déja connus sur la classification
des formes trilinéaires alternées de rang inférieure a 6sur le corps C.

Cette classification est interprétable, en générale pour d’écrire certaines classifications
des courbes elliptiques.

Abstract :

In this memoir, we recall the main results already known on classification of alternating
trilinear forms of lower rank 6 on the body C.

This classification is interpretable in general to write some classifications of elliptic

curves.
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