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Introduction

Dans ce travail, nous allons étudier quelques normes équivalentes dans ’espace de Besov.
Ce mémoire se compose en trois chapitres: quelques notions préliminaires, ’espace de Besov
et les normes équivalentes sur I'espace de Besov.

Dans le premiére chapitre on donne quelque rappeles des notions essentielles qui seront
utilisées dans la suite de cette mémoire comme la théorie de Littlewood-Paley, on donne
quelques inégalities classiques nécessaires suivie par ces démonstrations.

L’objectif de deuxiéme chapitre,est rappelé la définition de I'espace B, , (R") avec un
apercu général sur ces espaces, en donnant quelques propriétés récents relatifs a cet espace.
On étudier des propositions principales comme Bj (R") étant un espace de Banach avec
ses démonstrations, on a abordé quelques inclusions entre ces espaces et enrichit cette étude
par des exemples sur des fonctions dans B, , (R") selon des conditions convenables.

On termine ce mémoire par le troixiéme chapitre, en montrant les normes équivalentes
dans l'espace de Besov. On donnera quelques définitions des fonctions maximales de Peetre,
et on distingue les normes equivalentes discrétes et continues avec des exemples utiles pour

notre étude.



Notations

- (€1, €3, ...,€,) est la base canonique dans R".
- Ty =21y + T2Y2 + ... + £y, est le produit scalaire dans R™.
- B(a,r) la boule de centre a et de rayon r.

- C™(R") est 'espace des fonctions telles que
C™R") = {f, f@al <m continue } .
- Le support d’une fonction f est toute intervale I ou f # 0 sur /.
suppf = {z € R" : f (z) # 0}.
- D (R™) est I’ensemble des fonctions C*(R™) a supports compacts.
D(R"™) ={f € C®(R"): suppf est compact}.

- D' (R™) est l'espace dual de D (R™) apellé espace de distribution.
- Soit a € R™ et f € D’ (R™), on définit 'opérateur de translation par

7of = f(x —a),Vor € R™

- Pour @ € N, |a| = a3 + ...cv,,. La dérivée partielle 0 f définie par

olel f

01 3,0%x,...0% 1,

D f =

- S (R™) est l'espace de Schwartz des fonctions C*° (R") a décroissance rapide sur R”,

muni de la norme

Py () = sup (1+ [z))V D |D% (2)],N =1,2,.

n
z€R la| <N



Notations

- Le dual &' (R") est l'espace des distributions tempérées.

- L’espace de Lebesgue L, (R") est 'ensemble des fonctions telles que

1

i, = ([ ere) < spz

[flle = supess|f(x)] < oo.
z€R™

- 810 < ¢ < 00, alors [, est espace de tout suites {bx},-, telle que

1
[k l;, = (Z |bk|q) < 00
k=0

- Soit 0 < p <ooet0<qg<oo,si{fi}, est une suite des fonctions sur R" alors

el = (Z( |fk|pdas> ) ,
k=0 R”
1fell 0y = / (Zlfqu) dz
n k’:O

- Soit ¢ mesure de Lebesgue et 0 < p < 00, si {2 un sous ensemble compact sur R" alors

LY = {f telle que f € S’ suppf C Q, || fll,, , < OO}'
- Si s € R”, alors
)
Lo

H; = {f telle que f € S'. || f]

est ’espace de potentiel de Bessel.

us = ||+ 127)? F @)

- Soit s > 0, si s =m = 0,1, 2...alors Wi est I’espace de Sobolev

Wy = ftelle que f €S || fllyy = | D IDfI7, | <o0

|| <m

- Soit f,g € Ly (R™), la convolution de f par g est la fonction
frg(e)= | fle=y)gy)dy.
- soit f € S (R™), la transformation de Fourier défini par
F1©) =F@) = [ ew(-in- 1 @)

et transformation de Fourier inverse donné par

FL(€) = (2m)" / exp (iz - €) f () do.

n



Chapitre 1

Quelques résultats préliminaires

L’objet de ce chapitre est de rappeler les notions essentielles qui seront utilisées dans la suite

de ce mémoire.

Nous définirons quelque notion de série de Littlewood-Paley associée a des opérateurs
de convolution, pour obtenir certaines propriétés. Et quelques inégalitiés classiques sera

également démontrées.

1.1 Théorie de Littlewood-Paley

Soit p une fonction continue et paire dans D (R") telle que

0<pE)<Tp(E) =1si e <letp()=0si >3

On pose
7€) =p (&) —p(26) VS € R™
v € D(R™\ {0}) et satisfait:

suppy C {f eR":

Il vient alors la partition de I'unité homogeéne suivante

d v (27¢) =1, V¢ eR™

JEZ



1.1. Théorie de Littlewood-Paley

On obtient la partition de 'unité non homogene suivante
P&+ 7(279¢) =1,V e R™, (1.1.1)
Jj=1

Nous définissons les opérateurs
R;:S'(R") — C*(R"), par R; =p(277/D) (j >0),

et
Qr:S' (R") — C®(R"), par Q, =~ (27*D) (k>1).

Pour tout f € &' (R"), on définit les opérateurs de convolution.

(Rif) (@) = (F 7 (p(27)) % f) (@) Y(i=0). (1.1.2)
@Quf)(z) = (F1(y(@2")*f) (@) V(k=1).

et on a

QN (©) =7 (2" F(©) ¥k >1),
avec la notation )y = Ry.

Ecrivons la relation (1.1.1) au point 277¢, alors

o0

p(279) + Y v (2 =1
k=j+1
En multipliant par f(i' ), on obtient

[e.e]

p (27 F O+ D 72 F(©=F(9).

k=j+1
En appliquant la transformation de Fourier inverse, on obtient
Flp@7)sf+ ) Fra@")«f=1
k=j+1
on obtient encore

Rif+ > Quf=f VjeN

k=j+1



1.1. Théorie de Littlewood-Paley

Pour j7 =0, on trouve

f=Rof+> Qnf
k=1
On a donc la définition suivante

Définition 1.1.1 Si f € 8’ (R™) alors la décomposition de Littlewood-Paley est donnée par

la formule suivante
f=Rof+> Quf (1.1.3)
k=1
La série converge au sens des distributions tempérées.

Proposition 1.1.1 La formule (1.1.3) implique les deuz formules suivantes

(1) f=>_ Qf

(2) Rif = > Quf.

k=0

Preuve. (1) Pour j =0, on a
f=Rof + Z Qi
k=1

par la notion (Rg = @Q)p) , on obtient

=Y Qnf
k=0
(2) Pour tout k € N on a

F=Rif+ ) Quf
k=j+1
par la formule (1), on obtient

F=>_Quf+ > Quf
k=0

k=j+1
Alors '
00 7 0o
R;f + Z Qkf:ZQkf+ Z Qrf.
k=j+1 k=0 k=j+1
Donc

Rif = Quf.
k=0

Ce qui termine la preuve. m



1.2. Quelques inégalités classiques

1.2 Quelques inégalités classiques

Théoréme 1.2.1 (Théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin)

Soit (X, pn) et (Y,v) deux espaces mesurés et po, p1, qo, qo € [1,00], avec py # p1 et

qo # 1 et que
T: Ly, (X, 1) = Ly (Y, 0),

avec la norme M,
1T g < Mo |l 1, -
T: Ly, (X, 1) = Ly, (Y, 0),

avec la norme M,

||Tf||q1 S Ml ||f||p1 .

Donc

T L, (X, 1) = Ly (Y 0),

avec la norme M,

M < MM,
a condition que 0 < 6 < 1 et
1 1-6 1
p po D1
1 1-6 1
q qo 41

Théoréme 1.2.2 (Inégalité de Hélder )
Soient f € L, (R") et g € L,(R"), avec 1 < p,q < oo, alors

f.9 € L.(R"),

et
1 1 1
fall, < W, -llall, avec =+ — = —.
1f-gll, < [1£11, - llgll, -

Théoréme 1.2.3 (Inégalité de Young)
Soient p,q,r € [1,00] tel que 1+ % = % + é, alorsVf € LP (R") et Vg € L1 (R™), on a

fxge L. (R"),



1.2. Quelques inégalités classiques

et
1 gl < 11, Mgl -
Preuve. On fixe g € L, (R") et on considére 'opérateur T'f = f % g on a
1T, < I, gl -
Car

s, < [ @l t= 0l
171 gl

IN

En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient
1 1
ITf @)l < A1l llglly  tel que — = s

et on a encore
ITf (@)l < llgll, 111, -

Alors on applique le théoréme de 'interpolation de Riesz-Thorin,

T : L'(R") — L (R")
LY (R™) — L™ (R").

Il vient
T:LP(R")— L"(R"),
avec
1 1
-+1=—-+4+-.
r q

Ce qui termine la preuve. m

Théoréme 1.2.4 (Inégalité de Bernstien)
Soient 1 < p < q < oo. Il existe ¢ > 0 telle que Vf € L (R"), avec

suppf C {€ € R", €| < R},

on a

171, < R G2 |1 1],



1.2. Quelques inégalités classiques

Corollaire 1.2.1 Soient 1 < p < ¢ < o0, et « € N. [l existe ¢ > 0 telle que Vf € LP (R"),

avec
suppf C {€ e R, |¢| < R},

on a

7@, < eRFG=3) | £,

Preuve. Soit ¢ € &' (R") telle que ¢ (§) = 1 pour || < 1. On pose
wn© = ()

J/c\ = wRﬁ
et par conséquent
F = (Fg) = .
En utilisant I'inégalité de Young, on obtient

LF, < 17 sl 11,

avec

Pour tout x € R", on a

(F0n) (@) = B (Fy) ™ (Ra).

11 vient

H (f—1¢R)(a)

= R (P

Alors
17, <RG0 |7y,

Ce qui termine la preuve. m



Chapitre 2

Espace de Besov B , (R")

L’objectif de ce chapitre est d’introduire, dans le cadre générale les espaces de Besov, les

propriétés et les outiles que nous aurons a utiliser dans ce mémoire.

2.1 Définition et propriétés

Définition 2.1.1 Soient s € R , 1 < p < o et 1 < q < oo, alors l’espace de Besov
B (R") est l’ensemble des fonctions f € S’ (R") telles que

1
q

By, (i (25k HQka;;)q) < 0.

k=0

/1

Siq =00
1f]

., =sup2¥Q )
b =502 Q1

2.2 Quelques propriétés
i) By, =C"sisc RT\N.

ii) B3, = H” espace de Sobolev.

iii) B3, ., espace de Holder.

iiii) B;, = H espace de potentiel de Bessel.

10



2.2. Quelques propriétés

Proposition 2.2.1 Si f € B, (R") alors 0°f € B;;]‘a'.

Preuve. D’apres l'inégalité de Bernstein on a

1Qx (@ FIl, < 2" Qwfl, -
Puisque
Qr(0°f) = Fly(@2™h)of
= (FRET)),

car
F@sxg=fxg® = (fxg) .

En fait une caclul simple

25k ||Qk (aaf)”p = 25k ||aoz (Qkf)”p
< QL f,

ce qui implique

2k KD (@)1 < 2 |Quf

(2k(87|a|) “Qk(aaf)ﬂp)q < ci(TkHQkap)q
k=

K

k=0 0
(Z A >“p)q> < e (Z (2 H@kfup)q> ,
k=0 5—0
alors
10%F 1 oot < €l fll g, -

Ce qui termine la preuve. m

Définition 2.2.1 (Voir/6], page 45)

[e.e]

Soit ¢ (R™) est Uensemble de tous les suites o = {p; (x) }j:() C S (R") telles que

suppp, C {x tel que |z| < 2}
suppp; C {x tel que 271 < |z < 2} sij=1,2,3...

11



2.2. Quelques propriétés

Pour tout indice «, il existe une constante c, positive telle que
21l | D2 ()| < ca, Vj =0,1,2...et Vz € R",

et

Proposition 2.2.2 (Voir[6], page.48)
SiseR, 1<p<ooetl<qg<oo,alorsS(R") est dense dans B, (R").

S(R") C B:, (R") C 8 (R"). (2.2.1)

Preuve. La démonstration suivante est die a ([6] page 48).

Soit f € S(R") et o = {}, (z)}1— € ¢ (R™). Rappelons que F' contient tout les opéra-
teurs linéaire de S (R™) dans lui-méme, en particulier, Py (F¢) avec N = 1,2, 3...engendres
par la topologie de S (R").

Si L,M,N €N, alors

1/1

By o(R") SgpQSk”QkaLp(Rn)

) o], .
F (s car)ad],
()],

(1 1a1) (14 (-2)") Qur |
< Py (Fyp).

< sup2**
k

= sup?2%
kp oo (R™)

IN

csup 2°F
k

IN

¢ sup 2°
k Loo (R™)

avec ¢ et ¢’ sont des nombres positifs, ce qui implique S (R") C By (R").
On montre que S (R") est dense dans By  (R")sis € Ret 1 <p,q < oo.
Soit f € By, (R"), si ¢ = {¢y (¥)},—y € ¢ (R") alors on pose

N
[ (z) = Z Qrf.
k=0

On a fy € B, (R"), donc

q

o) 1
Z Z 2skq |Qka+rf|q

k=N r=—1

If = fnl

B;ﬂ(Rn) S &

I

Lp(R™)

12



2.3. Inclusions

et

1

q

1f = fnl : (2.2.2)

Bpa®) = €

Z 2skq |Qkf|q
k=N

d’apres le théoréme de convergence de Lebesgue, on démontre que la formule 2.2.2 est tend

Lp(R™)

vers & zéro si N tend vers a oo. Donc, fy converge vers f dans By (R").

Ce qui termine la preuve. m

Proposition 2.2.3 (Voir[6], page 48)

SiseR, 1<p<ooetl<q<oo, alorsB;, (R™) est un espace de Banach.

Preuve. La démonstration suivante est die a ([6], page 48).

On a B, (R") est un espace normée, montrons maintenant qui’est complet.

Soit {fi},2, est une suite de B; (R"). Alors (2.2.1) montre que {f;},2, est aussi une
suite de &’ (R™), car &’ (R") est complet alors f € &' (R").

Sip = {p,(x)}y € ¢ (R"), alors Qi fi — Qkf sil — oo. D’autre part {Qfi}-, est

une suite de L, (R"). Par la relation

o F6=2)

7 <c
sl <@l

Lp

il est aussi une suite de L (R"). On montre que I’élément de limite de {Qyf;};>, dans
L, (R"™) (qui est la méme dans L., (R")) coincide avec @ f. Maintenant il suivre par des
arguments standards que f € By (R") et que f; converge a f dans B; , (R"). Donc, B,  (R")
est complet.

Ce qui termine la preuve. m

2.3 Inclusions
1) By, — B} sis>tet1<p,q<oo.

2) B;,qlc_)B;,quiseR71§p§ooet1§Q1§Q2§OO-

t : n o __ n
3) By g Bpgsis>t,pp<pyets—t=t— "

S 1 n
4) By, — Lo sis> 2.

13



2.3. Inclusions

Preuve. 1) Soit f € B, , (R") alors f € &' et

1
q

Hf“B;,q = (Z (25k HQkapy) < 0.

k=0

On a s > t, alors 2% < 25%¢_donc

(i (2 H@kfup)">

k=0

Q[
Sa

< (i (2 H@kfup)q) ,

k=0

d'on [|f]l,, < I/

2) Si ¢1 < @, alors |7 — [%. Par conséquent

; t
By, < OO Ce qui donne f € B, .

£, < cllfll,-
On a
1Qfll, < cll@fll,
2k || Qpfll <20 || Quf I

1 1
o @2\ 2 o @\ %
(Z (2" 111, ) < (Z (2 1111, ) ,

k=0 k=0

alors
B;vql%B;J]Q.

3) D’aprés 'inégalité de Bernstien, on a

1Qufl, < crR"Gim) Qufl,,

Car
supp F (Quf) C {€:1€] < 2}
Alors
2 Q< 2 1QuS,
Donc A .
(f; (2 ||@kf||p2)q> < (f; (2 qufnpl)q) q

14



2.4. Exemples des fonctions dans By , (R")

4) On a
F=>_Qxf.
k=0

Avec Ro = Qo

Il < D 1QkS
k=0

S i 2]@% (HQkap 2k5> kas
k=0

< izk(;s) (2= 1Qur1l,)
k=0

S i <2k(%fs)q/> % <i <2k;3 HQkap> q) q
k=0 k=0

<

car % — 5 < 0 ce qui implique s > %.

Ce qui termine la preuve. m

2.4 Exemples des fonctions dans B, (R")
Exemple 2.4.1 f(z) =vpl (la valeur principal de L). On a

7 () = —imsgne, (2.41)

et
supp @3 C {€ € R tell que |¢| < 2"},

D’apreés 1"inégalité de Bernstein on obtient

1QkfIl, < er2"G2) [Qufll, (p>2). (2.4.2)

15



2.4. Exemples des fonctions dans B, , (R")

D’autre part on a

lQufll, = (@m7% |@uf |
= n7 |y (27 f],
= ey ),
= S
= 22,

car v € D (R"). En remplagant dans (2.4.2) on obtient
k(1-1) o
||Qkf||p < e2"VT0) | avee ¢ = cieo.
D’ou
2% [Qufll, < 25),

> 1
la série > 2k(5+5)q, est converge si s < —% aquec 1 < ¢ < 0.
k=0 b
Ce qui donne vp% € By, (R") dans les deux cas suivantes
1) Sis:—%, 1 <p<oo, etq=oo alors
J
If1l = sap 2777 [[Qrf]l,, -
B 0

p,00 k>

, 1
2) Sis<—- etl<p,q< oo, alors

1.f]

< Q.
BS o

Preuve. De (2.4.1).
Soient g € S’ (R) et ¢ € S(R), on a F (zg) (&) = id%]:g (&) et

<@ﬁ¢> = (f,29)
— %1_1)% mEgexp(iw.O)@(w)dw
= 2nF '3 (0)
= 2mp(0)

= 271 (8, )

16



2.4. Exemples des fonctions dans B, , (R")

d’ou

F(z )= z’d%ff (&) =26

(0 mesure de Dirac), ce qui donne
Ff(&) =—2irH (§) + a, (a constante)

ou H est la fonction de Heavsiede, puisque § = H' en effet

<H,,(p> = - <H7 (70/>

avec

H(E) = —imsgné
{_iﬂ—a 5 > 07
i, € < 0.

Ce qui terminre la preuve. m

Exemple 2.4.2 f =§ (6 mesure de Dirac), soit p € S (R") on a

<3, <p> = (6,9)

= 2(0)
- /ngo(x)dac
= (Ly).
Dot
Qo = ¢ (277)

comme dans l'exemple (1.5.1) on obtient

23k ||Qk5||p < C2k(s+ﬁ)'

17



2.4. Exemples des fonctions dans B, , (R")

La série Y - ok (s+5:)a converge si s < —1., 1 < g < o0.
Ce qui donne 0 € B, (R") dans les cas suivants:
1)52'3:—1%, 1<p<etqg=o0.
Q)Si5<—§ etl <p,q < oo.

/

Exemple 2.4.3 Soit f tell que f(z) = ||, alors

jfﬂ

/e Bp,qp, (R™).

Pour démontrer cet exemple, il suffit d’appliquer la proposition (2.1.1).

Soit o« € N", on pose |a| = j, alors ona
€ fla) = F(0°f) () = 1.

D’apres l’exemple (1.5.2), on a
of =0.

Avec § € By & (R™). par conséquent, f € B, (R") dans le cas suivante

18



Chapitre 3

Normes équivalentes dans B, , (R")

3.1 Quelques Normes équivalentes

Définition 3.1.1 (Voir/6], page 46)
On dit que deuz normes || f||, et || f||, dans un espace vectoriel linéaire A donné sont

équivalentes. S’il existe deux nombres positifs ¢, et co tel que

LAl < e lFlly et £l < e [l £1]

Pour tout f € A.

Définition 3.1.2 Soient s e R,1 <p<oo,1<g< oo et feS (R"), on définit la norme
de || f|

P
gg,q(R") et ||f|| qu(Rn) par

1.f1
1f1

gz‘g,q(R") o ||28k90/€ * le(I(L;D(Rn)) .

% _ sk
Bs  (R") — [ 274y, f||zq(Lp(Rn)) :
Ou ;. et Y, sont de méme type de vy (2_1“-), ot y est défini en (1.1) chapitrel.

Proposition 3.1.1 571 <p < oo, 1 <qg< oo ets e€R, alors ||f||§57q(Rn) et ||f||w;}-,q(Rn)

sont mormes équivalentes sur By  (R").

Remarque 3.1.1 La proposition (3.1.1) est die a ([6], p.46).

Nous rappelons quelques étapes essentielles de sa démonstration.

19



3.1. Quelques Normes équivalentes

Remarque 3.1.2 (Voir[6], page 22)

Soit 0 < p < o0 et soit
Q= B, ={y tel que |y| < b} avec b > 0.

Si f € Li} alors on a f(b™'-) € LY ot w = By.

Soit M € HS avec s > 0, ol 0, = nmax (1—1) — 1,0)

Hf—lMﬂ (3.1.1)

= v ||lE e (F) 0]
= cl|M (b

H3 Ly(R™)

s 1L g

Ot c est independente de b et f € Lg.

Preuve. (De la proposition (3.1.1))

Il est facile de voir que ||f| g;,q(R") et ||f ||’§§7q(m) sont des normes. Afin de prouver
I’équivalence de ces deux normes on applique l'inégalité (3.1.1). On rappelle que Hj =

W3 (R™) est espace de Sobolev usuel si m = 1,2, 3, ..., normé par

2

1l = | 2 D712,

laj<m

Siy_, =0, alors on a

1
p;(r) = @;(v) Z Vi, (7)), 0t j=0,1,2...donc

r=-—1
1
Flo @) f = Y Floj@)FF ., ()],
r=-—1
1
Qif = D QiQuf
r=—1

Si on remplace f, M et b dans (3.1.1) par Q;f, v, et d2’ respectivement, ot d > 0 est un

nombre approprié, alors on obtient

| @@t

(d27. .
ey <l (02 oy 195 Pl ey
ou ¢ est independente de j, et on a

¢ HQOJ (dzj) HWQ"L(]RH) < ¢ pour j = 0, 1, 2...
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3.2. Normes équivalentes discrétes

D’ou il existe une constante ¢ positive telle que

HQJQ]JrTfHLP(R”) S c ”Q]JrT‘fHLP(]Rn) pour j = 07 17 2..etr= _1707 1.

mais la norme || f ||§;q(w) est estimé par ¢ || f ||1§;Q(R")' Alors ces deux normes sont equiva-
lentes.

Ce qui termine la preuve. m

Définition 3.1.3 (Voir/6], page.79)

Soit s < p < 00, on pose
B, (R") = {btell que {by (x)}rey, bx(z) € S'(R)N L, (R"), (3.1.2)
suppl;;) C {y tell que |y| <2}, suppbAj Cy tell que 277 < Jy| < 21 5i j = 1,2,3...}.
St ={ep (@)}, € 0 (R") et f € By, (R"), alors {Qrf};2, € B, (R").

Théoréme 3.1.1 Toujours selon [[6], p.79]

SoitseRetl<p<ooetl<g<oo, alors
By (R") ={feS(R), I{br(2)};=y € B, (R") tel que ..
f= 3 bi(@) € (R, |2l ay < oo} -

De plus,

inf {|2%0e|, gy (3.1.4)

est une norme équivalente dans B,  (R").

3.2 Normes équivalentes discrétes

Définition 3.2.1 [Voir[6], p.80]
Soit f € L, (R") avec 1 < p < o0, et soit

Ep (2k’f) = inf ||f - g”Lp(R"); k= 17273

ot Uinfimuin étant prise sur tout les g € L, (R™) telle que

suppg C {y tell que |y| < 2’“}.
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3.2. Normes équivalentes discrétes

Soit

/]

k=0

1
o0 q
* sk [AY
Bs ,(R) — ||f||Lp(Rn) + ( E 27 B, (2 ,f) ) .
Oul<p,q<ooets>0.

En fait la théorie des espaces de Besov qu’est une norme équivalente dans B, (R™) et

que

B3, (R") = { f telle que f € 8'(R), [}, ey < o0}

Définition 3.2.2 Soient R,QQ € S, € > 0, et un entier S > 1 telle que

R(©) > 0sur {lg] <22},
@(5)) > 0 sur {g < |¢] <2g},

et

D*R (0) = 0 pour tout |a| < S.

Soit fe€ S etx € R™, on a

‘ _ B f (y)]
Raf (I) - yseuléi (1 + |[E . y|a)7 (321)
Q5 * [/ (y)]

T f(r) = su A .
G )= R T 2 ey

Cette fonction est appelé les fonctions maximales de Peetre.

Définition 3.2.3 Pour f € L} . (R™), on définit la fonction mazimale de Hardy-Littelwood

loc

par
1
Mf (z) = sup — |f ()] dy.
r>0 T Jig—y|<r

Théoréme 3.2.1 1) M : L, — L, pour 1 < p < occ.
2) M : (I, (Ly)) — (I, (Ly)) pour 1 < p < oco.

Preuve. Voir [9]. =

Lemme 3.2.1 Soit ¢ € S tell que p € D, alors
|2 ()] 2o \®
sup ag(Mgoa(a:)> :

R = M

Pour tout a > 0.
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3.2. Normes équivalentes discrétes

Preuve. [Voir [6], page 16] dans la formule (2) avec r = 2. m

Lemme 3.2.2 L, est invariant par la translation, c’est a dire

LAl = 11f (a=)ll,-

Théoréme 3.2.2 Soit sc R, 1 <p<o0,1<g< o0 eta> %. Alors pour tout f € §'

- (i (27 ||@;éafp)q);

=0

est une norme équivalente dans By (R").

Preuve. Pour démontre ce théoréme il suffit de vérifier que

1/ 1l

Soit v € D, tell que ¥y = v on définit

Qif (x) =2 [ FF (P (x—y)) f(y)dy

R”

alors on a
Q;Q;f = Qi

on obtien

Q1) - [ FEE )
)

fy
/ 2"FH (2 (x—y) fly) FA (-r—y))f(y)dy
v (L2 r—y) L+2 [z —y)*

Donc

Qif W) 2" F15 (2 (x — y)
>/n dy

Qi f (x)] < SuP( 1+ 2 [z —y (1+27 |z —y|)™*
S cOQj,af( )

FEm)
/Rn =

23
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3.2. Normes équivalentes discrétes

Donc

1715,

Bs ,(R™) SCHf‘BS JRP)

Maintenant on démontre que

17155

Bs (&r) S C 1£] By ,(R™) -

Comme
—_ . 3 .
supp@Q; f C {f X<l < §2J}.
On peut appliquer le lemme (3.1.2), on obtient

ple—2) _ Qf @27 (2 2)
L+ 2" T+ )"

onpose r —z=X
p(X) = ij(Q_j (Qjm—X—i—x))
= Q;f (27 (z -2z —-277X)),
alors
@t @] < ¢ (M@ (o - 272 —293) )

D’apres le lemme (3.1.1), on a

IN

[@5af @), < e||MIQifI* X))

¢,

IN

et on a aussi

| /\

AM@ﬂZ@ﬁX)f

o
Q=

(Som1ase uq) (S

puisque

||
P

< H(le!z)z

avec la condition *p > 1 alors a > %.

Ce qui termine la preuve. m
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3.3. Normes équivalentes continues

3.3 Normes équivalentes continues

Pour toute distribution f sur R”, et tout h € R™, on pose

(Apf) () = flz+h)—f(x) et
(AR f) () = A (AFTS) (@),
oum=1,2,3...

soit encore

1
op:nmax<——1,0) s10 < p < oo.
p

Théoréme 3.3.1 (Voir [6], pagel10)

Soit1 <p<oo,1<qg<o0ets>o, SiM estun entier tel que M > s, alors

- ,s o adh\\*
b, = ([ ([ anr @B )) <o

est un norme équivalente dans B  (R").

/]

I

Preuve. (Voir [6], page 110).
Premierement on remarque que si || f[|, ) est logique si f € B (R") avec s > oy, et
que || f]] 1,(rn) €St estimé de dissus par f € B, (R"). De plus , la derniere assertion de le

théoréme est évidente. maintenant on montre qu’ il existe une constante positive c tell que

11 <cllfls,

est vrai pour tous f € By (R").
Soit f € By, (R") et v = {¢; ()}, ¢ (R"), alors on a

F=>_Q;f
j=0

Ou f = ];OQ]- f converge pas seulment dans B; , (R") mais aussi dans L, (R").

Et soit (Q},f) («) définit comme (3.2.1), on a

(ATQsf) (2)] < 2V"OM(Q5,f) (2), = € R™
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3.3. Normes équivalentes continues

Silo] <27%etj=0,1,2,..., k Donc, on obtient en tout les cas, c’est-a-dire j = 0, 1,2

que

sup [|A7Q; fl, ny < cmin (1,207 [[(Q5 ) (

Lp(R™)
loj<2=F r(E)

Ot ¢ est indépendante de f. Soit 0 < p < oo alors

sup AT fIIT, ey < Z sup (AT QST oy

lol<2~* o lel<2*

< S22 ) @]
j=0

te Y (@) @I .

j=k+1
Il se ensuit que

0 < elfIS o +e 324 sup JATFIL o

k=0 lo]<2—k

SASY

< Ml e+ 22 (ZW“’“M”H(Q;J @7, >>
+01223kq<z H anf Hp ) ‘
k=0

Jj=k+1
Soit e >0tel que 0 < e < s <s+e< M, alors

q

. k P o k
22" (ZZU_“M”H(Q?,J) @)1} R")) < 33 2RO g | (3, ) ()
k=0 Jj=0

p(R™)
k=0 j=0

< Y (@) @] e
j=0
et
» oo
S OO ICITTN ERS b sERIE A CMIET
P Pt k=0 j=k+1
< Y 2M(@Q5) @] g
j=0
on obtien
H2js sup (Q;af) qu(Lp) < csup Hf”B;Q :

]
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3.4. Espace de Holder

3.4 Espace de Holder

Définition 3.4.1 Soit s € R et s = [s] + {s} avec [s] un entier et 0 < {s} < 1.
Si s € R"\N, C* (R") est l’espace de Hélder des fonctions f € Ol (R™) telle que

() = D*f (y)]

|D*f
1 s ey = I1f l gt my + Z sup )

| T7Y |z =y

< o0, Vr,y € R".

|of=ls
Corollaire 3.4.1 L’espace de Holder B3, ., (R") admet une norme continue équivalente

définit par
1A,

P R

ou o, < 5 < m.

Preuve. Ce corollaire est une forme simple de théoréme (3.3.1). ®

Remarque 3.4.1 L’espace de Holder C* (R"™) pour 0 < o < 1 admet la norme suivante

[ALS]

a(Rn) = s T SUp — 5>
ooy = 11+ up L2
Exemple 3.4.1 Soit w € C* (S"71), ou S"! est la sphére unité de R™. (S' est définie par
(cos®,sinf) € S avec 0 € R, o S* est la spheére unité de R?) c’est-a-dire, si x € S"1

alors |x| = 1.

Soit la fonction f (z) = |z|" w <‘%|> avec ¢ > 0. On a le resultat suivant
f € B, (R"). (3.4.1)

La formule 3.4.1 est démontrée par G.Bourdaud en 1978.
On a aussi la formule suivante:

Jde>0tel que VO <7 <1 on a

r+h x
x+h|"w — x| w | —
el ()~ ()|

Ot w e C™ (™1,

IN

o (R™)

< ¢ ‘v’x,h e R".

Exzemple 3.4.2 1) f(x,y) = %

2) w(cosf,sinf) = VO et we C(Sh).

1+|Cos€\
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Conclusion

L’espace de Besov B;  (R™) admet des normes équivalentes sous formes discrétes et con-
tinues. les travaux de Triebel et Peetre forment une base de cette théorie d’équivalence de

normes.
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Résumé

Les espéces de Besov sont caractérisées par leurs normes, comme toute espéce
fonctionnelle. Il admet des normes discretes et continues, comme nous avons rappelé

quelques résultats dans ce mémoire.

Mots Clés :  L’espace de Besov, théorie de Littlewood-Paley, fonction maximale de

Peetre.

Abstract

The Besov spaces are characterized by their norms, as all function space. They

admit discrete and continuous norms as we have recalled some results in this thesis.

Key wo rds: Besov space, Littlewood-paley theory, maximale function of Peetre.
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