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Résumé :

Le but de ce travail, est la résolution numérique de I’équation
intégrale de Volterra -Fredholm de seconde espece, en utilisant le
polyndme de Bernoulli. Divers exemples seront présentés pour
illustrer son efficacité et sa précision dans la recherche de solutions
approximatives.

Mots clés :

Equation intégrale de Volterra, équation intégrale de Fredholm,
éguation intégrale mixte de Volterra-Fredholm, Polynome de
Bernoulli

Abstract:

The goal of this work is consecrated to the numerical method to find
approximate solutions to the Volterra -Fredholm integral equation of
the second kind using Bernoulli polynomials, various examples will be
presented to illustrate its effectiveness and accuracy in finding
approximate solutions.

Keywords :

Volterra integral equation, Fredholm integral equation, Mixed
Volterra-Fredholm integral equation, Bernoulli polynomial,
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Introduction

Introduction

Les équations intégrales de Volterra-Fredholm de deuxieme espéce sont des équations
fonctionnelles importantes qui trouvent de nombreuses applications dans divers domaines
scientifiques et techniques.

La résolution analytique de ces équations peut étre difficile, voire impossible, dans de
nombreux cas. C’est pourquoi la résolution numérique est souvent privilégiée. Différentes
méthodes numériques ont été développées pour aborder ces équations, telles que les méth-
odes de collocation, les méthodes de quadrature, les méthodes de Galerkin, etc.

Dans ce mémoire, nous nous intéresserons & ’application des polynémes de Bernoulli
pour résoudre numériquement des équations intégrales de Volterra-Fredholm de deuxieme

espéce qui ont la forme:

T b

o)~ [lalz, o0t~ (e et = 1(@), 2 € [o,b]

a a

Nous examinerons les différentes étapes du processus de résolution numérique, notam-
ment la discrétisation de l'intervalle d’intégration, la construction du systéme d’équations
linéaires a partir de ’approximation par les polynémes de Bernoulli, et enfin la résolution
numeérique du systéme pour obtenir la solution approchée.

Ce mémoire se compose de trois chapitre:

Dans le premier chapitre, nous donnons les concepts fondamentaux de I'analyse fonc-
tionnelle et numérique, les espaces de Hilbert et de Banach. Nous étudierons également la
théorie des opérateurs bornés, compacts et intégraux.

Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude de 'existence et de 'unicité des équations
intégrales de Volterra-Fredholm de deuxiéme espéce. Nous aborderons également différentes
méthodes analytiques pour résoudre ces équations, notamment la méthode de solution sous
forme de série ainsi que la méthode de décomposition d’Adomian. Des exemples concrets
seront présentés pour illustrer ces méthodes.

Le troisiéme chapitre est consacré aux méthodes de résolution numérique des équations
intégrales de Volterra-Fredholm en utilisant les méthodes spectrales avec le polynome de

Bernolli tout en montrant I’efficacité de cette méthode par des exemples illustrés.

iii



Chapitre 1

Notions d’analyse fonctionnelle et

numérique

1.1 Espaces fonctionnelles

1.1.1 Espace vectoriel normé

Définition 1.1.1 (norme) Soit E un espace vectoriel sur le corpsk =R ou C. On appelle

norme sur 'espace E toute fonction || . ||: E — Ry qui satisfait les propriétés suivantes:

Pour tout z,y € E et A € k:

1- ||z|| = 0 si et seulement si z = 0,
2-[[ ]} = [A[

Sz +yll < ll=ll + [yl -

Définition 1.1.2 Un espace vectoriel E est dit espace vectoriel normé s’il est muni d’une

norme.

Exemple 1.1.1 (Norme de Bielecki )||-|| 5 :C |a,b] — R4,

_ —c(z—a) >0
lellp = max [e(x)]e e

L’espace (C' [a,b], ||| 5) est un espace vectoriel normé



1.1. Espaces fonctionnelles

1.1.2 Espace de Banach

Définition 1.1.3 (Suite de Cauchy).Soit E est un espace vectoriel normé, une suite de
Cauchy (x,,) est une suite d’éléments de E telle que, pour tout € > 0, il existe un entier N

tel que, pour tous les indices m,n > N, on ait ||z, — x| <e.

Définition 1.1.4 (Espace complet). Un espace vectorial normé E| est dit complet, si toute

suite de Cauchy dans E converge vers un élément de E.

Définition 1.1.5 On définit un espace de Banach comme un espace vectoriel normé com-

plet.

1.1.3 Espace Euclidien(préhilbertien)

Définition 1.1.6 (produit scalaire).Soit E un espace vectoriel sur le corpsk =R ou C. Un

produit scalaire sur E est une fonction, notée (.,.) : E x E — Kk, qui satisfait les propriétés

suivantes:

Pour tous les scalaires «a, 8 € k et tous les vecteurs u,v,w € F.

1- Linéarité a gauche :(au + v, w) = a (u, w) + (v, w),

2-Défini positif : < u,u> >0, et <u,u> =0 si et seulement si u = 0,

3-Symétrie : < u,v >=< v,u >

4- Conjugaison scalaire (uniquement pour k =C) : < wu,v >=<v,u >

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est dit espace euclidien ou préhilbertien,on

peut lui introduire une norme définie par

lull = v/ (u, w)

1.1.4 Espace de Hilbert

Définition 1.1.7 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel complexe ou réel muni d’un
produit scalaire, et il est également complet selon la métrique associée a sa norme. Cette
métrique est définie par la fonction de distance p(u,v) = |lu — ||, ou || . || représente la

norme sur l’espace.



1.2. Opérateurs

1.2 Opérateurs

1.2.1 Opérateurs linéaires

Définition 1.2.1 Soint E et F'deux espaces normés, un opérateurl” :E — F' est dit linéaire

s’il vérifie :
Pour tout ¢, ¢, € E, et o, €k

Ty + Bipy) = T (1) + BT ()

Continuité des opérateurs linéaires

Soient F et I’ deux espaces vectoriels normés, et soit 17" : £ — F un opérateur linéaire.
On dit que T est continu si, et seulement si, pour toute suite (z,) dans E convergente vers
un élément x de E, la suite (T'(x,)) converge vers T'(x) dans F.

Autrement dit, pour tout = dans E et pour toute suite (x,) dans E convergente vers z,

on a la propriété suivante : si

lim (z,,) — x,alors lim (T'(z,)) — T(x).

n—oo n—o0

Preuve. Voir [1] =

1.2.2 Opérateurs bornés

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés, et soit 7' : F — F un opérateur linéaire. On
dit que T est un opérateur borné si, et seulement si, il existe une constante M > 0 telle que,

pour tout x € F
1T ()] < M ]| (1.2.1)

La plus petite des constantes M vérifiant la relation (C1) est appelée norme de 7" notée

| T || et donnée par

17 (¢(@)]]
|IT|| = sup ——F = sup |T(2)|,= sup [ T(z)|p (1.2.2)
x#0 2] lzl|=1 llzl|<1,20



1.2. Opérateurs

Remarque 1.2.1 La norme |T|| = sup | T(z)|| » sur la boule unité est toujours finie pour

tout opérateur linéaire continu.

Remarque 1.2.2 Un opérateur linéaire T est continu, st et seulement si,il est borné.

1.2.3 Opérateurs Compacts

Les opérateurs compacts jouent un roéle important dans divers domaines de mathématiques
tels que I'analyse fonctionnelle, ’analyse spectrale, la théorie des équations différentielles et
la géométrie des espaces de Banach.

Un opérateur compact est un concept clé en analyse fonctionnelle qui caractérise une
classe spéciale d’opérateurs entre deux espaces vectoriels normés.

Ensemble relativement compact

Définition 1.2.2 Dans un espace topologique E, un sous-ensemble G est dit relativement
compact, ou précompact, si pour toute suite x, de G, il existe une sous suite (x,, ) qui

converge dans F'.

En d’autres termes, chaque suite extraite de G’ contient une sous-suite convergente dont
la limite appartient & E' .

Opérateurs Compacts

Définition 1.2.3 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, et soit T : E — F un
opérateur linéaire. On dit que T est un opérateur compact si, pour tout sous-ensemble borné

B de E, l'image T'(B) est relativement compacte dans F.

Autrement dit, la ferméteure 7'(B) est compact.

Définition 1.2.4 Soit T' un opérateur linéaires d’un espace normé E dans un espace normé

F on dit que T est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G dans E a

un ensemble relativement compact T(G) dans F. Autrement dit, la ferméteure T'(G) est

compact.



1.2. Opérateurs

Théoréme 1.2.1 (critére de compacité). Un opérateur linéaire T : E — F est compact
st et seulement st pour toute suite bornée x, de E, la suite T'x, contient une sous suite

convergente de F'.

Preuve. Voir [1] =

Proprétés

1- La combinaison linéaire o171 + 15 des opérateurs compacts est un opérateur compact.

2- Le produit 7T7.7T5de deux opérateurs bornés 717 et T, est compact si 'un des opérateurs
T} ou 15 est compact.

3- Un opérateur compact est un opérateur borné.La réciproque est fausse.

4- L’opérateur identique I de F est compact si et seulement si F est de dimension finie.

1.2.4 Opérateurs intégrals

Définition 1.2.5 On appelle opérateur intégral tout opérateur linéaire T défini sur un

espace normé E a valeurs dans un espace normé F donné sous la forme

Toolz) = / Kz, )p(t)dt,x € Ga
G2
Ou k(z,t) est une fonction mesurable définie sur un ensemble mesuré G; x Ga, appelé
noyau de l'opérateur intégral T et (t) est une fonction mesurable définie sur Gs.
La fonction k(x,t) appelée noyau de 'opérateur intégral T .
Dans la pluspart des cas, le domaine d’intégration G est un intervalle réel [a, b] .
Formes de noyaux particuliéres
1- Un noyau k est dit séparable ou dégénéré s’il peut s’écrire sous la forme

i=n

k(z,t) =) ai(x)bi(t)

i=1
2 -Un noyau k a valeurs complexes est dit symétrique ou hermitien s’il vérifie:

Pour tout x,t

Pour tout z,t, k(x,t) = k(t,x),



1.2. Opérateurs

3- Un noyau k est appelé « noyau de convolution » s’il est de la forme :
k(x,t) = h(x —t)

4- Un noyau k est dit régulier s’il vérifie :

//k(:n,t)dxdt < 400

5- Si un noyau k est de la forme, pour une fonction A bornée,
h(z,t)
(x _ t)Oé?

alors le noyau k est dit faiblement singulier.

a €]0,1]

6- Un noyau k est appelé noyau de Cauchy s’il est de la forme
h(z,t)
(x—1)

Normes des opérateurs intégraux

La norme d’opérateur est utile pour caractériser la taille de ’'opérateur, étudier la continuité,
la convergence et les propriétés spectrales, ainsi que pour établir des inégalités utiles dans
les calculs mathématiques.

Il existe différentes normes des opérateurs intégraux. Les deux normes les plus couram-
ment utilisées sont la norme d’opérateur et la norme d’opérateur essentielle.

Norme d’opérateur

La norme d’opérateur, notée || 7'||, mesure la magnitude maximale de 'opérateur intégral.

Elle est définie comme suit :

1T = sup [[T(#)]]

lell=1
Norme d’opérateur essentielle (ou norme essentielle de ’opérateur) :

La norme d’opérateur essentielle, notée ||T|| ., est utilisée pour évaluer la stabilité de

ess?

lopérateur intégral. Elle est définie comme suit :

IT...=1nf{M >0:|T(p)| < M ||¢||, pour presque tout ¢} (1.2.3)

€ss

Remarque 1.2.3 La plus petite des constantes M vérifiant la relation (C3) est appelée

norme essentielle de T .



1.3. Notions d’analyse numérique

1.3 Notions d’analyse numérique

1.3.1 Meéthodes spectrales

Les méthodes spectrales sont des approches numériques utilisées pour résoudre des prob-
lemes mathématiques tels que les équations intégrales, les équations différentielles et les
équations aux dérivées partielles.

Les méthodes spectrales se basent sur la représentation des fonctions sur une base spec-
trale, telle que les polynémes de Chebyshev, les fonctions de Fourier, les polynomes de

Bernouli, les polynémes de Legendre, etc.

1.3.2 Meéthode de collocation

Le principe de la méthode de collocation repose sur la recherche d’une solution approchée
d’un probléme mathématique en satisfaisant des conditions en un ensemble de points spé-
cifiques appelés points de collocation.

Les principales étapes du principe de la méthode de collocation :

1- Choix des points de collocation :

L’espace de résolution est discrétisé en utilisant un ensemble de points de collocation.
Ces points peuvent étre choisis de différentes maniéres, tels que les points équirépartis, les
points de Gauss-Lobatto, les points de Chebyshev, etc. Le choix des points de collocation
peut influencer la précision et la convergence de la méthode.

2- Formulation des conditions de collocation :

Les conditions de collocation sont formulées en évaluant I’équations intégrales, ou ’équation
différentielle ou I’équation aux dérivées partielles ainsi que les conditions aux limites en ces
points de collocation. Cela revient & imposer que la solution approximée satisfasse les équa-
tions du probléme en ces points précis.

3- Approximation de la solution :

La solution est approximée par une combinaison linéaire de fonctions de base, souvent
des polynomes, définies sur les points de collocation. Les fonctions de base doivent étre

choisies de maniére a respecter les propriétés et les exigences du probléme. Les coefficients



1.3. Notions d’analyse numérique

de cette combinaison linéaire représentent les inconnues de la méthode, qui doivent étre
déterminés.

4- Résolution du systéme d’équations :

En substituant 'approximation de la solution dans les conditions de collocation, on
obtient un systéme d’équations algébriques. Ce systéme peut étre linéaire ou non linéaire,
en fonction de la nature du probléme. La résolution de ce systéme permet de déterminer les
valeurs des coefficients des fonctions de base, qui représentent I’approximation de la solution.

5- Evaluation de la solution :

Une fois les coefficients des fonctions de base obtenus, la solution approximée peut étre
évaluée en utilisant cette expression. Cela permet d’obtenir une représentation numérique

de la solution du probléme mathématique considéré.

1.3.3 Meéthode de Galerkin

En mathématiques, dans le domaine de ’analyse numérique, les méthodes de Galerkin, du
nom du mathématicien russe Boris Galerkin, convertissent un probléme d’opérateur continu,
tel qu'une équation différentielle , généralement dans une formulation faible, en un probleme
discret en appliquant des contraintes linéaires déterminées par fini ensembles de fonctions
de base.

Souvent, en se référant a une méthode Galerkin, on donne également le nom ainsi que

les hypothéses typiques et les méthodes d’approximation utilisées :

La méthode de Ritz — Galerkin

(d’apres Walther Ritz ) prend généralement une forme bilinéaire définie symétrique et pos-
itive dans la formulation faible, o I’équation différentielle d’un systéme physique peut étre
formulée via la minimisation d’une fonction quadratique représentant 1’énergie du systéme
et la solution approximative est un linéaire combinaison de I’ensemble donné des fonctions

de base



1.3. Notions d’analyse numérique

La méthode de Bubnov — Galerkin

(d’apreés Ivan Bubnov) n’exige pas que la forme bilinéaire soit symétrique et remplace la
minimisation de I’énergie par des contraintes d’orthogonalité déterminées par les mémes
fonctions de base qui sont utilisées pour approximer la solution. Dans une formulation
d’opérateur de I’équation différentielle, la méthode Bubnov — Galerkin peut étre considérée

comme 'application d'une projection orthogonale & I'opérateur

La méthode de Petrov — Galerkin

(d’apres Georgii I. Petrov) permet d’utiliser des fonctions de base pour les contraintes
d’orthogonalité (appelées fonctions de base de test) qui sont différentes des fonctions de
base utilisées pour approximer la solution. La méthode Petrov — Galerkin peut étre con-
sidérée comme une extension de la méthode Bubnov — Galerkin, appliquant une projection
qui n’est pas nécessairement orthogonale dans la formulation de 'opérateur de ’équation

différentielle



Chapitre 2

Les équations intégrales

2.1 Classification des équations intégrales

2.1.1 Equations intégrales de Fredholm

Définition 2.1.1 Une équation intégrale linéaire de Fredholm de premiére espéce est une

équation de la forme :
b

/ Kz, t)p(t)dt = f(z) (2.1.1)

a

o ¢ (z) est la fonction inconnue que l'on cherche a déterminer, f(z) est une fonction
donnée, et k(x,t) est une fonction donnée appelée noyau de I’équation. Les bornes a et b

définissent l'intervalle d’intégration.

Définition 2.1.2 On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce une

équation de la forme:
b

o(x) = f(z) + )\/k(:t,t)gp(t)dt (2.1.2)

a

Ou () est la fonctions inconnue,k(z, t) et f(z) des fonctions donnés, A est un parameétre

réel (appelé parametre d’intégration).

10



2.1. Classification des équations intégrales

2.1.2 Equations intégrales de Volterra

Les équations de Volterra sont des cas particuliers d’équations intégrales de Fredholm il

suffit de prendre le noyau k est tel que k(x,t) = 0 pour = < ¢

Définition 2.1.3 Une équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espéce est une

équation a une inconnue p(x), de la forme:

xT

/ k(z, )o(t)dt = f(z) (2.1.3)

a

Définition 2.1.4 Une équation intégrale linéaire de Volterra est une équation de la forme

o(x) — )\/k(:r;,t)g)(t)dt = f(x) (2.1.4)

ot ¢(z)est la fonction inconnue que l'on cherche a déterminer, f(x) est une fonction
donnée, \ est un parametre réel (appelé parametre d’intégration) et k(z,t) est une fonction
donnée appelée noyau de ’équation. Les bornes d’intégration vont de a a z, ol = est la

variable de I’équation.

2.1.3 Equations intégrales de Volterra-Fredholm

Les équations intégrales de Volterra-Fredholm sont une combinaison des équations intégrales

de Volterra et des équations intégrales de Fredholm.

Définition 2.1.5 Une équation intégrale de Volterra-Fredholm a la forme générale suivante

T b

o(z) = F(2) + M / (D)o (1)dt + g / Foe, )p(t)dt,  a<z<b (2.1.5)

a a

ou ¢(x) est la fonction inconnue que 'on cherche & déterminer, f(x) est une fonction
donnée, Ajet Ay sont des parameétres réels (appelés parameétres d’intégration), et kyi(x,t)et

ko(x,t) sont des fonctions données appelées noyaux de I’équation.
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2.2. Existence et unicité de la solution des équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm

Définition 2.1.6 On appelle équation intégrale mixte de Volterra-Fredholm une équation

de la forme:
z b
o(x) = f(z) + )\//k(s,t)go(t)dtds
Exemple 2.1.1
T 1
plx)=—1—+e"—ax+ [pt)dt+ [ xp(t)dt
o]
17 z 1
o) = 5 +a— [ [(s=petw)dsdy
00

2.2 Existence et unicité de la solution des équation
intégrale linéaire de Volterra-Fredholm

Dans cette section nous rappelons les théorémes que nous allons utilisées pour obtenir des

résultats d’existance et unicité de solution de 'équation (2,1,1)
Définition 2.2.1 (Norme de Bielecki )||-||5 :C [a,b] — R4,

_ —c(z—a) >0
il = mag o)l ),

Définition 2.2.2 Soit E un espace normé. Un opérateur T' : E — E est un opérateur de

Picard sl existe p, € E unique telque:
T(pg) = g, et lim T"(p) = ¢, pour tout ¢ de E.

Théoréme 2.2.1 (principe de contraction).Soit E un espace normé.Si T : E — E un
operateur de contraction admis un point five unique @y,alors T' est un opérateur de Picard

et

an

lpo — T (@) < 1 lle —T(p)||, pour tout n € N

—

Théoréme d’existence et d’unicité
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2.2. Existence et unicité de la solution des équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm

On considére ’équation linéaire de VoLterra-Fredholm

T

o(x) = f(z) + /kl(:v,t)np(t)dt + /kg(x,t)w(t)dt, x € [a,b] (2.2.1)

ou
1- f € Cla,b], k1 € C(Dy), ky € C(Dy), tell que Dy = {(z,t) € R?\ a <t <z <b}et
Dy = (a,b] x [a,b].

2-My = max( pep, |k1(z,t)], et My = max |ka(x,t)]

(z,t)eDy

Théoréme 2.2.2 [5]Dans les condition ci-dessus, supposons qu’il existe une constante ¢ >

0,telle que
1
[Ml + MQQC(b_a)] <1

c
Alors I'équation ( 2.2.1) a une solution unique ¢ € C|a, b].
Preuve. Soit 'opérateur integral 17" : Cla,b] — C|a, b],défini par

T

To(r) = f(z) + / b (o, D) ()t + / kol ) ()t

a

13



2.2. Existence et unicité de la solution des équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm

T b

To(x) — Ti(z)| = /%mmwwu»~wﬂmvy/m@¢xww—¢@»ﬁ

a

IA
=
—

b
(6l0) = (O] 043, [ [(p(8) = wle))] e

T

< Aﬁg$§K¢@)—wﬁnhf““@/éwﬂmﬁ+
b
M max |(¢(t) — ()] e_c(t—a)/ec(t—a)dt
tea,b]
y b
< Millo—uly [t + 0t o — il [t
Ml c(r—a M2 c(b—a
< = 4 2 D] e -
Ml c(z—a M2 (r—a+b—z
< [retm ¢ ettt I o -y
C c
ec(x—a) o)
< ——— (M4 Mo [l = 9
ec(gvfa) o
= (My + Moe™®™) |lip — |

Il s’ensuit que

To(z) — Tip(x)] e~ <

[

(My + Mye®=) |l — 9|l ; Pour tout € [a, b]

Par conséquent,

—_

ITo(w) = TY(@)llp < = (My+ Mae®®™) o = 9|

c
On déduit que 'opérateur T est Lipschitzien de constante k = %(Ml + Myet=)
La condition supposée garantit que 7" est une contraction. Ainsi, nous appliquons le

principe de contraction. m
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2.3. Résolution analytique des équations intégrales linéaires de VoLterra-Fredholm

2.3 Résolution analytique des équations intégrales linéaires

de VoLterra-Fredholm

Définition 2.3.1 Une fonction p(x) est dite analytique si elle a des dérivées de tous les

ordres telles que la série de taylor en x = 0 peut étre écrite comme
o(x) = Zan:v" (2.3.1)
n=0

2.3.1 La méthode des solution sous forme de série

La résolution analytique des équations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm peut étre
réalisée en utilisant la méthode des solutions sous forme de série. Cette méthode consiste
a représenter la solution de ’équation intégrale comme une série infinie de fonctions, et a
déterminer les coefficients de la série en utilisant les propriétés de I’équation intégrale.

Considérons une équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm de la forme :

T b

o) = fla) + [ tyoltd+ [Rato ot (232)
0 a
Pour résoudre cette équation intégrale & 1’aide de la méthode des solutions sous forme

de série, nous supposons que la solution ¢(x) peut étre représentée par une série infinie
de fonctions de la forme donné en (2.3.1). En substituant cette expression dans ’équation

intégrale (2.3.2), nous obtenons :

o0 z o0 b o0
> aat =T(f(x)) + /k:1 (z,1) > apt*dt + /kg(:c, 1) apthdt (2.3.3)
k=0 0 k=0 . k=0

ou T(f(x)) est le devloppement de Taylor de la fonction f.

pour plus de simplicité on utilise

b
agt+a rtagr® ... = T(f(x))+/k’l(:ﬂ,t)(a0+a1x+a2x2+...)dt—i—/kg(x,t)(a0+a1:c+a2:c2+...)dt

' (2.3.4)

15



2.3. Résolution analytique des équations intégrales linéaires de VoLterra-Fredholm

Exemple 2.3.1

xT

o(r)=-5—z+122* —2° — 2" + /(x — t)p(t)dt + /(x — t)p(t)dt (2.3.5)

En remplacant ¢(z) (2.3.5) par la série

o(x) = Zanx” (2.3.6)

n=0

On obtient

8

1
S " = =5 -z 1202 — 2% — 2t + /((m 1) ant")it + /((x 03 )it
0

n=0 0 n=0 n=0
D’ou

) 5 r 1 1 1 1 1 1 1 1
aptar+asr +azr +... = =5+ -apt+—-ar+—ast+—as+-as+H(—14+ap+ a1+ sas+—az+—aqg)+(

2 3 4 ) 6 2 3 4 5

En égalant les coefficients de puissances similaires de = des deux cotés de (2.3.6) et en

résolvant le systéme d’équations résultant,nous obtenons
ap = 0,@1 = 6,&2 = 12,@3 = a4 =045 = ... = 0
La solution exacteb est donc donnée par

o(z) = 62 + 1227

2.3.2 La méthode de décomposition d’Adomian:

La méthode de décomposition d’Adomian est une approche utilisée pour résoudre analy-
tiquement les équations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm. Elle est basée sur la
décomposition de la solution en une série d’Adomian, qui permet d’obtenir une solution
itérative de I’équation intégrale.

La méthode de décomposition d’Adomian suppose que la solution de ’équation intégrale
peut étre représentée par une série infinie de fonctions appelées les termes d’Adomian. La

série d’Adomian est définie comme suit :

16
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2.3. Résolution analytique des équations intégrales linéaires de VoLterra-Fredholm

p(x) = on(@) (23.7)

ou les composante ¢, (z),n > 0 sont & déterminer de maniére récursive. En substituant

cette série dans I’équation intégrale, (2.3.2) nous obtenons :

[ee] z o0 b [e @]
zyum=ﬂﬂm+/%ww§3%@ﬁ+/@mw§)mmﬁ

La composante ¢ () est identifiée par tous les termes qui ne sont pas inclus sous le
signe d’intégral.par conséquent, nous définissons la relation de récurrence

T b

wA@zf@%%H@ﬁz/h@JMAWﬁ+/MQJWAW%nZO

0 a
Aprés avoir déterminé les compsants ¢, (), ¢, (), ... la solution sous forme de série est
facilement obtenue en utilisant (2.3.7),qui converge vers la solution exacte si une telle solu-
tion exacte,nous signalons ici que le phénoméne de bruit rém et la méthode de décomposition

modifiée sera utilisé dans cette section. cela sera illustré en utilisant les exemples suivants:

Exemple 2.3.2 Utiliser la méthode de décomposition d’Adomian modifiée pour résoudre
[’équation intégrale de VoLterra Fredholm suivante

x 1

o(r) =3r+ 40 — 2% —2* -2+ /t@(t)dt + /t@(x)dt
0 1

L’équation de la méthode de décomposition modifiée donne la relation de récurrence
©o(r) = 3z + 42® — 2°

xT

Oi(r) = —a* -2+ /tgo(t)dt + /tgo(t)dt

2 1
= —g—gﬂfs—i—fﬂg

L’annulation du terme de bruit —z3 de ¢,(z) donne la solution exacte

o(z) = 3z + 42?
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2.4. Polynoémes et nombres de Bernoulli

2.4 Polynétmes et nombres de Bernoulli

2.4.1 Les polynémes de Bernoulli

Les polynomes de Bernoulli, notés B, (x), attribués & Daniel Bernoulli, peuvent étre définis

par récurrence au moyen des trois conditions :

By(x)

pour tout n

/0 B ()t

B,1(x) = (n+1)By(x)

Les premiers polynémes de Bernoulli

1,
1
x__
2
1
2_ —
x 3:~|—6
3 1
x3—§x2+§x
1
4 3 2
—9 _
T r+x 30’
5 5 1
5 94,9 3 4
X Qx +3x 6x
5 1 1
6 5 4 2
-3 S04 = -
T :c—|—2x 236 —1—42
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2.4. Polynémes et nombres de Bernoulli

Les graphes du premiers polynémes de Bernoulli

Polyndmes de Bernoulli jusqu'a 'ordre 5

0.8 — B0
—B1

0.6 B2
—B3

0.4 —B4
BS

0.2

2.4.2 Les nombres de Bernoulli

Les nombres de Bernoulli sont les nombres B,, = B,(0).

1 1 1 1 5
By = 1. Bj=—=. By== By= ——— . Bs = By = ——. Bjg= —
0 Pl T g 3070 4 7B 300 T 66
691 7 3617
By = ——— =L Bg=-—-""0
12 27307 14 6) 16 510 )

Remarque 2.4.1 Les B, sont nuls pour n impair distinct de 1.

2.4.3 Propriétés des polynémes de Bernoulli:

1.Parité :

19



2.4. Polynémes et nombres de Bernoulli

Les polyndémes de Bernoulli sont pairs pour n > 2 et impairs pour n > 3 impairs. Cela
signifie que

Bu(~2) = (—1)"B,(2).

2.La fonction génératrice

te”t > B,(z) ,
= 2=t
n=0

et —1 n!

t t2 t3 t4 t'n
= Bo(z) + Bi(x) gy + Bala) gy + Bs(w) g5 + Ba(x) g + oo & Bal) = + -

3.Dérivées

On vérifiera aisément par récurrence que pour n > 1:

Byi(1) = Buua(0),
B,(1—z) = (=1)"B,(z)
Bu(z +1) — By(z) = na"!

20



Chapitre 3

Résolution numériques des équation

intégrales de Volterra -Fredholm

3.1 Méthode de collocation-Bernouli

On considére ’équation de Volterra-Fredholm de second espéce

T b

o(x) = f(z) + /kl(x,t)gp(t)dt + /kg(x,t)go(t)dt,x € [a,b] (3.1.1)
on suppose: §
p(z) = Z C;B;(x) (3.1.2)

ou Bj(x) sont les polynomes de Bernouli de degré j difini sur [a,b] et C; des coeficiants
a déterminer.

Substitant (3.1.2) dans (3.1.1) on obtient:

xT

n n b n
> C;B)() :f(x)+/k1(x,t)ZCij(t)dt+/krg(x,t)ZC’ij(t)dt

=0

d’ou

xT

S O3By () — / b, £) B (£)dt — / (e, £) By (£)dt) = f(x) (3.1.3)

J=0 w
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3.2. Méthode de Galerkin-Bernouli

I'équation (3.1.3) peut s’écrire:

> City(e) = f(x)

avec

@ b
Y;(r) = Bj(r) — /kl(x,t)Bj(:v)dt — /kQ(x,t)Bj(x)dt
Alors les équations de collocatio; sont obtenues en ;rend des points z;, i = 1,..,n
iC’jzﬁj(Ii) = flz;), i=1,..,n (3.1.4)
j=1
iCﬂbﬂ =fi,i=1..,n (3.1.5)
j=1

I'équation (3.1.4) représente un systéme linéaires de (n) inconnue qui s’écrit sous la forme
AC =F

ou

A = wjm Z?j = 17 cy

C = (c1,.ycn)
F = (fh"'afn)t
C=A'F

3.2 Meéthode de Galerkin-Bernouli

On considére ’équation de Volterra-Fredholm de second espéce

o(x) = f(z)+ /kl(:c,t)go(t)dt + /kg(:c,t)gp(t)dt,:c € [a,b] (3.2.1)
on suppose que ' :
o) = ,(2) = 3 OB, (3222

Jj=0
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3.2. Méthode de Galerkin-Bernouli

En substituant (3.2.2) Dans (3.2.1) on obtient:

b

zn:chj(x) +Zc / ky(z,t)B dt+ZC / koo (2, 1) B; (t)dt (3.2.3)

a

pour déterminer les coefficients C; on utilise I'idée de Galerkin par multipliant les deux

cotés de l'equation ( 3.2.3) par B;(x) et intégrant par rapport a x de —1 & 1.Alors , on a

ZC / da:—ZC//k;lxt dt) B; dx—/l/bk2 )dt) B;(x)dz)
_ / f(@)B;(x)dz, (3.2.4)

Alors les équation de Galerkin sont obtenues en prend des point z;,i = 1,..,n

chw]('xl) = f(xz)7 1= 17 - N

n
j=1
I'équation (3.2.4) représente un systéme linéaires de (n) inconnue qui sécrit sous la forme

AC =F

n

A:/lBj( \Bi(2)dx — cj/ /klxt 1)) Bi(2)dz — j/ka(x,t)Bj(t)dt)Bi(:c)dx

=0 a
C=(c1,.,cp)
(f1 s fn)
C=A"'F (3.2.5)
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3.3. Exemples Numériques

3.3 Exemples Numériques
Exemple 1 .Considérons I’équation intégrale de Volterra-Fredholm de second espéce
T 2
o(x) — / (x —t) p(t)dt — / xtp(t)dt = 2cos(x) —xcos2 —2zsin2+ax—1, 0 <zt <2,
0 0

Pea(®) = cos(z).
Table 1. Nous présentons la solution approchée ¢,,, , de la solution exacte ¢, ()

obtenues par la méthode de collocation-Bernouli, en certains points, ’erreur est calculée

pour n = 10

val x o () Papp err

0.0000 1.0000e+00 | 1.0000e+00 | 8.6042e-14
2.0000e-01 | 9.8007e-01 | 9.8007e-01 | 5.6588e-13
4.0000e-01 | 9.2106e-01 | 9.2106e-01 | 2.1629e-12
6.0000e-01 | 8.2534e-01 | 8.2534e-01 | 3.7653e-12
8.0000e-01 | 6.9671e-01 | 6.9671e-01 | 5.6734e-12
1.0000e+4-00 | 5.4030e-01 | 5.4030e-01 | 7.8164e-12
1.2000e4-00 | 3.6236e-01 | 3.6236e-01 | 1.0157e-11
1.4000e+4-00 | 1.6997e-01 | 1.6997e-01 | 1.2761e-11
1.6000e+00 | -2.9200e-02 | -2.9200e-02 | 1.5432e-11
1.8000e+00 | -2.2720e-01 | -2.2720e-01 | 1.6590e-11
2.0000e+00 | -4.1615e-01 | -4.1615e-01 | 7.6200e-12
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3.3. Exemples Numériques

Ll 2

-ul::n:l=f|::1::|+f kl[m,f:lul:f:lrif+f Red(m, Eyal el

Ava flm)=12 *ucn.sl::n:l -z o0ald) T Promrain(d) +o -1 ke, =2 —f RYpfl=m:f wizi=cpafm), 1=1

S0l exact
+  Sol app(MN="10]
eriN=10)

0sk....... ........ ......... ........ N ......... ........ ........ .........

oy S T S S SR S S S
1] o2 0.4 0B n.a 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Exemple 2 .Considérons I’équation intégrale de Volterra-Fredholm de second espéce.

x 1
o(x) — / (x —t) p(t)dt + / e lot)dt =e* +x+1, 0< a,t <1,
0 0

T

Pep(T) = €".

Table 2. Nous présentons la solution approchée de la solution exacte ¢, (7)

Papp>

obtenues par la méthode de collocation-Bernouli, en certains points, ’erreur est calculée
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3.3. Exemples Numériques

pour n = 10

val x Oor(T) Papp err

0.0000 1.0000e+4-00 | 1.0000e+00 | 8.8920e-12
1.0000e-01 | 1.1052e+00 | 1.1052e4-00 | 9.6396e-12
2.0000e-01 | 1.2214e4-00 | 1.2214e+4-00 | 6.6591e-12
3.0000e-01 | 1.3499e+4-00 | 1.3499e+00 | 1.1888e-12
4.0000e-01 | 1.4918e+00 | 1.4918e+00 | 4.6734e-12
5.0000e-01 | 1.6487e+4-00 | 1.6487e+4-00 | 8.7570e-12
6.0000e-01 | 1.8221e+4-00 | 1.8221e+00 | 9.5588e-12
7.0000e-01 | 2.0138e+4-00 | 2.0138e+4-00 | 6.7453e-12
8.0000e-01 | 2.2255e+4-00 | 2.2255e+00 | 1.3149e-12
9.0000e-01 | 2.4596e+4-00 | 2.4596e+00 | 4.6860e-12
1.0000e+00 | 2.7183e+00 | 2.7183e4-00 | 8.8911e-12

- ,F[n::l+f”k1[:n EhulE)elt + ji’:.‘u:m a6,

Awa flz)=esp(c) + ¢+ 1, kljz, E:l—:n —f, k:![::: ) = —ezp(z — ), u[:n:l—s:np[:n:l i=1

.......................................................................................

Sel ________ S ________ S _________ e - ________
2_ ......................................................................................
o
&15_ .......................................................................................
=3 Sol exact
+  Solapp(MN=10)
1 """""""""""""""""""""""""" erl{N:/I[:]]l """"
i1:] S i T - S S S
. T S S S N R S R
o 01 02 03 04 058 0B OF 08 089 1
£

26



3.3. Exemples Numériques

Exemple 3 Considérons ’équation intégrale de Volterra-Fredholm de second espéce.
T 1 1 A 9
o(z) — / xto(t)dt — / xtp(t)dt = —3% + 3% 0<uzt<1,
0 0

Per(T) = T.

Table 3. Nous présentons la solution approchée ¢,,, , de la solution exacte ¢, ()

obtenues par la méthode de collocation-Bernouli, en certains points, ’erreur est calculée

pour n = 10

val x ©or () Papp err

0.0000 0.0000 -1.0532e-11 | 1.0532e-11
1.0000e-01 | 1.0000e-01 | 1.0000e-01 | 8.7590e-12
2.0000e-01 | 2.0000e-01 | 2.0000e-01 | 3.6275e-12
3.0000e-01 | 3.0000e-01 | 3.0000e-01 | 2.8579e-12
4.0000e-01 | 4.0000e-01 | 4.0000e-01 | 8.2226e-12
5.0000e-01 | 5.0000e-01 | 5.0000e-01 | 1.0457e-11
6.0000e-01 | 6.0000e-01 | 6.0000e-01 | 8.7322e-12
7.0000e-01 | 7.0000e-01 | 7.0000e-01 | 3.6859e-12
8.0000e-01 | 8.0000e-01 | 8.0000e-01 | 2.7951e-12
9.0000e-01 | 9.0000e-01 | 9.0000e-01 | 8.2420e-12
1.0000e+00 | 1.0000e+00 | 1.0000e+00 | 1.0532e-11

27




3.3. Exemples Numériques

wlE)= JF[:I::|+-£ kl[m,f:lu[f:lrif+j: Rel(m, EyuE)el,

Awa flr)=[=1/3) s x4+ [2/3) sz, Rllz,E)=o b kAo, il =0 s njz)=x, 4=1
12 I PR e e RERRIY RERPRRRE freeee SRTERE
Sol exact : : : ' : :

1L | * SolappiN=10)

0.1 02 03 04 05 06 07 08 08 1

Exemple 4 Considérons I’équation intégrale de Volterra-Fredholm de second espéce.
T 1
o(x) — / te®p(t)dt — / e Mot)dt =2 —2¢"+e " +1, 0<z,t <1,
0 0

Per(T) = exp(—m).

Table 4. Nous présentons la solution approchée ¢,,, , de la solution exacte ¢, ()

obtenues par la méthode de collocation-Bernouli, en certains points, ’erreur est calculée
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3.3. Exemples Numériques

pour n = 10

val x Oor(T) Papp err
0.0000 1.0000e+4-00 | 1.0000e+00 | 2.1335e-11
1.0000e-01 | 9.0484e-01 | 9.0484e-01 | 1.7579e-11
2.0000e-01 | 8.1873e-01 | 8.1873e-01 | 7.1110e-12
3.0000e-01 | 7.4082e-01 | 7.4082e-01 | 6.0232e-12
4.0000e-01 | 6.7032e-01 | 6.7032e-01 | 1.6819e-11
5.0000e-01 | 6.0653e-01 | 6.0653e-01 | 2.1214e-11
6.0000e-01 | 5.4881e-01 | 5.4881e-01 | 1.7558e-11
7.0000e-01 | 4.9659e-01 | 4.9659e-01 | 7.2068e-12
8.0000e-01 | 4.4933e-01 | 4.4933e-01 | 5.9478e-12
9.0000e-01 | 4.0657e-01 | 4.0657e-01 | 1.6881e-11
1.0000e+00 | 3.6788e-01 | 3.6788e-01 | 2.1334e-11

wfz)= ,F[:n:|+f”k1[:1= et + 1#2[:1: ot it

P PP S 7 el veow [.._f.b.f bl )2 veawlol Rl ) = cople 1) vlo) =~ soel ol A=

Y S ________ ________ ________ ________ T _________

ol exact
+ S0l app(N=10]

ok .................................... erl{N:']D]l ......
=3 : : :

i :

ﬁ OEk--- - ..................................................
D4k ........................... ................. ......................... b
7 SSSSSOT FUROUNE SPSRRE HNUOUNE SRS S S N e

I:I I 1 1 I 1 I 1 1 I ]
a 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0hb 07 0.8 04 1
£
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Conclusion

Conclusion

L’objectif principal de ce mémoire est est de résoudre numériquement 1’équation
intégrale de Volterra-Fredholm de second espéce. Pour atteindre cet objectif, une
méthode basée sur ’expansion des solutions en séries de polyndémes de Bernoulli
a été utilisée. Cette méthode a permis de transformer ’équation intégrale de
Volterra-Fredholm de second espéce en un systéme d’équations algébriques, of-
frant ainsi une formulation plus facile & traiter numériquement. En outre, nous
évaluons leurs performances en les testant sur plusieurs exemples représentatifs.
Les résultats obtenus confirment I’efficacité de ’approche basée sur les polynémes
de Bernoulli pour la résolution numérique de 1’équation de Volterra-Fredholm.
De plus cette méthode présente des avantages tels que la stabilité numérique et

la convergence rapide.
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