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Introduction

Le travail de ce mémoire , s’inscrit dans le cadre de la théorie d’opérateurs non-linéaires.Ils
portent essentiellement sur les théorémes de caractérisation des espaces de Banach.Il y a
beaucoup de théorémes qui caractérisent certains types d’espaces de Banach. La caratérisa-
tion de James des espaces réflexifs est I'un des résultats célebres ; il utilise les formes linéaires
d’un espace de Banach : X est réflexif si, et seulement si, toute

forme linéaire de X atteint sa norme.Les deux cas non-linéaires considérés ici sont le
cas multilinéaire et polyndémial. On note qu'une caractérisation multilinéaire signifie qu’on
utilise les opérateurs multilinéaires au lieu d’opérateurs linéaires.Le théoréme de Kwapien
en 1970 donne une caratérisation d’un espace de Hilbert.

Ce travail est divisé en trois chapitres qui sont les suivants :

Dans le premier chapitre, on donnera un apergu général sur les espaces de Banach notam-
ment les petits ¢, et les espaces L,,. Puis nous rappellons quelques propriétés des applications
non linéaires ( les opérateurs multilinéaires et les polyndmes homogenes de degré m).

Dans le deuxiéme chapitre, on abordera et traitera la version multilinéaire et polynomiale
du théoréme de James. Pour le cas multilinéaire, au lieu de prendre les formes linéaires,
on va prendre les formes multilinéaires qui s’écrivent comme produit des formes linéaires
et le théoréeme de James devient comme suit : les espaces X, ..., X,, sont réflexifs si, et
seulement si, toute forme multilinéaire de £(Xy,...,X,,) de la forme ¢ = 27 ® ... ® 7,
atteint sa norme. Dans le cas des polynémes, on donnera deux versions, la premiére considére

les polynémes de la forme Pf(x) = x*(z)™ et la deuxiéme prend les polyndomes de la forme

Py, (x) = zi(x)... x5 ().



Introduction

Dans le troisiéme chapitre et en premier lieu, on fait un petit rappel sur les opérateurs
Cohen fortement p-sommants introduits par Cohen en 1973 pour le cas linéaire et par
Achour et Mezrag en 2007 pour le cas multilinéaire. On donnera une version polyndmiale
du théoreme de Kwapien ; laquelle : X est isomorphe a un espace de Hilbert si,et seulement
si, pour tout espace de Banach Y et tout polynéme homogene 2—dominé P : X — Y, P est

Cohen fortement 2—sommant.



Notation

L(X,)Y) Ensemble de tous les opérateurs linéaires de X dans Y.

B(X;Y)= L(X,Y)  Espace d'opérateurs linéaires bornes (continues) de X dans Y.

Bx Boule unité fermée de I'espace X.

By~ Boule unité fermée de I’espace X*

k Corps des scalaires ( k = Rou C).

p* L’exposant conjugué de p (i.e.,]—lj + ]% =1).
X Le dual topologique de X.

X** La bidual topologie de X .

T L’adjoint d’opérateur 7T

L(X1,...,Xm;Y) Espace d’opérateurs m-linéaires de (X3,...,X,,) dans Y .

C(K) Espace des fonctions continues sur un compact K & valeurs réelles.
Xi®...0 X, Le produit tensoriel algébrique .

X1®yx...0:X,, Le produit tensoriel projectif des espaces X,..., X,,.

X1®: ... 0:Xm Le produit tensoriel injectif des espaces X;,..., X,,.

P(MX;Y) Espace des polynomes homogenes de degré m.

Jx Plongement canonique.

Hﬁ(X Y) Espace des opérateurs p—sommants de X dans Y .
D,(X,Y) Espace des opérateurs fortement p—sommants de X dans Y.
IL,(X,Y) Espace des opérateurs p—sommants de X dans Y .



Notation

Mesure de probabilité réguliére positive sur I’espace compact 2.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous allons exposer ’ensemble de toutes les no-
tions de base utilisées dans notre travail, & savoir les définitions importantes et les théorémes
fondamentaux. Dans la deuxiéme partie, nous rappellons quelques propriétés des applica-

tions non linéaires (multilinéaire, produit tensoriel,Polynémes homogenes de degré m) .

1.1 Opérateur linéaire borné

Définition 1.1.1 Soient X,Y deux espaces de Banach définis sur le méme corps k .L’ap-

plication T : X — Y est dite linéaire si :

IVe,ye X T (e+y) =T (2)+ T (y).
2Ver e X,V ek T (\x) =T (z).
On note L (X,Y’) 'ensembel des applications linéaires de X dans Y.

SiY =k ,L(X, k)= X/ X/ss'appelle le dual algébrique de X .

Définition 1.1.2 Soit T € L(X,Y) .L’application linéaire T est dite borneé ou continue

s’il existe une constante C' > 0 telle que :



1.2. Espaces de Banach classiques

Vee X || T(x) ||[y<C| z|x. (1.1)

On note B (X,Y’) ensembel des applications linéaires borneés muni de la norme :

1T = suplfl

2£0
= sup || T'(z) .

=<1

On a aussi :

Vo e X, | T () |<[ T [l |l

Cas particulier :

SiY =k ,B(X,k) =X* s’appelle le dual topologique de X .

Remarque 1.1.1 B (X,k) C L(X,k).

1.2 Espaces de Banach classiques

1.2.1 Les espaces de suites /,

Définition 1.2.1 Soient (z,,), .yune suite d’element de R et p € [0, +o00[.On définit I’en-

semble ¢, par :

neN

by =10,(R) = (IﬂneNCR (Z‘xn|p> < +00

muni de la norme :

hSA

I (@) pen o= <Z | @n |p)



1.2. Espaces de Banach classiques

Si p = 4o00,0n définit /., par :

neN

loo =l (R) = {(mn)neN CR:sup|ax,|< —i—oo} :

muni de la norme :

| (@) pen lloo=sup | @y | .
neN

Définition 1.2.2 [5/ Soit X un espace de Banach et 1< p < oo ,p* est le conjugué de p i.e,

% + z% = 1. On note par £} (X) Uespace de toutes les suites (x;);_, de X muni de la norme

1
n P
I (@n)<icn llepon= (Z | i ||p>
=1

Et par £ “ (X) I'espace de toute suite (z;);_; de X muni de la norme :

3=

I (@a) llg == supl(2| )

llz* || x=

Ou X* est le dual topologique de X.

Théoréme 1.2.1  L’espace {5 est un espace de Hilbert dont le produit scalaire est :

)= ol
neN
Théoréme 1.2.2  Tout espace de Hilbert séparable admet une base dénombrable est iso-

morphe a (5.

Théoréme 1.2.3 Soit 1 <p<+oo .Ona :



1.2. Espaces de Banach classiques

Avec p* est le cojugué de p i.e; % + 1% =1.

Proposition 1.2.1  Soit 1 < p < +00.L’espace ), est reflexif alors :

Proposition 1.2.2 Soit 1< p < g < 400 . Nous avons les inclusions suwivantes :

(L Cl,ClyC- Clo.

1.2.2 L’espace L,

Un espace de Banach X est un espace £, ) si tout sous-espace de dimension finie £ C
X est contenu dans un sous-espace de dimension finie ' C X pour lequel il existe un
isomorphisme v : F' — €2 avec || u ||| u™" [[< XX est un espace £, 8'il s’agit d’un espace
L, » pour certains A > 1. L’espace L£(£2, u) est un espace £, pour tout A > 1 (1 < p < o0)
et tout L, \-espace est isomorphe a un sous-espace de certains L, (€2, ). Si K est un espace

Hausdorff compact , alors C(K) est un espace Lo, pour tout A > 1.[5]

Définition 1.2.3 (Sous espace complémenté) [17] Soit X un espace de Banach et Y un
sous espace fermé de X. On dit que Y est complémenté de X s’il existe un sous espace fermé
Z tel que :

X=YaqZ
Le sous espace fermé Z s’appel le complément de Y.

Théoréme 1.2.4 Un sous espace ferméY d’un espace de Banach X est complémenté de

X si et seulement st, il est ['image d’une projection continue de X .

1) Tout sous espace fermé d’'un espace de Hilbert H est complémenté dans H.



1.3. Polynomes homogénes et opérateures multilinéaires

2) Les (}; sont complémentés dans £,,.

Proposition 1.2.3 [9/

1) Sil < p< ooet X est un espace L, alors X** est isomorphique & un sous espace
complémenté de Lp(u) .
2) Si X est un espace £ (resp. L), alors X est isomorphique & un sous espace
complémenté de L;(u)(resp. C(K)) .
Inversement, si X est un sous espace complémenté de L, (1 < p < 00), alors X est un

epace £, ou bien isomorphe a un espace de Hilbert.

Proposition 1.2.4 [9]

1) Si X est un espace £,y pour tout A > 1, alors X est un Lp (p) .

2) Tout espace de Hilbert est un espace Lo ) pour tout A > 1.

1.3 Polynémes homogénes et opérateures multilinéaires

1.3.1 Application multilinéaire

Soient Xq,...,X,,,Y des espaces de Banach . L’application T" : X; x ... x X,, = Y
est dite multilinéaire (ou m-linéaire)s’il est linéare par rapport a chaque composante. Il est
borneé (ou continue) s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout (z1,...,x,) €
Xy,..., X ona:

[T, wm) |SC L[] | (1.2)

On note L£(X1,...,X,;Y) Despace des opérateurs m-linéaires bornées qui est Banach

dont sa norme est la plus petite constante C' vérifiant (1.2) . Elle peut s’exprimer aussi



1.3. Polynémes homogénes et opérateures multilinéaires

par :

IT]=  sup [ T(zr,..,zm) ||

llz;1<1;1<<m
SiY = R ,on écrit simplement £(X1,...,X,;R) = L(X,...,X,,) et s’appelle forme

multilinéaire.

Opérateur adjoint

Soient Xi,...,X,,,Y des espaces de Banach. A chaque opérateur multilinéaire 7T :
X1 X ...x X,, — Y on associe I'opérateur adjoint suivant :
T :Y* — L(Xq,..., Xpn).
deéfini par T*(y*) : Xy X ... X X,,, = k ou T*(y*)(«!, ..., 2™) = y*(T(2*,...,2™))
ou (k=R ou C).

Produit tensoriel projectif [7]

Soient X1,...,X,, des espaces de Banach. On note X; ® ... ® X,, le produit tensoriel

algébrique de X, ..., X,,. On définit la norme projective par :

v ll=inf {Zﬁ | H}

i=1j=1

ou l'infimum est porté sur toutes les représentations possibles de v de la forme :

n
v = E Ti®...Qx"
i=1

Le complété de X; ® ... ® X,, pour cette norme sera noté X;® ... R0,X,, qui s’appel
le produit tensoriel projectif des espaces Xi,...,X,,.51 X; = ... = X,,, = X ,on écrit

~m
simplement ©_ X.

10



1.3. Polynémes homogénes et opérateures multilinéaires

(m)
On note le produit tensoriel symétrique par @7'X = X ®, 7~ ®,; X ,et on note la

ferméture de ®™X dans ®_ X par @, X,
Produit tensoriel injectif :

On définit la norme injective par :

v ll=sup {iﬁ | (o) |} |

i=1j=1

ou le supremum est porté sur toutes les représentations possibles de v de la forme :

n
v = E Ti®... Q1"
i=1

Le complété de X1 ®...® X,, pour cette norme sera noté X;®, ... ®.X,, qui s’appelle le
produit tensoriel injectif des espaces X1, ..., X,,.51 X7 = ... = X,,, = X ,on écrit simplement

®. X.

Opérateur linéairisé :

A chaque opérateur multilinéaire 7' : X1, ..., X,, — Y on peut lui associer un opérateur

linéaire T :X1®, ... %, X,, — Y , appelé linéarisation de T et définit par :

T(ix%@...@x?.) ST (e,
=1 =1

Il est bien défini, car il ne dépend pas de repésentation choisie (voir [19]). . De plus, T
est unique et || T ||=| T'|| -
On a aussi L(X1,...,X,;Y)=1B (X1®7T e ®r X Y) .

car 'application ® : £(X1,..., X} Y) = B (X1®r ... @ X Y)

11



1.3. Polynémes homogénes et opérateures multilinéaires

T —-o(T)=T
est une isométrie surjective.

Cas particulier :

(X1®r ... @nX) =L (X1, , X)) - (1.3)

1.3.2 Polynémes homogénes de degré m

Pour définir le polynome homogéne ,on donne la définition des opérateurs multilinéaires

symétriques.

Définition 1.3.1 ( Opérateure Multilinéaire symétrique) : Soient XY deux espaces de
Banach et soit T : X x ... x X —Y un opérateur multilinéaire , T est dit symétrique si :
—_——

(m)

Too(x1,...,Tm) :T(mg(l),...,xa(m)) =T (x1,...,Tm)-

pour toute permutation o.

On note L, (™ X;Y') lespace des opérateurs multilinéaires symétriques.

A chaque opérateur multilinéaire T € L(™X;Y') ,on peut associer un opérateur symeé-
trique Ty € L,(™X;Y).En effet, soit

T :X x...x X — Y un opérateur m-linéaire,posons :
—_——
(m)

T, = %ZTOJ.

L’opérateur T s’appelle opérateur symétré de T'. On a :
(1) SiT e L(™X;Y),alors Ts € Ls("X;Y).

(2) Ts = T si et seulement si T est symétrique.

12



1.3. Polynémes homogénes et opérateures multilinéaires

(3) L'opérateur linéaire S : L(™X;Y) — Ls(™X;Y)
T — S(T) =Ty

est une projection.

Définition 1.3.2 (Polynéme homogéne de degré m) Fizons m € N* . Soient X, Y deux
espaces de Banach. L’application P : X — Y est un polynéme homogéne de degré m, s’il

ezriste un opérateur multilinéaire symétrique T € L(MX;Y) tel que :

~ m

P(z) =T(x,// ).

On note P("X;Y); 'espace des polynomes homogenes de dégré m de X dans Y muni

de la norme
| P [|= sup {[| P () ||, | = [|< 1}
=inf{C:]| P(x) |[|[<C | z ||™ pour tout z € X}
Si Y =k, on écrit simplement P (™X) .

Si P € P ("X;Y); on définit sa linéarisation : P :®:sX — Y par :

ou Ti<i<n € X.

Proposition 1.3.1 La correspondance P T établit un isomorphisme entre P ("X;Y)

et L(MX;Y)

Proposition 1.3.2  (Formule de polarisation) Nous avons pour tout T € L("X;Y)
([18] Théoreme 1.10 )

T (z',...,2™) = m'2m Z €1...€mPr (Z@aﬂ)

ei=*%1
1<i<m

13



1.3. Polynémes homogénes et opérateures multilinéaires

ol Pr est le polynome associé a T'. De plus, Pr est borné sur la boule unité de X si et

seulement si 7" est borné. Les deux normes vérifient I'inégalité suivante :([18] Théoréme 2.2)

m

m
| P I T < 20 Pr )

Opérateurs diagonaux :

Les plongements naturels de X dans X XX X et ®' X notés A,, et d,, respectivement.
Ils sont définis par :
Ay X —=Xx..xX 5, X—-&"X
x— (z,...,x) r—r®...0

Il est claire que le diagramme suivant est commutatif :

X
6771
Am |
Xx_...xX — &'X
~~~ im

ie, i, o A, = d,, ou i, est 'opérateur multilinéaire canonique, de X; x ... x X, dans
X1®y ... R0:X,, défini par :
i (T1, 0 T) =21 @ o @ Ty

On a aussi le diagramme suivant :

Xy X ... x X,
im |
X1®ﬂ-...®ﬂXm —~> Y

T

s

14



1.3. Polynémes homogénes et opérateures multilinéaires

Proposition 1.3.3 Un opérateur P : X — Y est un polynome de dégré m, si et seulement

si, il existe T € L(™X;Y) tel que le diagramme suivant commute :

Om
~Am

s

!
X —
T

Preuve. Soit Ts 'opérateur symétrique de 7', Par définition et le diagramme ci-dessus,

ona: N

15



Chapitre 2

Espaces réflexifs et théorémes de

James

Dans ce chapitre,Commencons par définition de l’espace reflexif et caractérisation to-
pologique,puis on discute les théoremes de caractérisation de James linéaire et non linéaire

(multilinéaire, polynomiale et type rayon numérique ).

2.1 Espaces réflexifs

Définition 2.1.1 (plongemet canonique ) Soit X espace de Banach.On définit le plonge-

ment canonique, noté Jx , de X dans son bidual X** par :

Ix(z): X* —k
avec Jx(z)(x*) = x*(x).

L’application Jx est toujours isométrique. En effet, soit x € X, alors :
| Ix(@) || = sup [Jx(z)(z")]
T*EBx*

= sup |a7(z)|
T*EBx*

= (A

16



2.2. Caractérisation topologique

On note que Jx n’est pas necéssairement surjective.Si on a le cas, nous donnons donc la

définition suivante.

Définition 2.1.2 Soit X un espace de Banach.L’espace X est réfiéxif si son plongement

canonique Jx est surjectif.

Remarque 2.1.1 [2] Le plongemet canonique Jx : X — X** nest pas toujours surjectif.
En effet,si X = co muni de la norme || . ||oo,on a X* = (1, X™ = l et le plongement
canonique Jx : X — X** correspond a l'injection canonique co — L. Donc J n’est pas

surjectif.

1) Les espaces normés de dimension finies sont réfléxifs.

2) Pour tout p €]1, +oo|, ¢, est réfléxif.

Théoréme 2.1.1 L’espace X est réfléxif si et seulement si X* est réflérif.

2.2 Caractérisation topologique

Définition 2.2.1 (Topologie faible) Soit X un espace de Banach et X* son dual. On définit
la topologie faible de X comme étant la topologie la moins fine qui rend toutes formes

linéaires de X* continues.

La convergence dans cette topologie se caractérise par :
x, tend faiblement vers x <= Vz* € X* : (2%, 2,) — (2", z).
Bien entendu, la topologie faible est moins fine que la topologie forte (de norme) et la
convergence en norme implique la convergence faible.
On note aussi que la ferméture en norme des sous espaces vectoriels et parties convexes
de X reste la méme dans la topologie faible. Le théoréme suivant caractérise les espaces de

Banach réfléxifs.

17



2.2. Caractérisation topologique

Théoréme 2.2.1 [6] Un espace de Banach X est réfléxif si et seulement si sa boule d’unité

fermée Bx est compacte pour la topologie faible.

Définition 2.2.2 (Topologie *-faible) Soit X un espace de Banach,dans [’espace X* on
définit la topologie *-faible comme étant la topologie la mois fine rendant continues les ap-

plications suivantes :

r: X*—k
La convergence dans cette topologie se caractérise par :
x} tend *-faiblement vers * <= Vr € X : (z,z}) — (z,z%).
Une grande motivation d’introduire cette topologie est de récupérer la compacité de la

boule unité fermée de X* .

Corollaire 2.2.1 La boule unité fermée de X* est compacte pour la topologie x-faible.

Remarque 2.2.1 Si l’espace de Banach X posséde un prédual (i.e.,3 G espace de Banach
tel que X = G* , généralement G n’est pas unique), on peut dans ce cas définir les trois
topologies dans X, forte, faible et x-faible. On note aussi que la topologie x-faible est moins

fine que la topologie faible et par conséquent, la convergence faible implique la convergence

x-faible.

Théoréme 2.2.2 [15] Un sous ensemble C' fermé et convexe d’un espace de Banach X est

faiblement compact si et seulement si toute forme linéaire de X* atteint sa norme sur C.

Théoréme 2.2.3 [8] Un espace de Banach X est réfléxif si et seulement si sa boule d’unité

fermée Bx est faiblement compacte.

Théoréme 2.2.4 Soit X un espace de Banach, les deux assertions suivantes sont equiva-

lentes :

18



2.3. Version non-linéaire du théoréme de James

1) L’espace X est réfléxif.
2) La topologie faible et x-faible sont coincides dans X* et qui est I'unique prédual de

X.

2.2.1 Théoréme linéaire de James

Définition 2.2.3 Soit X un espace de Banach, la forme linéaire x* de X* atteint sa norme

s’il existe xo de By tel que

lz* | = sup [z7(2) |
r€Bx

= e Il 2 (o) | -

Définition 2.2.4

Le théoréme suivant est une caractérisation de la réfexivité de James.

Théoréme 2.2.5 (James) [6] Un espace de Banach X est réfléxif si et seulement si toute

forme linéaire de X* atteint sa norme.

Théoréme 2.2.6 Un sous ensemble faiblement fermé C d’un espace de Banach X est fai-
blement compact si et seulement si toute forme linéaire x* de X* atteint son maximum sur
C i.e.,

Va* € X*, 3xg € C :| 2" (x0) |=sup | z*(z) | .
zeC

2.3 Version non-linéaire du théoréme de James

2.3.1 Version multilinéaire

Soient Xi,...,X,, des espaces de Banach. Soit ¢ € L(X7,...,X,,) une forme mu-
tilinéaire. On dit que la norme de ¢ est atteinte s’il existe 20 € Bx,,...,2% € By, tels

m

que :
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2.3. Version non-linéaire du théoréme de James

el = sup | p(zr,. 0 mm) |

ijBXj,lgjgm
= (2% ... 2%) .

Le théoreme suivant généralise celle de James pour plusieurs espaces de Banach.

Théoréme 2.3.1 Soient X1, ..., X, des espaces de Banach. Les deux assertions suivantes

sont équivalentes :

(a) Les espaces X, ..., X,, sont réflexifs.
(b) Toute forme multilinéaire de £(X1,...,X,,) de la forme ¢ = 2] ® ... ® z, atteint
sa norme.
(a) = (b) : On suppose que Xj, ..., X,, sont réflexifs. Soit ¢ € L(X,...,X,,) de la

forme o =77 ® ... @z}, ou x; €X (1< j< m) . Alors, d’apres le Théoreme de James

X} atteint sa norme,i.e,3z) € By, tel que || 7} ||=| x73(«}) | .Nous avons :
el = sup | ay(z)..xg, () |
:z:jEBXj,lgjgm
m
= [T sup |5 (z) |
j=lz;€Bx,
r 0 0 0
= I T=) =le (. mm) |
J:

(b) = (a) fixons 1 < j < m .Pour tout 1 <k <m ,(k # j), on choisit r} € Bx: tels
que || z} ||= 1.Soit maintenant z* € X, on pose la forme mutilinéaire suivante :

P=2i®...0"®...0x5, € L(X1,...,Xn).

Il est facile de voir que || ¢ ||=|| z* || .D’aprés (b), ¢ atteint sa norme, i.e., il existe
2% € By,,...,2% € By, tels que :
el = [ o (2, ) |
= | x5} (29) ... x* (29) ...x5, (2,) |
< sl I @) T I =1x () |
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2.3. Version non-linéaire du théoréme de James

c’est a dire || 2* ||<| z* (29) |.D’autre part,

l2*ll= sup | 2" (z) =] 2" (aF) | .
xEBXj
Dou || z* [|=] z* («9) |. En déduire d’apres le théoréme de James que X est réflexif.

2.3.2 Sur la réflexivité du produit tensoriel projectif

Corollaire 2.3.1 [6] Soient Xi,...,X,, des espaces de Banach. Les deuz assertions sui-

vantes sont équivalentes :

(a) L’espace X @y ... ®:X,, est réflexif.

(b) Toute forme multilinéaire de £(X1,...,X,,) atteint sa norme.

Remarque 2.3.1 Si X n’est pas réflexif, pour tout espace de BanachY , le produit projectif
X®,Y nest jamais réflexif. En effet, sinon, on peut construire une forme bilinéaire & partir
d’une forme linéaire quelconque de X de la forme x* ® y* avec || y ||= 1. Par un arguement

similaire au Théoréme 2.2.6 on conclut que x* atteint sa norme.

Lemme 2.3.1 Pour tous espaces de Banach Xi,...,X,,,Y , on a l'identification isomé-
trique

L(X1, ., X3 Y) = (X1®r ... @2 X @Y ™) (2.1)
Proposition 2.3.1 Soient X1,...,X,, des espaces de Banach. Les deuxr assertions sui-

vantes sont équivalentes.

(a) L’espace L(X1,...,Xn;Y) est réflexif.

(b) Tout opérateur multilinéaire de £(X1,...,X,,;Y) atteint sa norme.
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2.3. Version non-linéaire du théoréme de James

Corollaire 2.3.2 Si L(X,...,X,,;Y) est réflexif, alors tous les espaces X1, ..., X, ; Y

sont réflexifs.

Contrairement, si 'un de ces espaces est non réflexif alors 'espace £( X, ..., X;;Y) est

non réflexif.

2.3.3 Version polyndémiale

Soit X un espace de Banach. Soit x* € X* | on définit le polynéme homogéme de

degré m suivant :

P (z) = 2" (2)...a" () = a" (2)"".

_~
m fois
Dans ce cas, on a :
| Pos ||= sup | Ppe () |= sup | z" (2)™ |=] 2™ |
rEBx r€BXx

Le multilinéaire symétrique associé a ce polynéme est donné par

T=2"®... Q"
——

m fois
Définition 2.3.1 [14] Soit P € P ("™X) un polynéome de X dans k. Ce polynéme est dit

atteint sa norme s’il existe 2° € By tel que

I P = sup | P(x)[=] P (z") |.

LL’EBX

Théoréme 2.3.2 (La premiére vesion polynomiale du Théoréme de James) :

Soit X un espace de Banach. Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(a) L’espace X est réflexif.
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2.3. Version non-linéaire du théoréme de James

(b) Tout polynéme de P ("X) de la forme P, atteint sa norme.
(a) =(b) . On suppose que X est réflexif. Soit P € P("X) de la forme P, = @™x* ou

x* € Bx~. Alors,d’aprés le Théoréme de James x* atteint sa norme, i.e., 32° € By tel que

| z* ||=| z*(«°) |. Nous avons
| Poe || = sup | 2" (z)" |
rEBx
= swp [ (@) " = [@*@) " = P (a9).
r€Bx

Alors P, atteint sa norme.
(b) = (a) . On suppose que P, atteint sa norme.
Soit x* € X* | on pose

P (2) = 2" (2) ... 2" (2) € P("X).

i

Vo
m fois

= || z* ||™. D’aprés (b), P, atteint sa norme, i.e., il existe 2° € By

Nous avons, || P«

tel que
| Pe [|=] Por (2°) =[] 2™ ™,
ce qui implique que,|| z* ||=| z*(2°) | .En déduire d’aprés le Théoréme de James que X
est réflexif.
Considérons maintenant xj, ...,z € X* on définit le polynome (n’est pas homogene)

suivant

La norme de ce polynoéme est

H Pa:’l‘,‘..,x;‘n

|= sup | Pes,.op, (7) |= sup |27 (2)... .25, (2) |= H |5 ]l -
j=1

r€Bx r€Bx

Théoréme 2.3.3 (Deuxiéme version) :
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2.4. Version de type rayon-numérique

Soit X un espace de Banach. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(a) L’espace X est réflexif.

(b) Pour tous z7,..., x5, € X* le polynéme P, .- atteint sa norme.

(a) = (b).On suppose que X est réflexif .Soit P € P ("X) de la forme Ppx . (v) =

------

i (z)...ak (z).Oual, ... xf € X*

Alors, d’aprés le Théoréme de James z}(1 < i < m) atteint sa norme ,i.e 32° € By tel

que|| 2} ||=| ¥ («°) |,nous avons
| Pxf,---,win | = sup | Px’{,--.,xin (z) |
rEBx
= sup |2} (2)...a% (2) |
rEBx
= |21 (=)...a7, (%) |
= | sz,-.-,x;‘n (370) |
i.e.Paja{,_.’x:n atteint sa norme.
= (a) .On suppose que = .« atteint sa norme,solent x7,...,x, € on pose
b 0O P17 @ i ient x] v, € X*

Pyr..an (x) = 23 (x) ... 2}, () cela indique qu'il existe 2° € By tel que

|| Px’{,.“,x*

m

ZEEBX

m
7j=1

ce qui implique que

5 [l=l 27 (=) |-

En déduire, selon le Théoréme de James que X est réflexif.

2.4 Version de type rayon-numérique

Pour énoncer la troisiéme version de théoréme de James décrite dans [1],rappelons que

le rang numérique d’un opérateur T € B (X, X) (espace de Banach de tous les opérateurs
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2.4. Version de type rayon-numérique

linéaires bornés sur X ) est 'ensemble borné des scalaires
V(T): ={«*(Tx) : (z,2*) e II(X)},
ouIl(X): ={(z,2*) € Sx x Sx+: 2* (x) = 1} .Et le rayon numeérique de T est donné par :

v(T): =sup{|plpeV(T)}.

L’opérateur T est ateint son rayon numérique quand le sup qui définit v (7") est le max.
Dans cette version de théoréme de James posée ici, on utilise uniquement les opérateurs
de rang 1 (rank-one opérators), qui sont définis de X dans X par

Size X etz € X* alors " ® x dénotera 'opérateur défini sur X par :
(@*®@2)(y): =37 (y)z. y € X,
Proposition 2.4.1 §i B est l’ensemble défini par :

B={y" (vo)y: (y,y") € L(X)}

alors le rang numérique de 'opérateur x* ® xy atteint son rayon numérique sur B.

Pour z* € X*on a que :

vzt @) = sup ]y (2" @ x0) () [}
(v ETX)

= sup  {|y* (z* (y) (z0)) |}

(y,y*) € (X)

= sup  {| (@ (y) ¥ (20)) |} (car y'linéaire)
(y,y*)€IN(X)

— sup  {] (z*(v* (w0)) y) |}

(y,y*)ell(X)

= sup | 2*(b) | .
beTI(X)
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2.4. Version de type rayon-numérique

Théoréme 2.4.1 Soit X un espace de Banach et xo € X \_ {0} tel que le sous ensemble :

{z* € X* : 2" ® x( atteint son rayon numérique},

posséde un intérieur non vide x—faible. Alors, X est réfléxif.

Remarque 2.4.1 Le résultat précédent se généralise voir (Théorémel,[}]) comme le sui-

vant :

Un espace de Banach est réfléxif si chaque opérateur atteint son rayon numérique.

Dans la proposition suivante, on obtient une réciproque partielle du résultat précédent.

Proposition 2.4.2 Soit X un espace de Banach réfiéxif et vy € X,alors il existe une
norme equivalente sur X telle que pour tout x* de X* ["opérateur x* @ xqy atteint son rayon

numérique.

Corollaire 2.4.1 Un espace de Banach X est réfiéxif si et seulement si pour certain xg €
X, (g #0), il existe une norme equivalente telle que l'opérateur z* ® xqy atteint son rayon

numérique pour tout x* de X* .
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Chapitre 3

Version polynémiale et multilinéaire

de théoréme de Kwapien

3.1 Introduction

Dans Darticle de Cohen [11] , il a montré que IIo(H;Y) C Dy(H;Y') pour tout espace
de Banach Y et tout espace de Hilbert H. Kwapien [16] a donné une version réciproque de
ce théoréeme de Cohen : X est isomorphe & un Hilbert si et seulement si,pour tout espace
de Banach Y'; on a II1(H;Y) C Dy(H;Y),puis dans [10] Q.Bu a générlisé ce résultat de
Kwapien pour tous 1 < p,q < oo i.e II,(X;Y) C D,(X;Y). Dans ce chapitre, on s’intéresse
a donner une version multilinéaire et polynémiale de cette caratérisation.

Les concepts de ce chapitre sont inspirés en général des deux articles [3] et [5] .

3.2 Caractérisation multilinéaire des espaces de Hil-
bert.

Définition 3.2.1 [12/ Un opérateur u entre espaces de Banach X,Y est Cohen fortement

p—sommant (1 < p < oo) s’il existe une constante positive C' telle que pour tout n € N,
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3.2. Caractérisation multilinéaire des espaces de Hilbert.

T1,...,xn€X etyl,...,ys €Y ona:

[

ZI (z:),97) < C (Z I i ||”> sup || w7 (¥) llez. - (3.1)

yEBy

La plus petite constante C, notée d,(u), telle que 'inégalité (3.1) a lieu, définit la norme
fortement p—sommante sur l'espace de Banach D,(X;Y’) des opérateurs Cohen fortement
p—sommants de X dans Y . Pour p = 1, I'espace D;(X;Y") coincide avec B(X;Y); I'espace

des opérateurs bornés de X dans Y.

Définition 3.2.2 [13] Soit 1 < p < o0 et T € L(X1,...,Xm;Y).L'opérateur T est for-
tement p—sommant s’il existe une constante positive C telle que pour tous x: 2l €

Gooer Ty
X],(]:L,m)

HEL(Xy

(ZHT(SE},,xT)Hp )pSC supx)<2|¢ )|p )P. (32)

La classe des opérateurs m—linéaires fortement p—sommants de X; x ... x X,, dans Y,
notée L£2(Xi,...,X,,;Y) est un espace de Banach pour la norme || 7' ||,» qui est la plus

petite constante C' telle que I'inégalité (3.2) soit vérifiée.

Définition 3.2.3 /3] Soient m € N et X;,Y des espaces de Banach (j = 1,...,m). Un

opérateur m—linéaire

T:X; x...xX,, =Y est Cohen fortement p—sommant, 1 < p < oco; s’il existe une

constante positive C' telle que pour tout le-, coxf € Xy et tout i, ...y, €Y

3=

- (3.3)

p*

ST () ) | SC( | R H])D(]) sup || y;' () e
yEBy

i=1 j=1
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3.2. Caractérisation multilinéaire des espaces de Hilbert.

La classe des opérateurs m—linéaires Cohen fortement p—sommants de X; x ... x X,,

dans Y, notée D} (X1,...,X;n;Y), est un espace de Banach pour la norme

di(T) = inf {C vérifiant 1'inégalité (3.3)} .

Pour p=1,ona D" (Xy,..., X Y) = L(Xq,..., X,,;Y).

Théoréme 3.2.1 [16] Les assertions suivantes sont équivalentes.

1) X est isomorphe & un espace de Hilbert.

2) Pour tout espace de Banach Y, TI5(X;Y) C Dy(X;Y).
3) Pour tout espace de Banach Y, Dy (Y; X) C II1(Y; X).
(1) = (2) Par le théoréme de Cohen.

(2) = (1) Préliminaire : Soient K = By muni de la topologie x—faible et (x});en

C C(K)* tels que || (27)ien [leg(c(x)< 1. On lui associe I'application linéaire :

u: C(K) — ly

définie par u(x) = ((x, z})),.,. L’application u est bornée car

l
lull= sup |lu(z)fl= sup (Z! 2) =l (#7)ien lleg ey < 1.

| < lel<1 \ %oy

D’apres le petit théoréme de Grothendieck, elle est 2-sommante, ce qui implique que
uoiyx: X — C(K) — /s

est 2—sommante, donc Cohen fortement 2—sommant, i.e, i% o u* est 2—sommante.
Montrons & l'aide du Préliminaire que i% € [[,(C(K)*; X*). Soit (z}) € 5 (C(K)*) et

soit u associée a (xf) comme ci-dessus. Alors 27 = u*(e;) , donc
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3.2. Caractérisation multilinéaire des espaces de Hilbert.

(Z | i (}) ||2) = (Z || 7% o u*(e;) ||2> < (1% o u*) < 0.

1€EN ieN

et par conséquent % est 2—sommante. Il existe donc un espace de Hilbert H tel que
% =viovy: C(K)* 2 HZ X~

Comme 7% est sujective, vy est aussi surjective. D’apres le théoréme de ’application
ouverte, X* est isomorphe & I’espace quotient %@1) , donc & un Hilbert.

(2) & (3) Facile a voir.

Théoréme 3.2.2 [3] Fizons m > 2. Soient X;(1 < j < m) des espaces de Banach. Les

assertions suivantes sont équivalentes :

1) Les espaces X1, ..., X,, sont isomorphes aux espaces de Hilbert.

2) Pour tous 1 < p, ¢ < 0o,et tout espace de Banach Y’
LhHX1,..., Xm;Y) C Dy (X, X3 Y).
3) Pour tout espace de Banach YV, £2(X1,..., X,,;Y) C D" (Xy,...,X,;Y).

Théoréme 3.2.3 Soient 1 <p< oo etT € L(X1,...,X\n;Y) et T* son adjoint, alors les

assertions suivantes sont équivalentes

a)L’opérateur T' est Cohen fortement p—sommant.
b)Il existe une probabilité de Radon u sur By« telle que,pour tout (z!,...,2™) € X; x

oo X X et tout y* € Y

T (e ) 1< CTT 5 0 e, (3.4)

Jj=1
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3.3. Caractérisation polynoémiale d’un espace de Hilbert

c) L’opérateur adjoint 7% est p*—sommant.De plus

d(T) = [[,-(T*) = inf {C vérifiant l'inégalite (3.4)}.

p

Théoréme 3.2.4 Fizons m > 2, soit Y un espace de Banach. Les assertions suivantes

sont équivalentes.

1) Y est isomorphe a un espace de Hilbert.

2) Pour tous espaces de Banach X7,...,X,, et tous 1 < p,q < oo,
D' (X1, Xy YV) C LUX, -, X V).
3) Pour tous espaces de Banach Xi,..., X,,; Dy (X1,..., X;Y) C L2(Xy, ..., X3 Y).

Corollaire 3.2.1 Soient Hy,...,H,,, H des espaces de Hilbert, alors

Loy(Hy,...,Hy H) CDY(Hy, ..., Hyy H) C LY(Hy, ..., Hyy H)

pour tous 1 < p,r,q < oo.

3.3 Caractérisation polyndémiale d’un espace de Hil-

bert

3.3.1 Polyndmes m-homogénes Cohen fortement p-sommants

Définition 3.3.1 /5] Fizons m € N, soient 1 < p < 0o et X,Y deux espaces de Banach,
un polynéme m—homogéne P : X — Y est Cohen fortement p—sommant,s’il existe une

constante C' > 0 telle que pour tous xy,...,x, € X etyj,...,ys € Y™,
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3.3. Caractérisation polynoémiale d’un espace de Hilbert

Y (P ) IsC (Z | Hmp>p sup | y;' (y) llez, - (3.5)

i=1 i=1 yeBy !

La classe de ces polynomes est notée par P¥, (" X;Y), elle est muni de la norme
dp(P), i.e. la plus petite constante C' > 0 vérifiant I'inégalité (3.5), pour p = 1 on a
Pl (MX;Y) =P(MX;Y).

Définition 3.3.2 [20] Etant donné 1 < p < 0o, un polynéome P € P ("X;Y) est p-dominé

sl existe un constant C' > 0 tel que pour tout n € N* et pour tout x1,...,x, € X

<Z | P () H’i> " < C sup (Z |2 (z;) |p> ’

w*€Bx+ \ 153
On note par P (™X;Y) l'espace des polynomes p-dominés P : X — Y et par §,(P)
I'infimum de tout C' verifiant l'inégalité ci-dissus. pour p < m,d,(P) est une norme sur P
("™X;Y), mais pour p < m ,il est seulement un quasi-norme. ces polyndémes sont parfois

appelés polynémes (p/m,p)-sommant absolues .

Corollaire 3.3.1 Soient m € N, 1 < p,q < 0o et H un espace de Hilbert et Y un espace
de Banach et P € P("™H;Y). Si P est un polynome p—dominé, alors P est un polynome

Cohen fortement g—sommant.

Proposition 3.3.1 Soient 1 < p < oo, P : X — Y un polynéme m—homogéne et P sa

linéarisation.Les propriétés suivantes sont equivlentes.

a) Le polynome P € P" ("X;Y).

b) Le polynome P € Dy(®,, X;Y).
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3.3. Caractérisation polynoémiale d’un espace de Hilbert

Exemple 3.3.1 [5] Soit m € N et u : X — Y un opérateur linéaire fortement p-sommant

et o € X* .Le polynome
P:X —Y:P(x)=¢" Y (2)u(z)

est Cohen fortement p-sommant. En effet, pour z4,...,2, € X,yj,...,y; € Y*,

n

[(Pz) )| = > | e (@) u @) o) |
- S (e ) w) . u0) |

< q@lel (S haim) s (£ 1)

yEBy

n
=1

1
p*
p*)

Ainsi, P est Cohen fortement p-sommant et d,(P) < d, (u) || ¢ [|™!.

Théoréme 3.3.1 Soit m € N, un polynéme m-homogéne P € P("X;Y) est Cohen forte-
ment p-sommant (1 < p < 00)si et seulement si il existe une mésure de propabilité de Radon

i sur By« et C' > 0 telles que, pour tout x € X et y* € Y*

1
pT

| (P (2),y7) [<C L |I™ / [y" (™) 17 dp(y™) (3.6)

By**

En plus, dans ce cas d,(P) = min {C : C verifiant(3.6)} .

Corollaire 3.3.2 Soit 1 < p; <py <00.5i P € P%,("X;Y), alors P € P2., ("X;Y) et

dm(—P) S dPQ(P>'

Etant donné m € N et X un espace de Banach . Dans cette section,on montre que : X
est isomorphe a un espace de Hilbert, si et seulement si pour tout espace de Banach Y et

tout polynome m-homogéne 2—dominé de X dans Y, u est Cohen fortement 2—sommant.
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3.3. Caractérisation polynoémiale d’un espace de Hilbert

Théoréme 3.3.2 Soientm € N, 1 <p,q < oo et X,Y des espaces de Banach tels que P

(MX;Y) CPL,L ("X Y). Alors IL,(X;Y) C Dy(X;Y).

Soit u € II,(X;Y) ,On montrera que u € D,(X;Y) .Fixons zy € Bx et xfy € Bx~ tel

que xj(xo) = 1. On définit Popérateur 7; :® 7! X — ®Z'F7SX, (1<j<m-—1)par

T (sz U g xl> = Zws () z; @ D @ ;.
=1

=1

. A m A . A
Soit 4, : X — @, (X le polyndome canonique. On montre que le polynéme P = u o7 o
e OMp_1 00, : X — Y est p—dominé. On raisonne par récurrence sur m. Pour m = 1,le

cas est trivial.On suppose maintenant que
UOM O...0TMp—9200m_1:X —Y
est p-dominé. Soit z; € X (1 <i <n) .Alors

n n
Z;HP(@)H% = Z:l||U07T10---O7Tm—1O5m(l’i)||%
1= 1=
= ||uo7rlo...o7rm_1<mi®§m?®mi> lkz
i=1

= > lap@) [Flluomo.. omns (ne Do) |

=1

Par I'inégalité de Holder

Yo P (i) |n< (Z | 25 (2:) |p> (Z fuomio... oMy 50 0dnm_1(z) ||’“p‘1)
i=1 i=1

i=1

On obtient par la déduction supposée et le fait que zj; € Bx+
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3.3. Caractérisation polynoémiale d’un espace de Hilbert

:U*GB)(* 1=

1 m—1

n m n )
< ﬁ(z\xa () \p) sup (zm* () |p>
i=1 z*€Byxx \i=1
< O sup 3 [ () |7

Par conséquent, P est p—dominé d’ou ,il est Cohen fortement g—sommant. Par la dé-

composition P = P o §,, on a, P =womo...om, 1 lequel est Cohen fortement
g—sommant par la proposition 4.10. Maintenant comme, il a été montré dans la preuve du
([7], Théoréme 3), ils existent des opérateurs k; :®i’,5X — ®ﬁ:;1X , (1 <7 <m—1),définis
en fonction de xjet xy tel que 7m0 k; est I'opérateur identité sur ®ZF’SX .Ona

U=UOTM O...Typ_10kj_10...0k : X =Y

lequel est Cohen fortement g—sommant,selon la propriété idéale.

Théoréme 3.3.3 [5] Soit X un espace de Banach.Les assertions suivantes sont equivalentes

1) L’espace X est isomorphe & un espace de Hilbert.

2) Pour tous m € N, 1 < p, q < oo,et chaque espace de Banach Y

Pi("X5Y) C Pl ("X Y)

3) Pour tout m € N et chaque espace de Banach Y

Pi("X;Y) C Peon(™X;Y)
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Résumeé :

Dans ce mémoire, nous avons étudié quelques opérateurs non-linéaires, qui concernent les
opérateurs multilinéaires et les polynémes homogénes de degré m .Puis on discute les
théoremes de caractérisation de James selon ses versions, multilinéaire, polynémiale et de
type rayon numeérique. Et enfin nous avons introduit le théoreme de Kwapien et son rdle dans
la caractérisation multilinéaire et polynémiale de I'isomorphie a un espace de Hilbert.

Mots clés :

Théoréme de James, opérateur multilinéaire, polynbme homogéne de degré m,théoreme de
Kwapien,espace de Hilbert, espace réflexif.

Abstract:

In this thesis, we have studied some non-linear operators, which concern multilinear
operators and homogeneous polynomials of degree m. Then we discuss the characterization of
James's theorems in its versions, multilinear, polynomial and of numerical radius type.
Finally, we have introduced Kwapien's theorem and its role in the multilinear and polynomial
characterization of the isomorphy to a Hilbert space.

Key words:

Theorems of James, multilinear operator, homogeneous polynomial of degree m, Kwapien's
theorem, Hilbert space, reflexive space.



