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Introduction.

Tous les problémes scientifiques sont modulisés par des équations ( EDO, EDP, Equation
Intégrale ) linéaires ou non linéaires qui sont difficiles a résoudre analitiquement, méme
la solution analytique n’est pas utilisée dans les sumilation. Ce qui montre I'importance
des solutions approchées dans la plupart cas. Ce mémoire est composé principalement en
deux grandes parties relativement indépendantes, les Approximation Numérique et sur les
méthode de résolution associées.

Un probléme posé sur un domaine continu ( espace - temps ) n’est pas résoluble tel quel
par un ordinateur, qui ne peut traiter qu'un nombre fini d’inconnues. Pour se ramener a un
probléme en dimension finie, on discrétise 'espace ( sous intervalles, triangles, volumes, ...
, i.e meshgrid ).

Ce mémoire contient trois chapitres.

Le premier, contient les définitions de base et les outils mathématiques qui sont néces-
saires pour une bonne compréhension de la suite des problémes traités.

La seconde partie, traite de la résolution des équatuions différentielles par :

e Meéthodes de différences finies : le principe est de se donner un nombre de points (21,

Ta, ..., Tp) et on approche 'opérateur en chacun des z;.

e Méthodes de éléments finis qui est basée sur la technique de formulation variationnelle,
qui consiste a remplacer 1'espace V par un sous espace de dimension finie V), € V,

construit a ’aide des fonctions de base ’éléments finis.

e Méthodes de projection appliquée aux équation intégrale de type fredholm deuxiéme
espéce. Nous introduisons en particulier les concepts de consistance, de stabilité et de

convergence et les lines étroits entre ces trois notion.



Introduction

Notre objectif dans 3°™¢ chapitre est de rendre accessible les idées que nous avons présenté
dans le chapitre précédent. Nous allons réaliser d'une maniere détaillée certaines méthodes
numériques pour la résolution approchée des équations différentielles et des équations inté-

grales de second type.



Chapitre 1
Préliminaire

Introduction

L’analyse classique enseignée jusqu’au licence porte essentiellement sur des espaces de
dimension finie, cela convient par exemple pour résoudre des équations différentiels linéaires
simple. Pour résoudre les équations non linéaire ou équations intégrales ou équations EDP,
les solutions sont & chercher & priori dans des espaces de dimension infinie. La recherche
des solution explicite étant souvent hors porté. On cherche a décrire la structure des ces
solutions par leur appartenance a des espaces adaptés au probléme posé. Ceci nous meéne a

considérer des espaces munis de topologies des normes ou semi norme ou des distances.

1.1 Les espaces métriques

La notion de distance entre 2 points de la droite réelle R ou du plan R? est la longueur du
segement joignant ces deux points. Plus généralement, dans ’espace R™ on utilise ce qu’on

appelle la distance euclidienne

DN | —

d(z,y) = ( Z (@i — yi)2> &= (21, Tn) Y = (Y1, -, Yn) €R”

i=1,...n

A cette distance on associe un certain nombre de notions mathématiques intervalles

ouverts, limites, des suites ou des séries, continuté des fonctions.



1.1. Les espaces métriques

Définition 1.1.1 espace métrique

Un espace métrique (X, d) est un ensemble X muni d’une application d : X x X — R,
appelée distance ou métrique, qui satisfait les propriétés suivantes:

1.Va,ye Xdx,y) >0etdx,y) =0sx=y.

2. d(z,y) = d(y,z) (symétrie).

3.V, y z€ Xdzz) <dzvy)+dy,z) (inégalité triangulaire).

Terminologie

Si 'application d : X x X — R vérifie les propriétés (2) et (3) mais pas (1), on dit que d
est une semi-distance sur X. L’exemple par excellence est bien sur R™ muni de la distance

euclidienne. Voici d’autres exemples:

1. Sur R" on peut considérer d’autres métriques :
— doo (z,y) = max {|z; —y;| i=1,...,n}.

—di(zy)= Y |-l

i=1,....,n

2. Soit C'([0,1],R) = {f :[0,1] — R, f continue}. Si f, g € C ([0, 1],R) on pose

doo (f,9) = sup{|f (t) —g ()], t €[0,1]}

1.1.1 Propriétés de la distance

Une distance d sur un ensemble X, vérifie:

1. La distance est toujours positive ou nulle

Va,ye X d(xz,y) > 0.

2. la distance entre les distances est plus petite que la distances

Va,y,z€ X |d(x,y) —d(z,2)] < d(y,2)



1.2. Espaces vectoriels normés

1.2 Espaces vectoriels normés

Définition 1.2.1 espace vectoriel normé
Un espace vectoriel normé (E,||.||) est un espace vectoriel E sur le corpsk = R ou C
muni d’une application ||.||: E — R qui vérifie:
()VYzeFE,|z|>0,et]|z]|=0&2=0.
(2)V ek, z € E, || x| = |\l ||z]|, ou |A| désigne respectivement la
valeur absolue si k = R ou le module st k = C.

B)Va,ye kL, |lv+y|| <|z||l+ |lvll, (inégalité triangulaire).

1. Dans R" on peut définir plusieurs normes:

N | —

e La norme euclidienne: ||z|| = ( Z xf) , que l’on note aussi ||z|],.

i=1,...,n

o |z]|  =sup{|x], i=1,..,n}.

o llolly = Y il

i=1,...,n

2. L’espace vectoriel C' ([0, 1], R) peut étre muni des normes:
o [fllo =sup{lf (@) ], t €[0,1]}.
1
o Ufl= [ 1@
0

o £, = </01!f(t) |2dt.) |

1.2.1 Distance assosiée a une norme

N —

Soit E un espace vectoriel sur k, et soit ||.|| une norme sur E. On associe a cette normes

une distance d sur E par la formule
Vue E,Yve E:d(u,v) = |lu—uvl.

Cette distance est dite associée a la norme ||| .



1.3. Espaces fonctionnels

1.2.2 Propriétés importantes d’une normes

1.Vue E,YveFE

el = floll] < fle = o]l -

2.V uy, ug, oo, upy € Bet VA, Ao, oo, Ay €k

n
E it
i=1

1.2.3 Espace de Banach

n
<Dl el
i=1

Définition 1.2.2 On appelle espace de Banach un espace véctoriel normé complet

1. Tout espace véctoriel normé de dimension finie est ( en particulier R™ ) est un espace

de Banach.

2. C'([0,1],R) est un espace de Banach pour la norme ||.||  mais pas pour la norme ||.||, .

étudier par exemple la suite

IN
8
IN

ne,

In (x) =

= 3

S|l o
IN
S
AN

1.3 Espaces fonctionnels

Un espace fonctionnel est un espaces vectoriel dont les éléments sont des fonctions.

1.3.1 Espaces de Sobolev

Définition 1.3.1 L’espace de sobolev WP est défini par

WP = {u € LP () pour tout multi indice o, avec |a| < m, D*u € LP ()}

Q ouvert de R", dans cette définition la dérivée partielle D* est entendu au sens de distrib-

ution

la] = a1 +as+ ... + @1 + .
0“u

D%y =
0 ux10%2uxy...0% UL,




1.3. Espaces fonctionnels

1.3.2 L’espace H!(Q)

On note par H! () I'espace fonctionnel linéaire défini par :
1 2 ou 2 .
H (Q)=<queL*(Q): E eL*(Q),1<i<ny.
Ty

Que 'on munit du produit scalaire noté (u, w),

ou Ow
(u,w), o = (U, W) g +Z<E)xz 0$Z> @

Et par le fait méme d’une norme induite

ou Ou
HUHLQ B <<u’u>m) B < o e +Z<axi 35L’z‘>L2(n))

Remarque 1.3.1 o Sip=2 on a W2 (Q) = H' (Q).

DN | —
N |

o H! est un espace de Hilbert.

1.3.3 Les sous espace de H' ()

On a quelques sous-espaces de H'! sont extrémement utiles en pratique, il s’agit I'espace
H; (Q)
Hy(Q)={ue H' (Q):u=0surT'}.

1.3.4 Espace C" (a,b)

Les éléments de cet espace sont toutes les fonctions définies sur |a,b| et possédant sur cet
intervalle des dérivées continues jusqu’a l’ordre [. La norme d’un élément f € C¥ (a,b) est

définit par la formule :
!

I£1=3 sup |79 (@)].

k=0

Une fonction F'(x,t) est dit de carré sommable sur 2 (a <z, t < b) si

b b
//F2(:c,t)dxdt<oo.



1.4. Les formes bilinéaires

1.4 Les formes bilinéaires

Définition 1.4.1 Forme linéaire

On appelle forme linéaire une fonctionnelle linéaire sur un espace de Hilbert V. Une
forme linéaire | vérifie donc les propriétés suivantes:

—l(fw) = Pl(w) YVw € V et VB € R.

—l(wy + wq) = l(wy) + (ws) Ywy,wy € V.

Définition 1.4.2 Forme linéaire continue
Une forme linéaire | sur lespace de Hilbert V muni de la norme |||, , est dite continue

s’il existe une constante C' telle que:
l(w)] < Cllwlly,  YweV.

Définition 1.4.3 Forme bilinéaire

Une forme bilinéaire sur un espace de Hilbert V' est une application a qui associe & un
couple (u,w) € V- x V un scalaire noté a(u,w) satisfaisant

—a(Biur + Byug, w) = fya(ur, w) + Pya(ug, w), ¥ uy, ug, w € V etV 5, By € R

—a(u, Bywr + Byws) = Bra(u, wr) + Baa(u,ws), V u, wi, we €V etV By, By € R

Une forme bilinéaire est donc linéaire en chacun de ses 2 arguments.

Définition 1.4.4 Forme bilinéaire continue

Une forme bilinéaire a est dite continue sur V x V' s’il existe une constante C' telle que:
la (u,w) | < Cllully lwlly, Y uweV.

Définition 1.4.5 Forme bilinéaire symétrique

Une forme bilinéaire a est dite symétrique si :
a(u,w)=a(w,u)¥ u,w e V.

Définition 1.4.6 Forme bilinéaire coercive
Une forme bilinéaire est dite coercive ou elliptique s’il existe une constante strictement
positive a telle que :

a(w,w) > allw|} Y weV.



Chapitre 2

Principales méthodes de

Discrétisation

Introduction

La résolution d’'une EDP est a priori difficile, rares sont les situations otl nous savons
calculé explicitement la solution. Nous avons alors recours divisux les méthodes numériques.
Les approches classiques de résolution numérique des EDP sont les méthodes des différences

finies et des éléments finis.

2.1 Discrétisation

Considérons le probléme aux limite suivant:

' () —c(z)p(2) = f (2)

(2.1.1)
p(a)=¢(b)=0
Ou bien I’équation d’intégrale de Fredholm:
b
o @) - [ K @0 e =) (2.1.2)

la solution analytique n’est pas a notre porté, voire impossible on va essayer de trouver

une solution approchée. Alors on peut representé les deux probléme (2.1.1) et (2.1.2) comme



2.1. Discrétisation

suit :

A: X =Y
Ap=f

Ou A: X — Y opérateur différentiel ou intégral.

(2.1.3)

Pour résoudre ce probléme continu (2.1.3) dans laquelle ¢ (z) est I'inconnue et f (z) une
donnée, comme X, Y deux espaces de dimension infinie c’est pour cette raison qu’on ne
peut pas trouver une solution analytique. Alors on va chercher une solution dans un sous

espace X,, C X tel que X,, de dimension finie n. Le probléme donc s’écrit comme suit:

A, X, =Y,

(2.1.4)

Ce probleme est dite probléme discret, c’est & dire une discrétisation est tout simplement
un remplacement d’un probléme continue dans un espace métrique de dimension infinie par
un probléme discret de dimension finie. Alors on fait recours a une discrétisation i.e un
ensemble discret est caracterisé par la propriété pour laquelle chaque point a un voisinge
qui ne contient aucun point de cet ensemble. une fonction définie sur un probléme continue
peut restriced & cela ensemble discret, et la fonction restreinte est un objet plus simple &
déterminer.

Probléme bien posés

Considérons le probléme suivant: trouver z tel que

Ax =1 (2.1.5)
ot A et b sont les données et x I'inconnue. Le probléme (2.1.5) est bien posé si:
1. la solution existe i.e A est surjective.

2. la solution est unique i.e A est injective.

3. la solution dépend continuement des données i.e A~! existe

c’est-a-dire une faible perturbation des données conduit a une faible perturbation de la
solution(définition de hadamard). Un probléme qui ne posséde pas la propriété ci-dessus est

dit mal posé. Nous considérerons dans la suite que des problémes bien posés.

10



2.1. Discrétisation

2.1.1 Les étapes de la discrétisation

Les étapes qu’on doit suivre sont:

1. Au début, un probléme posé (2.1.3) ayant la solution une fonction U qui est définie
dans domaine D. Notre objectif est de déterminer U ou une solution qui lui est

approchée U~U.

2. Le domaine D est remplacé par un sous ensemble de dimension fini (ensemble discret)
D;, ol h un paramétre autorisé a approche zéro afin d’obtenir des ensembles discrets

plus fins. Le probléeme P est remplacé par une version discréte P,.
3. Probléme P, est résolu ce qui donne une fonction V;, définie sur D).

4. Par notion d’un processus d’interpolation, une fonction V}, est obtenu dont le domaine

est D. Et dont les valeurs est équivalentes avec V}, sur D, .

5. La fonction V), est considéré comme une solution approchée du probléme original P.

On fait des estimations d’erreur pour justifier: Si h — 0 = Vj, ~ U.

Chaque approximation numérique doit vérifier les conditions suivantes:

2.1.2 Consistance, Convergence et stabilité

Un certain nombre de notion est nécessaire lors de la résolution d’équations aux dérivées
partielles (EDP) au moyen de leurs équivalents discrétisés. Les trois principales notions sont
la convergence, la stabilité et la consistance. Ces trois propriétés permettent de relier la
solution exacte des équations continues a la solution exact des équations discrétisées et a la

solution numérique obtenue.

Définition 2.1.1 la stabilité: (Voir [10])
c’est la propriété qui assure que la différence entre la solution numérique obtenue et la

solution exacte des équations discrétisées est bornée

|u — up| —n-oo 0

11



2.2. Méthode de différences finies

Définition 2.1.2 la consistance: (Voir [10])
la consistance est une condition nécessaire pour la convergence. Une méthode est con-
sistante si le résidu obtenu en injectant la solution exacte dans le schéma numérique tend

vers zéro quand h tend vers zéro.

Définition 2.1.3 la convergence: (Voir [10])
C’est la propriété qui assure que la solution numérique tende vers la (ou une) solution

exacte des équations continues u, — u.

2.2 Méthode de différences finies

La méthode consiste & remplacer les dérivées partielles par des différences divisées ou
combinaisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fini de points discrets ou

noeuds du maillage.

2.2.1 Un probléme aux limites monodimensionel

Consédérons le probléme suivante, étant donné deux fonctions ¢, et f continues sur

'intervalle [0, 1], trouver une fonction ¢ deux fois contintiment dérivable sur [0, 1] tel que:

1"

o (z)+c(x)p(z)=f(z)

©(0)=0, ¢(1)=0 (2.2.1)

Remarquons que la premiére équation de (2.2.1) est une équation différentielle du deux-
ieme ordre dont 'intégration doit faire appraitre deux constantes. Nous avons aussi deux
condition ¢ (0) = ¢ (1) = 0, appelées conditions aux limites, qui permettant de déterminer
les deux constantes d’intégration. Il n’éxiste pas de formule permettant d’obtenir explicite-
ment ¢ (z), pour tout x € [0,1]. Il convient donc de trouver un moyen d’approcher les
valeurs de la solution du probléme (2.1.1) d’aussi prés que 1'on veut. Une méthode pour at-
teindre ce but consiste a discrétiser le probléme (2.1.1) c.a.d & le transformer en un probléme

qui lui est proche et qui comprend un nombre fini de valeurs a calculer.

12



2.2. Méthode de différences finies

2.2.2 Schéma Des Différences Finis

1

7 et on note x; = ith avec i = 0,1...,n+ 1. On

Soit n un entier positif. On pose h =
note , la valeur discréte de p(z) au point x;, soit ¢, = ¢(x;). Les points de discrétisation
sont:

O=20 <21 < ... <Tp <Tpy1 =1

Des schémas aux différences finies peuvent étre construits en manipulant des développe-

ment de Taylor au voisinage de z; :

o (o h) = o () + b () + o0 (@) + 0 (8?)

0w h) = () — hg' () + g (@) +0.(42)

Ou 0 (h?) désigne un reste, qui lorsque h tend vers zéros rest borné par une constante

multipliée par h2.
z p (zi+h) — 20 (z:;) + ¢ (zi — h)
o (z;) = 2 (2.2.2)

Directement & partir de 1’équation (2.1.1) nous avons:

"

o (@) + c(xi) o () = [ (@)
Cette équation s’écrit sous la forme abrégée comme:
i + cip; = f;

Ou ¢, = ¢ (), ¢; = ¢ (x;) et fi = f(x;). Pour résoudre numériqument le probléme
(2.1.1) nous nous inspirons de (2.1.2) et nous calculons des valeurs ¢;, sensées étre proches
de ¢ (z;) et satisfaisant le probléeme aux valeurs limites :

Pir1 = 20 + @i
h2 A=l oo (2.2.3)
Yo = Pnt1 = 0

Le schéma (2.1.3) est appelé probléme approché ou encore probléme discret, par opposi-
tion au probléme (2.1.1) qui est appelé probléme continu. 1l s’agit d’un schéma d’approximation
par une méthode de différences finies du probléme (2.1.1). Résoudre (2.1.3) revient a

chercher un nombre fini de valeurs o, qui devraient étre des approximations de ¢ (z;),

13



2.2. Méthode de différences finies

0 <i<n. Si¢estlen— Vecteur colonne de composantes ¢, @y, ... , ¢,. Si F est le

n — Vecteur de composantes f1, fa, ... , fn. €t si A est la n X n matrice tridiagonale. Alors

le probléme approché (2.1.3) est clairement équivalent & chercher ¢ tel que:

Ap=F (2.2.4)
avec

(2 + c1h?) —1 0o --- 0 01 fi
—1 (24 ch?) —1 0 : ©q J2
. . . ) NN

0

0 <2+Cn_1h2) —1
0 0 -1 (2 + c,h?) ©On In

Les questions suivantes surgissent alors naturellement
1. Le systéme (2.2.4) admet-il un unique solution ?

2. A-t-on convergence de ¢ vers ¢ et en quel sens 7 Nous allons répondre a ces deux

questions. Commencons par le premier.

Proposition 2.2.1 ( voir [6] )

Soit ¢ = ,n , alors la matrice A est

(c1y.oycn)t € R™ tel que ¢; > 0 pour i = 1, ...

symétrique définie positive, et donc inversible.

Preuve. La matrice A est évidemment symétrique. Montrons qu’elle est définie positive.
Soit v = (v1...v,)", on pose vy = v,;1 = 0. Calculons le produit scalaire

Av.w =v'Av. On a :(Av,v) =

(2 + c1h?) -1 o - 0 U1
1 (24eh?) -1 0
1 0 —1 ’
ﬁ(vl.. Un) .
0 (2 + Cn_lhz) —1
0 0 -1 (24 c,h?) | |vn

14




2.2. Méthode de différences finies

c’est-a -dire :

(Av, v) =73 ZUZ —vi1 + (24 cih®)v; — vig1).

=1
On a donc, par changement d’indice :

1 n n n+1

(Av,v) = 73 Z (—vi_qv;) + 2(2 + c;h*)v? + Zvj_wj

i=1 i=1 j=1

Et comme vy =0 et v,,.1 = 0, on peut écrire :

(Av,v) =73 Z 2 + c;h?)v? h ; (—2v;v;_1)

soit encore :

(Av, v) chv + — Z(—%wiq + 0 + vl ) + vl

n
=1

On a donc finalement :

n

1
(Av,v) = Z v+ — 72 (v; — vi_1)® + 02 > 0,Y0 = (v1..0,)"

=1 i=1

n

Si on suppose (Av,v) = 0, on a alors
ZcihQ 22:0 etv,—vi1=0Vi=1,...n

On a donc v; = v9 = ... = v, = vy = v,41 = 0. Remarquons que ces égalités sont vérifiées

méme si les ¢; sont nuls. Ceci démontre que la matrice A est bien définie. m
Remarque 2.2.1 Ezistence et unicité de la solution ( voir [6] )

On a montré ci-dessus que A est symétrique définie positive, donc inversible, ce qui
entraine l'existence et 'unicité de la solution de (2.2.4). Nous allons maintenant nous

préoccuper de la question de la convergence.

Définition 2.2.1 Erreur de consistance ( voir [0] )
On appelle erreur de consistance la quantité obtenue en remplacant 'inconnue par la
solution exacte dans le schéma numérique. Dans le cas du schéma (2.2.83), Uerreur de

consistance au point x; est donc défine par:

R; = % (20 (z3) — @ (wi-1) — @ (@i41)) + () @ (25) — f(25).
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2.2. Méthode de différences finies

L’erreur de consistance R; est donc l'erreur qu’on commet en remplacant 1’opérateur

—¢" par le quotient différentiel

R = 5 (20(5) = ¢ (31) = 9 (@11))

Cette erreur peut étre évaluée si p est suffisamment réguliére, en effectuant des développe-
ments de Taylor. La preuve de convergence du schéma utilise la notion de consistance, ainsi

qu’une notion de stabilité, que nous introduisons maintenant:

Proposition 2.2.2 (voir [6] )

On dit que le schéma (2.2.3) est stable, au sens ot la matrice de discrétisation A satisfait:

On peut réécrire cette inégalité comme une estimation sur les solutions du systéme
(2.2.4):
1
16l < < II£1l-

Lemme 2.2.1 (woir [6] ) Si la solution de (2.2.1) vérifie u € C*([0,1]), alors le schéma

(2.2.3) est consistant d’ordre 2, et on a plus precisément :
h2
|R;| < —sup ‘90(4)| NVi=1,...,n.
12 o]
Définition 2.2.2 Erreur de discrétisation ( voir [6] )
On appelle erreur de discrétisation en x;, la différence entre la solution exacte en x; et

la i-éme composante de la solution donnée par le schéma numérique
ei=p(x)—¢, Yi=1..,n (2.2.5)
Théoréme 2.2.1 Soit ¢ la solution exacte de
—¢ +ep=f
p(0)=¢(1)=0
On suppose ¢ € C*([0,1]). Soit ¢ la solution de (2.2.3). Alors Uerreur de discrétisation
définie par (2.2.5) satisfait :

1
max |e;| < 9% Hg0(4)Hooh2.

i=1,....,n

Le schéma est donc convergent.
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2.2. Méthode de différences finies

Preuve. ( voir [6] ) =
Remarque 2.2.2 ( voir [6] )

On peut remarquer que la preuve de la convergence s’appuie sur la stabilité (elle-méme
déduite de la conservation de la positivité) et sur la consistance. Dans certains livres

d’analyse numérique, vous trouverez la formule:
stabilité + consistance = convergence.

Il faut toutefois prendre garde au fait que ces notions de stabilité et convergence peuvent

étre variables d’un type de méthode & un autre.

2.2.3 Exemple simple 1-D avec condition de Dirichlet

Considérons I’équation différentielle suivante:

—¢" (2) = [ (2)

zr €]0,1]
p(0)=a et @(1)=4

Ou f est une fonction continue. Le maillage est construit en introduisant n + 1 noeuds
x; avec 1 = 0,1,...,n. régulierement espacés avec un pas h. La quantité ¢, désignera la
valeur de la fonction ¢ () au noeud z;. L’équation a résoudre s’écrit, sous forme discréte
en chaque noeud x;:
—80;/ = /i
Approximons la dérivée seconde de u au moyen d’un schéma centré a ’ordre 2:

b et h) —20() g la— b)

L’équation discrétisée est ainsi :

—@ (z;+h) + 20 (x;) — @ (x; — h)
h?

~ 1

17



2.2. Méthode de différences finies

pour ¢ variant de 1 & n — 1. Il est tres pratique d’utiliser une formulation matricielle en

faisant apparaitre le vecteur des inconnues discrétes:

2 —1 0 0] [ o (h2f) + o
-1 2 -1 0 0y h2f,
0 -1
-1 0
-1 2 =1 |e,_, h? f1
0 0 =1 2] [ ¥, _thn—i—ﬁ_

2.2.4 Exemple simple 1-D avec condition mixtes Dirichlet—Neumman

Considérons I’équation différentielle suivante :

f ()
© (1) =7

—¢" (z)

e(0)=a et velo

Ou l'on a cette fois une condition de Neumann en x = 1. Les modifications du prob-
leme discrétisé par rapport au cas précédent sont les suivantes. Tout d’abord, le nombre
d’inconnues a changé. Il y a une inconnue au bord en z = 1. Le probléme discret a donc
maintenant, sur la base du méme maillage que précédemment, n inconnues ¢, pour ¢ variant
de 1 & n. D’autre part, il faut discrétisée la condition de Neumann ¢ (1) = 3. Plusieurs
choix sont possibles pour approximer cette dérivée premiére. C’est un des inconvénients de
la méthode des différences finies, elle ne donne pas de facon naturelle une bonne approxi-
mation des conditions de Neumann. Dans notre cas, utilisons une approximation d’ordre

1:

! Spn—l—l_gon
1 = —
¢ (1) .
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2.3. Méthodes variationnelles

Sous forme matricielle, on obtient :

(2o 1 0 . . . ol ] [rA+al
-1 2 -1 0| @ h2 f
0 -1
2 =1 0| |@no h2f s
0 -1 2 =1 |¢., h2fo 4
0 . . .0 -1 1] e, | |Pfathp]

2.3 Méthodes variationnelles

2.3.1 Exemple de problémes variationnels

Probléme de Dirichlet

Soit 2 = ]0, 1] un ouvert borné de R. On considére le probléme suivant :

—w @) telu@) =f@) 10,1] (2.3.1)
w(0) = u(l)=0
Ou f € C([0,1]) et u € C?([0,1]) ot I'on désigne par u” la dérivée d’ordre 2. On appelle
solution classique de (2.3.1) une fonction u qui vérifie (2.3.1). et soit w € C(]0,1[), ou
C2 (]0, 1[) désigne 'ensemble des fonctions de classe C* a support compact dans |0, 1[. On
multiplie (2.3.1) par w et on intégre sur |0, 1] (on appellera par la suite w " fonction test ")
on a donc :

/01 —u" (2) w(x)de = /01 f(x)w(x)dx

Notons que ces intégrales sont bien définies, Par intégration par parties on a:

/0 @) e — (' (1) w(1) 4 (0) w(0) + /0 (@) u(2) 0 (2) de

1
—/ f(z)w(x)dx.
0
Comme w est nulle sur 02, on obtient une formulation variationnelle qui consiste a

déterminer une fonction wu(z), vérifiant u(0) = u(1) =0 et V w(x) telle que :

lw(0)=w(1)=0

/01 u () w (z)da + /01 c(z)u(z)w(z)de = /01 f(z)w(x)dx. (2.3.2)
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2.3. Méthodes variationnelles

Donc la solution classique de (2.3.1) satisfait (2.3.2). Prenons maintenant comme fonc-
tion test w, non plus une fonction de C° (£2), mais une fonction de H} (2). On rappelle que

Despace H{ () est défini comme I'adhérence de C° (Q) dans H' (Q) = {u € L*(Q2), u € L*(Q)}.

Définition 2.3.1 (Formulation faible)
Soit f € L?(2), on dit que u est solution faible de (2.3.1) si u est solution de : u €
H; (), pour toute fonction w € V

;

ue H(Q)
a(u, w)= fol u (z)w (z)dx + fol c(z)u(z)w(x)de
= Jy 1 (@) wiw)dz
=1 (w)

(2.3.3)

Définition 2.3.2 (Formulation variationnelle)
Soit f € L*(Q), on dit que u est solution variationnelle de (2.3.1) si u est solution du
probléme de minimisation suivant :

¢

u € H} (Q)
J(u) < J(w) ¥ w e Hy ()
J(w) = [ w' (z)w (x)dz + [ c(z)w (z)w (z) do
( — Jy f (@) w(x)dx

(2.3.4)

On cherche a montrer l'existence et 'unicité de la solution de (2.3.3) et (2.3.4). Pour

cela, on utilise le théoreme de Lax-Milgram, qu’on rappelle ici :

Théoréme 2.3.1 de laz-Milgram

Soit V' un espace de Hilbert et soit | et a des formes linéaire et bilinéaire continues sur
V et V x V respectivement (I € V'). Si de plus a est coercive, alors il existe une unique
solution u du probléeme variationnel :

e trouver une fonction u € V telle que :

a(u,w)=1(w)Vw € V.
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2.3. Méthodes variationnelles

Preuve. ( voir [3] ) =
Sous les mémes hypothéses que celles du théoreme de Lax-Milgram et si de plus la
forme bilinéaire a est symétrique, le probléme variationnel est équivalent au probléeme de

minimisation suivant :

Proposition 2.3.1 e trouver u € V telle que :

J(u) = inf J(w) = inf %a(w,w) — l(w).

weV weV

La fonctionnelle J est souvent appelée fonctionnelle d’énergie dans les applications.

Preuve. ( voir [3] ) =
Nous présentons maintenant la Méthode de Galerkin, qui est basée sur la formulation
faible, contrairement & la méthode de différences finies, qui est basée sur la formulation

différentielle. La méthode de Galerkin est le point de départ des méthodes d’éléments finis.

Meéthodes de Galerkin

On se place maintenant sous les hypothéses suivantes :

V espace de Hilbert,
P (2.3.5)

a : forme bilinéaire continue et coercive.

Remarquons que maintenant, a n’est pas nécessairement symétrique, On considere le

probléme

ueV
(2.3.6)
a(u,w)=1(w), weV
Par le théoreme de Lax Milgram, il y a existence et 1'unicité de u € V solution de (2.3.6).
Le principe de la méthode de Galerkin est on se donne Vj, € V, tel que dim V}, < 400, et

on cherche a résoudre le probléme approché :

un € Vi (2.3.7)

a(up,w)=1(w), YweV,
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2.3. Méthodes variationnelles

Principe de la méthode

Siwy, g .., @, sont n fonctions linéairement indépendantes de V. On peut construire
un sous-espace vecoriel de V', noté V},, engendré par les combinaisons linéaires des fonctions

©,;. Ainsi V}, sera ’ensemble de toutes les fonctions u qui peuvant s’exprimer sous la forme:

u(e) =Y g (@)

Ou les u; sont les n noumbres réels. 1l est donc naturel de formuler une approximation
du probléme (2.3.3). de la maniére suivante:

Trouver une fonction u, € Vj, pour toute fonction wy, € V}, telle que:

0 (up, wn) = J uy (2) wh(@)de + [} ¢ (@) un (2) wy () da
= [y f () wn(x)da (2.3.8)
=1 (w)

On dira que (2.3.8) est une approzimation de Galerkin de (2.3.3). Puisque wy, est cherché

dans V},, on peut écrire:
N
un (x) = ) wip; ()
i=1

Ou les u; sont les n noumbres réels & déterminer. En prenant wy, = ¢;, 1 < j < n. Dans
(2.3.8), le probléme est alors équivalent & chercher uy, ug, ... , uy tel que:

N

Su([ @@ [cwawe i) = [ f@e@a @9

=1

pour tout j =1,2,..., n. Si A est la n X n matrice de cofficients

%=A¢MMM@M+AM@%W%@Mx

Dans le cas ol ¢ = 0, la matrice A est appelée matrice rigidité. Si U est le n — vecteur

eme

de composantes uy, us, ... , u, et si F' est le n — vecteur dont la j°™¢ composante est:

1
fi= [ r@)e o
0
Alors les problémes (2.3.8) et (2.3.9) sont équivalents a chercher U tel que:

AU =F (2.3.10)
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2.4. La méthode des éléments finis

Nous dirons que (2.3.8) ou (2.3.9) ou (2.3.10) sont une discrétisation du probléme continu
( Péquation différentielle ). Notons encore que, aprés avoir construit la matrice A ( n’est
pas en général symétrique ) et le vecteur F, la méthode de Galerkin nécessite, tout comme
la méthode des différences finies, la résolution d’un systéme linéaire.

En résumé, la méthode de Galerkin

1. On se donne V;, C V.

2. On trouve une base de V},.
N

3. On écrit uy (x) = > uip; ().
i=1

4. On calcule A et F.

5. On résout AU = F.

Dans la suite de ce chapitre nous étuidions plus en détail une méthose de Galerkin

spécifique, en 'occurrence la méthode des éléments finis.

2.4 La méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est une fagon de choisir le base de ’espace d’approximation

par la méthode de Galerkin.

Principe de la méthode

L’exemple type sera le probléme de Dirichlet, qu’on rappelle ici :

—u" (2)

+e(z)u(r) = f(z)
u(0) =

W (D) =0 z €10,1]

et l'espace de Hilbert sera lespace de Sobolev H'(Q2) ou H}(€2). On se limitera & un

certain type d’éléments finis, dits "de Lagrange". Donnons les principes généraux de la

méthode.
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2.4. La méthode des éléments finis

Eléments finis de Lagrange

Soit 2 C R, Soit V' I’espace fonctionnel dans lequel on recherche la solution (par exemple
H}(9Q) s'il s’agit du probleme de Dirichlet). On cherche V,, C V = H} () et les fonctions
de base ¢y, ..., p,,. On va déterminer ces fonctions de base a partir d’'un découpage de {2 en

un nombre fini de cellules, appelés, "éléments". la procédure est la suivante :

1. On construit un "maillage" T' de €2 que 'on appelle éléments K.
2. Dans chaque élément, on se donne des points que I'on appelle "noeuds".
3. On définit V}, par:

Vh:{¢:Q—>R/g0|KEPK, VKeT}nV

Ou Py désigne 'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a K. Le degré
des polyndémes est choisi de maniére & ce que u soit entiérement déterminée par ses
valeurs aux noeuds. Pour une méthode d’éléments finis de type Lagrange, les valeurs
aux noeuds sont également les "degrés de liberté”, c.a.d. les valeurs qui déterminent

entiérement la fonction recherchée.

4. On construit une base {y;, ..., p,} de V}, tel que le support de ¢, soit "le plus petit

possible". Les fonctions ¢, sont aussi appelées fonctions de forme.

2.4.1 Choix des fonctions ¢;: les éléments finis

L’intervalle ]0, 1 est discrétisé en n points de coordonnées x;. Les fonctions ¢, sont

choisies comme fonctions polynomiales de degré 1 définies par :

T —Ti .
— 81 1 < <ux
Xy — Tj—1
T — Tit1 .
@; (r) = — s1 <z < 17
T — Tiy1
0 sinon

Ces fonctions sont appelées les éléments finis de degré 1. Avec ces éléments finis, la

matrice A est tridiagonale. Il est aussi possible de choisir pour éléments finis des fonctions
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2.4. La méthode des éléments finis

de degré 2 ou plus. Le calcul de la matrice A fait intervenir les dérivées gog () simples a

calculer: )
— si @ <z <uay
Ty — Tj—1
!
pi(r) =9 ——— i x <x <X
Ti — Ti41
0 sinon

Calculons maintenant les éléments de la matrice A, tridiagonale et symétrique. Les trois

termes des diagonales sont:
1 / !
oi= [ ¢l @)
0
1 !/ /
@i it1 :/ ©; () P41 (7) d
0

1
Qji—1 = / ¢; () p;_q (z) do
0
Exemple 2.4.1 en dimension 1

Soit 2 =)0, 1[C R et soit V = H}([0,1]); on cherche un espace V}, d’approximation de V.
Pour cela, on divise I'intervalle |0, 1] en n intervalles de longueur h = 1/(n + 1). On pose

xi =14,1 =0, .., n+ 1. Les étapes 1 & 4 décrites précédemment donnent dans ce cas : V

1=0,...,n.
1. Construction des éléments: On a construit n + 1 éléments K; =|z;, z;41].

2. Noeuds: On a deux noeuds par élément, (x; et x;,1 sont les noeuds de K; Le fait que
Vi, € HL(]0,1[) impose que les fonctions de V;, soient nulles en zg = 0 et z,,.; = 1. On
appelle z1, ..., x, les noeuds libres et zg, z,.1 les noeuds liés. Les degrés de liberté

sont donc les valeurs de ¢ en xy, ..., z,,. Aux noeuds liés, on a p(zg) = Y(Tn+1) = 0.

3. Choiz de l’espace: On choisit comme espace de polynome: P, = {az + b, a,b € R} et

on pose

Vi={p:Q—Rtqyp, €PLVi=1.,N ¢eC(Q) =C(01])
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2.4. La méthode des éléments finis

et p(0) = (1) = 0}.

Rappelons que V = H} (]0,1[) € C([0,1]). Avec le choix de V},, on a bien V}, C V.

4. Choiz de la base de V},: par I'interpolation de lagrange avec Vj, = {¢;, ..., v, }.

Définition 2.4.1 convergence ( voir [9] )

On dit que la solution numérique @, converge vers ¢ dans V si
li — =0.
pm e = enlly, =0

Lorsque h — 0, la taille de tous les éléments tend vers 0. Il est importante de remarquer

que la norme utilisée est celle de l’espace V.

Définition 2.4.2 ( wvoir [9] )
On dit que la solution numérique @, converge a l'order p vers ¢ dans V' s’il existe une

constante C' telle que
lo = nlly = Ch”.

lorsque h tend vers 0.

En résumé

Les questions & se poser pour construire une méthode d’éléments finis sont donc :

1. La construction du maillage.
2. Un choix cohérent entre éléments, noeuds et espace des polynomes.
3. La construction de 'espace d’apporximation V}, et de sa base {¢;},_, . -

4. La construction de la matrice de rigidité A et du second membre F'.

5. L’évaluation de d(u, V) en vue de l'analyse de convergence.
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2.5. Méthodes de projection

2.5 Meéthodes de projection

2.5.1 Définition des opérateurs de projection

Définition 2.5.1 Soit V' un espace véctoriel, Vi et V, deux sous espace vectoriels de V. on
dit que V' est une somme direct de V', et V5 et on écrit V=V, & Vs si tout v € V' peut étre

décomposé e la maniére unique
v=v1+vy, v € Vi, vy € Vs
En outre, si V' est muni d’un produit scalaireet que:
Yoy € Vi,Yug € Vit (v, 19) = 0.
Alors V' est appelé la somme directe orthogonale de Vi et Vs.

Proposition 2.5.1 Soit V' un espace véctoriel, puis V = Vi ® Vy si et selement s’il existe
un opérateur linéaire P : V — V tel que P> = P avec vy = P (v) et vy = (I — P) (v) et
aussi Vi =P (V) et Vo (I — P) (V).

Définition 2.5.2 Soit V' un espace de Banach, un opérateur P € L (V) tel que P> = P
est appelé un opérateur de projection. Si V' est espace d’Hilbert [’opérateur P est appelé un
opérateur de projection orthogonal. Il est facile de remarquer que l’opérateur de projection

P est orthogonal si et seulement si :

(P(v),({—P)(u) =0, Yu v eV

2.5.2 Exemples d’opérateurs de projection

Soit V' = C'([a, b]) et V; = P, lespace des polynémes de degré inférieur ou égale a n, et
soit A :a=1z9 <2 < .. <z, =b une subdivision de I'intervalle [a, b] dans ce cas pour
v € C ([a, b]) on définie Pv € P,, comme 'interpolation de Lagrange de v relativement a A
i.e Pv(x;) =v(x;),0 <i < nlinterpolation Pv est unique et 'unicité de cette interpoltion

donne
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En générale, soit V;, est une sous espace de dimension n de ’espace d’Hilbert V, supposons

que {uy, ug, ..., u,} une base orthonormal de V}, dans ce cas pour tout v € V' la formule

n

Pv = Z (u;, v) u;

1=0

définie un opérateur de projection de V' dans V,.

Principe des méthodes de projection

Pour résoudre approximativement 1’équation intégrale

A () — /Dk (x,t) o (t)dt = f(x).....t €D (2.5.1)

On doit choisir une famille de fonctions de dimensions finies qu’on suppose qu’elle con-
tient la solution approché @ (t) qui converge a la solution exacte ¢ (¢) . On choisit la solution
numérique souhaitée @ (t) en le faisant satisfaire (2.5.1) approximativement. Il existe dif-
férents sens dans lesquels on peut dire ¢ (t) "satisfaire (2.5.1) approximativement" ce qui
conduit & différents types de méthodes. Les plus populaires de ces méthodes sont des méth-
odes de Galerkin et de collocation, qui sont définies ci-dessous.Lorsque ces méthodes sont
formulées dans un cadre abstrait utilisant ’analyse fonctionnelle, elles font toutes une util-
isaion essentielle des opérateurs de projection. Puisque ’analyse des erreurs est le plus
facilement réalisée dans un tel cadre d’analyse fonctionnelle, on se référe collectivement &

toutes les méthodes de projection.

2.5.3 Appercu sur les métohdes de projection

L’équation d’intégrale (2.5.1) peut étre écrit sous la forme

p—Kp=f (2.5.2)

Et Popérateur K est supposé étre compact sur un espace de Banach X a X, (C ([a, b]) ou L?([a,D])) .
définit par:

b
Ko = / k(x,t)@(t)dt
Dans la pratique, on choisit une suite de sous-espaces de dimension finie X,, C X, n > 1,

avec X,, ayant la dimension d. et ont une base {¢,, ¢, ..., ¢,;}. Soit Y, une autre suite
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2.5. Méthodes de projection

de sous-espaces de dimension finie de X. et soit P, : X — Y, une suite d’opérateurs de
projection. Nous cherchons une fonction ¢, € X,,, pour d’approcher ¢ par la suite {¢, }

il suffit de prendre une suite {(bj }j: , comme base de 'espace X, et écrire ¢, sous la forme:

d
x)zZq% (x) reD

Définition 2.5.3 (woir [1] )
Résiduel

on doit donc sont choisir ¢,, de telle sorte que le résidu R, (¢,,) soit aussi petit que 'on
veut dans un sens. Ceci ne sera accompli que si la projection du résidus sur Y,, soit égale a
Zero

FuRy (0,) =0

cela est équivalent a dire que
P.p, — P.Kp, =PF,f.

Afin que Py, = 9,
(pn_PnKSOn:Pnf-

Le but est que la fonction qui en résulte @, (z) sera une bonne approximation de la
solution exacte ¢ (). Soit {lj}?zl la base de l'espace dual X de X,,. Les coefficients

{c1, ..., cq} sont déterminés en forcant ’équation d’étre en un sens presque exacte.

=N 10y (@)e; = Y1 (PK ;@) ¢ = i(fa (2)) (2.5.3)

j=1 j=1
Pour illustrer ces idées de facon plus concréte, deux méthodes d’approximation standard
sont examinés par 'intermédiaire de ce cadre.
Pour résoudre une équation intégrale avec les méthodes classiques ou avec les méthodes

numérique, il faut connaitre I'existence de la solution. Le théoréme de 'alternative de
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2.6. Méthode de Collocation

Fredholm donne des conditions sur ’espace V, et 'opérateur linéaire K pour dire que notre
probléme (2.5.2) est résoluble.
Alternative de Fredholm

On suppose que X un espace de Banach

Théoréme 2.5.1 (wvoir [15] )

Soit K : X — X un opérateur compact. Alors [’équation
A=K)p=Ff

admet une solution unique p € X si et seulement si [’équation homogéne
(A=K)p=0

n’a que la solution triviale ¢ = 0.

Dans ce cas lopérateur (A — K) est inversibleet borné.

2.6 Méthode de Collocation

Pour la collocation polynomiale on prende X = C ([a,b], |.||..), Ou C[a, b] est 'espace de
fonctions continues sur [a, b] et ||.|| . est la norme sup. Soit X, le sous-espace des polynomes
de degré n — 1. Ici Y,, = X,,. Pour résoudre ’équation de Fredholm de deuxiéme espéce, on

va choisir des points distincts x4, ...,x4 € D, telle que
R,(z:)=0 i=1,..4d, (2.6.1)

Ceci nous méne a déterminer les coefficients {cy, ..., cq}

d

Ry (z:) = 1i(¢; i = L (PuKg(x:) ¢ = Li(fu (2)).i = Lody,

j=1 J=1
Cette écriture est une forme abstraite alors Nous introduisons un opérateur de projection
P, tel que:
P,: X =Cla,b] — X,

x— P
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2.6. Méthode de Collocation

étant donné ¢ € C([a,b]), on définit P, comme élément de X,, qui interpole ¢ au des
noeuds {x1, ,..., x,} Cela signifie écrire:

d

Pl (2)) =Y ¢ () (x)

=1

Ou {l; (x)}jzl sont les polynomes fondamentaux de linterpolation de Lagrange Cela

donne :
d b
(PuEp) (0) = (o) [ Kt o0t
Jj=1 @
Soit {pj(x)}?zl une base pour X, alors les équations de projection (2.5.3) deviennent
b d
oo (@) = 1 (ﬂf)/ k() (0 dt =Y 1 (2) f () ..(21) (2.6.2)
=1 a =1

Par ’évaluation des deux cotés de (2.6.2) & x = x;, i = 1,2, ...,n. Et en utilisant le fait

que ; (x;) = 0;;, on obtient :

o (m—/ b (zat) o, () dt = f(21), i =1, .. (2.6.3)

L’écriture .
0 (1) = cipj ().
j=1

Et la substitution dans I’équation (2.6.3), nous obtenons les équations de collocations :

a

d d b
> e () — ch/ k(zi,t)pj (t)dt = f(x;), i=1,..,n.
j=1 j=1
Ce systéme linéaire admet une solution unique si:

det [¢; (t;) # 0] (2.6.4)

cette condition signifie que les fonctions {¢;, @5, ..., ¢,} constituent un systéme linéaire-

ment indépendant.

Exemple 2.6.1 :
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2.7. Méthode de Galerkin

Si par exemple ¢, (z) = 27 alors det [gb] (xz)} = det [gbj (mf)} # 0 Ce déterminant de

Vandermonde il n’est pas nul. Pour tout i, (1 <i <n), soit [; € V,,, avec
V, =vect{l, z,..., 2"}

1 i—j
li(z5) = 6ij = p; (x) = 0 ids
17 ]

Pyp(x) = Zajqﬁj (x), z€D.
j=1

Le systeme [; et le systeme de polynomes d’interpolation de Lagrange

o)

=0
J#i

2.7 Méthode de Galerkin

Soit X = (L?[a,b],||.]l,), I'espace de hilbert des fonctions de carré intégrale sur [a, b].

1

b
1= [ 172 ac)®.

Soit {qu};il la base de X. Choisir X,, = span <{¢j}j:1>’ Y, = X, et P, comme

projection orthogonale sur X,,. plus précisement, si {¢j }j; sont orthonormal alors :

d
Pup =) (¢ ¢;) 6
j=1

Ou
b J—
<§07 ¢]> = / ¢ (x) oy (x) dx.
avec
d
on(2) =) 05 (2).
k=1
{c;};_, peut étre obtenu par :
d d
S i (e ) =Y e {9 Ko = (f.d), i=1,..n (2.7.1)
Jj=1 j=1

32



2.8. Méthode de séries de Neumann

Ou {(bj };lzl sont orthonormées équation (2.7.1) se simplifie en :

d
Ci_zcj<90i7K¢j>:<f7¢i>7 izla“'an
j=1

©,, (r) satisfait :
b
bn@) = [ k(006 (0t = 1, (@)
Ou k, (x,t) est le noyau de dégénérés donné par :

B, 8) = 365 (0) 0y (1)

k=1

avec ,
vl = [ k@03, @) ds
C’est le systéme linéaire de Galerkin. II suffit de déterminer les coefficients c¢;. Depuis

X, est de dimension fini , il peut étre démontré que ce probléme a une solution. et par X,

étant un produit intérieur de ’espace, la solution peut étre unique.

2.8 Méthode de séries de Neumann

C’est la méthode la plus universelle, puisqu’elle n’utilise nullement les propriétés hilber-
tiennes ( on n’utilise ni produit scalaire, ni projection ), et est donc valable sur un espace

normé complet quelconque ( i.e un espace de Banach ).

Théoréme 2.8.1 Soit V un espace de Banach, A un opérateur linéaire borné, A € L (V)

et I opérateur identitique. Supposons que
| K] < 1.

Alors Uopérateur (I — K) est inversible dans V et (I — K)™" est borné tel que :

1

(1 -K)7Y < TR

Preuve. ( voir [13] ) =
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2.8. Méthode de séries de Neumann

Sous les hypothéses du théoréme pour tout f € V ’équation
(I-K)p=
admet une solution unique dans V' telle que
p=(I-K)"f.

On approche donc la solution ¢ par ¢, = K, ¢, ot 'opérateur K, est défini par la somme

K, = iOK".

Donc le Neumann série donne une formule pour calcule la solution

n
0o =Y K.
n=0

de la série de Neumman :

2.8.1 Principe de la méthode

On considére ’equation intégrale linéaire de second éspéce
b
o) = £(a) 42 [ K )p(t

Ou les fonction k(x, t) , f(x) sont de carrées intégrables. Nous allons chercher une solution

pour cette équation en utilisant la suit itérative

Poir = F(@) + A [) k(w, t)p, ()t

wo(r)  donnée

Si on prend par exemple ,(z) = f(z), on obtient le premier itéré:
b
o) = F@)+A [ ko

= f(x)—l—)\/ k(x,t)f(t)dt
= flx) + A,

Avec

o) = / Ko, 1) f(1)dt
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2.9. Analyse de convergence

A partit des deux premiers itérés nous avons :

b
os() = ﬂ@+A/k@¢MﬁMt

_ ﬂ@+A/%w¢nﬂw+Am&nw
= f(x) + i (z) + Ny(x)

Avec
%wwa/kwwm@Mt

En continuant ce processus itératif , en notons:

p(x) = f(@)+ My (@) + A2y (2) + -+ NP, () + - -

wﬁ@If@%ﬁ/kwiwwdﬂﬁ,n21

Par passage a la limite ,quand n — 400, on obtient ce qu’on appelle série de Neumman

plr) = lim @, (z)

n—-—+o0o

2.9 Analyse de convergence

Proposition 2.9.1 Soit ¢ (x) € H* espace de sobolev et soit P, (¢ (x)) = Y ¢;¢; (x) le
j=1

polynome d’approzimation de ¢ (x) en norme L*. Alors :

[ () — P (¢ (@)HL?([JJ}) < Con* 1% (‘T)HHk([fl,l])

Avec Cy est une constante positive , qui dépend de la norme sélectionnée et est indépen-

dant de ¢ (x) et n.

Preuve. ( voir [8] ) m
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2.9. Analyse de convergence

Théoréme 2.9.1 supposons K : X — X un opérateur borné avec X espace de Banach
|K — P,K| — 0, quand n — oo

V' n > M il existe un opérateur (I — PnK)f1 borné de X dans X de plus est uniforement
borné

sup H(I—PHK)_lH < 00
m>M

p— ¢ =1(I—-P,K)" (¢— P, (x))
1]

= PK| o — Po (@) < |l — @ull < [T = PK) M|l — Pa ()]

Preuve. ( voir [8] ) m

La proposition et le théoréme assurées la convergence de ces méthodes numériques.
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Chapitre 3

Applications

3.1 Discrétisation par différences finies

Appliqué la méthode de discrétisation sur le cas simple précédemment exposé. On choisit

comme fonction f(x) = —2m cos (2rx) . L’équation différentielle a résoudre est donc :

—u" (z) = =2 cos (27x)

L(0) — (1) 0 zel0,1] (3.1.1)

La solution exact au probléme (3.1.1) est :
u (x) = sin? (27x) .

1°7¢ étape : le shémas des différences finies

b—a 1
Soit x; = xg+ih = ih, pourn =7 = h = 1= et on pose u (x;) = w;, f(x;) = fi.
n

On a

wooy Ui 22U — Ui

h2

Le schéma s’écrive
—Uj—1 + 2U; — Uip1
h? T; € ]O, 2[
Uy = Upq1 =0
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3.1. Discrétisation par diftérences finies

2°me gtape

: Le systéme Ax = b.

—Ui_1 + 2u; — uiy = hAf;

€T; 6}0,1[
Uy = Upy1 =0

—Ug + 2U1 — Uy = h2f1

—uy + 2uy —uz = h2f;

—Up—1 + 2un — Up4+1 = h2fn

\
3°me étape :

on a le systéeme Ax = b tel que :

2 -1 0 0 1 h2 f,
-1 2
A=1 0 01, z= et b=
2 -1
0 0 -1 2 Ty h fr

4°me gtape :

détermine la solution approchée:

Comparaison avec la solution exact et la solution approchée

x; sol exacte sol app erreur
0 0 —0.0096  0.0096
0.0313  0.0096  —0.0000  0.0096
0.5 1 0.9936  6.4e — 003
0.7500  0.5000 0.4920 8¢ — 003
1 0 0.0285 0.0285

5¢"¢ étape : Erreur de consistance

. " L., . .
Si f est constante, alors —u est constante, et donc les dérivées d’ordre supérieur de

u sont nulles. Donc par l'estimation (2.2.1) sur l'erreur de consistance, on a R; = 0 pour
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3.2. Discrétisation par Eléments finis

tout ¢ = 1,...,N. Si on appelle u le vecteur de composantes u; et u; le vecteur de R de
composantes u(xi), on peut remarquer facilement que v — u;, = A™'R, ou R est le vecteur

de composantes R;. On a donc u — u, = 0, c.q.f.d.

3.2 Discrétisation par Eléments finis

Soit le probléme suivant :

—u" () +u(r) =1 e 0.2
uw(0)=u(2)=0
La solution exacte de cet équation :
u(e) = : (1 = exp (~2) exp (x)) — (exp(1) — 1) exp(~a)) - 1.

~exp(—2) —exp(2)

selon la décomposition [0,2] = [0,1] U [1,2].

1°7¢ étape : On recherche le probléme variationnel, telle que:

Vi, ={ue H' ([0,2]), avec v (0) =v (2) =0} = Hy ([0,2])

On multiplier I’équation par une fonction de test v, tel que v € V},

2 2
/ (—u + u)vdr = / vdz
0 0

par intégration par partie, on obtient

2 2
/ (u'v +uv)dr = / vdz
0 0

trouver u € Vj, tel que

finalement

a(u, v) = f02(ulv/ +uv)dr =1 (v) = f02 vdx

\

Pour justifier I’équation admet une unique solution en peut utiliser le théoréme de
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3.2. Discrétisation par Eléments finis

Lax-Milgram.

2°7¢ gtape : les fonctions de base on a

T — Ti—1
—— 81 x; 1 <x <
Ti — Ti—1
r — T;
g (1) =¢ — L & g <a<aig
Ti — Tiy1
0 sinon
et on a
1, sii=y
@i (x7) = 0i; = o
0, sii#7
donc
11—z, s0<zx<1
Po (T) =
0, sil<z<2
z, si0<zx<l1
¢ (x) =
2—2, sil<xr<?2
r—1, s0<zx<1
Py () =

La solution u (x) s’écrive
u () = up (x) = uopg + urpy + Uzepy

alors

a (ua U) =a (UOWO + U1y + u29027 U)
= uoa (Py, v) + ura (py,v) + uza (95, v)
on prend v = p;, avec j =0, 1, 2.

a(u,v) = upa (@Oa %’) + uia (901a Soj) + uza (8027 903')

donc

uoa (g, ¢;) +wa (@1, ;) +uza (@q,9;) =1 (g;)
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3.2. Discrétisation par Eléments finis

UpQ (%a %) + ura (¢4, 900) + uga (s, 900) =1 (900)
uoa (g, ©1) + ura (@1, ©1) + uga 0y, 01) =1 ()

uoa (g, ©1) +ura (91, ©g) + uza (0g,05) = 1(py)

UpQo,0 + Urag,1 + Urag2 = lo
Upa1,0 + Ura11 + Ugar 2 =
Upla,o + Uta21 + UG = [y

on auy=u(xg) =u(0)=0et ug =u(xe) =u(2) =0 donc

U1Gp,1 = lo
U111 = i
U1G21 = ly

3°me gtape : détermine la solution approchée: on peut trouver la solution de cet

systéme
U1Gp,1 = lo
gy = 2
0,1 = 6
lo ==
donc
5 1 N 3
R
alors
3
u(e) = —Ze,
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3.3. Résolution de Fredholm par les méthodes de projection

4¢me gtape : Comparaison avec la solution exact et la solution approchée

x; sol exacte sol app erreur

0 0 0 0
0.25 —0.16 -0.15  0.01
0.5 —0.27 —0.3 0.03
0.75  —0.332 —0.45 0.118

1 —0.35 —0.6 0.25
1.25  —0.332 —-0.45 0.118
1.5 —0.27 -0.3 0.03
1.75 —0.16 —-0.15  0.01

2 0 0 0

Comparaison avec la méthode des différences finies
Le schéma obtenu est donc :
2UZ‘ — Uj—1 — Uj+1 = h2f (ZEZ) Vi= ]_, ceey N.
g = uny1 =0

C’est exactement le schéma différences finis avec un pas constant h.

3.3 Résolution de Fredholm par les méthodes de pro-
jection

3.3.1 1%° cas : par la méthode de Galerkin

On se propose de résoudre par le procédé de Galerkin I’équation intégrale suivante
1
u(r)=x +/ xtu (t) dt. (3.3.1)
-1
La solution exacte de cette équation est : u () = 3z.
Prenant pour systéme complet sur [—1, 1] un systeme de polynomes de legendre {; ()}, ;<5

avec
32 —1
2

hz)=1, bLzx)=2 I3(z)=
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3.3. Résolution de Fredholm par les méthodes de projection

On cherche la solution approchée u,, (z) de la forme :

3x2 —1
2

us () =c1 + cox + ¢3

Portons dans (3.3.2) u, (x) a la place de u (z) il vient :

322 —1 ! 322 —1
1+ cx + c3 5 =zx+ xt | c1 + cox 4+ c3 5 dt
-1

en caculant I'intégrale on obtient

32 —1 +2
=X —CoC
2 372

c1 + cox + c3

32 —1
2

En multipliant successivement les deux membres de la derniére équation par 1, z,

et en intégrant par rapport & x de —1 a 1. nous obtenons

322 —1 2
c1 + cax + 3 5 —x—502x,1 =0

2 3

32 -1 2 32 —1
2 3 2

< 3z -1 2 >
c1 4+ cox + c3 —x— —cox,x ) =10

<01 + cox + c3

D’ou
01:0, 02:3, 63:0

Ainsi on obtient une solution

ug () = 3z.

Cette solution coiincide avec la solution exacte.
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3.3. Résolution de Fredholm par les méthodes de projection

3.3.2 27¢ cas : par la méthode de Collocation

On se propose de résoudre par le procédé de Collocation I’équation intégrale suivante

(@) =z + /_ llm (t) dt. (3.3.2)

Prenant pour systéme complet sur [—1, 1] un systéme de polynomes de legendre
{l (37>}1§i§3 avec

32— 1
2

Lhiz)=1, Lx)=z I(z)=

On cherche la solution approchée u, (z) de la forme :

3z —1
2

ug (r) =1 + cox + ¢3

Portons dans (3.3.2) u, (x) a la place de u (x) il vient :

322 — 1 ! 3r2—1
1+ cx + c3 5 =zx+ xt | ¢ + cax + 3 5 dt
-1

en caculant I'intégrale on obtient

32 —1 +2
=X —Co
2 372

C1 + CoT + 3

En choisiant les points —1, 0, 1 et en intégrant par rapport a x de —1 a 1, nous obtenons

( 1 323 — 1
1+ 5021‘1 +c3 — T =
3z —1
c1 + 5021'2 + c3 — X9 =
1 323 — 1
Cl—i‘gCQIg—i‘Cg —x3—0

\

202:()
2 2+4
—Cop = — + —c¢
322 397

563:()

D’ou
0120, 62:3, 03:0

Ainsi on obtient une solution

ug (x) = 3.
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3.3. Résolution de Fredholm par les méthodes de projection

La solution approchée de I’équation intégrale est uz (z) = 3x. Sachant que la solution
exacte est u (x) = 3x, on obtenu donc la solution exacte, et ceci revient bien sur au choix

de la base.

3.3.3 3¢ cas : par la méthode de séries Neumman
Résoudre 1’équation

o () :a:+/_ xtp (t)dt

1

En utilisant la méthode d’approximations successives de séries Neumman.
On pose ¢, () = 1 alors :

o(z) = a:—l—/_xtgoo(t)dt

1

1
= x—l—/ xtdt
-1

De méme, la deuxéme approximation est :

po(x) = :ic—ir/_actul (t)dt

Et la troisieme approximation :

ps(r) = :B—ir/_wtug (t)dt

Donc, on trouve :
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3.3. Résolution de Fredholm par les méthodes de projection

Par passage a la limite on trouve la solution approchée :

p(r) = lim ¢, (2)

n—-4o0o
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3.3. Résolution de Fredholm par les méthodes de projection

3.3.4 Programmation Matlab

Programme 1 : approximation d’un équation de poisson par la méthode de différences

finies

clc
clear all

f=inline(’-2*pi~2x*cos(2*pi*x)’)

n=input (’donner n= ’)
a=0; b=1; h=(b-a)/n;
x=0:h:1

v=ones(1,n);
A=2xeye(n+1)-diag(v,1)-diag(v,-1)
b2=[h"2*f(x(1:n+1))]’

u=inv (A)*b2

t=x;

uext=inline(’ (sin(pix*t))."~2’)

y=uext (t)

huext=uext (t)

plot(x,y,x,u,’r*’)

hplot(t,y, ’r*’)

grid on

legend(’sol exacte’,’sol app par DF’)
title(’Comparaison avec la solution exact et la solution approcher par EF’)
xlabel(’X’)

ylabel(’y’)

fid=fopen(’exemple diff fini.txt’,’w’);

fprintf (fid,’\n n X Sol.exact Sol.app Err\n’);
for k=1:n

err (k)=abs (u(k)-y(k));

fprintf (fid,’%2i  %2.3f f i he\n\n’ ,k,x(k),y(k),ulk),err(k));
end
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3.3. Résolution de Fredholm par les méthodes de projection

Comparaison avec la solution exact et la solution approcher par EF
1.2 T

T T
sol exacte
*  sol app par DF

d N
SRNERREN
// \\

-0.2

2¢me égtape : Comparaison avec la solution exacte et la soluation approchée

X sol exacte  sol app erreur

0 0.000000 —0.006169 6.168503e — 003
0.1250  0.146447  0.140580  5.867012e — 003
0.2500 0.500000  0.494861 5.139149e — 003
0.3750 0.853553  0.849142  4.411287e — 003
0.5000  1.000000  0.995890  4.109796e — 003
0.6250 0.853553  0.849142  4.411287e — 003
0.7500  0.500000  0.494861 5.139149e — 003
0.8750 0.146447  0.140580  5.867012e — 003

1 0.006156  —0.000000 6.155830e — 003
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3.3. Résolution de Fredholm par les méthodes de projection

Programme 2: approximation d’un équation intégrale de Fredholm par la méthode de
Galerkin :

1¢7¢ étape : Déclaration les polynome de legendre

function y=Leg(n)

syms(’x’)
if n==0
y=x."0;
else

y=((-1)."(m))/((2.7(n)) .*factorial(n)) .*diff ((1-(x.72)). " (n),n);

end

2¢me gtape : le programme dans M-file

function Eq_legendre(f,k,ex,a,b,lambda)
%Eq_legendre(’exp(-x)’, ’x.*exp(t)’,’exp(-x)-x/2’,0,1,-1)
clc
n=4;m=10;
h=(b-a) /m;
syms X t;
k=inline (k) ;
for j=1:n
for i=1:n
B2=inline(leg(j-1));
Bl=inline(leg(i-1));
g=int (k(x,t)*B1(t),t,a,b);
g=inline(g) ;
A(i,j)=int ((B1(x)-lambda*g(x))*B2(x),x,a,b);
end
end

f=inline(f);
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3.3. Résolution de Fredholm par les méthodes de projection

for i=1:n
Bi=inline(leg(i-1));
%B(i)=Inttral (f(x)*B1(x),n,a,b);
B(i)=int (£ (x)*B1(x),a,b);
end
X=inv (A)*B>’
ex=inline(ex)
u=0;
for j=1:n
B=inline(leg(j-1));
u=u+B (x) *X(j)
end
u=inline(u);
x=a:h:b;
plot(x,ex(x),x,u(x),’*r’)
legend(’exacte Solution’,’ approx. Solution ’);
titleCy(x)=1+\int_{0} {1} (xt+x"2t"2)y(t)dt’)
xlabel(’x’)
ylabel(’y’)
grid on
uapp=u(a:h:b);
exact=ex(a:h:b);
fid = fopen(’legendre.txt’, ’w’);
fprintf(fid,’\n n x Sol.exact Sol.app Err\n’);
for k=1:m+1
err (k)=abs (uapp (k) -exact (k) ) ;
fprintf (£fid,’%2i %2.3f %f %f %e\n\n’,k,x(k),exact (k) ,uapp(k),err(k))
end

fclose(fid);
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3.3. Résolution de Fredholm par les méthodes de projection

y(x)=exp(-x)-§(x*exp®)y )t

1.2

sol ext
*  sol app par Galerkin

0.2 | | | | | |

Alors, on trouve la solution approchée égale :

14584
" exp(l) — 5364

3¢me étape : Comparaison avec la solution exacte et la soluation approchée

n o x Sol ext Sol app Err

1 0 1.000000  0.999614  3.863593¢ — 004
2 0.1 0.854837  0.854931  9.354185e — 005
3 0.2 0.718731  0.718883  1.519075e — 004
4 0.3 0590818  0.590854  3.551937e — 005
5 0.4 0470320 0470229  9.085043¢ — 005
6 0.5 0.356531  0.356394  1.366352¢ — 004
7 0.6 0.248812  0.248733  7.841202e — 005
8 0.7 0.146585  0.146632  4.648777e¢ — 005
9 0.8 0.049329  0.049475 1.457601e — 004
10 0.9 —0.043430 —0.043353 7.735973e — 005

11 1 —=0.132121 —0.132466 3.457667e — 004
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3.3. Résolution de Fredholm par les méthodes de projection

Programme 3: approximation d’un équation intégrale de Fredholm par la méthode de

Collocation

function coll_leg(f,k,ex,a,b,1)
hcoll_leg(’x’,’x*t’,’3%x’,-1,1,-1)
hcoll_leg(’x’,’-(x.74)-(t."4)’,’x’,-1,1,-1)
%hcoll_leg(’exp(x)’,’2xexp(t)*exp(2)’, exp(x)/(2-exp(2))°’,0,1,1)
clc,close all
fprintf Ck(x,t)=ls f(x)=is exacte(x)=%s\na=Y.1f b=J,.1f lambda=%.1f\n’,k,f,ex,a,b,1)
m=input (’nmbe des points n= ’);
for i=1:m
fprintf (’point n\U{bO}%d =’,1i)
z(i)=input(’’);
end
tic
syms X t;
k=inline (k) ;
for j=1:length(z)
for i=1:length(z)
Ti=inline(leg(i-1));
g=int (k(x,t)*T1(t),t,a,b);
g=inline(g) ;
A(j,1)=T1(z(j))+1*g(z(j));
end
end
f=inline(f);
for i=1:length(z)
F(i)=£f(z(i));
end
X=inv (A)*F’

time=toc;
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3.3. Résolution de Fredholm par les méthodes de projection

ex=inline(ex);
u=0;
for j=1:length(z)
B=inline(leg(j-1));
u=u+B(x)*X(j);
end
u=inline(u);
uapp=u(z) ;
ex=ex(z);
err=abs (uapp-ex) ;
plot(z,ex,z,u(z),’*r’)
legend(’Solution exacte’,’Solution app par collocation’)
xlabel(’x’)
ylabel(’y’)
title(Cy(x)=x-\int_{-1}"{1}(x"4-t"4)y(t)dt’)
grid on
fprintf(°’\n n X Sol.exact Sol.app Err\n’);
for k=1:m
err (k)=abs (uapp (k) -ex(k));
fprintf (°%2i  %2.3f Yf Wt %e\n\n’ ,k,z (k) ,ex (k) ,uapp(k),err(k));

end
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3.3. Résolution de Fredholm par les méthodes de projection

yo)=x-g; 0ty ot

Solution exacte
0.8 #  Solution app par collocation [

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

2¢me égtape : Comparaison avec la solution exacte et la soluation approchée

n T; Sol ext  Sol app Err
1 -1 —1.0000 —1.0000 0.0000e 4 000
2 —0.25 -0.2500 —0.2500 1.6653e¢ —0.16
3 0 0.0000  0.0000 1.5612¢ —0.16
4 025  0.2500  0.2500 1.6653e —0.16
5 1 1.0000  1.0000  3.3306e — 0.16
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Conclusion

Les méthodes de résolution numérique des équations ordinaires et intégrales jouent
un role trés important dans divers domaines scientifiques. Avec 'avantage des machines
de calcul numérique, notamment les ordinateurs, ces méthodes sont devenues aujourd’hui
un outil essentiel pour I'investigation dans les différents problémes fondamentaux dans les
assimilations des phénomeénes scientifiques qui sont difficiles a réaliser, voir impossible &
résoudre.

Dans ce travail, nous avons étudié la résolution numérique de ces équation par La méth-

" meére " des méthodes de discrétisation, ensuite par

ode des différences finies qui est la
les éléments finis qui sont basées sur la technique de la formulation variationnels. Puis on
utilise les méthodes de projection pour résoudre ’équation intégrale de fredholm dans un
cadre fonctionnel.

Qui permettent d’approximer la valeur d’une fonction en un point et pour relier la
solution exacte des équations discrétisées et a la solution numérique obtenue on doit respecter
les trois principales critéres sont la convergence, la stabilité et la consistance.

A la fin, ont comparé les solutions exactes avec les solutions approchées pour quelques

exemples.
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