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Résumé

D ans ce mémoire, nous avons proposé des méthodes pour calculer les solutions analytiques
et numériques de l’équation télégraphique fractionnaire. Les dérivées fractionnaires sont

décrits au sens conformable. La solution analytique est trouvé par la méthode de Fourier et les
propriétés de calcul fractionnaire conformable. Nous avons proposé un algorithme basé sur des
polynômes de Tchebychev décalés du quatrième espèce. L’équation télégraphique fractionnaire
est réduite à un système linéaire d’équations différentielles du second ordre et la mé- thode de
Newmark est appliquée pour résoudre ce système. Enfin, quelques exemples numériques sont
présentés pour confirmer la fiabilité et l’efficacité de cet algorithme.

Mots-Clés : Calcul fractionnaire conformable, Méthode de Fourier, Méthode de Newmark,
Polynômes de Tchebychev, Équation télégraphique fractionnaire.

I n this memoir, we have proposed methods to calculate the analytical and numerical solutions of the
fractional telegraph equation. Fractional derivatives are described in the conformable sense. The ana-

lytical solution is found by the Fourier method and the properties of conformable fractional calculus. We
have proposed an algorithm based on shifted Chebyshev polynomials of the fourth kind. The fractional
telegraph equation is reduced to a linear system of second order differential equations and Newmark’s
method is applied to solve this system. Finally, some numerical examples are presented to confirm the
reliability and the efficiency of this algorithm.

Keywords : Conformable fractional calculus, Fourier method, Newmark method, Chebyshev
polynomials, fractional telegraph equation.
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Introduction générale

L
’équation télégraphique est introduite par Oliver Heaviside en 1880 et est une équation
aux dérivées partielles hyperbolique linéaire du second ordre. Cette équation décrit
le courant et la tension sur une ligne de transmission électrique avec la distance et

démontre que les ondes électromagnétiques peuvent être réfléchies sur le fil, et que des modèles
d’ondes apparaissent le long de la ligne de transmission [9]. L’équation télégraphique linéaire
unidimensionnelle peut être écrite comme suit :

∂2u(x, t)

∂t2
+

(
R

L
+
G

C

)
∂u(x, t)

∂t
+

(
RG

LC

)2

u(x, t) =
1

LC

∂2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t), (1)

Où :

• u(x, t) peut être la tension ou le courant traversant le fil à la position x et le temps t.
• R et G sont, respectivement, la Résistance distribuée mesurée en ohms par unité de lon-

gueur et la conductance de la résistance.
• C et L sont, respectivement, est la capacité du condensateur et l’inductance de la bobine.

L’équation télégraphique est applicable dans plusieurs domaines comme : Propagation
d’onde [31] théorie de la marche aléatoire [3], Méthode de collocation spectrale de Tche-
bychev [25]. Et plusieurs autres domaines, comme :([10], [8], [26], [33], [16]).

Le calcul fractionnel est l’un des domaines de l’analyse mathématique qui traite de la recherche
et des applications du calcul avec des rangs incorrects. Bien qu’il paraisse vieux, il est considéré
comme moderne. Où il a reçu une grande attention au cours des dernières décennies. Ceci est
dû à son importance dans de nombreuses applications physiques, chimiques, réseaux électro-
niques, sciences et ingénierie ([22], [27], [6]).
En 2014, une nouvelle définition du dérivé fractionnaire, appelée «dérivé conformable fraction-
naire», est introduit par Khalil et al. Cette nouvelle dérivée fractionnaire est compatible avec La
dérivée classique et il est excellent pour étudier des solutions non régulières.
Nous sommes intéressés à étudier dans ce mémoire le modèle télégraphique (1) dans le cadre
de la dérivée fractionnaire espace-temps conformable. Nous proposerons les transformations
suivantes : 

∂
∂t
−→ D(α)

t et ∂2

∂t2
−→ D(2α)

t = D(α)
t D

(α)
t ,

∂
∂x
−→ D(β)

x et ∂2

∂x2
−→ D(2β)

x = D(β)
x D(β)

x ,
a = G/C, b = R/L, w2 = 1/LC,

(2)

où D(α)
t et D(β)

x sont les opérateurs dérivées fractionnaires de temps et d’espace conformables
[11]. Ensuite, nous obtenons le modèle télégraphique conformable temps-espace-fractionnaire
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associé à la transformation (2) comme suit :

D(2α)
t u(x, t) + (a+ b)D(α)

t u(x, t) + (ab)u(x, t) = w2D(2β)
x u(x, t) + f(x, t), (3)

sous réserve des conditions initiales :

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 6 x 6 1, (4)

et la condition aux limites de Dirichlet :

u(0, t) = g(t), ut(1, t) = h(x), 0 6 t 6 T, (5)

où ϕ(x), ψ(x) ∈ C2(0, 1), g, h ∈ C2(0, T ) et f ∈ C([0, 1][0, T ]) sont des fonctions données.
Afin de résoudre l’équation télégraphique fractionnaire bidimensionnelle, Braoui et al. Ont pro-
posé une méthode de Chebyshev Tau pour la solution numérique de l’équation télégraphique
conformable fractionnaire [4].
Dans [7], la méthode de séparation des variables a été appliquée pour dériver les solutions ana-
lytiques de Equations télégraphiques fractionnaires de temps avec différents types de condi-
tions aux limites. Les transformées de Fourier et de Laplace ont également été appliquées pour
dériver des solutions analytiques aux équations télégraphiques fractionnaires dans le temps
([12], [13]).
De plus, des méthodes semi-analytiques ont été employées par les chercheurs dans ([17], [32],
[23], [29]) pour résoudre des équations télégraphiques fractionnaires dans le temps.
Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la manière suivante : Le chapitre 1, fournit une
description du dérivée fractionnaire conformable et de ses propriétés.
Dans le chapitre 2, nous travaillons sur la solution analytique de l’équation télégraphique en
utilisant la méthode de Fourier et la méthode de séparation des variables. Dans chapitre 3, nous
avons proposé une méthode de collocation de Tchebychev basée sur un polynôme de Tcheby-
chev du second espèce pour résoudre le problème ((3)-(5)) avec la méthode de Newmark pour
résoudre ce système. Divers exemples illustratifs sont considérés pour confirmer l’effi- cacité
de la méthode proposé.

8



Notations

– R : Ensemble des nombres réels.

– N : Ensemble des nombres entiers naturels.

– C : Ensemble des nombres complexes.

– Ω : Domaine borné dans R.

– Γ(.) : La fonction Gamma.

– Dαa (f)(t) : La dérivée conformable fractionnaire gauche de f d’ordre α à partir de a.

– bDα(f)(t) : La dérivée conformable fractionnaire droit de f d’ordre α se terminant en b.

– Iαa (f)(t) : L’intégrale conformable fractionnaire gauche de f d’ordre α à partir de a.

– bIα(f)(t) : L’intégrale conformable fractionnaire droit de f d’ordre α se terminant en b.

– Fα(s) = Lα {f(t)} (s) : La transformation de Laplace conformable fractionnaire de f(t).

– Ui(x) : Le polynôme de Tchebychev du second type.

– Ani,k : Le noyau de Tchebychev.

– EQM : Erreur de la moyenne quadratique.

9



CHAPITRE 1

NOTIONS DES CALCUL CONFORMABLE
FRACTIONNAIRES

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives au calcul
conformable fractionnaire telles que les fonctions spécifiques pour l’intégration confor-

mable fractionnaire, la dérivation conformable fractionnaire et d’autres notions dont on aura
besoin dans la suite de notre mémoire.

10



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 11

1.1 Espaces fonctionnels

Dans cette partie, nous présentons un préliminaire dans lequel on rappelle des notions et
des résultats fondamentaux de la théorie de l’analyse fonctionnelle qui représentent un outil
indispensable dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.1.1 Espaces des fonctions intégrables

Définition 1.1. ([21]) Soit Ω = [0, T ] (0 < T < +∞) un intervalle fini de R et 1 ≤ p ≤ +∞.

¶ Pour 1 ≤ p < +∞, l’espace Lp(Ω) est l’espace des fonctions f réelles sur Ω telles que f et
mesurable et ∫ T

0

|f(t)|p dt <∞.

· Pour p = +∞, l’espace L∞(Ω) est l’espace des fonctions mesurables f bornées presque
partout (p.p) sur Ω.

Théorème 1.1. ([21]) Soit Ω = [0, T ] (0 < T < +∞) un intervalle fini de R.

¶ Pour 1 ≤ p < +∞, l’espace Lp(Ω) est un espace de Banach muni de la norme :

‖f‖p =

(∫ T

0

|f(t)|p dt
) 1

p

<∞.

· L’espace L∞(Ω) est un espace de Banach muni de la norme :

‖f‖∞ = inf {M ≥ 0 : |f(t)| ≤M p.p sur Ω} .

1.1.2 Espaces des fonctions continues

Définition 1.2. ([1]) Soit Ω = [0, T ] (0 < T < +∞) un intervalle fini de R et n ∈ N. On
désigne par Cn(Ω) l’espace des fonctions f qui ont leurs dérivées d’ordre inférieur ou égale à n
continues sur Ω, muni de la norme :

‖f‖Cn(Ω) =
n∑
k=0

∥∥f (k)
∥∥
C(Ω)

=
n∑
k=0

max
t∈Ω

∣∣f (k)(t)
∣∣ , n ∈ N.

En particulier si n = 0,C0(Ω) = C(Ω) l’espace des fonctions f continues sur Ω muni de la norme :

‖f‖C(Ω) = max
t∈Ω
|f(t)| .

1.2 Fonction spéciale pour la dérivation conformable fraction-
naire

Dans cette partie, nous présentons la fonction Gamma. Cette fonction joue un rôle très im-
portant dans la théorie du calcul conformable fractionnaire et ses applications.

c©2021, K. BOUAZIZ Equation de télégraphe conformable fractionnaire



1.2. FONCTION SPÉCIALE POUR LA DÉRIVATION CONFORMABLE FRACTIONNAIRE 12

1.2.1 La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler Γ(z) qui
prolonge naturellement la factorielle aux nombres réels positifs (et même aux nombres com-
plexe à parties réelles positives).

Définition 1.3. ([21]) Pour z ∈ C tel que Re(z) > 0. La fonction Gamma Γ(z) est définie par
l’intégrale suivante :

Γ(z) =

∫ +∞

0

e−ttz−1dt, (1.1)

avec Γ(1) = 1, Γ(0+) = +∞, Γ(z) est une fonction monotone et strictement décroissante pour
0 < z < 1.

1.2.2 Quelques propriétés de la fonction Gamma

¶ Une propriété importante de la fonction Gamma Γ(z) est la relation de récurrence sui-
vante :

Γ(z + 1) = zΓ(z), Re(z) > 0, (1.2)

qu’on peut la démontrer par une intégration par parties

Γ(z + 1) =

∫ +∞

0

e−ttzdt =
[
−e−ttz

]+∞
0

+ z

∫ +∞

0

e−ttz−1dt = zΓ(z).

La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car Γ(n + 1) = n!, en effet Γ(1) = 1 et
en utilisant la relation (1.2) nous obtenons :

Γ(2) = 1Γ(1) = 1!,
Γ(3) = 2Γ(2) = 2.1! = 2!,
Γ(4) = 3Γ(3) = 3.2! = 3!,

...
Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n(n− 1)! = n!.

·

Γ(z) = (z − 1).Γ(z − 1) : z > 0. (1.3)

qui peut être prouvé en utilisant l’intégration par parties :
¸

Γ(z) =
Γ(z + 1)

z
: z < 0, z 6= −1,−2,−3, . . . . (1.4)

qui résulte de la substitution de z + 1 par z dans la propriété récursive .
¹

Γ(n+
1

2
) =

(2n− 1)!!

2n
√
π : n ∈ N, (1.5)

(2n−1)!! = (2n−1)(2n−3)(2n−5) . . . 5(3)(1). qui est également le résultat de la propriété
récursive .

c©2021, K. BOUAZIZ Equation de télégraphe conformable fractionnaire



1.3. DÉRIVÉES ET INTÉGRALES CONFORMABLE FRACTIONNAIRES 13

º

Γ(−n+
1

2
) =

(−2)n

(2n− 1)!!

√
π : n ∈ N. (1.6)

»

Γ(k) = ±∞ : k = 0,−1,−2, . . . . (1.7)

1.3 Dérivées et intégrales conformable fractionnaires

En 2014, ([11]) a introduit une définition complétement nouvelle du calcul conformable frac-
tionnaire appelé *Dérivée conformable fractionnaire*. La nouvelle définition semble être très
pratique par rapport aux définitions précédentes, car elle peut être étendue à la définition clas-
sique de la première dérivée quand α = 1 .
Le but de cette partie est d’introduire les deux plus importantes approches du calcul confor-
male fractionnaire y compris quelques unes de leurs propriétés ainsi que la relation entre ces
deux approches.

1.3.1 Dérivées conformable fractionnaires

Définition 1.4. ([30]) (Les Dérivées conformable fractionnaires gauche et droit ) : Étant donné
une fonction f :[a,∞) 7−→ R et α ∈ (0, 1]. Alors la dérivée conformable fractionnaire gauche de
f d’ordre α à partir de a est définie par :

Daα(f)(t) = lim
ε→0

f(t+ ε(t− a)1−α)− f(t)

ε
. (1.8)

Si Daα(f)(t) existe sur (a, b), Alors Daα(f)(a) = lim
t→a+

Daα(f)(t).

quand a = 0, On écrit Dα qui est la définition originale fondée par ([11]), et nous disons que
f est α-différentiable chaque fois que Dα existe, on donne une fonction f :[0,+∞) 7−→ R et
α ∈ (0, 1]. Alors la dérivée conformable fractionnaire de f d’ordre α pour tout t > 0 est définie
par :

Dα(f)(t) = lim
ε→0

f(t+ εt1−α)− f(t)

ε
. (1.9)

tel que cette limite existe et terminée.
Étant donné une fonction f :[−∞, b) 7−→ R et α ∈ (0, 1]. Alors la dérivée conformable fraction-
naire droit de f d’ordre α se terminant en b est définie par :

bDα(f)(t) = − lim
ε→0

f(t+ ε(b− t)1−α)− f(t)

ε
. (1.10)

Si bDα(f)(t) existe sur (a, b) alors bDα(f)(b) = lim
t→b−

bDα(f)(t)

c©2021, K. BOUAZIZ Equation de télégraphe conformable fractionnaire



1.3. DÉRIVÉES ET INTÉGRALES CONFORMABLE FRACTIONNAIRES 14

1.3.2 Quelques propriétés de dérivation conformable fractionnaire

([30],[24]) Dans ce qui suit quelques propriétés de dérivée conformable fractionnaire .

Propriétés 1.1. Pour f ,g :[0,+∞) 7−→ R et t > 0, Dα sera réaliser les propriétés suivantes pour
α ∈ (0, 1] :

¶ Si f est α-différentiable à t > 0 alors f est continue a t, soit

lim
ε→0

f(t+ εt1−α) = f(t). (1.11)

·

Dα(af + bg) = aDα(f) + bDα(g) : a, b ∈ R. (1.12)

¸

Dα(tk) = ktk−α : k ∈ R. (1.13)

¹

Dα(C) = 0 : C constant, (1.14)

Dαt (tp) =

{
Γ(p+1)
Γ(p−n)

tp−n Si p ∈ Netp > α,

0 Si p ∈ Netp < α,
(1.15)

Où n < α 6 n+ 1.

º

Dα(fg) = fDα(g) + gDα(f). (1.16)

»

Dα(
f

g
) =

gDα(f)− fDα(g)

g2
. (1.17)

¼ Si f est différentiable alors :

Dα(f) = t1−αf ′(t). (1.18)

½ Si f est n fois différentiable, alors nous avons :

Dαt (f)(t) = tn+1−αf (n+1)(t), ∀ n < α 6 n+ 1. (1.19)

¾ Soit h(t) = f(g(t)) tel que f et g des fonctions α-différentiable alors :

Dα(h)(t) = Dα(f)(g(t)).Dα(g)(t).g(t)α−1. (1.20)

Les preuves des propriétés ci-dessus peuvent être dérivées directement de la définition.
En appliquant la propriété aux fonctions différentiables, nous pouvons trouver la dérivée
conformable fractionnaire d’ordre α pour de nombreuses fonctions des preuves.
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Remarque 1.1. On a :
¶ Si f est différentiable alors :

Daα(f)(t) = (t− a)1−αf ′(t). (1.21)

· Si f est différentiable alors :
bDα(f)(t) = −(b− t)1−αf ′(t). (1.22)

La définition précédent peut être étendue pour inclure n’importe quel à α ∈ (n, n+ 1] :
n ∈ N.Ce pendant, dans cas, les chercheurs ne considérent que le cas où α ∈ (0, 1] pour
son importance.

1.3.3 Intégrations conformable fractionnaires

Définition 1.5. ([30]) (Les Intégrales conformable fractionnaires gauche et droite )
Étant donné une fonction f :[a,∞) 7−→ R et α ∈ (0, 1]. Alors l’intégrale conformable fraction-
naire gauche de f d’ordre α à partir de a est définie par :

Iaα(f)(t) =

∫ t

a

f(x)dα(x, a) =

∫ t

a

f(x)(x− a)α−1dx. (1.23)

Tel que a = 0 on écrit dα(x) = xα−1dx quand a = 0, on écrit Iα qui est la définition originale
fondée par ([11]), et nous disons que f est α-différentiable chaque fois que Iα existe, on donne
une fonction f :[0,+∞) 7−→ R et α ∈ (0, 1]. Alors l’intégrale conformable fractionnaire de f
d’ordre α pour tout t > 0 est définie par :

Iα(f)(t) =

∫ t

0

f(x)xα−1dx, t ≥ 0. (1.24)

tel que cette limite existe et terminée.
Étant donné une fonction f :[−∞, b) 7−→ R et α ∈ (0, 1]. Alors l’intégrale conformable fraction-
naire droite de f d’ordre α se terminant en b est définie par :

bIα(f)(t) =

∫ b

t

f(x)dα(b, x) =

∫ b

t

f(x)(b− x)α−1dx. (1.25)

Lemme 1.1. ([30]) Étant donné une fonction continue f :[a,∞) 7−→ R et α ∈ (0, 1]. Alors pour tout
t > a On a :

Daα [Iaα(f)(t)] = f(t). (1.26)

Démonstration. Puisque f est continue, alors Iaα(f)(t) est clairement différentiable. donc en ap-
pliquant (1.18) sur Iaα(f)(t) nous avons :

Daα (Iaα(f)) (t) = (t− a)1−α.
d

dt
Iaα(f)(t)

= (t− a)1−α.
d

dt

∫ t

a

f(x)(x− a)α−1dx.

= (t− a)1−α.f(t)(t− a)α−1

= f(t)

Ensuite, nous avons un lemme similaire . S’il preuvé de la même manière.
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Lemme 1.2. ([30]) Étant donné une fonction continue f :[−∞, b) 7−→ R et α ∈ (0, 1]. Alors pour tout
t < b On a :

bDα bIα(f)(t) = f(t). (1.27)

Lemme 1.3. ([30]) Étant donné une fonction différentiable f :[a, b) 7−→ R et α ∈ (0, 1]. Alors pour tout
t > a On a :

Iaα Daα (f)(t) = f(t)− f(a). (1.28)

Démonstration. Puisque f est différentiable, alors Daα(f)(t) = (t− a)1−αf ′(t), donc nous avons :

IaαDaα(f)(t) =

∫ t

a

Daα(f)(x)(x− a)α−1dx

=

∫ t

a

(x− a)1−αf ′(x)(x− a)α−1dx

=

∫ t

a

f ′(x)dx

= f(t)− f(a)

Théorème 1.2. ([30]) (Intégration par parties) Soit 0 < β ≤ 1 et f ,g :[a, b] 7−→ R deux fonctions telles
que f ,g différentiable. alors nous avons :∫ b

a

f(x)Daβ(g)(x)(x− a)β−1dx = f(x)g(x)|ba −
∫ b

a

g(x)Daβ(f)(x)(x− a)β−1dx. (1.29)

Démonstration. En utilisant la propriété (1.15), lemme 1.3

IaβDaβ(fg) =

∫ b

a

(fg)(x)(x− a)β−1dx

=

∫ b

a

[
f(x)Daβ(g)(x) + g(x)Daβ(f)(x)

]
(x− a)β−1dx

=

∫ b

a

f(x)Daβ(g)(x)(x− a)β−1dx+

∫ b

a

g(x)Daβ(f)(x)(x− a)β−1dx

puisque f ,g différentiables, nous pouvons appliquer IaαDaα sur fg. donc nous obtenons :
IaαDaα(fg) = fg|ba
→ fg|ba =

∫ b

a

f(x)Daβ(g)(x)(x− a)β−1dx+

∫ b

a

g(x)Daβ(f)(x)(x− a)β−1dx.

→
∫ b

a

f(x)Daβ(g)(x)(x− a)β−1dx = fg|ba −
∫ b

a

g(x)Daβ(f)(x)(x− a)β−1dx.

1.4 La transformation de Laplace conformable fractionnaire

Dans cette section, les chercheurs présentent la définition du transformation de Laplace
conformable fractionnaire et quelques propriétés de base du transformation de Laplace de
conformable fractionnaire aussi. Où dans cette section nous commencerons rappel sur le trans-
formation de Laplace (Transformation de Laplace Classique).
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1.4.1 Rappel sur la transformation de Laplace

La Transformation de Laplace créé par le mathématicien français Pierre-Simon Laplace
(1749–1827). Il est considéré comme une technique très utile pour résoudre les équations dif-
férentielles ordinaires et partielles, qui décrivent comment certaines quantités varient avec le
temps, comme le flux de chaleur à travers un conducteur isolé ou le courant dans un circuit
électrique.
Ces équations sont généralement accompagnées de conditions initiales qui décrivent l’état du
système au temps t = 0.

Définition 1.6. [28] Soit f une fonction réelle ou complexe de la variable (Temps) t > 0, et soit
s un paramètre réelle ou complexe, alors la transformée de Laplace de f(t) est :

F(s) = L{f(t)} =

∫ ∞
0

e−stf(t)dt. (1.30)

= lim
τ→∞

∫ τ

0

e−stf(t)dt. (1.31)

Si la limite existe alors (1.30) est dite convergente, sinon elle diverge et il n’y a pas de transfor-
mation Laplace définie pour f . Le domaine du paramètre s est choisi de manière appropriée
pour que la convergence de l’intégrale de Laplace (1.30) est assurée. Donc s peut appartenir au
plan complexe C, ou ligne vraie R.

Dans ce qui suit la transformation de Laplace de certaines fonctions :

f(t) F(s)=L{f(t)}
1 1

s

t 1
s2

tn Γ(1+n)
s1+n

ebt 1
s−b

sin(bt) b
s2+b2

cos(bt) s
s2+b2

sinh(bt) b
s2−b2

cosh(bt) s
s2−b2

ebtf(t) F(s− b)
tf(t) −F ′(s)

TABLE 1.1 – La transformation de Laplace de certaines fonctions

1.4.2 La transformation de Laplace conformable fractionnaire

Définition 1.7. ([30]) Soit 0 < α ≤ 1 et f : [0,∞) 7−→ R une fonction à valeur réelle, Alors le
Laplace conformable fractionnaire d’ordre α est défini par :

Lα {f(t)} (s) = Fα(s) =

∫ ∞
0

e−s
tα

α f(t)tα−1dt = lim
τ→∞

∫ τ

0

e−s
tα

α f(t)tα−1dt. (1.32)

Si α = 1, Alors (1.32) est la définition classique de la transformation de Laplace d’ordre entier
(1.30), Ce qui signifie que (1.32) est une généralisation de (1.30) .
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Théorème 1.3. ([30]) (La transformation de Laplace conformable fractionnaire de dérivée fractionnaire)
Soit 0 < α ≤ 1 et f :(0,∞) 7−→ R une fonction à valeur réelle différentiable, Alors :

Lα {Dα(f)(t)} (s) = sFα(s)− f(0). (1.33)

Démonstration. Par la définition 1.7 et de l’intégration par partie on a :

Lα {Dα(f)(t)} (s) = lim
τ→∞

∫ τ

0

e−s
tα

α Dα(f)(t)tα−1dt.

= lim
τ→∞

∫ τ

0

e−s
tα

α
df

dt
t1−αtα−1dt.

= lim
τ→∞

∫ τ

0

e−s
tα

α
df

dt
dt.

En utilisant l’intégration par partie, nous fixons :
u = e−s

tα

α dv = df
dt
dt

du = −stα−1e−s
tα

α dt f(t)
Donc on a :

Lα {Dα(f)(t)} (s) = lim
τ→∞

[
e−s

tα

α f(t)
]τ

0
− lim

τ→∞

∫ τ

0

−stα−1e−s
tα

α f(t)dt.

= [0− f(0)] + s lim
τ→∞

∫ τ

0

e−s
tα

α f(t)tα−1dt : s > 0.

= sFα(s)− f(0) : s > 0.

Lemme 1.4. ([30]) Soit f : [0,∞) 7−→ R tel que Lα {f(t)} (s) = F(s) existe. Alors :

F(s) = L
{
f
(

(αt)
1
α

)α}
(s)

Démonstration. Dans la définition 1.7 nous fixons u = tα

α
.

Fα(s) = lim
τ→∞

∫ τ

0

e−s
tα

α f(t)tα−1dt.

= lim
τ→∞

∫ τ

0

e−suf
(

(αu)
1
α

)
du.

= L
{
f
(

(αu)
1
α

)}
.

Dans ce qui suit la transformation de Laplace conformable fractionnaire de certaines
fonctions :

¶

Lα {1} (s) =
1

s
: s > 0. (1.34)
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·

Lα {t} (s) = α
1
α

Γ
(
1 + 1

α

)
s1+ 1

α

: s > 0. (1.35)

¸

Lα {tp} (s) = α
p
α

Γ
(
1 + p

α

)
s1+ p

α

: s > 0. (1.36)

¹

Lα
{
e
tα

α

}
(s) =

1

s− 1
: s > 0. (1.37)

º

Lα
{

sin

(
b
tα

α

)}
(s) =

b

s2 + b2
: s > 0. (1.38)

»

Lα
{

cos

(
b
tα

α

)}
(s) =

s

s2 + b2
: s > 0. (1.39)

¼

Lα
{

sinh

(
b
tα

α

)}
(s) =

b

s2 − b2
: s > |b| . (1.40)

½

Lα
{

cosh

(
b
tα

α

)}
(s) =

s

s2 − b2
: s > |b| . (1.41)

Démonstration. Les preuves suivantes facilement à l’aide du lemme 1.4 et du tableau précédent
du transformation de Laplace.

¶

Lα {1} (s) = L(1) =
1

s
: s > 0. (1.42)

·

Lα {t} (s) = L
{

(αt)
1
α

}
= α

1
α .L

{
t

1
α

}
= α

1
α

Γ
(
1 + 1

α

)
s1+ 1

α

: s > 0. (1.43)

¸

Lα {tp} (s) = L
{(

(αt)
1
α

)p}
= L

{
(αt)

p
α

}
= α

p
α .L

{
t
p
α

}
= α

p
α

Γ
(
1 + p

α

)
s1+ p

α

: s > 0. (1.44)

Notez quand p = nα, Alors :

Lα {tp} (s) = αnL{tn} : s > 0. (1.45)
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¹

Lα
{
e
tα

α

}
(s) = L

{
e

(
(αt)

1
α

)α
α

}
= L

{
et
}

=
1

s− 1
: s > 0. (1.46)

º

Lα
{

sin

(
b
tα

α

)}
(s) = L

sin

b
(

(αt)
1
α

)α
α

 = L{sin(bt)} =
b

s2 + b2
: s > 0. (1.47)

»

Lα
{

cos

(
b
tα

α

)}
(s) = L

cos

b
(

(αt)
1
α

)α
α

 = L{cos(bt)} =
s

s2 + b2
: s > 0. (1.48)

¼

Lα
{

sinh

(
b
tα

α

)}
(s) = L

sinh

b
(

(αt)
1
α

)α
α

 =
b

s2 − b2
: s > |b| . (1.49)

½

Lα
{

cosh

(
b
tα

α

)}
(s) = L

cosh

b
(

(αt)
1
α

)α
α

 =
s

s2 − b2
: s > |b| . (1.50)

1.4.3 Quelques propriétés de la transformation de Laplace conformable
fractionnaire

Propriétés 1.2. Certaines propriétés du transformation de Laplace conformable fractionnaire :
¶ La transformation de Laplace conformable fractionnaire est un opérateur linéaire :

Lα {µf(t)± λg(t)} (s) = µFα(s)± λGα(s). (1.51)

Tel que µ et λ sont des constantes.
· Déplacement([30]) :

Lα
{
e−k

tα

α f(t)
}

= L
{
f
(

(αt)
1
α

)}
|s=s+k : s > −k. (1.52)

Démonstration. Par le lemme 1.4, on a :

Lα
{
e−k

tα

α f(t)
}

= L

{
e

−k
((

(αt)
1
α

))α
α f

(
(αt)

1
α

)}
= L

{
e−ktf

(
(αt)

1
α

)}
= L

{
f
(

(αt)
1
α

)}
|s=s+k : s > −k,
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par exemple :

Lα
{
e−k

tα

α cos

(
tα

α

)}
(s) = L{cos(t)} |s=s+k =

s

1 + s2
|s=s+k =

s+ k

1 + (s+ k)2
: s > 0.

Lα
{
e−k

tα

α sin

(
tα

α

)}
(s) = L{sin(t)} |s=s+k =

1

1 + s2
|s=s+k =

1

1 + (s+ k)2
: s > 0.

¸ La transformation de Laplace conformable fractionnaire de l’intégrale conformable frac-
tionnaire :

Fα (Iα(f)(t)) =
Fα(s)

s
. (1.53)

¹ Les dérivées de la transformée de Laplace conformable fractionnaire satisfont :

F (n)
α (s) = (−1)nLα

{
tnα

αn
f(t)

}
. (1.54)

º Soit f(t) et g(t) deux fonctions quelconques, Alors la transformée de Laplace conformable
fractionnaire de la convolution de f(t) et g(t) est :

Lα {(f ∗ g) (t)} = Fα(s).Gα(s) (1.55)

Où 0 < α ≤ 1.

Démonstration. Par le lemme 1.4 et la définition de la convolution, on a :

Lα {(f ∗ g) (t)} = L
{

(f ∗ g)
(

(αt)
1
α

)}
(s)

=

∫ ∞
0

(f ∗ g)
(

(αt)
1
α

)
e−stdt

=

∫ ∞
0

(∫ t

0

f
(

(α(t− u))
1
α

)
g
(

(αu)
1
α

)
du

)
e−stdt

On change l’ordre d’intégration, donc :

Lα {(f ∗ g) (t)} =

∫ ∞
0

∫ ∞
u

f
(

(α(t− u))
1
α

)
g
(

(αu)
1
α

)
e−stdt du

Soit t− u = v, alors :

Lα {(f ∗ g) (t)} =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

f
(

(αv)
1
α

)
g
(

(αu)
1
α

)
e−s(v+u)dv du

=

(∫ ∞
0

f
(

(αv)
1
α

)
e−svdv

)(∫ ∞
0

g
(

(αu)
1
α

)
e−sudu

)
= L

{
f
(

(αv)
1
α

)}
.L
{
g
(

(αu)
1
α

)}
= Lα {f(t)} .Lα {g(t)}
= Fα(s).Gα(s)
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» Si f : (0,∞) 7−→ R la continuellement première différentiable, alors la transformée de
Laplace conformable fractionnaire de la dérivée conformable fractionnaire séquentielle
du première ordre de f est :

Lα {Dα(f)(t)} (s) = sFα(s)− f(0) : 0 < α ≤ 1. (1.56)

¼ Si f : (0,∞) 7−→ R la continuellement deuxième différentiable, alors la transformée de
Laplace conformable fractionnaire de la dérivée conformable fractionnaire séquentielle
du deuxième ordre de f est :

Lα {D2α(f)(t)} (s) = s2Fα(s)− sf(0) : 0 < α ≤ 1

2
. (1.57)

½ Si f : (0,∞) 7−→ R la continuellement troisième différentiable, alors la transformée de
Laplace conformable fractionnaire de la dérivée conformable fractionnaire séquentielle
du troisième ordre de f est :

Lα {D3α(f)(t)} (s) = s3Fα(s)− s2f(0) : 0 < α ≤ 1

3
. (1.58)
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CHAPITRE 2

SOLUTIONS ANALYTIQUE POUR
L’ÉQUATION TÉLÉGRAPHIQUE

CONFORMABLE FRACTIONNAIRE

D ans ce chapitre, on s’intéresse à la résolution analytique pour l’équation télégraphique
conformable fractionnaire avec une dérivée et une intégrale conformable fractionnaire,

Où nous commencerons par présenter certaines des théories les plus importantes que nous
utiliserons comme principe de base pour résoudre le problème .
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2.1. RÉSULTATS DE THÉORIES IMPORTANTES ET LEUR RELATION AVEC LA SOLUTION
ANALYTIQUE DE L’ÉQUATION TÉLÉGRAPHIQUE CONFORMABLE FRACTIONNAIRE 24

2.1 Résultats de théories importantes et leur relation avec la so-
lution analytique de l’équation télégraphique conformable
fractionnaire

([24],[2]) Nous introduisons le théorème principal, qui est utilisé plus loin dans cet section.

Théorème 2.1. Soit λ et µ des constantes positives avec µ > λ2, et g : [0,+∞) 7−→ R est une fonction
continue. pour tout 0 < α ≤ 1, le problème de valeur initiale suivant :{

D(2α)
t y(t) + 2λD(α)

t y(t) + µy(t) = g(t),

y(0) = y0, D(α)
t y(0) = yα.

(2.1)

admet une solution unique donnée par :

y(t) =

[
y0 cos

(√
µ− λ2

tα

α

)
+
y0λ+ yα√
µ− λ2

sin

(√
µ− λ2

tα

α

)]
e−

λtα

α

+
1√

µ− λ2

∫ t

0

e−
λtα

α sin

(√
µ− λ2

tα

α

)
g(t− τ)dτ.

Démonstration. De (1.51), (1.56) et la définition 1.7, on a :

Lα {y(t)} = Y (s),Lα {g(t)} = G(s),

Lα {Dαt y(t)} = sY (s)− y(0),

Lα
{
D2α
t y(t)

}
= s2Y (s)− sy(0)−Dαt y(0).

On utilisant la définition 1.7 et (2.1), on a :

Y (s) =
y0(s+ λ)

s2 + 2λs+ µ
+

y0λ+ yα
s2 + 2λs+ µ

+
G(s)

s2 + 2λs+ µ
(2.2)

=
y0(s+ λ)

(s+ λ)2 + µ− λ2
+

y0λ+ yα
(s+ λ)2 + µ− λ2

+
G(s)

(s+ λ)2 + µ− λ2
. (2.3)

En utilisant l’inverse de la transformation de Laplace conformable fractionnaire.

L−1
α

{
y0(s+ λ)

s2 + 2λs+ µ

}
(t) = y0e

−λt
α

α cos

(√
µ− λ2

tα

α

)
, (2.4)

L−1
α

{
y0λ+ yα

s2 + 2λs+ µ

}
(t) =

y0λ+ yα√
µ− λ2

e−
λtα

α sin

(√
µ− λ2

tα

α

)
. (2.5)

Et à partir de (1.55), on obtient :

L−1
α

G(s)

(s+ λ)2 + µ− λ2
=

1√
µ− λ2

L−1
α

{ √
µ− λ2

(s+ λ)2 + µ− λ2

}
(t) ∗ L−1

α {G(s)} (t) (2.6)

=
1√

µ− λ2

∫ t

0

e−
λtα

α sin

(√
µ− λ2

tα

α

)
g(t− τ)dτ. (2.7)

Par conséquent, de (2.4),(2.5) et (2.7), on obtient la solution y(t) du problème de valeur initiale
(2.1).
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2.1.1 problème de Sturm-Liouville conformable fractionnaire

([24],[2]) Dans cette sous-section, nous discutons de la frontière qui consiste en l’équation
différentielle conformable.

D(2β)
x f(x) + λf(x) = 0, x ∈ [a, b] , 0 < β ≤ 1, (2.8)

conditions aux limites de Robin{
a0f(a) + a1D(β)

x f(a) = 0, a0a1 ≤ 0

b0f(b) + b1D(β)
x f(b) = 0, b0b1 ≥ 0.

(2.9)

Le problème (2.8) et (2.9), est appelé un problème Sturm-Liouville conformable. Notons que si
β = 1, Le problème (2.8),(2.9) a été étudié dans ([21]), mais généralisons ce problème à un ordre
conformable fractionnaire .
Clairement, f(x) = 0 est toujours une solution de (2.8),(2.9). Résoudre un tel problème signifie
trouver les valeurs de λ appelées valeurs propres et les solution non triviales correspondantes
fλ(x) appelées fonctions propres .

Théorème 2.2. Les valeurs propres du problème Sturm-Liouville conformable (2.8),(2.9) sont simples,
c’est-à-dire . si λ est valeur propre de (2.8),(2.9) et f1(x) , f2(x) sont les fonctions propres correspon-
dantes, alors f1(x) et f2(x) sont linéairement dépendant .

Démonstration. Puisque f1(x) et f2(x) sont tous deux des solutions de (2.8), nous avons :

D(2β)
x f1(x) + λf1(x) = 0. (2.10)

Et

D(2β)
x f2(x) + λf2(x) = 0. (2.11)

En multipliant (2.10) par f2(x) et (2.11) par f1(x) et en soustrayant, on obtient

f2(x)D(2β)
x f1(x)− f1(x)D(2β)

x f2(x) = 0. (2.12)

Et de lui, on a :

D(β)
x

[
f2(x)D(β)

x f1(x)− f1(x)D(β)
x f2(x)

]
= f2(x)D(2β)

x f1(x)− f1(x)D(2β)
x f2(x).

De (2.12) il s’ensuit que :

D(β)
x

[
f2(x)D(β)

x f1(x)− f1(x)D(β)
x f2(x)

]
= 0.

Et donc :

f2(x)D(β)
x f1(x)− f1(x)D(β)

x f2(x) = C,C ∈ R. (2.13)

Pour trouver la valeur de C, notons que f1(x) et f2(x) vérifier les conditions aux limites (2.8), et
donc {

a0f1(a) + a1D(β)
x f1(a) = 0

a0f2(a) + a1D(β)
x f2(a) = 0,

Ce qui implique f1(x)D(β)
x f2(x)− f2(x)D(β)

x f1(x) = 0.Ainsi, de (2.13) il s’ensuit que

f2(x)D(β)
x f1(x)− f1(x)D(β)

x f2(x) ∀x ∈ [a, b] .

C’est-à-dire f1(x) et f2(x) sont linéairement dépendant.
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Théorème 2.3. Soit λn, n ∈ N∗ les valeurs propres du problème Sturm-Liouville conformable (2.8),(2.9)
et {fn(x), n ∈ N∗} les fonctions propres correspondantes, alors la séquence de fonctions {fn(x), n ∈ N∗}
est orthogonale en [a, b] par rapport à la fonction de poids x 7−→ (x− a)β−1.

Démonstration. Soit λi et λj , (i 6= j) des valeurs propres, et fi(x) et fj(x) les fonctions propres
correspondantes de (2.8),(2.9). Puisque fi(x) et fj(x) sont des solutions de (2.8), on a :

D(2β)
x fi(x) + λifi(x) = 0.

Et
D(2β)
x fj(x) + λjfj(x) = 0.

Maintenant, en suivant l’argument du théorème 2.2, nous obtenons

D(β)
x

[
fj(x)D(β)

x fi(x)− fi(x)D(β)
x fj(x)

]
+ (λi − λj)fi(x)fj(x) = 0,

qui sur l’intégration donne

(λj − λi)
∫ b

a

(x− a)β−1fi(x)fj(x)dx = fj(x)D(β)
x fi(x)− fi(x)D(β)

x fj(x)|ba (2.14)

Ensuite puisque fi(x) et fj(x) vérifier les conditions aux limites (2.9) c’est-à-dire :{
a0fi(a) + a1D(β)

x fi(a) = 0,

a0fj(a) + a1D(β)
x fj(a) = 0,

{
b0fi(b) + b1D(β)

x fi(b) = 0,

b0fj(b) + b1D(β)
x fj(b) = 0,

il est nécessaire que

fi(a)D(β)
x fj(a)− fj(a)D(β)

x fi(a) = fi(b)D(β)
x fj(b)− fj(b)D(β)

x fi(b). (2.15)

Par conséquent, l’identité (2.14) se réduit à

(λj − λi)
∫ b

a

(x− a)β−1fi(x)fj(x)dx = 0. (2.16)

Cependant, puisque λi 6= λj il s’ensuit que
∫ b

a

(x − a)β−1fi(x)fj(x)dx = 0. Alors la séquence

de fonctions {fn(x), n ∈ N∗} est orthogonale en [a, b] par rapport à la fonction de poids x 7−→
(x− a)β−1.

Théorème 2.4. Toutes les valeurs propres du problème Sturm-Liouville conformable fractionnaire
(2.8),(2.9).sont strictement positifs.

Démonstration. Soit λ, la valeur propre et f(x) 6= 0 la fonction propre correspondante du pro-
blème Sturm-Liouville conformable (2.8),(2.9). Puisque f(x) est la solution de (2.8), on a :

D(2β)
x f(x) + λf(x) = 0 (2.17)

En multipliant (2.17) par f(x) et en utilisant l’intégration par parties 1.2, on obtient

λ

∫ b

a

(x− a)β−1f 2(x)dx = −
∫ b

a

(x− a)β−1D(2β)
x f(x)f(x)dx

= −f(x)D(β)
x f(x)|ba +

∫ b

a

(x− a)β−1
[
D(β)
x f(x)

]2
dx

= f(a)D(β)
x f(a)− f(b)D(β)

x f(b) +

∫ b

a

(x− a)β−1
[
D(β)
x f(x)

]2
dx.
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f(x) satisfait les conditions aux limites (2.8), et donc

λ =

−a0
a1
f 2(a) + b0

b1
f 2(b) +

∫ b

a

(x− a)β−1
[
D(β)
x f(x)

]2
dx∫ b

a

(x− a)β−1f 2(x)dx

> 0.

D’autre part, si a0 = b0 = 0 et f(x) = C 6= 0 alors λ = 0.

2.1.2 équation télégraphique conforme à l’espace-temps avec condition aux
limites de Robin conformable

([24]) Dans cette sous-section, nous déterminons la solution analytique de l’équation télé-
graphique fractionnaire espace-temps conformable non homogène avec condition initiale.

u(x, 0) = ϕ(x), Dαt u(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l, (2.18)

et condition aux limites conformable de Robin non homogène donnée par :{
a0u(0, t) + a1D(β)

x u(0, t) = g(t), a0a1 ≤ 0

b0u(l, t) + b1D(β)
x u(l, t) = h(t), b0b1 ≥ 0, 0 ≤ t ≤ T,

(2.19)

où ϕ,ψ ∈ C2(0, l) et g,h ∈ C2(0, T ) tel que{
a0ϕ(0) + a1ψ(0) = g(0),
b0ϕ(l) + b1ψ(l) = h(0).

Remarque 2.1. On a :

1 Si a1 = b1 = 0, alors la condition aux limites (2.19) est appelée la condition aux limites de
Dirichlet.

2 Si a0 = b0 = 0, alors la condition aux limites (2.19) est appelée la condition aux limites de
Neumann.

3 Si a1 = 0 et b0 = 0, ou a0 = 0 et b1 = 0, alors la condition aux limites (2.19) est appelée la
condition aux limites de mixte.

4 Si a1 = 0 ou b1 = 0, alors la condition aux limites (2.19) est appelée la condition aux limites
de Dirichlet-Robin.

5 Si a0 ou b0 = 0, alors la condition aux limites (2.19) est appelée la condition aux limites de
Neumann-Robin.

nous supposons
u(x, t) = V (x, t) +W (x, t),

tel que W (x, t) est donnée par :

W (x, t) =


1
a0
g(t) + [a0h(t)−b0g(t)]

a0b0`β/β
xβ

β
Si a1 = b1 = 0, a0 < 0, b0 > 0,

1
a1
g(t) + [a1h(t)−b1g(t)]

a1b1`β
x2β

2β
Si a0 = b0 = 0, a1 < 0, b1 > 0,(

b0+b1
`β

β

)
g(t)−a0h(t)

a1b0−b1a0+a1b1
`β

β

+ [a1h(t)−b1g(t)]
a1b0−b1a0+a1b1

`β

β

xβ

β
Si a0a1 < 0, b0b1 > 0.

(2.20)
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qui satisfait la condition aux limites :{
a0W (0, t) + a1D(β)

x W (0, t) = g(t),

b0W (`, t) + b1D(β)
x W (`, t) = h(t),

et la fonction V (x, t) est la solution du problème suivant :
D(2α)
t V (x, t) + (a+ b)D(α)

t V (x, t) + (ab)V (x, t) = w2D(2β)
x V (x, t) + f̃(x, t),

V (x, 0) = ϕ1(x), D(α)
t V (x, 0) = ψ1(x),

a0V (0, t) + a1D(β)
x V (0, t) = 0,

b0V (`, t) + b1D(β)
x V (`, t) = 0.

(2.21)

où
f̃(x, t) = −D(2α)

t W (x, t)− (a+ b)D(α)
t W (x, t)− (ab)W (x, t) + w2D(2β)

x W (x, t) + f(x, t),
ϕ1(x) = ϕ(x)−W (x, 0),

ψ1(x) = ψ(x)−D(α)
t W (x, t).

On suppose d’abord que la solution de l’équation homogène dans (2.21) (Posons f̃(x, t) = 0), il
a la forme suivante :

V (x, t) = X(x)T (t).

En substituant dans (2.21) on obtient le problème de Sturm-Liouville conformable :
D(2β)
x X(x) + λ2X(x) = 0,

a0X(0) + a1D(β)
x X(0) = 0,

b0X(`) + b1D(β)
x X(`) = 0,

(2.22)

Proposition 2.1. 1 Le problème de Sturm-Liouville conformable (2.22) admet une suite croissante
de valeurs propres positives (λ2

n), n ∈ N tel que :

λ2
n 7−→n→+∞ +∞

2 Les valeurs propres du problème Sturm-Liouville conformable (2.22) vérifier l’équation algébrique
suivante :

tan

(
λ
`β

β

)
=

(a1b0 − a0b1)λ

a0b0 + a1b1λ2
. (2.23)

3 Les fonctions propres Xn(x) correspondant aux valeurs propres λ2
n sont données par :

Xn(x) =

 λn cos
(
λn

xβ

β

)
+ sin

(
λn

xβ

β

)
Si  = −a1/a0 et a0 6= 0,

cos
(
λn

xβ

β

)
+ 

λn
sin
(
λn

xβ

β

)
Si  = −a0/a1 et a1 6= 0.

(2.24)

Si a0 = b0 = 0 , Alors λ0 = 0 et X0(x) = 1.
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Les fonctions propresXn(x) sont orthogonales sur [0, `] correspondant à la fonction de poids
x 7→ xβ−1 avec produit interne

〈Xn(x), Xm(x)〉 =

∫ `

0

xβ−1Xn(x)Xm(x)dx =

{
0 Si n 6= m,
Rn Sinon.

(2.25)

Nous cherchons maintenant une solution du problème non homogène (2.21) sous la forme sui-
vante :

V (x, t) =
+∞∑
n=1

Bn(t)Xn(x). (2.26)

Afin de déterminer Bn(t), nous développons f̃(x, t) comme une série de Fourier par les fonc-
tions propres Xn(x)

f̃(x, t) =
+∞∑
n=1

f̃n(t)Xn(x), tel que f̃n(t) =
1

Rn

∫ `

0

f̃(x, t)Xn(x)dx. (2.27)

nous remplacerons (2.26), (2.26) par (2.21), on a :

D2α
t Bn(t) + (a+ b)Dαt Bn(t) + (ab+ λnw

2)Bn(t) = f̃n(t). (2.28)

Puisque V (x, t) satisfait les conditions initiales de (2.21), on a :
+∞∑
n=1

Bn(0)Xn(x) = ϕ1(x), 0 < x < `,

+∞∑
n=1

D(α)
t Bn(0)Xn(x) = ψ1(x), 0 < x < `,

qui donne : 
Bn(0) = 1

Rn

∫ `

0

ϕ1(x)Xn(x)dx, n ∈ N∗,

D(α)
t Bn(0) = 1

Rn

∫ `

0

ψ1(x)Xn(x)dx, n ∈ N∗.
(2.29)

Ici Rn est donné dans (2.25).
Nous supposons que : (

a− b
2k

)2

< λ2
1, (2.30)

Où λ2
1 est la plus petite valeur propre du problème de Sturm-Liouville conformable (2.22) .

En utilisant la condition (2.30), théorème 2.1, (2.28), (2.29) et (2.26) nous obtenons la solution du
problème (2.21) comme :
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u(x, t) =
+∞∑
n=1

[
Bn(0)e−

(a+b)tα

2α cos

(√
4k2λ2

n − (a− b)2
tα

2α

)]

+
+∞∑
n=1

[
(a+ b)Bn(0) + 2Dαt Bn(0)√

4k2λ2
n − (a− b)2

e−
(a+b)tα

2α sin

(√
4k2λ2

n − (a− b)2
tα

2α

)]

+
+∞∑
n=1

[
2√

4k2λ2
n − (a− b)2

∫ t

0

e−
(a+b)tα

2α sin

(√
4k2λ2

n − (a− b)2
tα

2α

)
f̃n(t− τ)dτ

]
Xn(x) +W (x, t).

(2.31)

2.1.3 Exemples illustratifs

([24]) Dans cette sous-section, nous donnons les exemples suivants :

Exemple 2.1. ( Équation télégraphique conforme au temps avec condition aux limites de Diri-
chlet homogène ), Dans cet exemple, nous considérons les données suivantes :
� Dans(3), a = b = 1, α = 1/2, β = 1, k = 1, ` = π et f(x, t) = 0
� Dans(2.18), ϕ(x) = 1, et ψ(x) = 0.
� Dans(2.19), a1 = b1 = 0, a0 = −1, b0 = 1 et g(t) = h(t) = 0.
Alors à partir de (2.23),(2.24) les valeurs propres et les fonctions propres sont données par :

λ2
n = n2 et Xn(x) = sin(nx), n ∈ N∗.

De (2.25) et (2.29) nous obtenons :

Rn = π/2 et Bn(0) =
2

πn
(1− (−1)n).

A partir de (2.31), la solution du problème (3),(2.18),(2.19) est donnée par :

� u(x, t) =
+∞∑
n=0

8e−2
√
t

π(2n+ 1)

[
cos(4n+ 2)

√
t+

sin(4n+ 2)
√
t

2n+ 1

]
sin(2n+ 1)x.

Exemple 2.2. ( Équation télégraphique conforme au temps avec condition aux limites de Neu-
mann homogène ) dans cet exemple, nous considérons les données suivantes :
� Dans(3), a = b = 1, α = 1/2, β = 1, k = 1, ` = π et f(x, t) = 0.
� Dans(2.18), ϕ(x) = x, et ψ(x) = 0.
� Dans(2.19), a0 = b0 = 0, a1 = −1, b1 = 1 et g(t) = h(t) = 0.
Alors à partir de (2.23),(2.24) les valeurs propres et les fonctions propres sont données par :

λ2
n = n2 et Xn(x) = cos(nx), n ∈ N∗.

De (2.25) et (2.29) nous obtenons :

Rn = π/2 et Bn(0) =
2

πn2
((−1)n − 1).

A partir de (2.31), la solution du problème (3),(2.18),(2.19) est donnée par :

� u(x, t) =
+∞∑
n=0

−8e−2
√
t

π(2n+ 1)2

[
cos(4n+ 2)

√
t+

sin(4n+ 2)
√
t

2n+ 1

]
cos(2n+ 1)x.
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Exemple 2.3. ( Équation télégraphique conforme à l’espace-temps avec condition aux limites
mixte homogène ) dans cet exemple, nous considérons les données suivantes :
� Dans(3), a = b = 1, α = β = 1/2, k = 1, ` = π et f(x, t) = 0.
� Dans(2.18), ϕ(x) = 1, et ψ(x) = 0.
� Dans(2.19), a0 = −1, a1 = 0, b0 = 0, b1 = 1 et g(t) = h(t) = 0.
Alors à partir de (2.23),(2.24) les valeurs propres et les fonctions propres sont données par :

λ2
n =

πn2

4
et Xn(x) = sin

(n
2

√
πx
)
, n ∈ N.

De (2.25) et (2.29) nous obtenons :

Rn =
√
π et Bn(0) =

1− cos(πn/2)

πn
.

A partir de (2.31), la solution du problème (3),(2.18),(2.19) est donnée par :

� u(x, t) =
+∞∑
n=0

(1− cos(πn/2))e−2
√
t

πn

[
cosn

√
πt+

2

n
√
π

sinn
√
πt

]
sin
(n

2

√
πx
)
.

Exemple 2.4. ( Équation télégraphique conforme au temps avec condition aux limites de Robin
homogène ), Dans cet exemple, nous considérons les données suivantes :
� Dans(3), a = b = 1, α = 1/2, β = 1, k = 1, ` = 1 et f(x, t) = 0.
� Dans(2.18), ϕ(x) = 1, et ψ(x) = 0.
� Dans(2.19), a0 = −1, a1 = 1, b0 = 1, b1 = 0 et g(t) = h(t) = 0.
Alors à partir de (2.23), les valeurs propres sont des solutions de l’équation suivante :

tan(2λ) = −λ oλ > 0. (2.32)

Pour trouver les réelles racines de (2.32), on trace les courbes y = −λ et y = tan(2λ), et on
observe les valeurs de λ, où ces courbes se croisent.
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FIGURE 2.1 – Courbes de fonction y=tan(2*lambda) et y=-lambda.

D’après la figure 2.1, il est clair que l’équation (2.32) a un nombre infini de racines positives
λn, n ∈ N∗ , qui se rapprochent des multiples impairs de π/4, c’est-à-dire λn = (2n+1)π/4. Ainsi,
le problème (2.22) a aussi un nombre infini de valeurs propres λ2

n = (2n+ 1)2π2/16, n ∈ N∗. De
(2.24) les fonctions propres de (2.22) sont données par :

Xn(x) = λn cos(λnx) + sin(λnx), n ∈ N∗.

De (2.25) et (2.29) nous obtenons :

Rn =
1

2
(λ2

n + 2) +
λ2
n − 1

4λn
sin(2λn)− cos(2λn)

2λn
, et Bn(0) =

1− cos(λn)

λnRn

.

A partir de (2.31), la solution du problème (3),(2.18),(2.19) est donnée par :

� u(x, t) =
+∞∑
n=0

(1− cos(λn))e−2
√
t

λnRn

[
cos(2λn

√
t) +

1− cos(λn)

λ2
nRn

sin(2λn
√
t)

]
Xn(x).
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CHAPITRE 3

SOLUTIONS NUMÉRIQUE POUR
L’ÉQUATION TÉLÉGRAPHIQUE

CONFORMABLE FRACTIONNAIRE

D ans ce chapitre, nous proposons un algorithme basé sur les polynômes de Tchebychev
décalés du second espèce. L’équation télégraphique fractionnaire est réduite à un système

linéaire d’équations différentielles du second ordre et la méthode de Newmark est appliquée
pour résoudre ce système. Enfin, quelques exemples numériques sont présentés pour confirmer
la fiabilité et l’efficacité de cet algorithme.

33
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3.1 Polynômes de Tchebychev

Il existe plusieurs types de polynômes de Tchebychev. Nous ne considérons que le deuxième
type et c’est le plus important dans les polynômes de Tchebychev.

3.1.1 Les polynômes de Tchebychev deuxième type

([14]) Le polynôme de Tchebychev Un(x) du deuxième type est un polynôme de degré n en
x défini par :

Un(x) = sin(n+ 1)θ/ sin θ tel que x = cos θ. (3.1)

Les formules initiales donnent :

sin 1θ = sin θ, sin 2θ = 2 sin θ cos θ, sin 3θ = sin θ(4 cos2 θ− 1), sin 4θ = sin θ(8 cos3 θ− 4 cos θ), . . . ,

de sorte que nous voyons que le rapport des fonctions sinus (3.1) est bien un polynôme en cos θ
, et on peut en déduire immédiatement que :

U0(x) = 1, U1(x) = 2x, U2(x) = 4x2 − 1, U3(x) = 8x3 − 4x, . . . . (3.2)

3.1.2 Certaines propriétés des polynômes de Tchebychev décalés du second
type

([14], [18]) Les polynômes de Tchebychev décalés du second type U∗n(x) de degré n en x sont
définis sur [0, 1] et peuvent être déterminés par la formule de récurrence suivante :

U∗0 (x) = 1,
U∗1 (x) = 4x− 2,
U∗n(x) = 2(2x− 1)(U∗n−1(x))− U∗n−2(x), n = 2, 3 . . . .

(3.3)

Les polynômes Un(x) sont orthogonaux sur [0, 1] par rapport aux produits internes :

〈U∗n(x), U∗m(x)〉 =

∫ 1

0

√
x− x2U∗n(x)U∗m(x)dx

{
0 Si n 6= m,
π/8 Si n = m,

(3.4)

Où
√
x− x2 est la fonction poids.

La forme analytique des polynômes de Tchebychev décalés du second type U∗n(x) de degré n
est donnée par :

U∗n(x) =
n∑
i=0

(−1)k22n−2k Γ(2n− k + 2)xn−k

Γ(k + 1)Γ(2n− 2k + 2)
, n > 0, (3.5)

La fonction qui apparaît dans la solution du problème de modèle peut être écrite comme une
série de U∗(x).
Soit g(x) double intégrable dans [0, 1], il peut être exprimé en termes de polynômes de Tcheby-
chev décalés du second type comme suit :
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g(x) =
+∞∑
i=0

aiU
∗
i (x), (3.6)

Où les coefficients ai, i = 0, 1, . . . , sont donnés par :

ai =
2

π

∫ 1

−1

g

(
x+ 1

2

)√
1− x2Ui(x)dx, (3.7)

où

ai =
8

π

∫ 1

0

g(x)
√
x− x2U∗i (x)dx, (3.8)

Pour des raisons pratiques, nous ne prenons que les premiers termes (m + 1) de U∗n(x) dans
l’approximation qui est donnée :

gm(x) =
m∑
i=0

aiU
∗
i (x). (3.9)

3.1.3 Évaluation du dérivée conformable fractionnaire a l’aide des poly-
nômes de Tchebychev décalés du deuxième type

([25], [18]) La principale formule approximative de la fonction gm(x) donnée dans (3.9) est
présentée dans le théorème suivant.

Théorème 3.1. Soit g(x) approchée par des polynômes de Tchebychev décalés du second type comme
(3.9) et supposons également δ > 0, alors :

D(δ)(gm(x)) =
m∑

i=n+1

i−(n+1)∑
k=0

aiAni,kxi−k−δ, (3.10)

Où Ani,k est donné par :

Ani,k = (−1)k
22i−2kΓ(2i− k + 2)Γ(i− k + 1)

Γ(k + 1)Γ(2i− 2k + 2)Γ(i− k − n)
. (3.11)

Démonstration. En utilisant la linéarité de la dérivée fractionnaire conformable donnée dans
(1.12) et en utilisant la définition de la fonction d’approximation gm(x) comme dans (3.9), on
obtient :

D(δ)
x gm(x) =

m∑
i=0

aiD(δ)
x U∗i (x), ∀ δ > 0. (3.12)

De plus, de l’eqs (1.12), (1.19), (1.15) et (3.5) on obtient :

D(δ)
x U∗i (x) = 0, i = 0, 1, . . . , n, n ∈ N, n < δ 6 n+ 1. (3.13)
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À partir de (1.15), pour i− k > n, on a :

D(δ)
x xi−k =

Γ(i− k + 1)

Γ(i− k − n)
xi−k−δ, n ∈ N, n < δ 6 n+ 1. (3.14)

Nous remplaçons (3.14) dans l’Eq. (3.5) on obtient l’égalité suivante pour n < δ 6 n+ 1. :

D(δ)
x U∗i (x) =

i−(n+1)∑
k=0

(−1)k22i−2k Γ(2i− k + 2)Γ(i− k + 1)

Γ(k + 1)Γ(2i− 2k + 2)Γ(i− k − n)
xi−k−δ, (3.15)

nous remplaçons (3.15) dans (3.12) on obtient :

D(δ)
x gm(x) =

m∑
i=n+1

i−(n+1)∑
k=0

ai(−1)k22i−2k Γ(2i− k + 2)Γ(i− k + 1)

Γ(k + 1)Γ(2i− 2k + 2)Γ(i− k − n)
xi−k−δ,

Où peut-on l’écrire sous forme :

D(δ)
x gm(x) =

m∑
i=n+1

i−(n+1)∑
k=0

aiAni,kxi−k−δ,

Où Ani,k est défini par (3.11).

Exemple 3.1. Considérons g(x) = x2 avec m = 2 et δ = 1.2 , n = 1. Utilisation des équations
(1.15) nous obtenons.

D(1.2)
x (x2) = D(0.2)

x (2x) = 2x0.8.

Maintenant, en utilisant la méthode précédente, nous obtenons :

D(1.2)
x (x2) =

3∑
i=2

i−2∑
k=0

aiA1
i,kx

i−k−1.2, (3.16)

Où :

A1
2,0 = 32.

Substituer les constantes a2 = 1
16

et a3 = 0 à partir de l’équation. (3.8) dans l’Eq. (3.16) nous
obtenons :

D(1.2)
x (x2) = 2x0.8.

3.1.4 Erreur d’analyse

L’objectif principal de cette section est d’étudier l’erreur de troncature et son analyse de
convergence.
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Théorème 3.2. ([5]) (Converge uniformément le théorème). Soit g ∈ L2(0, 1) une fonction deux fois
différentiable sur [0, 1] et la deuxième dérivée est bornée sur [0, 1], c’est-à-dire :

∃M > 0, ∀ x ∈ [0, 1] : |g′′(x)| 6M.

Si g(x) =
+∞∑
i=0

aiU
∗
i (x) est la somme des séries de polynômes de Chebyshev décalés du second type, alors

la suite des sommes partielles (gm) avec gm(x) =
m∑
i=0

aiU
∗
i (x) converge uniformément vers g(x) sur

[0, 1].

Démonstration. En utilisant la variable change 2x− 1 = cos(θ) dans (3.8) on obtient :

ai =
8

π

∫ π

0

g

(
1 + cos(θ)

2

)
sin

[(
i+

1

2

)
θ

]
sin(θ/2)dθ.

Maintenant en intégrant par parties deux fois, on obtient :

ai =
1

4π

∫ π

0

g′′
(

1 + cos(θ)

2

)
κi(θ)dθ,

Où

κi(θ) = sin(θ)

[
1

i

(
sin(i− 1)θ

i− 1
− sin(i+ 1)θ

i+ 1

)
+

1

i+ 1

(
sin iθ

i
− sin(i+ 2)θ

i+ 2

)]
. (3.17)

|ai| =
∣∣∣∣ 1

4π

∫ π

0

g′′
(

1 + cos(θ)

2

)
κi(θ)dθ

∣∣∣∣ 6 M

4π

∫ π

0

|κi(θ)| dθ =
M(i2 + 2i− 1)

i(i2 − 1)(i+ 2)
6
M

i2
. (3.18)

D’autre part, nous avons :

|g(x)− gm(x)| 6
+∞∑

i=m+1

|ai| |U∗i (x)| 6
+∞∑

i=m+1

|ai| 6
+∞∑

i=m+1

M

i2
.

Donc,
+∞∑
i=1

1

i2
est la série de Riemann convergente, puis le reste de cette série converge vers zéro,

donc la séquence (gm(x)) converge uniformément vers g(x) sur [0, 1] .

3.1.5 Méthode de collocation Tchebychev

([25]) Dans cette section, nous appliquons la méthode de collocation de Tchebychev aux pro-
blèmes (3)-(5) basés sur les polynômes de Tchebychev décalés du second type. Notons um(x, t)
comme l’approximation de u(x, t) sous la forme suivante :

um(x, t) =
m∑
i=0

aiU
∗
i (x). (3.19)
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On applique le théorème 3.1, et on suppose l’équation télégraphique conformable fractionnaire
suivante :

D(1+α)
t u(x, t) + (2a)D(α)

t u(x, t) + (b2)u(x, t) = wD(β)
x u(x, t) + f(x, t), (3.20)

et (3.19) on obtient :

m∑
i=0

t1−αa′′i (t)U
∗
i (x) + (2a)

m∑
i=0

t1−αa′i(t)U
∗
i (x) + (b2)

m∑
i=0

ai(t)U
∗
i (x)

= w

m∑
i=2

i−2∑
k=0

ai(t)A1
i,kx

i−k−β + f(x, t)

(3.21)

où 0 < α 6 1. Nous colocalisons maintenant Eq. (3.21) en m− 1 points de collocation xp comme
suit :

m∑
i=0

t1−αa′′i (t)U
∗
i (xp) + (2a)

m∑
i=0

t1−αa′i(t)U
∗
i (xp) + (b2)

m∑
i=0

ai(t)U
∗
i (xp)

= w
m∑
i=2

i−2∑
k=0

ai(t)A1
i,kx

i−k−β
p + f(xp, t)

(3.22)

Les points de collocation sont les racines des polynômes de Tchebychev décalés du second type
U∗m−1(x).
Généralement, les racines des polynômes de Tchebychev décalés du second type U∗m(x) sont
calculées par la formule suivante :

xp =

(
1 + cos

(
π(m− p)
m+ 1

))
1

2
, p = 1, 2, . . . ,m− 1,

Par application. Ensuite nous avons

m∑
i=0

[
t1−αa′′i (t)U

∗
i (xp) + (2a)t1−αa′i(t)U

∗
i (xp) + ai(t)Ri(xp)

]
= f(xp, t), (3.23)

Où 
S0(xp) = S1(xp) = 0,

Si(xp) =
i−2∑
k=0

A1
i,kx

i−k−β
p , i = 2, 3, . . . ,m,

Ri(xp) = (b2)U∗i (xp)− wSi(xp), i = 1, 2, . . . ,m.

On met aussi (3.19) dans (5), nous obtenons :

m∑
i=0

(−1)iai(t) = g(t),
m∑
i=0

(2i+ 1)ai(t) = h(t). (3.24)
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Nous introduisons les vecteurs V (t) et F (t) définis par :

V (t) = (a0(t), a1(t), . . . , am(t))T ,
F (t) = (f(x1, t), f(x2, t), . . . , f(xm−1, t), g(t), h(t))T .

En remplaçant (3.8) et (3.19) dans les conditions initiales (4), nous pouvons calculer

V (0) = (a0(0), a1(0), . . . , am(0))T et
d

dt
V (0) = (a′0(0), a′1(0), . . . , a′m(0))T .

Soit les matrices M(t), C(t) et K données par :

M(t) = t1−α



U∗0 (x1) U∗1 (x1) . . . U∗m(x1)
U∗0 (x2) U∗1 (x2) . . . U∗m(x2)

...
... . . .

...
U∗0 (xm−1) U∗1 (xm−1) . . . U∗m(xm−1)

0 0 . . . 0
0 0 . . . 0


C(t) = (a+ b)M,

K =



R0(x1) R1(x1) . . . Rm(x1)
R0(x2) R1(x2) . . . Rm(x2)

...
... . . .

...
R0(xm−1) R1(xm−1) . . . Rm(xm−1)

1 −1 . . . (−1)m

1 3 . . . 2m+ 1


En combinant les équations (3.23) et (3.24), nous trouvons la forme matricielle suivante :

M(t)
..

V +a(t)
.

V +KV (t) = F (t),
V (0) = (a0(0), a1(0), . . . , am(0))T ,
.

V (0) = (a′0(0), a′1(0), . . . , a′m(0))T .

(3.25)

Pour résoudre le système d’équations différentielles du second ordre (3.25), Nous utilisons Mé-
thode de Newmark’s.

3.2 Méthode de Newmark’s

La méthode de Newmark’s permet la résolution numérique d’équations différentielles du
second ordre. Elle convient, non seulement pour des systèmes différentiels linéaires, mais aussi
pour des systèmes fortement non linéaires avec une matrice de masse et une force appliquée
qui peuvent dépendre à la fois de la position et du temps.

3.2.1 Méthode de Newmark’s

([25]) La méthode de Newmark’s est une méthode très utilisée dans les codes de dynamique.
C’est une méthode de résolution directe qui s’applique à l’équation matricielle.
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On essayons alors de résoudre le système (3.25) à l’instant tn+1 :

[M ]
..

V n+1 +[C]
.

V n+1 +[Kn+1]Vn+1 = Fn+1 , n = 0, 1, . . . , N − 1. (3.26)

OùM est la matrice de masse, C la matrice d’amortissement,K la matrice de rigidité, F la force
généralisée. La solution est une fonction V (t) dépendante du temps. Le schéma de Newmark’s
se présente sous la forme Pour l’entier positif N , ∆t = T/N , désigne la taille du pas de la
variable t, Nous définissons donc tn = n∆t dans lequel n = 0, 1, . . . , N , nous introduisons les
notations suivantes ai(tn) = ain, g(tn) = gn, h(tn) = hn, Vn = (a0,n, a1,n, . . . , am,n)T et Fn =
(f(x1, tn), f(x2, tn), . . . , f(xm−1, tn), gn, hn)T .
Dans 1959 Newmark’s a proposé une méthode, voir [20] qui relie les accélérations, les vitesses
et les déplacements des nœuds aux instants tn+1 et tn comme suit :

Vn+1 = Vn + ∆t
.

V n +
(∆t)2

2

[
(1− 2θ1)

..

V n +2θ1

..

V n+1

]
, (3.27)

.

V n+1=
.

V n +∆t
[
(1− θ2)

..

V n +θ2

..

V n+1

]
. (3.28)

Où 0 6 θ1 6 1/2 et 0 6 θ2 6 1 sont deux paramètres voir [25]. Lorsque ces deux paramètres
sont nuls, on retrouve les formules de Taylor, La méthode la plus couramment utilisée est
méthode de la moyenne d’accélération (θ1 = 1/4 et θ2 = 1/2).

Réorganiser (3.27) pour fournir une expression pour
..

V n+1 donne :

..

V n+1=
Vn+1 − Vn
θ1∆t2

−
.

V n

θ1∆t
−
(

1

2θ1

− 1

)
..

V n . (3.29)

L’insertion de l’expression pour
..

V n+1 de (3.29) dans (3.28) donne :

.

V n+1=
θ2

θ1∆t
(Vn+1 − Vn) +

(
1− θ2

θ1

)
.

V n +∆t

(
1− θ2

2θ1

)
..

V n . (3.30)

Nous pouvons maintenant insérer les expressions explicites pour
..

V n+1 et
.

V n+1 de (3.29) et (3.30)
dans (3.26) pour obtenir le système linéaire suivant :

An+1Vn+1 = Bn+1, (3.31)

Où

An+1 =
M

θ1(∆t)2
+

θ2C

θ1∆t
+Kn+1,

Bn+1 = Fn+1 +M

[
Vn

θ1(∆t)2
+

.

V n

θ1∆t
+

(
1

2θ1

− 1

)
..

V n

]

+ Cn+1

[
θ2Vn
θ1∆t

−
(

1− θ2

θ1

)
.

V n −∆t

(
1− θ2

2θ1

)
..

V n

]
.
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3.2.2 Algorithme de Méthode Newmark’s

([25])

Algorithme 1

1. Calculs initiaux :

(a) formation la matrice de rigidité Kn+1, la matrice de masse M et la matrice d’amortis-
sement C.

(b) Initialiser V0,
.

V 0 et
..

V 0.

(c) Sélectionnez le pas de temps ∆t = T/N , les paramètres θ1, θ2 et calculez les
constantes d’intégration :

θ2 > 1/2; θ1 >
(θ2 + 1/2)2

4
;

a0 =
1

θ1(∆t)2
; a1 =

θ2

θ1∆t
; a2 =

1

θ1∆t
; a3 =

1

2θ1

− 1;

a4 =
θ2

θ1

− 1; a5 = ∆t

(
θ2

2θ1

− 1

)
; a6 = ∆t(1− θ2); a7 = θ2∆t.

(d) formation la matrices de rigidité effective An+1 = a0M + a1C +Kn+1.

2. Pour chaque pas de temps :

(a) Calculer les charges effectives au moment tn+1 = tn + ∆t :

Bn+1 = Fn+1 +Mn+1

(
a0Vn + a2

.

V n +a3

..

V n

)
+ Cn+1

(
a1Vn + a4

.

V n +a5

..

V n

)
.

(b) Résoudre les déplacements à temps tn+1 = tn + ∆t :

An+1Vn+1 = Bn+1.

(c) Calculer les accélérations et les vitesses au temps tn+1 = tn + ∆t :

..

V n+1 = a0(Vn+1 − Vn)− a2

.

V n −a3

..

V n,
.

V n+1 =
.

V n +a6

..

V n +a7

..

V n+1 .

3.3 Applications

([25]) On compare les solutions numériques obtenues par l’algorithme 3.2.2 avec des so-
lutions exactes connues et les méthodes numériques disponibles dans la littérature. Tous les
calculs numériques ont été réalisé par MATLAB R2014b sous OSWindows 10 (64 bits) avec
Intel(R) Core(TM) i7− 2670QM , Processeur 2, 20 GHz et 8 Go de mémoire.
[25] Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques des équations télégra-
phiques fractionnaires d’espace-temps conformables (3) avec les conditions initiales (4) et aux
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limites (5). Pour tester l’efficacité de l’algorithme ??, plusieurs exemples numériques pour dif-
férentes valeurs de a, b, w, α et β sont donnés dans cette section avec L2, L∞ et les erreurs de la
moyenne quadratique (EQM) sont calculées par :

L2 = ‖ue − um‖2 =

√√√√h

N∑
i=0

|ue(xi, t)− um(xi, t)|2,

L∞ = ‖ue − um‖∞ = max
06i6N

|ue(xi, t)− um(xi, t)| ,

EQM =

√√√√√√
N∑
i=0

|ue(xi, t)− um(xi, t)|2

N + 1
,

où ue est l’exact solution et um est la solution numérique.

Exemple 3.2. ([25]) Dans cet exemple, nous considérons l’équation télégraphique :

D(1+α)
t u(x, t) + (2a)D(α)

t u(x, t) + (b2)u(x, t) = wD(β)
x u(x, t) + f(x, t), (3.32)

avec a = 1/2, b = 1, w = 1 et β = 2 dans le domaine 0 ≤ x ≤ 1, avec les conditions initiales et
aux limites suivantes, {

u(x, 0) = D(α)
t u(x, 0) = 0, 0 6 x 6 1,

u(0, t) = u(1, t) = 0, 0 < t 6 1.
(3.33)

et f(x, t) = (α + α2 − (1 + α)t + t1+α)(x − x2)e−t + 2t1+αe−t.La solution exacte de cet exemple
est ue(x, t) = (x − x2)t1+αe−t. Si α = 1, cet exemple a été étudié dans ([15], [19]) par différentes
méthodes numériques. Nous appliquons l’algorithme 3.2.2 pour m = 5 et approchons de la
solution u(x, t) comme suit :

u5(x, t) =
5∑
i=0

ai(t)U
∗
i (x).

Utilisation du système linéaire (3.31) pour m = 5 et N = 1000 avec les données initiales
V 0 =

.

V
0
=

..

V
0
= (0, 0, 0, 0, 0, 0)T . nous présentons les erreurs L2 et L∞ à différents t pour α =

0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0, avec ∆t = 0, 0001 et h = 0, 01. Le graphique des solutions exactes et numé-
riques pour α = 1 à t = 1, 2, 3, 4, 5 et pour t = 2 à α = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1 est représenté sur la
figure 3.1 et l’espace-temps des graphiques de solution numérique et d’erreur absolue jusqu’à
t = 5 sont présentés dans la figure 3.2.
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(a) Solutions exactes et numériques
(gauche) pour α = 1 à t = 1, 2, 3, 4, 5.

(b) Solutions exactes et numériques
(droite) pour t = 2 à α = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.

FIGURE 3.1 – Comparaison des solutions numériques et exactes de l’exemple 3.2 à différents
instants et α a niveaux avec h = 0, 01, ∆t = 0, 001.

(a) Solution exact (b) Solution numérique

FIGURE 3.2 – Graphiques espace-temps des solutions exactes et numériques pour l’exemple 3.2
à t = 4 et α = 1.

Exemple 3.3. ([25]) Nous considérons l’équation (3.32) dans le domaine [0, 1] avec a = 6, b = 2,
w = 1 et α = 1. Les conditions initiales et aux limites sont données par,{

u(x, 0) = sin((β − 1)x), ut(x, 0) = 0 : 0 ≤ x ≤ 1,
u(0, t) = 0, u(1, t) = cos(t) sin(β − 1), t ≥ 0,

(3.34)

et f(x, t) =
[
3 cos(t)− 12 sin(t) + (β − 1)2x2−β cos(t)

]
sin(β − 1)x. La solution exacte de cet

exemple est ue = cos(t) sin((β − 1)x). Si β = 2, cet exemple a été étudié dans ([15], [19]) par
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différentes méthodes numériques. Nous appliquons l’algorithme 3.2.2 pour m = 5 et nous ap-
prochons de la solution u(x, t) comme suit :

u5(x, t) =
5∑
i=0

ai(t)U
∗
i (x).

Utilisation du système linéaire (3.31) pour m = 5 et N = 1000 avec les données initiales
V 0 = (0.2373, 0.2273,−0.0124,−0.0023, 0.0001, 0)T ,

.

V
0
=

..

V
0
= (0, 0, 0, 0, 0, 0)T , on calcule la solu-

tion approximative u5(x, t). L’efficacité de l’algorithme 3.2.2 est mesurée en utilisant L2 , L∞ et
les erreurs quadratiques moyennes avec ∆t = 0, 0001, h = 0, 01 . Dans la figure 3.3, nous pré-
sentons la comparaison des solutions numériques et exactes pour différents niveaux de temps
avec ∆t = 0, 001 et h = 0, 01. Le graphique spatio-temporel de la solution numérique jusqu’à
t = 1 et t = 2 est illustré à la figure 3.4.

(a) Solutions exactes et numériques
(gauche) pour β = 2 et t = 0.2 à t = 1.0.

(b) Solutions exactes et numériques
(gauche) pour t = 1 et β = 1.2 à β = 2.0.

FIGURE 3.3 – Comparaison des solutions numériques et exactes de l’exemple 3.3 à différents
temps et niveaux β avec h = 0, 01, ∆t = 0, 001.
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(a) Solution numérique à t = 1 (b) Solution numérique à t = 2

FIGURE 3.4 – Solution numérique espace-temps pour l’exemple 3.3 à t = 1.2 avec β = 2.

Exemple 3.4. ([25]) Dans cet exemple, nous considérons l’équation télégraphique (3.32) avec
a = 10, b = 5, w = 1 et β = 1 + α dans le domaine 0 ≤ x ≤ 1, avec les conditions initiales et aux
limites suivantes, {

u(x, 0) = D(α)
t u(x, 0) = 0, 0 < x < 1,

u(0, t) = 0, u(1, t) = t1+α sin(π(1 + α)), 0 < t 6 1.
(3.35)

et f(x, t) = [α(α + 1) + 20(α + 1)t+ 25t1+α + π2(1 + α)2x1−αt1+α] sin(π(1 + α)x). La solution
exacte de cet exemple est : ue = t1+α sin(π(1 + α)x).
Erreurs L2 et L∞ à différentes tailles de pas de temps t pour α = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0, avec
∆t = 0, 001 et h = 0, 01. De la figure 3.5, il est clair que la solution numérique coïncide avec le
solution exacte pour différents temps et a niveaux avec ∆t = 0, 001 et h = 0, 01. Les graphiques
espace-temps de la solution numérique et l’erreur absolue sont présentées dans la figure 3.6.
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(a) Solutions exactes et numériques
(gauche) pour α = 1 à t = 0.2 à t = 1.0.

(b) Solutions exactes et numériques
(droite) pour t = 1 à α = 0.2 à α = 1.0.

FIGURE 3.5 – Comparaison des solutions numériques et exactes de l’exemple 3.4 à différents
instants et β a niveaux avec h = 0, 01, ∆t = 0, 0001.

(a) Solution exact (b) Solution numérique

FIGURE 3.6 – Espace-temps de solution numérique et erreur absolue pour l’exemple 3.4 à t = 1
et α = 1.
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Conclusion générale

D
ans ce mémoire, nous avons proposé des méthodes pour calculer la solution analytique
et numé- rique de l’équation télégraphique fractionnaire. Les dérivées fractionnaires
sont décrits au sens conformable.

Ce travail se déroule en deux étapes :

3 La solution analytique : est calculé par la méthode de Fourier et les propriétés de calcul
fractionnaire conformable.

3 La solution numérique : nous avons proposé un algorithme basé sur les polynômes de
Tchebychev décalés du second espèce. L’équation télégraphique fractionnaire est réduite
à un système linéaire d’équations différentielles du second ordre et la méthode de New-
mark est appliquée pour résoudre ce système. Enfin, quelques exemples numériques sont
présentés pour confirmer la fiabilité et l’ef- ficacité de cet algorithme

Comme perspectives, nous avons prévu le sujet de recherche sui-
vant :

- Résolution numérique de l’équation télégraphique fractionnaire avec coefficients va-
riables suivantes :

D(1+α)
t u(x, t) + (2a)D(α)

t u(x, t) + (b2)u(x, t) = w(x, t)D(β)
x u(x, t) + f(x, t), (3.36)

avec conditions initiales :

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 6 x 6 1, (3.37)

et les conditions aux limites de Dirichlet :

u(0, t) = g(t), ut(1, t) = h(x), 0 6 t 6 T, (3.38)

où ϕ(x), ψ(x) ∈ C2(0, 1), g, h ∈ C2(0, T ) et f ∈ C([0, 1][0, T ]) sont des fonctions données.
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D ans ce mémoire, nous avons proposé des méthodes pour calculer les solutions analytiques et numé-
riques de l’équation télégraphique fractionnaire. Les dérivées fractionnaires sont décrits au sens

conformable. La solution analytique est trouvé par la méthode de Fourier et les propriétés de calcul
fractionnaire conformable. Nous avons proposé un algorithme basé sur des polynômes de Tchebychev
décalés du quatrième espèce. L’équation télégraphique fractionnaire est réduite à un système linéaire
d’équations différentielles du second ordre et la mé- thode de Newmark est appliquée pour résoudre ce
système. Enfin, quelques exemples numériques sont présentés pour confirmer la fiabilité et l’efficacité
de cet algorithme.

Mots-Clés : Calcul fractionnaire conformable, Méthode de Fourier, Méthode de Newmark, Polynômes
de Tchebychev, Équation télégraphique fractionnaire.

I n this memoir, we have proposed methods to calculate the analytical and numerical solutions of the
fractional telegraph equation. Fractional derivatives are described in the conformable sense. The ana-

lytical solution is found by the Fourier method and the properties of conformable fractional calculus. We
have proposed an algorithm based on shifted Chebyshev polynomials of the fourth kind. The fractional
telegraph equation is reduced to a linear system of second order differential equations and Newmark’s
method is applied to solve this system. Finally, some numerical examples are presented to confirm the
reliability and the efficiency of this algorithm.

Keywords : Conformable fractional calculus, Fourier method, Newmark method, Chebyshev
polynomials, fractional telegraph equation.
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