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Résumé

@ ans ce mémoire, nous avons proposé des méthodes pour calculer les solutions analytiques
et numériques de 1'équation télégraphique fractionnaire. Les dérivées fractionnaires sont
décrits au sens conformable. La solution analytique est trouvé par la méthode de Fourier et les
propriétés de calcul fractionnaire conformable. Nous avons proposé un algorithme basé sur des
polyndmes de Tchebychev décalés du quatrieme espéece. L'équation télégraphique fractionnaire
est réduite a un systéme linéaire d’équations différentielles du second ordre et la mé- thode de
Newmark est appliquée pour résoudre ce systéme. Enfin, quelques exemples numériques sont
présentés pour confirmer la fiabilité et I'efficacité de cet algorithme.

Mots-Clés : Calcul fractionnaire conformable, Méthode de Fourier, Méthode de Newmark,
Polyndmes de Tchebychev, Equation télégraphique fractionnaire.

Z] n this memoir, we have proposed methods to calculate the analytical and numerical solutions of the

fractional telegraph equation. Fractional derivatives are described in the conformable sense. The ana-
lytical solution is found by the Fourier method and the properties of conformable fractional calculus. We
have proposed an algorithm based on shifted Chebyshev polynomials of the fourth kind. The fractional
telegraph equation is reduced to a linear system of second order differential equations and Newmark’s
method is applied to solve this system. Finally, some numerical examples are presented to confirm the
reliability and the efficiency of this algorithm.

Keywords : Conformable fractional calculus, Fourier method, Newmark method, Chebyshev
polynomials, fractional telegraph equation.
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Introduction générale

‘équation télégraphique est introduite par Oliver Heaviside en 1880 et est une équation
aux dérivées partielles hyperbolique linéaire du second ordre. Cette équation décrit
le courant et la tension sur une ligne de transmission électrique avec la distance et

démontre que les ondes électromagnétiques peuvent étre réfléchies sur le fil, et que des modeles
d’ondes apparaissent le long de la ligne de transmission [9]. L'équation télégraphique linéaire
unidimensionnelle peut étre écrite comme suit :

02u(x,t)+ E+§ 8u(a:,t)+ RG\’ ( t)_iﬁgu(x,t)
12 L C) o c) "YU T ICT a2

+ f(z, 1), (1)
Ou:

e u(x,t) peut étre la tension ou le courant traversant le fil a la position x et le temps ¢.
e R et G sont, respectivement, la Résistance distribuée mesurée en ohms par unité de lon-
gueur et la conductance de la résistance.
e (' et L sont, respectivement, est la capacité du condensateur et I'inductance de la bobine.
L’équation télégraphique est applicable dans plusieurs domaines comme : Propagation
d’onde [31] théorie de la marche aléatoire [3]], Méthode de collocation spectrale de Tche-
bychev [25]]. Et plusieurs autres domaines, comme :([10], [8]], [26], [33], [16]).
Le calcul fractionnel est 1'un des domaines de ’analyse mathématique qui traite de la recherche
et des applications du calcul avec des rangs incorrects. Bien qu'il paraisse vieux, il est considéré
comme moderne. Ot il a recu une grande attention au cours des derniéres décennies. Ceci est
dii & son importance dans de nombreuses applications physiques, chimiques, réseaux électro-
niques, sciences et ingénierie ([22], [27], [6]).
En 2014, une nouvelle définition du dérivé fractionnaire, appelée «dérivé conformable fraction-
naire», est introduit par Khalil et al. Cette nouvelle dérivée fractionnaire est compatible avec La
dérivée classique et il est excellent pour étudier des solutions non réguliéres.
Nous sommes intéressés a étudier dans ce mémoire le modele télégraphique (1) dans le cadre
de la dérivée fractionnaire espace-temps conformable. Nous proposerons les transformations
suivantes :
2 D et & DPY = DD,
o DY et 2 — D =DPDY, (2)
a=G/C, b=R/L, w*=1/LC,

ot DI et DI sont les opérateurs dérivées fractionnaires de temps et d’espace conformables
[11]. Ensuite, nous obtenons le modéle télégraphique conformable temps-espace-fractionnaire



associé a la transformation (2) comme suit :
Dz, t) + (a + b)D{Mu(z, t) + (ab)u(z, t) = w* DD u(x, t) + f(z, 1), (3)
sous réserve des conditions initiales :
u(z,0) = (), w(r,0)=v(), 0<z <, (4)
et la condition aux limites de Dirichlet :
u(0,t) = g(t), w(l,t)=h(z), 0<t<T, )

ot p(z),¥(x) € C*(0,1),9,h € C*(0,T) et f € C([0,1]]0, T]) sont des fonctions données.

Afin de résoudre I'équation télégraphique fractionnaire bidimensionnelle, Braoui et al. Ont pro-
posé une méthode de Chebyshev Tau pour la solution numérique de I'équation télégraphique
conformable fractionnaire [4].

Dans [7], la méthode de séparation des variables a été appliquée pour dériver les solutions ana-
lytiques de Equations télégraphiques fractionnaires de temps avec différents types de condi-
tions aux limites. Les transformées de Fourier et de Laplace ont également été appliquées pour
dériver des solutions analytiques aux équations télégraphiques fractionnaires dans le temps
([12], [13]).

De plus, des méthodes semi-analytiques ont été employées par les chercheurs dans ([17], [32],
[23], [29]) pour résoudre des équations télégraphiques fractionnaires dans le temps.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniére suivante : Le chapitre 1, fournit une
description du dérivée fractionnaire conformable et de ses propriétés.

Dans le chapitre 2, nous travaillons sur la solution analytique de 1'équation télégraphique en
utilisant la méthode de Fourier et la méthode de séparation des variables. Dans chapitre 3, nous
avons proposé une méthode de collocation de Tchebychev basée sur un polynéme de Tcheby-
chev du second espeéce pour résoudre le probleme ((3)-(5)) avec la méthode de Newmark pour
résoudre ce systeme. Divers exemples illustratifs sont considérés pour confirmer l'effi- cacité
de la méthode proposé.



Notations

R : Ensemble des nombres réels.

N : Ensemble des nombres entiers naturels.

C : Ensemble des nombres complexes.

) : Domaine borné dans R.

I'(.) : La fonction Gamma.

D3 (f)(t) : La dérivée conformable fractionnaire gauche de f d’ordre « a partir de a.

»yD*(f)(t) : La dérivée conformable fractionnaire droit de f d’ordre « se terminant en b.

Z¢(f)(t) : L'intégrale conformable fractionnaire gauche de f d’ordre « a partir de a.

»Z%(f)(t) : L'intégrale conformable fractionnaire droit de f d’ordre « se terminant en b.

Fuols) = Lo {f(t)} (s) : La transformation de Laplace conformable fractionnaire de f(¢).

Ui(x) : Le polyndme de Tchebychev du second type.

Al : Le noyau de Tchebychev.

EQM : Erreur de la moyenne quadratique.



CHAPITRE 1

NOTIONS DES CALCUL CONFORMABLE
FRACTIONNAIRES

<€e chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives au calcul
conformable fractionnaire telles que les fonctions spécifiques pour l'intégration confor-
mable fractionnaire, la dérivation conformable fractionnaire et d’autres notions dont on aura
besoin dans la suite de notre mémoire.

10



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 11

1.1 Espaces fonctionnels

Dans cette partie, nous présentons un préliminaire dans lequel on rappelle des notions et
des résultats fondamentaux de la théorie de 1’analyse fonctionnelle qui représentent un outil
indispensable dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.1.1 Espaces des fonctions intégrables

Définition 1.1. ([21]) Soit 2 = [0,7] (0 < T' < 4+00) un intervalle finide Ret 1 < p < +o0.

® Pour 1 < p < +oo, 'espace LP((2) est ’espace des fonctions f réelles sur (2 telles que f et
mesurable et

T
/ FOP dt < .
0
® Pour p = +o00, 'espace L>(f2) est 'espace des fonctions mesurables f bornées presque

partout (p.p) sur €.

Théoreme 1.1. ([21)]) Soit 2 = [0,T] (0 < T < +o00) un intervalle fini de R.
O Pour1 < p < o0, l'espace LP () est un espace de Banach muni de la norme :

i,= ([ !f(t)\”dt)é <o

® L'espace L> () est un espace de Banach muni de la norme :

I fll =tnf{M >0:|f(t)] <M pp sur Q}.

1.1.2 Espaces des fonctions continues

Définition 1.2. ([1]) Soit 2 = [0,7] (0 < T < +4o00) un intervalle fini de R et n € N. On
désigne par C"(§2) I'espace des fonctions f qui ont leurs dérivées d’ordre inférieur ou égale a n
continues sur {2, muni de la norme :

n

Illen@y = 21179 loqey = D max £
k=0 k

na; ,n e N.

En particulier sin = 0,C°(Q2) = C(2) 'espace des fonctions f continues sur {2 muni de la norme :
17y = mas (1)
1.2 Fonction spéciale pour la dérivation conformable fraction-

naire

Dans cette partie, nous présentons la fonction Gamma. Cette fonction joue un role tres im-
portant dans la théorie du calcul conformable fractionnaire et ses applications.

©2021, K. BOUAZIZ Equation de télégraphe conformable fractionnaire



1.2. FONCTION SPECIALE POUR LA DERIVATION CONFORMABLE FRACTIONNAIRE 12

1.2.1 La fonction Gamma

L'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler I'(z) qui
prolonge naturellement la factorielle aux nombres réels positifs (et méme aux nombres com-
plexe a parties réelles positives).

Définition 1.3. ([21]) Pour z € C tel que Re(z) > 0. La fonction Gamma I'(z) est définie par
l'intégrale suivante :

+oo
['(z) = / e ‘" dt, (1.1)
0

avecI'(1) = 1, T'(0") = 400, T'(2) est une fonction monotone et strictement décroissante pour
O0<z<1.

1.2.2 Quelques propriétés de la fonction Gamma

® Une propriété importante de la fonction Gamma I'(z) est la relation de récurrence sui-
vante :

I'(z+1) =2I'(z), Re(z) >0, (1.2)
qu’on peut la démontrer par une intégration par parties

+00 +oo
I'z+1) = e tEdt = [—e 7] 4z e ' dt = 2T(2).
0 0 0

La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car I'(n + 1) = n!, eneffet I'(1) = 1 et
en utilisant la relation (1.2) nous obtenons :

re = 1Iraq = 1!,
re) = 2I'2) = 2.1! = 2
') = 3I3) = 3.2! = 3l
n+1) = nl'(n) = nn-1)! = nl
2]
z)=(2—-1)I'(z—1) :z2>0. (1.3)
qui peut étre prouvé en utilisant I'intégration par parties :
3]
r 1
r(z)zM 2 < 0,24 —1,-2,-3,.... (1.4)
z
qui résulte de la substitution de z + 1 par z dans la propriété récursive .
4]
1 2n — !
2n—1)!l=(2n—-1)(2n—3)(2n—5)...5(3)(1). qui est également le résultat de la propriété

récursive .

©2021, K. BOUAZIZ Equation de télégraphe conformable fractionnaire



1.3. DERIVEES ET INTEGRALES CONFORMABLE FRACTIONNAIRES 13

5}
[(—n+ %) = %ﬁ :n € N. (1.6)

®
T(k) =400 :k=0,-1,-2.... (1.7)

1.3 Dérivées et intégrales conformable fractionnaires

En 2014, ([11]) a introduit une définition complétement nouvelle du calcul conformable frac-
tionnaire appelé *Dérivée conformable fractionnaire*. La nouvelle définition semble étre tres
pratique par rapport aux définitions précédentes, car elle peut étre étendue a la définition clas-
sique de la premiere dérivée quand o = 1.

Le but de cette partie est d’introduire les deux plus importantes approches du calcul confor-
male fractionnaire y compris quelques unes de leurs propriétés ainsi que la relation entre ces
deux approches.

1.3.1 Dérivées conformable fractionnaires

Définition 1.4. ([30]) (Les Dérivées conformable fractionnaires gauche et droit ) : Etant donné
une fonction f :[a, 00) — Ret a € (0, 1]. Alors la dérivée conformable fractionnaire gauche de
f d’ordre « a partir de a est définie par :

D(f)(t) = lim flt+et - f;)l‘a) 10]
Si D3 () (1) existe sur (a.b), Alors D5(f)(a) = lim DA(F)()

quand a = 0, On écrit D, qui est la définition originale fondée par ([11]), et nous disons que
f est a-différentiable chaque fois que D, existe, on donne une fonction f :[0,+00) — R et
a € (0,1]. Alors la dérivée conformable fractionnaire de f d’ordre a pour tout ¢ > 0 est définie

par:

(1.8)

Do)  tiug L) = 1)

e—0 g

(1.9)

tel que cette limite existe et terminée.
Etant donné une fonction f :[—o00,b) — Ret o € (0,1]. Alors la dérivée conformable fraction-
naire droit de f d’ordre « se terminant en b est définie par :

bDa(f)(t) — _lim f(t + €(b — t)l_a) B f(t)

e—0 £

(1.10)

Si "D, (f)(t) existe sur (a, b) alors D, (f)(b) = lim "Dy (f)(t)

t—b~

©2021, K. BOUAZIZ Equation de télégraphe conformable fractionnaire



1.3. DERIVEES ET INTEGRALES CONFORMABLE FRACTIONNAIRES 14

1.3.2 Quelques propriétés de dérivation conformable fractionnaire
([30],[24]) Dans ce qui suit quelques propriétés de dérivée conformable fractionnaire .

Propriétés 1.1. Pour f,g :[0,+00) — Rett > 0, D, sera réaliser les propriétés suivantes pour
a e (0,1]:

O Si f est a-différentiable a ¢ > 0 alors f est continue a ¢, soit

lim f(t + et! ) = f(1). (1.11)
(2]
Do(af +bg) = aDy(f) +bDu(g) :a,beR. (1.12)
®
D, (t") = kt*™ ke R. (1.13)
o
D,(C)=0 :C constant, (1.14)
o= { T SN a9
Oun<a<n+1.
(5]
Da(fg) = Dalg) + gDalf). (1.16)
®
(4 = £2eld) = 22l0) 117
@ Si f est différentiable alors :
Dalf) = ' f'(2). (1.18)
® Si f est n fois différentiable, alors nous avons :
DE(f)(t) =t fm (@), Vn<a<n+l. (1.19)

© Soit h(t) = f(g(t)) tel que f et g des fonctions a-différentiable alors :

Da(h)(t) = Da(f)(9(1))-Dalg)(t)-g()* " (1.20)

Les preuves des propriétés ci-dessus peuvent étre dérivées directement de la définition.
En appliquant la propriété aux fonctions différentiables, nous pouvons trouver la dérivée
conformable fractionnaire d’ordre o pour de nombreuses fonctions des preuves.

©2021, K. BOUAZIZ Equation de télégraphe conformable fractionnaire



1.3. DERIVEES ET INTEGRALES CONFORMABLE FRACTIONNAIRES 15

Remarque 1.1. On a:
@ Si f est différentiable alors :

Da(N)(t) = (t—a) = f'(1). (1.21)
® Si f est différentiable alors :
"Dalf)(t) = —(b— ) F (1), (1.22)

La définition précédent peut étre étendue pour inclure n'importe quel a o € (n,n + 1]
n € N.Ce pendant, dans cas, les chercheurs ne considérent que le cas ott o € (0, 1] pour
son importance.

1.3.3 Intégrations conformable fractionnaires

Définition 1.5. ([30]) (Les Intégrales conformable fractionnaires gauche et droite )
Etant donné une fonction f :[a,00) — R et a € (0, 1]. Alors l'intégrale conformable fraction-
naire gauche de f d’ordre « a partir de a est définie par :

— /atf(g;)da(x,a) = /atf(gs)(a:—a)o‘_ldx. (1.23)

Tel que a = 0 on écrit d,(z) = z* 'dz quand a = 0, on écrit Z, qui est la définition originale
fondée par ([11]), et nous disons que f est a-différentiable chaque fois que Z, existe, on donne
une fonction f :[0,4+00) — R et a € (0,1]. Alors l'intégrale conformable fractionnaire de f
d’ordre « pour tout ¢t > 0 est définie par :

L.(F)(t) = /O )l £ 0. (1.24)

tel que cette limite existe et terminée.
Etant donné une fonction f :[—00,b) — Ret a € (0, 1]. Alors l'intégrale conformable fraction-
naire droite de f d’ordre a se terminant en b est définie par :

:/t f(x)da(b,x):/t f(@)(b—z)* da. (1.25)

Lemme 1.1. ([30]) Etant donné une fonction continue f :[a, 00) — Ret a € (0, 1]. Alors pour tout
t>aOna:

Dg [Za(H @] = f(1). (1.26)

Démonstration. Puisque f est continue, alors Z2(f)(t) est clairement différentiable. donc en ap-
pliquant (1.18) sur Z2(f)(¢) nous avons :

DTN () = (t—a) imf)()

dt “
— t o 1 « . a ld
a) T / flx T.
= (t—a)""fO) —a)”
= f(t)
Ensuite, nous avons un lemme similaire . S’il preuvé de la méme maniere. O

©2021, K. BOUAZIZ Equation de télégraphe conformable fractionnaire



1.4. LA TRANSFORMATION DE LAPLACE CONFORMABLE FRACTIONNAIRE 16

Lemme 1.2. ([30]) Etant donné une fonction continue f :[—oo,b) — Ret a € (0, 1]. Alors pour tout

t<bOna:
"Dy "L (f)(t) = f(2). (1.27)
Lemme 1.3. ([30]) Etant donné une fonction différentiable f :[a,b) — Ret o € (0, 1]. Alors pour tout
t>aOna:
Iy D (N)(E) = f(t) = f(a). (1.28)

Démonstration. Puisque [ est différentiable, alors D4 (f)(t) = (t — a)*~f'(t), donc nous avons :

t

D (f)() = / D2 (f) (o) — a)*

_ / (z — @) (2)(x — a)* 'dx
~ [ s
= f(t) = f(a)

]

Théoreme 1.2. ([30]) (Intégration par parties) Soit 0 < B < let f,g :[a,b] — R deux fonctions telles
que f,q différentiable. alors nous avons :

| rems@e - e = fag@l - [ @Dy - e (129)

Démonstration. En utilisant la propriété (I.15), lemme
b
LDi(fe) = [ (o)) — o) da
b
— [ [r@Dso)e) + s@D5(H@)] (o - 0 o

ab b
= [ f@)D§(9)(2)(z — )" "dz + / 9(2)D5(f)(2)(x — )" dz

a

puisque f,g différentiables, nous pouvons appliquer Z2D% sur fg. donc nous obtenons :
I3Ds(f9) = fals

— falb = / f(@)D4(g)(z)(z — a)’da +/ (@)D f) (@) (x — )’ da.
- / f(@)Di(g) (@) (x — a)"dx = folt, — / 9(x)D4(f)(@)(x — a)’du. N

1.4 Latransformation de Laplace conformable fractionnaire

Dans cette section, les chercheurs présentent la définition du transformation de Laplace
conformable fractionnaire et quelques propriétés de base du transformation de Laplace de
conformable fractionnaire aussi. Out dans cette section nous commencerons rappel sur le trans-
formation de Laplace (Transformation de Laplace Classique).
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1.4.1 Rappel sur la transformation de Laplace

La Transformation de Laplace créé par le mathématicien frangais Pierre-Simon Laplace
(1749-1827). 1l est considéré comme une technique tres utile pour résoudre les équations dif-
térentielles ordinaires et partielles, qui décrivent comment certaines quantités varient avec le
temps, comme le flux de chaleur a travers un conducteur isolé ou le courant dans un circuit
électrique.

Ces équations sont généralement accompagnées de conditions initiales qui décrivent 'état du
systeme au temps ¢ = 0.

Définition 1.6. [28] Soit f une fonction réelle ou complexe de la variable (Temps) t > 0, et soit
s un parametre réelle ou complexe, alors la transformée de Laplace de f(¢) est :

Fs)=L{ft)} = /OOO e St f(t)dt. (1.30)
= lim ' e S f(t)dt. (1.31)
T—= Jo

Si la limite existe alors est dite convergente, sinon elle diverge et il n’y a pas de transfor-
mation Laplace définie pour f. Le domaine du parameétre s est choisi de maniere appropriée
pour que la convergence de l'intégrale de Laplace est assurée. Donc s peut appartenir au
plan complexe C, ou ligne vraie R.

Dans ce qui suit la transformation de Laplace de certaines fonctions :

f(®) f(8)=£ {f(t)}
1 T

t P

" NeED)
b L
sin(bt) ﬁ
cos(bt) i
sinh(bt) ﬁ
cosh(bt) o

" f(t) F(s—=b)
tf(t) —7'(s)

TABLE 1.1 — La transformation de Laplace de certaines fonctions

1.4.2 La transformation de Laplace conformable fractionnaire

Définition 1.7. ([30]) Soit 0 < o < 1 et f : [0,00) —> R une fonction a valeur réelle, Alors le
Laplace conformable fractionnaire d’ordre o est défini par :

T

Lo {f(t)} (s) = Fuls) = /0 T e r et = tim [ e p(e . (1.32)

T—00 0

Sia = 1, Alors (1.32) est la définition classique de la transformation de Laplace d’ordre entier
(1.30), Ce qui signifie que (1.32) est une généralisation de (1.30) .
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Théoreme 1.3. ([30]) (La transformation de Laplace conformable fractionnaire de dérivée fractionnaire)

Soit 0 < v < let f:(0,00) — R une fonction a valeur réelle différentiable, Alors :

LaADa(f)()} (s) = sFals) — f(0).

Démonstration. Par la définition[I.7)et de 'intégration par partie on a :

T

LoADL(HDY(s) = lim [ e ED(f) ()" dr.

T—=00 Jo
— dim [ et Py,
T—oo Jy dt
= lim —s ﬂdt
oo fy dt
En utilisant 1’1ntegrat10n par partie, nous fixons :
u = e dv = d’;dt
du = —stole=s%dt f(t)
Doncona:
Lo D))} (s) = lim [e—s§ f(t)]T— lim [ —stoles% f(1)dt.
T—00 0 T—00 0

T

= [0— f(0) +slim [ e*TfE)dt s> 0.

T—00 0

= sFu.(s)— f(0) :s>0.

Lemme 1.4. ([30]) Soit f :[0,00) — R tel que L, {f(t)} (s) = F(s) existe. Alors :

o= {r ()}

Démonstration. Dans la définition|1.7|nous fixons u = ..

T o

Fa(s) = lim e s ()t
T o0 0
. i —su 1
= Jim [ (o)) du

f
- cfs ().

(1.33)

]

Dans ce qui suit la transformation de Laplace conformable fractionnaire de certaines

fonctions :

o

za{1}(s)=§ 5> 0.

(1.34)
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(2]
Lo {t}(s)=an a ij) L5 > 0. (1.35)

(3]

T (1+2)

Lo A{t'}(s) =ac—— s> 0. (1.36)

(4
Lo {e%}(s): 311 L5 >0, (1.37)

(5
L, {sin (bg) } (s) = ﬁ :s > 0. (1.38)

(6]
L, {cos (bg) } (s) = %4—()2 15> 0. (1.39)

(7]
L, {sinh (bg) } (s) = s2—ﬁb2 15> b). (1.40)

(8]
Lo {cosh (bg) } (s) = 52—be s> b (1.41)

Démonstration. Les preuves suivantes facilement a 1’aide du lemme|1.4{et du tableau précédent
du transformation de Laplace.

0
Lo{1}(s) = £(1) = % 5> 0. (1.42)

o
Lot} (s) =L {(at)é} —as.L {té} _ ot Sljf) s> 0 (1.43)

o

Lo {tP) (s) = L { ((at)é)p} -y {(m)ﬁ} —akL {tﬁ} - oﬁr(l—tg) s> 0. (1.44)
Notez quand p = na, Alors :

Lo {tP}(s) =a"LA{t"} :s>0. (1.45)
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o
L) = £ {e(‘mf)a } ) (146)

o
c. {sin (z%) } (s) = L {sin (b@) } _ [ {sin(bt)} = ﬁ 5> 0. (147)

®
c. {cos (bg) } (s) = £ {cos (b«%))a) } = L{eos(0)} = o s> 0. (148)

@
e o () b - e L (M) l-ots o am

o

L, {cosh (bg) } (s) =L {cosh (b((%))a) } =5 - 5 s>l (1.50)

]

1.4.3 Quelques propriétés de la transformation de Laplace conformable
fractionnaire

Propriétés 1.2. Certaines propriétés du transformation de Laplace conformable fractionnaire :

O La transformation de Laplace conformable fractionnaire est un opérateur linéaire :

LaAnf(5) £ Ag(6)} (5) = pFals) £ AGals). (1.51)
Tel que 1 et A sont des constantes.
® Déplacement([30]) :

Lo {e—k% (t)} _y {f ((at)é)} - L s> —k. (1.52)
Démonstration. Par le lemme ona:
e i} = .c{ (o) ((m)i)}
= cfer((n?) )
£{r (@)% oo s>k,
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par exemple :

kS ¢ _ _ s . s+k .
/:,a {6 CcoSs <E> } (S) =L {COS(t)} |s:s+k = m‘s;ﬂ.k = m s> 0.
Lode S sin (S) V(5) = LM} mark = ——loip = ——— 1530
ale sin o S) = sin s=st+k = 1182 s=s+k = 1—|—(s—|—k:)2 : S .

]

® La transformation de Laplace conformable fractionnaire de 1'intégrale conformable frac-

tionnaire :

Fo (Zo()(H) = . (1.53)

O Les dérivées de la transformée de Laplace conformable fractionnaire satisfont :

FO(s) = (~1)' L, {fm)} | (154

an

® Soit f(t) et g(t) deux fonctions quelconques, Alors la transformée de Laplace conformable
fractionnaire de la convolution de f(t) et g(¢) est :

Lo A{(f*9) )} = Fals).Gals) (1.55)

Oul0<a<l.

Démonstration. Par le lemme [1.4]et la définition de la convolution, on a :

c{(f+9) ((at)) } (s)
/Ooo(f % g) ((&t)é) e dt

Lo{(f*g) (1)}

I (/Otf((oz(t—U))

On change I'ordre d’intégration, donc :

Lo (% 9) (1) = / ) / " ((att = u)F) g (0w et du

Soitt —u = v, alors :

Lo {(f*9) (1)}

QI

) g <(au)é> du) e *tdt

s (@ot) s (ewi) e an
() rlentyera) ([ o(nt)e )

£{r ((av)

)

Lo {f(1)} La{g()}

Fo(8).Gals

]
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® Si f :(0,00) — R la continuellement premiere différentiable, alors la transformée de
Laplace conformable fractionnaire de la dérivée conformable fractionnaire séquentielle
du premiére ordre de f est:

LoADL(f) ()} (s) = sFa(s) — f(0) 0<a<l. (1.56)

@ Si f :(0,00) — R la continuellement deuxieme différentiable, alors la transformée de
Laplace conformable fractionnaire de la dérivée conformable fractionnaire séquentielle
du deuxiéme ordre de f est:

Lo A{D2a(f)(1)} (5) = 5" Fals) — s£(0) 0<as<s. (1.57)

DN | —

® Sif :(0,00) — R la continuellement troisieme différentiable, alors la transformée de
Laplace conformable fractionnaire de la dérivée conformable fractionnaire séquentielle
du troisiéeme ordre de f est:

(1.58)

W

Lo ADsa(f)(1)} (s) = 8°Fals) = s°f(0)  :0<a<
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CHAPITRE 2

SOLUTIONS ANALYTIQUE POUR
L’EQUATION TELEGRAPHIQUE
CONFORMABLE FRACTIONNAIRE

@ ans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution analytique pour 1’'équation télégraphique
conformable fractionnaire avec une dérivée et une intégrale conformable fractionnaire,
Ot nous commencerons par présenter certaines des théories les plus importantes que nous
utiliserons comme principe de base pour résoudre le probleme .

23
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2.1 Résultats de théories importantes et leur relation avec la so-
lution analytique de 1’équation télégraphique conformable
fractionnaire

([24],12]) Nous introduisons le théoréme principal, qui est utilisé plus loin dans cet section.

Théoréme 2.1. Soit \ et u des constantes positives avec > N?, et g : [0, 4+00) — R est une fonction
continue. pour tout 0 < a < 1, le probléme de valeur initiale suivant :

D*y(t) + 2AD{My(t) + py ) = g(t), 2.1)
y(0) = w0, Di*y(0) =y
admet une solution unique donnée par :

t* A o . t* A
y(t) = [yo cos <\/u - )\25) + %sm ( w— /\25)] e~ %%

1 ¢ t t
+—/ e "o sin (\/u - )\2—) g(t — 7)dr.
V=AM Jo «
Démonstration. De (1.51), (1.56) et la définition[1.7, on a :

Lo{yt)} =Y(s), La{g(t)} = G(s),
Lo {Diy(t)} = sY (s) —y(0),
Lo {Di*y(t)} = s*Y (s) — sy(0) — D'y (0).

On utilisant la définition[I.7]et 2.I), on a:

Yo(s + A) Yo + Yo G(s)
Y = 2.2
() s2+2)\s+,u+32+2)\s+,u+s2+2)\s+,u @2)
Yo(s +\) Yo + Ya G(s)

= : 2.
s+ A2+ —A2+ s+/\2+u—)\2+ S+AN)?2+pu— N 23)
ol

En utilisant 'inverse de la transformation de Laplace conformable fractionnaire.

1 yo(s + ) e e
IETA L (4) = yoe V= X 2.4
et { A ) = e s (Vi L ). 24
1 [ YAt Ya YA+ Yo ne te
2T gy = 2T De - V==, 25
La {s2+2)\3+u}() «/,u—)\2€ sm( a a 23)
Et a partir de (1.55)), on obtient :
1 — A2
Y e i £ 0 £, G} 0 26
(s+A)?+p— N NIESY (s+ )2+ pu— N\
1 t AtY t*
= —/ e o sin (x/,u - )\2—> g(t —T)dr. (2.7)
V=X Jo o
Par conséquent, de (2.4),(2.5) et (2.7), on obtient la solution y(¢) du probleme de valeur initiale
(2.1). [l
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2.1.1 probléeme de Sturm-Liouville conformable fractionnaire

([24],[2]) Dans cette sous-section, nous discutons de la frontiére qui consiste en I'équation
différentielle conformable.

DEO f(x) + Mf(z) =0, z € [a,b], 0 < <1, (2.8)

T

conditions aux limites de Robin

aof(a )—l—aﬂ) 'f(a) =0, agas <0
) (2.9)
bof(b) + b DY F(b) =0, bobr > 0.

Le probleme et (2.9), est appelé un probleme Sturm-Liouville conformable. Notons que si
B8 =1, Le probleme (2.8),(2.9) a été étudié dans ([21]]), mais généralisons ce probléeme a un ordre
conformable fractionnaire .

Clairement, f(z) = 0 est toujours une solution de (2.8),(2.9). Résoudre un tel probleme signifie
trouver les valeurs de ) appelées valeurs propres et les solution non triviales correspondantes
r(x) appelées fonctions propres .

Théoreéme 2.2. Les valeurs propres du probleme Sturm-Liouville conformable R2.8),[2.9) sont simples,
c’est-a-dire . si \ est valeur propre de (2.8),(12.9) et fi(x) , fa(x) sont les fonctions propres correspon-
dantes, alors fi(z) et fo(x) sont linéairement dépendant .

Démonstration. Puisque f;(z) et fo(x) sont tous deux des solutions de (2.8), nous avons :

) fi(x) + Afi(z) = 0. (2.10)
Et
D fo(x) + Mfolz) = 0. (2.11)
En multipliant par fo(z) et 2.11) par fi(z) eten soustrayant on obtient
F2()DEP fi(x) = fi(2)DE) fo(w) = 0. (2.12)

Etdelui,ona:

DY [fo(2)D fi(z) = fi(2)DP fo(w)] = fo(2)DP fi(x) — fr(2) D fo(x).
De (2.12) il s’ensuit que :
DY) [fo(2)D fi(z) = fi(2)D fo(w)] = 0
Et donc:
R@)D fi(@) = i(e) DY folw) = C.C € R. (2.13)

Pour trouver la valeur de C, notons que f;(z) et fo(z) vérifier les conditions aux limites (2.8), et
donc

ao fi(a )+a17) fl( )=
ap f2(a )+Q1D fz( )=

Ce qui implique f; (x)Dg(f ) folz) — fZ(x)D;f D1 () = 0.Ainsi, de (2.13) il s’ensuit que
fa(2)DP fi(x) = fi(@)DY folx) Vo € [a,b].
C’est-a-dire fi(z) et fo(x) sont linéairement dépendant. O
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Théoreme 2.3. Soit \,, n € N* les valeurs propres du probleme Sturm-Liouville conformable (2.8),(2.9)
et { fn(x),n € N*} les fonctions propres correspondantes, alors la séquence de fonctions { f,,(x),n € N*}
est orthogonale en [a, b] par rapport a la fonction de poids x — (x — a)P~?

Démonstration. Soit \; et \;, (i # j) des valeurs propres, et f;(z) et f;(x) les fonctions propres
correspondantes de (2.8),(2.9). Puisque f;(z) et f;(x) sont des solutions de (2.8), on a:

DY fi(x) + Aifi(z) = 0.

Et
DEY fi(x) + A fi(x) = 0.

Maintenant, en suivant ’argument du théoréme 2.2, nous obtenons

DY) [f;(z)DP fi(x) — fi(x)DL) f3(x)] + (A — \) fil) f(x) = 0,

qui sur l'intégration donne

b (2.14)

b
(A — Ai)/ (¢ = a)? fi(@) f;(w)dz = f;(2)DP fi(w) — fi(x)DY fi(x)
Ensuite puisque f;(x) et f;(z) vérifier les conditions aux limites c’est-a-dire :
aof,(a) + DL fi(a) = 0, boi(b) + iDL fi(b) = 0,
ao fi(a) + ar DY f;(a) = 0, bof;(b) + b DY £;(b) = 0,
il est nécessaire que
fi( @D fi(a) = f;(@)DE fila) = LODL f0) = f;0)D fi(b). (2.15)
Par conséquent, 1'identité (2.14)) se réduit a

(O — ) / (x — @)L fi(2) f;(x)d = 0. (2.16)

b
Cependant, puisque \; # \; il s’ensuit que / (x — )’ f;(x) f;j(x)dz = 0. Alors la séquence

de fonctions { f,,(z),n € N*} est orthogonale en la, b] par rapport a la fonction de poids = —
(x —a)’ L O

Théoreme 2.4. Toutes les valeurs propres du probleme Sturm-Liouville conformable fractionnaire
(2.8),(2.9).s0nt strictement positifs.

Démonstration. Soit )\, la valeur propre et f(x) # 0 la fonction propre correspondante du pro-
bleme Sturm-Liouville conformable (2.8),(2.9). Puisque f(x) est la solution de (2.8), ona:

DD f(z) + Mf(z) =0 (2.17)
En multipliant (2.17) par f(x) et en utilisant 'intégration par parties|1.2, on obtient

A / (- o) Pa)de = — / (z — )P~ DCP f(2) f(x)da
b
— —f@DP s+ [ (o=@ [POf@)] da

b
= f(@)DP) f(a) — FBDP F(b) + / (z — a)"* [DP f(2)]" da.
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f(z) satisfait les conditions aux limites (2.8)), et donc
b
~8 )+ BP0) + / (@~ 0 [P 1 (@) da
; a
[ @=ap P

D’autre part, si ap = by = 0 et f(z) = C # 0 alors A = 0. O

A:

2.1.2 équation télégraphique conforme a I’espace-temps avec condition aux
limites de Robin conformable

([24]) Dans cette sous-section, nous déterminons la solution analytique de 1’équation télé-
graphique fractionnaire espace-temps conformable non homogene avec condition initiale.

u(@,0) = p(z), Du(z,0)=d(x), 0<z <L, (2.18)

et condition aux limites conformable de Robin non homogene donnée par :

{ agu(0,t) + aDYu(0,t) = g(1), agar <0 (2.19)

bou(l,t) + by D u(l, t) = h(t), bob; >0, 0<t < T,
ot p,h € C*(0,1) et g,h € C*(0,T) tel que

{ ap(0) + ayp(0) = ¢(0),
bo(1) + b13(1) = h(0).

Remarque 2.1. On a:

Sia; = by = 0, alors la condition aux limites (2.19) est appelée la condition aux limites de
Dirichlet.

Siag = by = 0, alors la condition aux limites (2.19) est appelée la condition aux limites de
Neumann.

Sia; =0etby =0,0uag=0etbh =0, alors la condition aux limites (2.19) est appelée la
condition aux limites de mixte.

Sia; = 0oub; =0, alors la condition aux limites (2.19) est appelée la condition aux limites
de Dirichlet-Robin.

Siag ou by = 0, alors la condition aux limites (2.19) est appelée la condition aux limites de
Neumann-Robin.

nous supposons
u(z,t) = Vi(x,t) + W(z,t),

tel que W (x,t) est donnée par :

%g(t) + [aogéz)o;%:(/)%(t)] %ﬁ Si ay = bl = 07 ag < 07 bO > Oa
W(Z',t) _ alg(t) + %é_ﬁ St ag=by =0, a1 <0, by >0, (220)
(bt 5 )o0-00h®) | jaih(e)-bra(t)] o

S apay < 0, bob1 > 0.

albo—b1a0+a1b1% albo—b1a0+a1b1% B
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qui satisfait la condition aux limites :

aoW (0, 1) + a; DLW (0, ) = g(t),
bW (£, 1) + by DLW (£, 1) = h(2),

et la fonction V'(z, t) est la solution du probleme suivant :

DIV (2, ) + (a + b DV (2,1) + (ab)V (x,t) = w? DIV (2,1) + f(x,1),

V(z,0) = ¢i(z ) OV (2,0) = i (2), (2.21)
aoV (0, 1) +a1D (0 t) = 0

bV (¢, t) + b1 D ( t) =

ou
Fla,t) = —=DP'W(x,t) — (a + b)DIW (z,t) — (ab)W (z, 1) + wDEOW (2,8) + f(z,1),
p1(z) = ¢(z) — W(z,0),
() = () = DIVW (x, 1)

On suppose d’abord que la solution de I’équation homogene dans (2.21) (Posons flz,t) =0),il
a la forme suivante :
Viz,t) = X(x)T(t).

En substituant dans (2.21)) on obtient le probleme de Sturm-Liouville conformable :
DX (2) + XX (2) = 0,

a0 X (0) + a1 DY X (0) = 0 (2.22)
boX (0) + by DY X (¢) =

Proposition 2.1. Le probléeme de Sturm-Liouville conformable (2.22) admet une suite croissante
de valeurs propres positives (A\2),n € N tel que :

2
)\n '—>n—>+oo +00

Les valeurs propres du probleme Sturm-Liouville conformable (2.22)) vérifier I'équation algébrique

suivante :
gﬁ (albo — &0b1))\
t A— | = ) 2.23
an ( 5) aobo + @b A2 (2.23)

Les fonctions propres X, (x) correspondant aux valeurs propres \2 sont données par :

JAp COS ()\n 5 ) + sin (An%) Si )= —ay/ag et ag # 0,

Xnlw) = coS ()\n 5 ) + 3L - sin (An%) Sig=—ap/ay et ay # 0.

(2.24)

Si ag = bo = O,AZOT"S )\0 =0et Xo(.%‘) =1.
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Les fonctions propres X, (z) sont orthogonales sur [0, /] correspondant a la fonction de poids
z — 2771 avec produit interne

(o) Xl = [t Xt ={ G S

(2.25)

Nous cherchons maintenant une solution du probleme non homogene (2.21)) sous la forme sui-
vante :

+oo
=Y But)Xa(a). (2.26)

Afin de déterminer B, (t), nous développons f(x, t) comme une série de Fourier par les fonc-
tions propres X, ()

+00
— Zﬁ(t)Xn(:c), tel que fn = / f z, )X (2.27)

nous remplacerons (2.26), 2.26) par (2.2I), ona:

D By(t) + (a + b)Dy By (1) + (ab + A\yw?®) By (t) = fu(t). (2.28)

Puisque V (z, t) satisfait les conditions initiales de (2.21), on a:

Z B( = ¢1(z), 0<ax<d,
ZDta B, (0) X, (z) = (), 0<az </,
qui donne :
¢
Ba(0) = L/ (2) X, (2)dz, ne N,
(2.29)
DY B,,(0) = Rn/ e n €N
Ici R, est donné dans (2.25).
Nous supposons que :
a—0b\> 9
( o ) < Af, (2.30)

Ot A\ est la plus petite valeur propre du probléme de Sturm-Liouville conformable (2.22) .
En utilisant la condition (2.30), théoréme[2.1], (2.28), (2.29) et (2.26) nous obtenons la solution du

probleme (2.21) comme :
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+oo (at byt o
t) = B,(0)e” 2a 4k2X2 — (a — b)?—
wlat) = 3 [ B8 o (VI a0 )|

—+o00
(a4 0)By(0) + 2D B,(0) _(ason ( t“)
+ e 2o sin | \/4k2X2 — (a — b)?—
2\ v P

+oo [ "
2 (a+b)t™ e .
i e sin 4k2X02 — (a —b)2— | fu(t — 7)d7| X, (2) + W(x, ).
2 _\/4]52)\%—@—(7)2/0 (V < >2a>f< ) ] () + W (a1

(2.31)

2.1.3 Exemples illustratifs

([24]) Dans cette sous-section, nous donnons les exemples suivants :

Exemple 2.1. ( Equation télégraphique conforme au temps avec condition aux limites de Diri-
chlet homogene ), Dans cet exemple, nous considérons les données suivantes :

O Dans@),a=b=1,a=1/2,=1k=1{=met f(z,t) =0

O Dans2.18), p(x) =1, et (z) = 0.

O Dans@.19),a1 = b1 =0, ag = —1, by = 1 et g(t) = h(t) = 0.

Alors a partir de (2.23),(2.24) les valeurs propres et les fonctions propres sont données par :

M =n?et X, (z) = sin(nz), n e N*

De (2.25) et (2.29) nous obtenons :
2
R, =m7/2et B,(0) = —(1—(=1)").
™m

A partir de (2.31), la solution du probleme (3),(2.18),(2.19) est donnée par :

<X Bem2Vi sin(4n + 2)V/t

c~7m(2n+1) 2n+1

B u(x,t)= |:COS(4n + 2Vt + sin(2n + 1)z.

Exemple 2.2. ( Equation télégraphique conforme au temps avec condition aux limites de Neu-
mann homogene ) dans cet exemple, nous considérons les données suivantes :

O Dans@),a=b=1,a=1/2,=1k=1,{=met f(z,t) =0.

O Dans@.18), p(z) = z, et (x) = 0.

0 DanS,CLO:bo:O, a)p = —1, b1 = 16tg(t) :h(t) =0.

Alors a partir de (2.23),(2.24) les valeurs propres et les fonctions propres sont données par :

N =n?et X,(z) = cos(nz), n € N*

De (2.25)) et (2.29) nous obtenons :

2
Ru=/2 0t Ba(0) = —5((~1)" = 1)
A partir de (2.31), la solution du probleme (3),(2.18),(2.19) est donnée par :
+oo —2/% .
Z —8e sin(4n + 2)v/t
. U(ZL‘, t) = 2 m |:COS(4TL —I— 2)\/% + Qn——|—1 COS(QTL —I— 1)1’
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Exemple 2.3. ( Equation télégraphique conforme a 1’espace-temps avec condition aux limites
mixte homogene ) dans cet exemple, nous considérons les données suivantes :
O Dans@),a=b=1l,a=0=1/2,k=1,{=met f(z,t) =0.
O Dans2.18), p(x) =1, et (z) = 0.
] Dal’lS,(Io = —1,@1 = O,bo = O,bl =1let g(t) = h(t) =0.
Alors a partir de (2.23),(2.24) les valeurs propres et les fonctions propres sont données par :
2 n

2 _ N7 —an (2
A= 1 et X, (x) 8111(2\/7@), n € N.

De (2.25) et (2.29) nous obtenons :

1 — cos(mn/2)
™ '

A partir de (2.31), la solution du probleme (3),(2.18),(2.19) est donnée par :

R, = Vet B,(0) =

B ou(zr,t)= f (- COS(ZZ/Q))(BQ\/Z cosnv/mt + n\Q/% sin n\/E} sin (gﬁ) :

n=0
Exemple 2.4. ( Equation télégraphique conforme au temps avec condition aux limites de Robin
homogeéne ), Dans cet exemple, nous considérons les données suivantes :
O Dans@),a=b=1,a=1/2,=1,k=1,0=1et f(z,t) =0.
O Dans@.18), p(z) =1, et (z) = 0.
U Dans,aoz —1,a1 = 1,b0: 1,b1 :Oetg(t) :h(t> =0.
Alors a partir de (2.23), les valeurs propres sont des solutions de 1'équation suivante :

tan(2)) = —\ oA > 0. (2.32)

Pour trouver les réelles racines de (2.32), on trace les courbes y = —\ et y = tan(2)), et on
observe les valeurs de ), ol ces courbes se croisent.

©2021, K. BOUAZIZ Equation de télégraphe conformable fractionnaire



2.1. RESULTATS DE THEORIES IMPORTANTES ET LEUR RELATION AVEC LA SOLUTION
ANALYTIQUE DE L’EQUATION TELEGRAPHIQUE CONFORMABLE FRACTIONNAIRE 32

| l | I
y=tan({Z*lamda)
y=-lamda

=
=
T

-15F

=20 I i I i i N |
o 2 b 6 8 10 12 14 16 18 20

axis of lamda

FIGURE 2.1 — Courbes de fonction y=tan(2*lambda) et y=-lambda.

D’apres la figure 2.1} il est clair que 1'équation a un nombre infini de racines positives
An, n € N*, qui se rapprochent des multiples impairs de 7/4, c’est-a-dire \,, = (2n+1)7 /4. Ainsi,
le probleme a aussi un nombre infini de valeurs propres A2 = (2n + 1)?7?/16, n € N*. De
les fonctions propres de sont données par :

X, (z) = A\ cos(A\pz) + sin(\,z), n € N,

De (2.25) et (2.29) nous obtenons :

1, A2 —1 . cos(2\,) 1 — cos(\,)
— S(A242) 4 D 2),) — ) g () = —— S0
R, Q(An +2)+ e sin(2\,,) T et B,(0) R,

A partir de (2.31), la solution du probleme (3),(2.18),(2.19) est donnée par :

400 —
m o) =3 BN R eton )+ 2
—0 niln niln

sin(2\, V1) | X (2).
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CHAPITRE 3

SOLUTIONS NUMERIQUE POUR
L’EQUATION TELEGRAPHIQUE
CONFORMABLE FRACTIONNAIRE

@ ans ce chapitre, nous proposons un algorithme basé sur les polyndmes de Tchebychev
décalés du second espéce. L'équation télégraphique fractionnaire est réduite a un systéeme
linéaire d’équations différentielles du second ordre et la méthode de Newmark est appliquée
pour résoudre ce systeme. Enfin, quelques exemples numériques sont présentés pour confirmer
la fiabilité et I’efficacité de cet algorithme.

33



3.1. POLYNOMES DE TCHEBYCHEV 34

3.1 Polyndémes de Tchebychev

I existe plusieurs types de polyndmes de Tchebychev. Nous ne considérons que le deuxieme
type et c’est le plus important dans les polyndmes de Tchebychev.

3.1.1 Les polynémes de Tchebychev deuxiéme type

([14]) Le polyndme de Tchebychev U, (x) du deuxiéme type est un polynéome de degré n en
x défini par :

Up(x) =sin(n + 1)0/sinf tel que x = cosb. (3.1)
Les formules initiales donnent :
sin 10 = sin @, sin 20 = 2sin cos ), sin 30 = sin H(4 cos? # — 1), sin40 = sin §(8 cos® § — 4 cosb), ...,

de sorte que nous voyons que le rapport des fonctions sinus (3.1)) est bien un polynéme en cos ¢
, et on peut en déduire immédiatement que :

Up(z) =1, Ui(z) = 23, Uy(x) = 4a* — 1, Us(z) = 82" — 4, . ... (3.2)

3.1.2 Certaines propriétés des polynomes de Tchebychev décalés du second
type

([14], [18]) Les polynomes de Tchebychev décalés du second type U} (x) de degré n en x sont
définis sur [0, 1] et peuvent étre déterminés par la formule de récurrence suivante :

Us(x) =1,
Ui (z) = 4z — 2, (3.3)
2 4(x) = Ui _4(x), n=2,3....

Les polynémes U, () sont orthogonaux sur [0, 1] par rapport aux produits internes :

0 Si n#m,

/8 Sin=m, (34)

1
i) U} = [ Va0 i |
0
Ou vz — 22 est la fonction poids.

La forme analytique des polyndmes de Tchebychev décalés du second type U/ (x) de degré n
est donnée par :

n

ern o L'(2n —k + 2)z" "
Un(x) =) (-1)"2? le“(k T ren—2k+2) "0 (35)

=0

La fonction qui apparait dans la solution du probléme de modele peut étre écrite comme une
série de U*(x).

Soit g(z) double intégrable dans [0, 1], il peut étre exprimé en termes de polynomes de Tcheby-
chev décalés du second type comme suit :
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+oo
=> U (v), (3.6)
i=0
Ou les coefficients a;,7 = 0,1, ..., sont donnés par :
2 [* 1
a,-:—/g(%jL )\/1—1’2U() (3.7)
T™J
ou
8 1
a; = —/ g(x)Vr — 22U; (z)dz, (3.8)
T Jo

Pour des raisons pratiques, nous ne prenons que les premiers termes (m + 1) de U;:(x) dans
I'approximation qui est donnée :

- i a;U (z). (3.9)
i=0

3.1.3 FEvaluation du dérivée conformable fractionnaire a I'aide des poly-
ndmes de Tchebychev décalés du deuxiéme type

([25], [18]) La principale formule approximative de la fonction g,,(z) donnée dans (3.9) est
présentée dans le théoréeme suivant.

Théoréme 3.1. Soit g(x) approchée par des polyndmes de Tchebychev décalés du second type comme
et supposons également 6 > 0, alors :

i—(n+1)

-y D oy (3.10)

i=n+1 k=0

Ot A}y, est donné par :

n (1) 2272 —k+2) (1 — k+1)
bk D(k+1)0(2 — 2k +2)T(i —k —n)’

(3.11)

Démonstration. En utilisant la linéarité de la dérivée fractionnaire conformable donnée dans
(1.12) et en utilisant la définition de la fonction d’approximation g,,(z) comme dans (3.9), on
obtient :

DO gp(x) = Y a DOV} (x), ¥V 6> 0. (3.12)
=0

De plus, de I'egs (1.12), (1.19), (1.15) et on obtient :
DOU*(2) =0, i=0,1,....,n, n€N, n<d<n+1. (3.13)
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A partir de (T.15), pour i — k > n,ona:

. LGi—k+1) .
DO i~k — ux”k"s, neN, n<d<n+l. (3.14)
['(i—k—n)

Nous remplacons (3.14) dans 1’Eq. (3.5) on obtient I'égalité suivante pourn < 6 <n+1.:

i—(n+1) X .
2 —k+2)I'i—k+1) ke
DOU (x) = — 1)k ko 3.15
- Vi) ; (=1) T(k+ 002 —2k+2T(G—k—n) (3.15)
nous remplagons (3.15) dans (3.12) on obtient :
D) zm: l (an1 Jie2i=2k D2 —k+2)0(i —k+1) i—k—5
m az : ; x >
g e T(k + )T(2i — 2k + 2)T(i — k —n)
Ou peut-on l'écrire sous forme :
i—(n+1)
-y 2 a
i=n+1 =
Ou A}, est défini par (3.11). O

Exemple 3.1. Considérons g(z) = 2* avecm = 2 et d = 1.2, n = 1. Utilisation des équations

(1.15) nous obtenons.

D(1.2)(x2) _ DiO.Z)(zx) _ 2%0'8.

x

Maintenant, en utilisant la méthode précédente, nous obtenons :

3
DI (%) =) aAl a2, (3.16)

A%,O = 32

Substituer les constantes a; = ¢ et a3 = 0 a partir de I’équation. (3.8) dans 1'Eq. (3.16) nous
obtenons :

D(l'Q)(a:2) = 2208,

3.1.4 Erreur d’analyse

L’objectif principal de cette section est d’étudier 'erreur de troncature et son analyse de
convergence.
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Théoréme 3.2. ([5l]) (Converge uniformément le théoreme). Soit g € L*(0,1) une fonction deux fois
différentiable sur [0, 1] et la deuxieme dérivée est bornée sur [0, 1], c’est-a-dire :

IM >0,Vxel01] :|¢"(z) <M.

+oo
Sig(z) = Z a;U; (x) est la somme des séries de polyndmes de Chebyshev décalés du second type, alors
=0
la suite des sommes partielles (g,,) avec g, (x Z a; U} (z) converge uniformément vers g(x) sur
1=0

[0, 1].
Démonstration. En utilisant la variable change 2z — 1 = cos(#) dans (3.8)) on obtient :

o= S [ o (O (1) o o

Maintenant en intégrant par parties deux fois, on obtient :

1 (" , (14 cos(f
g< (9)

L= — (0)do
@i 4T J, 2 )I{Z() ’

(6 = s1a(8) F’ (sin(i ~1)6_ sini+ 1)9) L (sini@ sin(i + 2)9)} | 617)

? 1—1 1+ 1 1+ 1 l 1+ 2

1 [, (1+cos(6) ]\/[/” M@ +2i—-1) M
1= = — ) ki(0)dA| < — J(0)]df = — , < = 1
l ‘47r/0 J < 2 )I{Z( ) ‘ a7 Jo I:(6) i(i2—-1)(i+2) = 2 (3-18)

D’autre part, nous avons :

400 M
o)~ gl < S @I < S dal < S =

1=m+1 i=m+1 i=m+1

—+00
Dong, E - est la série de Riemann convergente, puis le reste de cette série converge vers zéro,
(3
i=1
donc la séquence (g,,(x)) converge uniformément vers g(z) sur [0, 1] . O

3.1.5 Méthode de collocation Tchebychev

([25]) Dans cette section, nous appliquons la méthode de collocation de Tchebychev aux pro-
blemes (3)-(5) basés sur les polyndmes de Tchebychev décalés du second type. Notons w,, (z, t)
comme "approximation de u(x,t) sous la forme suivante :

m

Um(x,t) = Z a; U (). (3.19)

1=0
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On applique le théoreme et on suppose 1’équation télégraphique conformable fractionnaire
suivante :

DI u(z, t) + (20) D[V u(z, t) + (B)u(z,t) = wDPu(x, 1) + f(x,1), (3.20)
et (3.19) on obtient :
Ztl « // U* Ztl « / )+<b2>zal(t)U T
= = (3.21)
wz a;(t) Al 0+ f(x,t)
i= =0

o1 0 < o < 1. Nous colocalisons maintenant Eq. (3.2I) en m — 1 points de collocation z,, comme
suit :

Ztl “al (U} (x,) + (2a) Ztl “ay(t)U; (zp) + iaz U (zp)

=0

i (3.22)
=w ) > a;(t) AL P+ f(ap,t)

Les points de collocation sont les racines des polyndmes de Tchebychev décalés du second type
Up—1(2).

Généralement, les racines des polynomes de Tchebychev décalés du second type U}, (x) sont
calculées par la formule suivante :

w(m — p) 1
=1 —_— — =1,2,... -1
( —"_COS( m—"—]_ ))27p ) Y 7m Y

Par application. Ensuite nous avons
[l (U7 () + (2a)t' " ai (U] () + ai(t) Rilay)| = f(p, 1), (3.23)
i=0

SO(xp) = Sl(xp) =0,
i-2

)= ALai P =23 m,
k=0
Ri(zy) = (VU (x,) — wSi(x,), i=1,2,...,m.
On met aussi (3.19) dans (5)), nous obtenons :

S (Lailt) = glt). 20+ Dailt) = h(d) (3.24)
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Nous introduisons les vecteurs V() et F'(¢) définis par :

V(t) = (ao(t),ar(t),...,an(t)T,
F(t) = (f((l]l,t), f(IQ’t)a LR f(xm—lat)vg(t)’ h(t))T

En remplagant (3.8) et (3.19) dans les conditions initiales (4), nous pouvons calculer

V(0) = (ap(0),a1(0),...,am(0)" et iV(O) = (ap(0),d,(0),...,a, (0)T.

dt Tom
Soit les matrices M (t), C(t) et K données par :
Us(z1)  Ui(z1) ... Un(x:)
M(t) =t : : :
Us(@m-1) Ui (zm-1) Up(Tm—1)
0 0 0
0 0 0
Ct)y=(a+bM
RQ(.CEl) Rl(l‘l) c. Rm(.ﬂfl)
R0($2) Rl (l‘z) Rm(l'g)
K = . . RN .
Ro(xmq) Ry ($m71> Rm(xmfl)
1 “1 .. (=1
1 3 o 2m+1

En combinant les équations (3.23) et (3.24), nous trouvons la forme matricielle suivante :

M(t) V +a(t) V +KV(t) = F(t),
V(0) = (a0(0),a1(0), ..., am(0))", (3.25)
V (0) = (ap(0), a1(0), .‘-,ain(o))T-

Pour résoudre le systéme d’équations différentielles du second ordre (3.25)), Nous utilisons Mé-
thode de Newmark's.

3.2 Méthode de Newmark'’s

La méthode de Newmark’s permet la résolution numérique d’équations différentielles du
second ordre. Elle convient, non seulement pour des systemes différentiels linéaires, mais aussi
pour des systémes fortement non linéaires avec une matrice de masse et une force appliquée
qui peuvent dépendre a la fois de la position et du temps.

3.2.1 Méthode de Newmark’s

([25]) La méthode de Newmark’s est une méthode tres utilisée dans les codes de dynamique.
C’est une méthode de résolution directe qui s’applique a 1’équation matricielle.
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On essayons alors de résoudre le systeme (3.25) a I'instant ¢,,4 :
[M] Vn—H +[C] Vn—H +[Kn+l]vn+1 = Fn+1 , = 07 17 tt N -1 (326)

Ot M est la matrice de masse, C' la matrice d’amortissement, K la matrice de rigidité, F’ la force
généralisée. La solution est une fonction V' (¢) dépendante du temps. Le schéma de Newmark’s
se présente sous la forme Pour l'entier positif N, At = T'/N, désigne la taille du pas de la
variable ¢, Nous définissons donc ¢,, = nAt dans lequel n = 0,1,..., N, nous introduisons les
notations suivantes a;(t,) = a', g(t,) = gn, h(t,) = hn, Vi = (G0, @1y -+ Gmn)’ et F, =
(f('rbtn)’f(x%tn)v' f(xm 1t ) In, I )T

Dans 1959 Newmark’s a proposé une méthode, voir [20] qui relie les accélérations, les vitesses
et les déplacements des nceuds aux instants ¢,,1; et ¢,, comme suit :

At)? . .
Vir =V, + At V, + % [(1 —20,) V, +26, Vm] , (3.27)

Vi =Va +At [(1 = 02) Vo +02 Vi | (3.28)
Oul <0 <1/2et0 < 6, < 1sont deux parametres voir [25]. Lorsque ces deux parametres
sont nuls, on retrouve les formules de Taylor, La méthode la plus couramment utilisée est

méthode de la moyenne d’accélération (6, = 1/4 et 0, = 1/2).

Réorganiser (3.27) pour fournir une expression pour V,, 1 donne :

5 Vn+l - Vn Vn 1 5
= e (), 2
V= =g X T GA (291 ) v (329)

L'insertion de l'expression pour V,,;; de (3.29) dans (3:28) donne :

6

V= N (

Vie1 = Vo) + | 1= 9— Vo +AL[ 1 — 9— Vi . (3.30)
91 291

Nous pouvons maintenant insérer les expressions explicites pour V.11 et V.11 de (3:29) et (3:30)

dans (3.26) pour obtenir le systéme linéaire suivant :

Aps1Vop1 = Boga, (3.31)

M 60
An = Kn )
Mg Tear T

T Voo (L v
0. (At)2 6, At 20, "

02V, 0 . 0
2 (12 A1 2 .
Gt [elm ( 91) Vn ( 291> V”]
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3.2.2 Algorithme de Méthode Newmark'’s
([23])

Algorithme 1

1. Calculs initiaux :

(a) formation la matrice de rigidité K, la matrice de masse M et la matrice d’amortis-
sement C.

(b) Initialiser V,, Vo et V.

(c) Sélectionnez le pas de temps At = T/N, les parametres 6, 0, et calculez les
constantes d’intégration :

0y 4+ 1/2)?
9221/2;912%;

1 0, 1 1

Ao = 27 A alZM; 612:@; a3:2—91

61 (At)? ’

0 0
ay = - — lya5 = At (ﬁ—l) yag = At(1 —6;); a7 = 6,At.
1

(d) formation la matrices de rigidité effective A, = agM + a1C + K, 11.
2. Pour chaque pas de temps :

(a) Calculer les charges effectives au moment ¢, = ¢, + At :

Bn+1 = Fn+1 + Mn+1 (aOVn + as Vn —|—CL3 Vn) + Cn+1 (alvn + ay Vn +a5 Vn) .

(b) Résoudre les déplacements a temps t,,.1 = ¢, + At :

An—i—lvn—i-l = Bn—i—l'
(c) Calculer les accélérations et les vitesses au temps ¢, .1 = t,, + At :

Vn+1 = G'O(Vn-i-l - Vn) — Q2 Vn —as Vn;
Vn—‘rl :Vn +a6 Vn +CL7 Vn+1 .

3.3 Applications

([25]) On compare les solutions numériques obtenues par 1’algorithme avec des so-
lutions exactes connues et les méthodes numériques disponibles dans la littérature. Tous les
calculs numériques ont été réalisé par M ATLAB R2014b sous OSWindows 10 (64 bits) avec
Intel(R) Core(T'M) i7 — 2670QQ M, Processeur 2,20 GHz et 8 Go de mémoire.

[25] Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques des équations télégra-
phiques fractionnaires d’espace-temps conformables (3) avec les conditions initiales {) et aux
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limites (5). Pour tester l'efficacité de 1’algorithme ??, plusieurs exemples numériques pour dif-
férentes valeurs de a, b, w, « et 8 sont donnés dans cette section avec Lo, L., et les erreurs de la
moyenne quadratique (FQM ) sont calculées par :

N
Ly = |[te = tumlly = | 2 Y Jte(@i, t) — (i, 1) %,
=0

Lo = [Jue — umHoo = mi}](\/ [Ue (i, t) — Um (7, 1)],

RS

N
Z ’ue(mia t) - um(mia t)|2
=0

N+1 ’

EQM =

ol u, est 1’exact solution et u,, est la solution numérique.

Exemple 3.2. ([25]) Dans cet exemple, nous considérons 1'équation télégraphique :

D (e, t) + (2a) D u(x, 1) + (0)ue, t) = wDPu(, 1) + f(x,1), (3.32)

aveca =1/2,b=1,w =1et § = 2 dans le domaine 0 < x < 1, avec les conditions initiales et
aux limites suivantes,
{ w(z,0) = DPu(z,0) =0, 0<z <1, (3.33)

u(0,t) =u(l,t) =0, 0 <t <1

et f(z,t) = (o +a? — (1 + a)t + t17%)(x — 2?)e™" + 2t' "¢~ La solution exacte de cet exemple
est u.(z,t) = (z — 2?)t' e Si a = 1, cet exemple a été étudié dans ([15], [19]) par différentes
méthodes numériques. Nous appliquons 1'algorithme pour m = 5 et approchons de la
solution u(z,t) comme suit :

5

us(z,t) =Y a;()U;F (x).

1=0

Utilisation du systéme linéaire (3.31) pour m = 5 et N = 1000 avec les données initiales

Vo —p =y = (0,0,0,0,0,0)”. nous présentons les erreurs L, et L., a différents t pour a =
0.2,0.4,0.6,0.8,1.0, avec At = 0,0001 et h = 0,01. Le graphique des solutions exactes et numé-
riques pour « = lat =1,2,3,4,5etpourt =2a o = 0.2,0.4,0.6,0.8,1 est représenté sur la
tigure |3.1| et I'espace-temps des graphiques de solution numérique et d’erreur absolue jusqu’a
t = 5 sont présentés dans la figure
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(gauche) poura =1at=1,2,3,4,5. (droite) pourt =2a o =0.2,0.4,0.6,0.8, 1.

FIGURE 3.1 — Comparaison des solutions numériques et exactes de I'exemple 3.2 & différents
instants et « a niveaux avec h = 0,01, At = 0,001.

012 0.12
= 01 o 014
£ =
=] 3
= 0.08 4 = 0.08
w0 0.06 8
é .06 é 0.068
0.04 5 0.04
0.02 4 0w
i :
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= p2 9
3 : e
Avdis of t 4 0.8 ’ Axis of t 4" 9 0.8 A} i
Axs of x (1S 0l X
(a) Solution exact (b) Solution numérique

FIGURE 3.2 — Graphiques espace-temps des solutions exactes et numériques pour l’exemple
at=4eta=1

Exemple 3.3. ([25]) Nous considérons 1’équation (3.32) dans le domaine [0, 1] aveca = 6,b = 2,
w = 1 et a = 1. Les conditions initiales et aux limites sont données par,

{ u(z,0) =sin((f — 1)z), u(z,0) =0: 0<z <1,

u(0,t) = 0,u(1,t) = cos(t)sin(f — 1), t >0, (3.34)

et f(z,t) = [3cos(t) — 12sin(t) + (8 — 1)*x* P cos(t)] sin(8 — 1)z. La solution exacte de cet
exemple est u, = cos(t)sin((8 — 1)x). Si = 2, cet exemple a été étudié dans ([15], [19]) par
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différentes méthodes numériques. Nous appliquons l'algorithme pour m = 5 et nous ap-
prochons de la solution u(z, t) comme suit :

us(x,t) = > a;()U;F (x).

=0

Utilisation du systeme linéaire (3.31) pour m = 5 et N = 1000 avec les données initiales
V0 = (0.2373,0.2273, —0.0124, —0.0023, 0.0001, 0), VO:VO: (0,0,0,0,0,0)7, on calcule la solu-
tion approximative us(z, t). L'efficacité de 1’algorithme 3.2.2] est mesurée en utilisant L , Lo et
les erreurs quadratiques moyennes avec At = 0,0001, h = 0,01 . Dans la figure nous pré-
sentons la comparaison des solutions numériques et exactes pour différents niveaux de temps

avec At = 0,001 et h = 0,01. Le graphique spatio-temporel de la solution numérique jusqu’a
t =1ett = 2estillustré a la figure 3.4

09 05
Exact solutian = Exact salution
0sl — — — Anproximats solution T 04510 — = = Appioximate solution \1‘=/E
-
o7k C.4r a
0.35 '
06}
ﬁ: ’i‘ 03t
5 05f 5
‘s 5 025+
@8 04r o
3 I o2t
03
015}
02
ot
ol 0.6
o . 0
0 01 02 03 04 05 06 07 03 09
Axis of x
(a) Solutions exactes et numériques (b) Solutions exactes et numériques
(gauche) pour B =2ett =0.2at = 1.0. (gauche) pourt =1letf=12ap8 =2.0.

FIGURE 3.3 — Comparaison des solutions numériques et exactes de 1'exemple 3.3[a différents
temps et niveaux /3 avec h = 0,01, At = 0,001.
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axis of u(x.t)

0.4

axis of u(x,t)

0.2 4

0.6

. — 5 T
. e I —

0.4

Axis of t ' 0o ' Axis of x Adsoft 0 070 92 7 Adsofx
(a) Solution numériqueat =1 (b) Solution numérique a ¢ = 2

FIGURE 3.4 — Solution numérique espace-temps pour l’exemple at=12avec =2.

Exemple 3.4. ([25]) Dans cet exemple, nous considérons I'équation télégraphique (3.32) avec
a=10,b=5 w=1etf =1+ a dans le domaine 0 < z < 1, avec les conditions initiales et aux
limites suivantes,

w(z,0) = DM u(z,0) =0, 0<z<1, (3.35)
u(0,t) = 0,u(1,t) = t"*sin(r(1 + a)), 0 <t < 1. '

et f(z,t) = [ala+1)+20(a+ 1)t + 25t + 72(1 + )22z =2t ™) sin(7(1 + a)x). La solution
exacte de cet exemple est : u, = t'**sin(7(1 + a)x).

Erreurs L, et L., a différentes tailles de pas de temps ¢t pour o = 0.2,0.4,0.6,0.8,1.0, avec
At = 0,001 et h = 0,01. De la figure il est clair que la solution numérique coincide avec le
solution exacte pour différents temps et a niveaux avec At = 0,001 et h = 0, 01. Les graphiques
espace-temps de la solution numérique et I'’erreur absolue sont présentées dans la figure 3.6
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FIGURE 3.5 — Comparaison des solutions numériques et exactes de I'exemple @ a différents
instants et § a niveaux avec h = 0,01, At = 0,0001.
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FIGURE 3.6 — Espace-temps de solution numérique et erreur absolue pour I'exemple3.4at =1
eta=1.
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Conclusion générale

ans ce mémoire, nous avons proposé des méthodes pour calculer la solution analytique
et numé- rique de I'équation télégraphique fractionnaire. Les dérivées fractionnaires
sont décrits au sens conformable.
Ce travail se déroule en deux étapes :

v La solution analytique : est calculé par la méthode de Fourier et les propriétés de calcul
fractionnaire conformable.

v La solution numérique : nous avons proposé un algorithme basé sur les polyndmes de
Tchebychev décalés du second espece. L'équation télégraphique fractionnaire est réduite
a un systeme linéaire d’équations différentielles du second ordre et la méthode de New-
mark est appliquée pour résoudre ce systeme. Enfin, quelques exemples numériques sont
présentés pour confirmer la fiabilité et I'ef- ficacité de cet algorithme

Comme perspectives, nous avons prévu le sujet de recherche sui-
vant :

#1 Résolution numérique de l'équation télégraphique fractionnaire avec coefficients va-
riables suivantes :

Dt(Ha)u(x, t) + (2a)Dt(a)u(x, t) + (B u(z, t) = w(z, ) DPu(x, t) + f(x,1), (3.36)

avec conditions initiales :

w(,0) = ¢(z), w(z,0)=v(@), 0<z<, (3.37)

et les conditions aux limites de Dirichlet :

u(0,1) = g(t), u(1,t) = h(x), 0<t<T, (3.38)

ot p(z),¥(x) € C*(0,1),g,h € C*(0,T) et f € C([0,1]]0,T]) sont des fonctions données.
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@ ans ce mémoire, nous avons proposé des méthodes pour calculer les solutions analytiques et numé-
riques de 1’équation télégraphique fractionnaire. Les dérivées fractionnaires sont décrits au sens
conformable. La solution analytique est trouvé par la méthode de Fourier et les propriétés de calcul
fractionnaire conformable. Nous avons proposé un algorithme basé sur des polyndmes de Tchebychev
décalés du quatriéme espece. L'équation télégraphique fractionnaire est réduite a un systeme linéaire
d’équations différentielles du second ordre et la mé- thode de Newmark est appliquée pour résoudre ce
systéme. Enfin, quelques exemples numériques sont présentés pour confirmer la fiabilité et 1’efficacité
de cet algorithme.

Mots-Clés : Calcul fractionnaire conformable, Méthode de Fourier, Méthode de Newmark, Polynomes
de Tchebychev, Equation télégraphique fractionnaire.

U n this memoir, we have proposed methods to calculate the analytical and numerical solutions of the

fractional telegraph equation. Fractional derivatives are described in the conformable sense. The ana-
lytical solution is found by the Fourier method and the properties of conformable fractional calculus. We
have proposed an algorithm based on shifted Chebyshev polynomials of the fourth kind. The fractional
telegraph equation is reduced to a linear system of second order differential equations and Newmark’s
method is applied to solve this system. Finally, some numerical examples are presented to confirm the
reliability and the efficiency of this algorithm.

Keywords : Conformable fractional calculus, Fourier method, Newmark method, Chebyshev
polynomials, fractional telegraph equation.
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