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NOTATIONS
B (y0; r) est la boule ouverte de centre y0 et de rayon r:

Bf (y0; r) est la boule fermée centrée en y0 et de rayon r:

S (y0; r) est la sphère de centre y0 et de rayon r:

C0 (E;F ) est l�ensemble des fonctions continues de E dans F:

C0b (E;F ) est l�ensemble des fonctions continues et bornées de E dans F:

' fonction inconnue.

A opérateur linéaire.

(a; b) intervalle ouvert a < x < b:

@
 la frontière de 
:
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Introduction

Les théorèmes du point �xe representent d�importants outils mathématiques de base

pour montrer l�existence et l�unicité de solutions pour divers types d�équations. La théorie du

point �xe est donc au coeur de l�analyse non linéaire appliquée aux équations di¤érentielles.

Le développement de la théorie du point �xe, qui est la branche cardinale de l�analyse non

linéaire a donné un grand e¤ets sur l�avancement de l�analyse non linéaire. L�analyse non

linéaire comme une branche autonome des mathématiques à été élaboré dans les annés 1950

par des mathématiciens, comme Browder, comme une combinaison de l�analyse fonctionnelle

et l�analyse variationnelle.

Cependant, les premiers résultats avaient déjà été obtenus dans les années 1920, les

resultats non linéaires sont applicables à un large éventail domaines. Plusieurs problèmes en

physique, chimie, biologie, économie à des modèles non linéaires. Les équations di¤érentielles

et intégrales, les problèmes d�optimisation générale.

La qualité ainsi que le montant de la recherche de la théorie des point �xe dans l�espace

métrique a grandement augmenté dans les années 1970.

Les équations di¤érentielles et les systèmes di¤érentiels ont une importance fondamentale

dans les problèmes pratiques. Ceci est dû au fait qu�un grand nombre de lois et de rela-

tions physiques se traduisent mathématiquement sous forme d�équations di¤érentielles. Les

équations di¤érentielles constituent une des branches les plus fertiles des mathématiques,

l�étude de ce type d�équations di¤érentielles est liée à l�étude des phénomène naturels.

Les descriptions des évolutions importantes dans cette période prouvée l�existence des

théorème des point �xe en utilisant des applications.

Les descriptions des évolutions importantes dans cette période prouvée l�existence des

théorème des point �xe en utilisant des applications.
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Introduction

Dans ce mémoire, nous avons considèré les théorèmes du point �xe et application aux

équations di¤érentielles. On a structure ce mémoire en quatre chapitres comme suit:

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions de l�analyse fonctionnelles:

Espace de Banach, Espace de Hausdor¤, compacité, opérateur compact, contraction et

rétraction....

Le deuxième chapitre présente quelques théorèmes principales du point �xe: le théorème

de Picard et théorème de Schauder.

Le troisième chapitre, nous rappellons les équations di¤érentielles: formulation des équa-

tions di¤érentielles, classi�cation, problème de Cauchy et en dernier la relation entre équa-

tions di¤érentielles et équation intégrale de Volterra.

Le Quatrième chapitre représente l�importance de ce mémoire, l�application de la théorie

du point �xe sur les équations di¤érentielles.

À la �n on a la résolution analytique et numérique des équations di¤érentielles et com-

paraison les resultats des solutions approchées.
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Chapitre 1

INTRODUCTION ET

GÉNÉRALITÉS

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions topologiques importants de l�analyse

fonctionnelles.

1.1 Espaces Fonctionnels

1.1.1 Espace de Banach

Dé�nition 1.1.1 (Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace vectoriel complet,

cette dé�nition prend tout son sens dans le cas de la dimension in�nie. En e¤et on a en

dimension �nis le résultat suivant,

Proposition 1.1.1 Les espaces vectoriels normés de dimension �nie sur | = R ou C sont

des Banach.

Proposition 1.1.2 Soit E un espace vectoriel normé et B un Banach alors L (E;B) est

aussi un espace de Banach pour la norme des applications linéaires.

Proposition 1.1.3 Soit E un espace vectoriel normé et V un sous espace vectoriel dense

de E: soit B un Banach, alors toute application linéaire continue u : V �! B a un pro-

longement unique en une application u 2 L (E;B) :

2



1.1. Espaces Fonctionnels

Dé�nition 1.1.2 Soit E un espace vectoriel normé, une série de terme générale xn 2 E;
n 2 N est dite normalement convergente si et seulement si la série numérique

1P
n=0

kxnkE est
convergente.

Proposition 1.1.4 Dans un Banach les séries normalement convergentes sont des séries

convergentes.

1.1.2 Espace de Hausdor¤ (espace séparé)

En mathématiques, un espace séparé, dit aussi espace de Hausdor¤, est un espace

topologique dans lequel deux points distincts quelconques admettent toujours des voisinages

disjoints. Cette condition est aussi appelée axiome T2 au sein des axiomes de séparation.

Dé�nition 1.1.3 Soit (E; d) un espace métrique, on dit qu�il est séparable si et seulement

si il existe un sous ensemble dense dénombrable.

Autrement dit il existe une suite de E; (xn)n2N , telle que D = fxn=n 2 Ng soit dense
dans E:

Proposition 1.1.5 Si (E; d) est un espace métrique séparable alors pour tout F � E; (F; d)
est aussi un espace métrique séparable.

Dé�nition 1.1.4 Un espace topologique E est un espace T (ou Hausdor¤ ) si pour tous

x; y; points distincts de E; il existe deux ouvert, Ox; et Oy tels que x 2 Ox; y 2 Oy; et
Ox \Oy = ?:

Exemple 1.1.1 1) Si E est muni de la topologie discrète alors fxg et fyg sont des ouverts,
donc E est séparé,

2) Si E est muni de la topologie grossière et #E � 2; alors E n�est pas séparé (pour tout
x 2 E; E est le seul voisinage de x):

3) R muni de la topologie usuelle est séparé, R aussi.

3



1.2. Quelques notions de Topologie

1.2 Quelques notions de Topologie

1.2.1 Compacité

Un autre concept clé de l�analyse est celui de compacité. La compacité permet aussi

d�obtenir des suites convergentes. L�exemple standard qu�il faut avoir en tête est celui des

intervelles bornés de R: En particulier on a vu au premier cycle que de toute suite numérique

borné on peut extraire une suite qui converge. On a les dé�nitions suivantes.

Dé�nition 1.2.1 Un espace métrique (E; d) est compact si de tous recouvrement de E par

des ouverts on peut extraire un recouvrement �ni. Autrement dit si Ş� � est tel que E = [
�2Ş
�

alors il existe n 2 N et �1; �2; :::; �n des ouverts de Ş tels que

E = �1 [ �2 [ ::: [ �n:

L�espace est dit séquentiellement compact si de toutes suites on peut extraire une suite

équivalentes.

� (E; d) est compact.
�� (E; d) est séquentiellement compact.
� � � (E; d) est précompact et complet.

Proposition 1.2.1 Un espace métrique compact (E; d) ; est séparable.

Dé�nition 1.2.2 Soit X � E une partie d�un espace métrique (E; d) : On dit que X est

relativement compact si sa fermeture X est compact pour la distance induite d:

Proposition 1.2.2 Soit X � E une partie d�un espace métrique (E; d) : On suppose que E
est complet alors si X est précompact il est relativement compact.

La proposition suivante peut s�énoncer ainsi: �L�image d�un compact par une application

continue est compact�.

Théorème 1.2.1 Soit (X; dX) et (Y; dY ) deux espaces métriques avec Y complet. Alors

l�ensemble C0b (X; Y ) est complet pour la distance uniforme d1 (f; g) = sup
x2X

fdY (f (x) ; g (x))g

4



1.2. Quelques notions de Topologie

1.2.2 Opérateurs compacts

Opérateurs linéaires compacts:

Soit A un opérateur linéaire d�un espace normé E dans un espace normé F; on dit

que A est un opérateur compact s�il envoie tout ensemble borné G dans E à un ensemble

relativement compact A (G) dans F:

Autrement dit, la fermeture A (G) est compacte.

Ensemble relativement compacts:

Un ensemble G � E est relativement compact si pour toute suite fung de G; il existe
une sous suite

n
un(k)

o
qui converge dans F:

Théorème 1.2.2 (Critère de compacité)

Un opérateur linéaire A : E �! F est compact si et seulement si pour toute suite bornée

'n de E; la suite A'n contient une sous suite convergente de F:

Démonstration: Il su¢ t d�appliquer les dé¢ nitions appropiés d�un ensemble borné et

un ensemble relativement compact.

Théorème 1.2.3 Une combinaison linéaire A = �A1+ �A2des opérateurs compacts est un

opérateur compact.

Démonstration: Soit f'ng une suite borné de E et soit fA'ng une suite de F , alors

A'n (x) = �A1'n (x) + �A2'n (x) ;

avec 'n 2 E; n 2 N:
A1 et A2 étant compacts, on peut extraire de fA1'ng et de fA2'ng deux sous suites

convergentes qui donne par leur somme une sous suite convergente de fA'ng ; donc A est
compact.

Théorème 1.2.4 Le produit AB de deux opérateurs bornés f'ng A et B est compact si

l�un des opérateur A ou B est compact.

5



1.2. Quelques notions de Topologie

Théorème 1.2.5 Soit E un espace normé et F un espace de Banach , et soit fAng une
suite d�opérateurs compacts de E dans F; convergente en norme vers l�opérateur linéaire A

de E dans F

lim
n�!1

kAn � Ak = 0:

Alors A est compact.

Démonstration: Soit f'ng une suite bornée de E; l�opérateur A1 étaut compact, on
peut extraire de la suite fA1'ng une sous suite convergente; soit f'1ng une sous suite de
f'ng telle que, fA1'1ng soit convergente.
De la même façon, on peut extraire de la suite fA2'1ng une sous suite convergente,

car A2 est compact; soit f'2ng une sous suite de f'1ng telle que, la suite fA2'2ng soit
convergente.

Remarquons que, la suite fA1'2ng est une sous suite de la suite convergente fA1'1ng
qui à son tour convergente.

En raisonnant de la même façon, pour les opérateurs A1; A2; :::; Ap; :::; on détermine

les suites f'1ng ; f'2ng ; :::; f'png ; :::Il est à remarquer que la suite f'png est une sous suite
de toutes les suites qui lui précédent et que les suites fAk'png sont convergentes pour
(k = 1; 2; :::; p) :

Comme l�espace Y est complet, pour la compacité de l�opérateur A il su¢ t de montrer

que la suite fA'png est une suite Cauchy, alors

kA'pn � A'qnk � kA'pn � An'pnk+ kAn'pn � An'qnk+ kAn'qn � A'qnk :

Soit k'nk � M ; choisissons n de sorte que l�on a kA� Ank < "
3M
; ensuite choisissons

N tel que, pour tous le p > N et q > N;on a la relation kAn'pn � An'qnk < "
3
car la suite

fAn'png est convergente.
Dans ces conditions, on aura pour tout p et q su¢ samment grands,

kA'pn � A'qnk < ":

Lemme 1.2.1 Soit G un sous espace fermé d�un espace normé E tel que, G 6= E, alors il
existe un élément ' 2 E, avec k'k = 1 tel que, pour tout ? 2 G; on a k'� �k � �, avec
0 < � < 1:

6



1.2. Quelques notions de Topologie

Théorème 1.2.6 L�opérateur identique I de E dans E est compact si et seulement si E

est de dimension �nie .

Corollaire 1.2.1 La boule unité B (0; 1) dans un espace de dimension in�nie n�est pas

compact.

1.2.3 Contraction

Dé�nition 1.2.3 Soit X1, X2 deux espaces de Banach et soit F : X1 �! X2 une applica-

tion continue qui envoie les sous ensembles bornés de X2:

(a) F est dite ��Lipschitzienne avec constante k (ou bien k� contraction d�ensemble
) s�il existe une constante k � 0 telle que � (F (A)) � k� (A) ; pour tout ensemble borné A
de X1:

(b) F est une stricte k � contraction d�ensembles si 0 < k < 1:
(c) F est dite � � condensante si � (F (A)) < � (A) ;pour tout sous ensemble borné A

de X1 véri�ant � (A) > 0:

Remarque 1.2.1 Dans la suite on va supposer que toute application k�contraction d�ensembles
(ou condensante) est continue.

1.2.4 Rétraction

Dé�nition 1.2.4 On appelle rétraction de l�espace topologique E sur un fermé F de E

toute fonction continue de E dans F qui est l�identité sur F:

Théorème 1.2.7 Soit K un compact convexe dans un espace de Hilbert E. Alors, il existe

une retraction 1�Lipschitzienne
�k : E �! K:

Théorème 1.2.8 Il n�existe pas de rétraction Bf (0; 1) sur S (0; 1) :

Démonstration: (=)) Si une telle rétraction F existe alors�F : Bf (0; 1) �! Bf (0; 1)

n�a pas de point �xe. En e¤et, s�il existe x 2 Bf (0; 1) tel que F (x) = �x; alors x 2 S (0; 1)
et donc x = �F (x) = �x; ce qui est imposible.

7



1.2. Quelques notions de Topologie

((=) Si f : Bf (0; 1) �! Bf (0; 1) est continue et n�a pas de point �xe, alors

F : Bf (0; 1) �! S (0; 1)

x 7�! x+ tz (x� f (x))

Où tz est le seul t > 0 tel que kx� t (x� f (x))k2 = 1 = kxk2 + 2t hx; x� f (x)i +
t2 kx� f (x)k2 :

On trouve tz =
�hx;z�f(x)i+

q
hz;x�f(x)i2+kx�f(x)k2(1�kxk2)

kx�f(x)k2 ; donc F est continue. De plus,

si x 2 S (0; 1) ; alors kxk = 1; donc tz = �hx;x�f(x)i+jhx;x�f(x)ij
kz�f(x)k2 : Or hx; x� f (x)i = kxk2 �

hx; f (x)i � 1� kxk : kf (x)k � 0; d�où tx = 0 et 8x 2 S (0; 1) ; F (x) = x:

1.2.5 Di¤érentiabilité

Dé�nition 1.2.5 Soient E; F deux espaces de Banach, U � E ouvert, � 2 U; f : U �! F

une application. On dit que f est di¤érentiable en a s�il existe ' 2 Lc (E; F ) (i.e. ' est
linéaire et continue) telle que

f (�+ h) = f (�) + ' (h) + o (khk) lorsque h �! 0

Si ' existe, elle est unique et est appellée la di¤érentielle de f en a et est notée df�:

Si f est di¤érentiable en tout point de U; on dit que f est d¤érentiable sur U: Alors

l�application

df : U �! Lc (E; F )
� 7�! df�

est appellée l�application di¤érentielle de f: Si df est continue, on dit que f est de classe

C1 (U) :

8



Chapitre 2

QUELQUES THÉORÈMES DU

POINT FIXE

2.1 Introduction et dé�nitions

Soit f une application d�un ensemble E dans lui-même. On appelle point �xe d�une

application f tout élément u 2 E tel que

f(u) = u

On voit que résoudre ce type d�équation est un cas particulier des équations numériques

h (u) = f (u)� u = 0. De nombreux résultats a¢ rment l�existence de points �xes. Lorsque
l�ensemle E est un espace de Banach (c�est-à-dire un espace vectoriel normé complet), toute

application contractante (i.e. toute application lipschitzienne de rapport k < 1) de E dans

lui même admet un et un seul point �xe u telque

8x 2 E; u = lim
n
fn (x)

Dans ce partie, on étudier et représenter les théorèmes du point �xe de Picard et de

Schauder, avec ses applications.

9



2.2. Quelques théorèmes du point �xe

2.2 Quelques théorèmes du point �xe

2.2.1 Théorème du point �xe de Picard

Le théorème du point �xe de Picard dit qu�une contraction d�un espace métrique

complet a un point �xe unique. Ce théorème donne un comportement régulier du point �xe

par rapport aux paramètres. De plus, il fournit un algorithme d�approximation du point �xe

comme limite d�une suite itérée. Mais d�une part, montrer que la fonction est contractante

peut entrainer de laborieux calculs. D�autre part, les conditions sur la fonction et l�espace

étudiés restreignent le nombre de cas auxquels on peut appliquer le théorème.

Théorème 2.2.1 (Picard) Soient (E; d) un espace métrique complet et ' : E �! E une

application contractante (contraction), i.e. Lipschitzienne de rapport k < 1:Alors, ' admet

un unique point �xe � 2 E: De plus , pour tout point initial x0 2 E; la suite itérée (xp)p2N,
avec x0 2 E quelconque et xp+1 := ' (xp) converge vers �:

Démonstration:

On montre d�abord l�unicité d�un point �xe, puis son existence.

1. Unicité: Supposons qu�il existe a; b 2 E; a 6= b; tels qu�on ait ' (�) = � et ' (b) = b:
Alors on a d (' (�) ; ' (b)) = d (a; b) et donc d('(�);'(b))

d(a;b)
= 1 > k ce qui contredit le fait

que f soit k�Lipschitzienne.
2. Existence: Soit x0 un point initial quelconque et (xp) la suite itérée associée. On a

d (xp; xp+1) = d (' (xp�1) ; ' (xp)) � kd (xp�1; xp) :

On va montrer par récurence sur p que d (xp; xp+1) � kpd (x0; x1) (P):
�Inistialisation: Evident pour p = 0:

�Généralisation: Supposons que pour un certain entier p quelconque mais �xé on ait la

propriété (P). Alors

d (xp+1; xp+2) = d (' (xp) ; ' (xp+1))

� kd (xp; xp+1)
� k:kpd (x0; x1)
� kp+1d (x0; x1)

10



2.2. Quelques théorèmes du point �xe

ce qui achève la récurrence.

On a alors 8q > p :

d (xp; xq) �
q�1X
i=p

d (xi; xi�1) �
 
q�1X
i=p

ki

!
d (x0; x1)

De plus, pour tout p > q,
q�1P
i=p

ki �
1P
i=p

ki = kp

1�k ; d�où d (xp; xq) �
kp

1�kd (x0; x1) : On en

déduit alors que (xp) est une suite de Cauchy. Comme (E; d) est complet, la suite (xp)

converge vers un point limite � 2 E: De plus on a ' (xp) �! ' (�) quand p �! 1 car '

est continue et ' (xp) = xp+1: Or xp+1 �! � quand p �! 1, d�où par unicité de la limite
on a ' (�) = �:

Contre-exemple (Picard) les exemples suivants montrent que chacune des hy-

pothèses du théorème est réelement nécessaire.

1. X n�est pas stable par f : f (x) =
p
x2 + 1 sur X = [0; 1] :

Or X est fermé dans R, et complet car R est complet. De plus, f 0 (x) = xp
x2+1

< 1 =)
sup
x2X

��f 0 (x)�� < 1 =) f est contractante. Mais f n�a pas de point �xe car f ([0; 1]) =
�
1;
p
2
�
;

i.e. X n�est pas stable par f:

2. f n�est pas contractante: f (x) =
p
x2 + 1 sur X = [0;+1[ :

Or f : X �! X; et X est un fermé de R: R est complet donc X est complet. Mais

sup
x2X

��f 0 (x)�� = 1
donc f n�est pas contractante.

3. X n�est pas complet: f (x) = sin(x)
2

sur X =
�
0; �

4

�
:

Or f
��
0; �

4

��
=
i
0;

p
2
4

i
�
�
0; �

4

�
; et sup

x2X

��f 0 (x)�� = 1
2
< 1; donc, f est contractante.

Mais X n�est pas fermé dans R donc pas complet.

2.2.2 Théorème du point �xe de Schauder

Le théorème du point �xe de Schauder est plus topologique et a¢ rme qu�une appli-

cation continue sur un convexe compact admet un point �xe, qui n�est pas nécessairement

unique. Il n�est pas donc nécessaire d�établir des estimées sur la fonction, mais simplement

sa continuité. Ceci nous donne la possibilité de traiter plus de cas qu�avec le théorème de

11



2.2. Quelques théorèmes du point �xe

Picard (par exemple, l�identité). Par contre, ce théorème ne donne aucun des avantages du

théorème précédent.

Théorème 2.2.2 (Schauder 1930) Soit C un sous ensemble convexe, fermé, borné, non

vide d�un espace de Banach X et K:C �! C une application compacte. Alors K

admet au moins un point �xe.

Démontration:

1er étape: On suppose C = B (0; R) la boule de rayon R:

S�il existe x0 2 @C telque K (x0) = x; il n�ya rien à démontrer. Sinon, pour tout

t 2 [0; 1] ; le degré deg (Kt; C; 0) ; oû Kt = I � tK; est bien dé�ni. En e¤et, s�il existe
x 2 @C; tK (x) = x; alors R = kxk = t kK (x)k � Rt car K (C) � C et donc t = 1; ce qui
conduit a une contraction avec kK (x)k = R = kxk : Le dégré donc est bien dé�ni et vaut,
par homotopie, deg (K;C; 0) = 1; d�oû le resultat.

2�eme étape: C est un convexe, fermé, borné, non vide.

On considère une rétraction continue r : X �! C et B une boule contenant C.

Soit le diagramme B r�! C
K�! B: L�application (K � r) est compacte car K est

compacte et r bornée. D�aprés la première étape, l�application K � r admet un point �xe
x0 2 B; x0 = (K � r) (x0)On a r (x0) 2 C et par hypothèse,K (C) = C; alorsK (r (x0)) 2 C
et donc x0 2 C:

Théorème du point �xe de Schauder-Tychono¤

Théorème 2.2.3 Toute ensemble compact et convexe dans l�espace de Hausdor¤ topologique

, linéaire, et localement covexe, admet une propriété de point �xe.

Théorème 2.2.4 (Convergence des itérations de point �xe): On se donne x(0) et on con-

sidère la suite x(k+1) = f
�
x(k)
�
; pour k � 0: Si

1. 8x 2 [a; b] ; f (x) 2 [a; b] ;
2. f 2 C1 ([a; b]) ;
3. 9K < 1 :

��f 0 (x)�� � K 8x 2 [a; b] ;

12



2.2. Quelques théorèmes du point �xe

alors f a un unique point �xe � dans [a; b] et la suite
�
x(k)
	
converge vers � pour tout

choix de x(0) 2 [a; b] : De plus, on a

lim
k�!1

x(k+1) � �
x(k) � � = f

0
(�) (2.4.1)

Démonstration: L�hypothèse 1 et la continuité de f assurent que la fonction d�itération

f a au moins un point dans [a; b]. L�hypothèse 3 implique que f est une contraction et assure

l�unicité du point �xe.

Supposons en e¤et qu�il existe deux valeurs �1 et �2 2 [a; b] telles que f (�1) = �1 et

f (�2) = �2: Un développement de Taylor donne

j�2 � �1j = jf (�2)� f (�1)j =
���f 0 (�) (�2 � �1)��� � K j�2 � �1j < j�2 � �1j ;

avec � 2 ]�1; �2[ ; d�où on déduit �2 = �1:
On utilise à nouveau ce développement pour analyser la convergence de la suite

�
x(k)
	
:

Pour k � 0; il existe une valeur �(k) entre � et x(k) telle que

x(k+1) � � = f
�
x(k)
�
� f (�) = f 0

�
�(k)
� �
x(k) � �

�
(2.4.2)

d�où on déduit que
��x(k+1) � ��� � K ��x(k) � ��� � Kk+1

��x(0) � ��� �! 0 pour k �!1:
Ainsi, x(k) converge vers � et (2.4.2) implique que

lim
k�!1

x(k+1) � �
x(k) � � = lim

k�!1
f
0 �
�(k)
�
= f

0
(�) :

D�où (2.4.1).

La quantité
��f 0 (�)�� est appelée facteur de convergence asymptotique, et par analogie

avec les méthodes itératives pour les systèmes linéaires, on peut dé�nir le taux de conver-

gence asymptotique par

R = � log
����f 0 (�)���� (2.4.3)

Le théorème (2.4.2) assure la convergence, avec un ordre 1, de la suite
�
x(k)
	
vers la

racine � pour tout choix d�une valeur initiale x(0) 2 [a; b] : Il constitué donc un exemple de
résultat de convergence globale.

Corollaire 2.2.1 Si l�application continue est dé�nit sur un domain D dans l�espace de

Hausdor¤ topologique linéaire localement convexe, et on prend les valeurs dans sous ensemble

convexe et compact dans D, alors admet un point �xe.
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2.2. Quelques théorèmes du point �xe

Démonstration: Soint F : D �! K; où K un ensemble compact et convexe dans D.

Alors la restriction de F vers K est un application continu de K vers K: D�aprés le théorème

de Schauder-Tychono¤, F j K admet un point �xe.

On va démontrer l�existence pour les solutions des équations di¤érentielles.

On considère le problème avec la valeur initiale pour le système des équations di¤éren-

tielles de premier ordre:8<: y
0
i (x) = fi (x; y1 (x) ; :::; yn (x)) ; (1 < i < n)

yi (0) = 0; (1 < i < n)

Cette écriture compactlement sous la forme8<: y
0
(x) = f (x; y (x))

y (0) = 0:

où y = (y1; y2; :::; yn) et f = (f1; f2; :::; fn) .

Malgré ça le choix des valeurs initiales yi (0) = 0 généralement sacri�ce, cette valeurs

initiales toujours on peut donne par changement de variable. On change x par x � � un
point initial, et on change yi par yi � ci un valeurs iniales.
L�espace Cn [a; b] est consiste a n� ensembles des fonctions dans C [a; b] :
Si y = (y1; :::; yn) 2 Cn [a; b] ; on écrit

kyk1 = sup
a�x�b

k(y1 (x) ; :::; yn (x))k1 = sup
a�x�b

ky (x)k1

où kk1 désigne de la norme `1 de Rn: C�est-à-dire

kuk1 =
nX
i=1

juij si u = (u1; u2; :::; un) 2 Rn:
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Chapitre 3

INTRODUCTION AUX

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

Les équation di¤érentielles et les systèmes di¤érentiels ont une importance fondamentale

dans les problèmes pratiques. Ceci est dû au fait qu�un grand nombre de lois et de relations

physiques se traduisent mathématiquement sous forme d�équations di¤érentielles.

3.1 Dé�nition

Les équation di¤érentielles et les systèmes di¤érentiels ont une importance fondamen-

tale dans les problèmes pratiques. Ceci est dû au fait qu�un grand nombre de lois et de

relations physiques se traduisent mathématiquement sous forme d�équations di¤érentielles.

Les équations di¤érentielles constituent une des branches les plus fertiles des mathématiques,

l�étude de ce type d�équations di¤érentielles est liée à l�étude des phénomène naturels.

Une première approximation dans cette étude consiste en e¤et à simpli�er les relations

entre les fonctions représentant ces phénoménes et leurs dérivées, jusqu�à obtenir des équa-

tions di¤érentielles linéaires, c�est-à-dire du premier degré par rapport aux fonctions et aux

dérivées.

Dans le cas d�une seule fonction dépendant d�une seule variable la forme générale d�une

telle équation est

y(n) + A1 (x) y
(n�1) + :::+ An (x) y = d (x) :
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3.2. Formulation des équations di¤érentielles

Une deuxième approximation consiste à prendre dans chacun des coe¢ cients Ai (x)

développés en série de Maclaurin le terme constant seul.

On obtient ainsi les équations à coe¢ cients constants d�importance pratique considérable

et que nous étudierons.

3.2 Formulation des équations di¤érentielles

3.2.1 Équations di¤érentielles ordinaires

Dé�nition 3.2.1 Une équation di¤érentielle ordinaire, également notée EDO, d�ordre n est

une relation entre la variable réelle x, une fonction inconnue x 7�! y (x) et ses dérivées y
0
;

y
00
;..., y(n) au point x dé�nie par

F
�
x; y; y

00
; :::; y(n)

�
= 0;

Où F n�est pas indépendante de sa dernière variable y(n): On prendra x dans un intervalle

I de R (I peut être R tout entier).

La solution y en général sera à valeurs dans RN ; N 2 N� où N sera le plus souvent égal

à 1; 2 ou 3: On dit que cette équation est scalaire si F est à valeurs dans R:

Équations di¤érentielles linéaires du premier ordre

On appelle équation di¤érentielle linéaire du premier ordre, une équation linéaire par

rapport à la fonction inconnue et à sa dérivée. Une telle équation est de la forme

a (x) y
0
+ b (x) y = c (x) (3.2.1)

où a; b et c sont des fonctions données de x; a (x) ; et b (x) sont appelés coe¢ cients et

c (x) le second membre.

On associe à l�équation (3:2:1), l�équation sans second membre

a (x) y
0
+ b (x) y = 0 (3.2.2)

qui est à variables séparable.

Équations di¤érentielles linéaires du second ordre à coe¢ cients constants
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3.2. Formulation des équations di¤érentielles

On appelle équation di¤érentielle linéaire du deuxième ordre une équation linéaire par

rapport à la fonction inconnue et à ses deux premières dérivées ,soit

F
�
x; y; y

0
; y

00
�
= 0:

Une équation di¤érentielle linéaire du second ordre à coe¢ cients constants est de la

forme

a (x) y
00
+ b (x) y

0
+ c (x) y = f (x) (3.2.3)

Où a; b et c sont des constantes données et f une fonction donnée.

On associe à l�équation (3:2:3) l�équation sans second membre

a (x) y
00
+ b (x) y

0
+ c (x) y = 0 (3.2.4)

Équations di¤érentielles linéaires du n-ième ordre

On appelle équation di¤érentielle linéaire du n-ième ordre , une relation de la forme

f
�
x; y; y

0
; :::; y(n)

�
= 0 reliant la variable x; une fonction inconnue y de la variable x et les

dérivées successives y
0
; :::; y(n) de cette fonction.

Dé�nition 3.2.2 On appelle équation dillérentielle d�ordre n dans un espace de Banach E

une équation de la forme

y(n) = f
�
x; y; y0; :::; y(n�1)

�
(3.3.1)

Où f est une application dé�nie sur X �Y �Y1� :::�Yn�1; X étant un intervalle de R

et Y; Y1; :::; Yn�1 des ouverts connexes de E. On appelle solution de (3:3:1) une application

y de classe �n sur un intervalle J � X; telle que pour tout x 2 J; y (x) 2 X; y
0
(x) 2

Y1; :::; y
(n�1) (x) 2 Yn�1: et

y(n) (x) = f
�
x; y (x) ; y

0
(x) ; :::; y(n�1) (x)

�
Cas particuliers:

� Lorsque E = R, ll�équation di¤érentielle est dite scalaire.
� Lorsque f est linéaire par rapport à

�
y; y

0
; :::; y(n�1)

�
; l�équation di¤érentielle est dite

linéaire homogène (à coe¢ cients constants si de plus f ne dépend pas de x). Si f est de la

forme

f
�
x; y; y

0
; :::; y(n�1)

�
= g

�
x; y; y

0
; :::; y(n�1)

�
+ b (x)
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3.2. Formulation des équations di¤érentielles

avec g linéaire par rapport à
�
y; y

0
; :::; y(n�1)

�
; l�équation di¤érentielle est dite linéaire

avec terme source.

� Lorsque f est indépendante de x, L�équation di¤érentielle est dite autonome.

Exemple 3.2.1 (Evolution temporelle des populations) Les biologistes ont remarqué

que si une population est su¢ samment grande, la croissance de la population est proportion-

nelle à la population. Ceci revient à l�observation simple que la croissance de la population

est proportionnelle au nombre de couples possible dans la population. Ces observations se

traduisent par une équation di¤érentielle simple:

dp

dt
= �p (t) (3.2.1)

qui a une solution analytique de

p (t) = exp (�t) + Cte

Bien entendu, on sait que ce modèle est trop simpliste puisque qu�au fur et à mesure que

la population grandit ses membres vont entrer en compétition les uns avec les autres pour

des ressources limités. Un meilleur modèle qui tient comple de cette compétition est donc la

suivante:
dp

dt
= �p (t)� bp2 (t) (3.2.2)

La population humaine sur terre semble avoir suivit une évolution semblable à celle prédite

par ce modèle pendant une bonne partie du 20ème siècle. Les biologistes estiment que la

valeur de � vant 0; 029: On sait que la population mondiale en t0 = 1965 valait p0 � p (t0) =
3; 34 109

et qu�elle augmentait de 2% par an à cette époque, i.e. 1
p
dp
dt
jt=t0= 0; 02: On peut donc

déduire la valeur de b de l�équation di¤érentielle et des valeurs de p0 et de 1
p
dp
dt
jt=t0 :

1

p

dp

dt
jt0= �� bp (t0) =) 0; 02 = 0; 029� b� 3; 34 109

soit

b = 2; 695 10�12
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3.3. Classi�cation des équatios di¤érentielles du premier ordre

Utilise �Isode�(�ODE45�) a�n de modéliser la population mondiale avec cette équation.

Quelle est de population mondiale prévue par cette équation pour 2007? Est-ce que cette

équation prévoit une limite à la population mondiale? et si c�est le cas, quelle limite prévoit-

elle?

Note: On peut comparer nos résultats avec la solution analytique de l�équation (3.2.1):

p (t) =
�p0

bp0 + (�� bp0) exp (�� (t� t0))
On voit ici que la valeur limite de la population mondiale prévu par le module est

p (t �!1) = �
b
n:

3.2.2 Équations aux dérivées partielles

Une équation aux dérivées partielles (noté EDP) est une relation entre une fonction de

plusieurs variables (réelles) u et ses dérivées partielles et une fonction donnée f :

F

�
u;
@u

@x1
;
@u

@x2
; :::;

@u

@xn
; :::;

@2u

@x21
; :::;

@mu

@xmn

�
= f dans 
; (3.2.2.1)

où 
 est un ouvert de Rn et F est une fonction de plusieurs variables réelles. L�ordre de

dérivation le plus élevé (noté ici m) apparaissant dans (3:2:2:1) est appelé l�ordre de l�EDP.

Notons que si n = 1; alors l�EDP est une équation di¤érentielle ordinaire (EDO).

Si dans (3:2:2:1) ; la fonction f est nulle, on dit que l�équation est homogène.

On dit que l�EDP (3:2:2:1) est linéaire si F est linéaire par rapport à tous ses arguments

(dans ce cas l�ensemble des solutions de l�équation homogène associée est un espace vecto-

riel, c�est la raison de l�application �linéaire�). Elle est dite nonlinéaire si elle n�est pas
linéaire.

3.3 Classi�cation des équatios di¤érentielles du pre-

mier ordre

Aprés avoir donné un apeçu des fondements de la théorie des équations di¤érentielles,

nous allons passer à la recherche des solutions de ces équations di¤érentielles du premier

ordre.
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3.3. Classi�cation des équatios di¤érentielles du premier ordre

Il n�y a pas de méthode générale pour recherche des solutions.Tout dépend du type de

l�équation.

Il faut donc les classer. On considère trois grandes classes principales d�équations du

premier ordre:

� équations dont on peut séparer les variables;

� équations homogènes (où les termes sont du même degré);

� équations linéaires où y et y
0
sont au premier degré.

Ces trois types seront les plus utiles, car on les rencontre constamment en Physique, en

Mécanique, en Thermodynamique, en Électricité, etc.

En dehors de ces types généraux, nous étudierons un certain nombre de types spéciaux

comme les équations de Bernoulli, de Ricatti, de Clairaut et de Lagrange.

Équation de Bernoulli:

Ce sont des équations non linéaires du premier ordre qui peuvent se ramener facilement

à une équation linéaire.

Elles sont de la forme

� (x) y
0
+ b (x) y + c (x) ym = 0: (3.3.2)

Les fonctions � (x) ; b (x) ; et c (x) sont continues sur un intervalle I et m est un exposant

réel di¤érent de I.

En divisant (3.3.2) par ym; (y 6= 0) ; nous avons

� (x)
y
0

ym
+
b (x)

ym�1
= �c (x) :

E¤ectuons le changement de fonctions

z =
1

ym�1
et z

0
= �(m� 1) y

0

ym
;

on obtient l�équation linéaire en z
0
et z

� (x)

1�mz
0
+ b (x) z = �c (x) :

Trouver la solution générale de

y
0 � 2xy + xy2 = 0;
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3.3. Classi�cation des équatios di¤érentielles du premier ordre

pour �1 < x < +1: Divisons par y2; avec y 6= 0; on a

y
0

y2
� 2x
y
+ x = 0:

Posons 1
y
= u; il vient

�u00 � 2xu+ x = 0:

L�équation homogène,

�u0 � 2xu = 0

a pour solution générale

u = �e�x
2

:

La solution particulière est évidente, u = 1
2
:

Par suite la solution générale en u est

u =
1

2
+ �e�x

2

y =
1

1
2
+ �e�x2

; pour �1 < x < +1:

Équation de Ricatti:

Ce sont des équations de Bernoulli avec m = 2 et second membre, soit des équations de

la forme

� (x) y
0
+ b (x) y + c (x) y2 = d (x) ;

Les fonctions � (x) ; b (x) ; c (x) et d (x) étant continues sur un intervalle I.

La méthode de résolution d�une telle équation nécessite la connaissance d�une solution

particulière.

Soit y0 cette solution particulière. On a

� (x) y
0

0 + b (x) y0 + c (x) y
2
0 = d (x) :

Équation de Lagrange:

C�est une équation linéaire en x et y;soit

y + �
�
y
0
�
x+ b

�
y
0
�
= 0: (3.3.3)
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3.3. Classi�cation des équatios di¤érentielles du premier ordre

On pose

y
0
(x) = s =

dy

dx
:

L�équation (3.3.3) s�écrit

y + � (s)x+ b (s) = 0;

dy

dx
= s:

En dérivant la première relation par rapport à x; nous avons

dy

dx
= �� (s)� x�0 (s) ds

dx
� b0 (s) ds

dx
= s;

soit

s+ � (s) +
h
x�

0
(s) + b

0
(s)
i ds
dx
= 0;

c�est -à-dire

[� (s) + s]
dx

ds
+ x�

0
(s) + b

0
(s) = 0:

Si � (s) 6= �s cette équation est linéaire en x et dx
ds
:

On obtient d�une manière générale

x = �z1 (s) + x1 (s) ;

avec

y = �� (s)x� b (s) :

La famille de courbes est donnée sous forme paramétrique.

Si � (s) = �s on a l�équation de Clairaut.
Équation de Clairaut

On appelle équation de Clairaut toute équation de Lagrange avec f � Id (où Id est la
fonction identité, c�est à dire Id (y) = y), autrement dit elle est de la forme

y = xy
0
+ g

�
y
0
�
;

où g est dé�nie, dérivable sur un certain intervalle J de R:
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3.4. Le problème de Cauchy

3.4 Le problème de Cauchy

Le problème de Cauchy (aussi appelé problème aux valeurs initiales) consiste à trouver

la solution d�une EDO, scalaire ou vectorielle, satisfaisant des conditions initiales. Par

exemple, dans le cas scalaire, si I désigne un intervalle de R contenant le point x0, le

problème de Cauchy associé à une EDO du premier ordre s�écrit:8<: y
0
(x) = f (x; y (x)) ; x 2 I

y (x0) = y0;
(3.4.1)

Où f (x; y) est une fonction donnée à valeur réelle dé�nie sur le produit S = I�]�1;+1[
et continue par rapport aux deux variables. Si f ne dépend pas explicitement de x (i.e.

f (x; y) = f (y)), l�équation di¤érentielle est dite autonome.

On obtient en intégrant (3.4.1) entre x0 et x

y (x)� y0 =
xZ
f (� ; y (�)) d� (3.4.2)

La solution de (3.4.1) est donc de classe C1 sur I et satisfait l�équation intégrale (3.4.2).

Inversement, si y est dé�nie par (3.4.1), alors elle est continue sur I et y (x0) = y0: De plus,

en tant que primitive de la fonction continue f (:; y (:)) ; y 2 C1 (I) et satisfait l�équation
di¤érentielle y

0
(x) = f (x; y (x)) :

Ainsi, si f est continue, le problème de Cauchy (3.4.1) est équivalent à l�équation intégrale

(3.4.2). Nous verrons plus loin comment tirer parti de cette équivalence pour les méthodes

numériques.

Rappelons maintenant deux resultats d�existence et d�unicité pour (3.4.1).

1. Existence locale et unicité: On supppose f (x; y) localement Lipschitzienne en

(x0; y0) par rapport à y; ce qui signi�e qu�il existe une boule ouverte J � I centrée en x0 de
rayon rJ ; une boule ouverte � centrée en y0 de rayon r� et une constante L > 0 telles que

jf (x; y1)� f (x; y2)j � L jy1 � y2j 8x 2 J; 8y1; y2 2 � (3.4.3)

Sous cette hypothèse, le problème de Cauchy (3.4.1) admet une unique solution dans

une boule ouverte de centre x0 et de rayon r0 avec 0 < r0 < min (rJ ; r�=M; 1=L) ;

où M est le maximum de jf (x; y)j sur J � �:
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Cette solution est appelée solution locale.

Remarquer que la condition (3.4.3) est automatiquement véri�ée si la dérivée de f par

rapport à y est continue: en e¤et, dans ce cas, il su¢ t de prendre pour L le maximum

dej@f (x; y) =@yj sur J � �:
2. Existence globale et unicité: Le problème de Cauchy admet une solution globale

unique si on peut prendre dans (3.4.3)

J = I; � = R;

C�est-à-dire, si f est uniformément Lipschitzienne par rapport à y:

En vue de l�analyse de stabilité du problème de Cauchy, on considère le problème suivant8<: z
0
(x) = f (x; z (x)) + � (x) ; x 2 I

z (x0) = y0 + �0;
(3.5.1)

Où �0 2 R et où � une fonction continue sur I:
Le problème (3.5.1) est déduit de (3.4.1) en perturbant la donnée initiale y0 et la fonction

f: Caractérisons à présent la sensibilité de la solution z par rapport à cas perturbations.

3.5 La relation entre les équations di¤érentielles linéaires

et les équations intégrales de Volterra

Réduction d�une équation di¤érentielle à une équation intégrale. Parfois il y a intérêt

à réduire la résolution d�une équation di¤érentielle à la résolution d�une équation intégrale.

3.5.1 Équation intégrale

Dé�nition 3.5.1 On appelle équation intégrale toute équation de la formeZ
E

K (x; y; ' (y)) dy = �' (x) + f (x) (3.5.1.1)

où E est un espace mesuré, f (x) une fonction mesurable donnée sur E; � un scalaire

donné qui peut qui peut être réel ou complexe et K (x; y; ' (y)) une fonction mesurable

E � E appelée noyau de l�équation intégrale.
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Avec toutes ces données, notre problème est de chercher la fonction ' qui satisfait

l�équation (3:5:1:1) :

Dé�nition 3.5.2 On dit qu�une équation intégrale est singulière si l�une ou les deux lim-

ites d�intégration sont in�nites, ou bien le noyau devient in�ni au voisinage des limites de

l�intégration.

La résolution de l�équation di¤érentielle linéaire

dny

dxn
+ a1 (x)

dn�1y

dxn�1
+ :::+ an (x) y = F (x) :

à coe¢ cient continue ai (x) (i = 1; 2; :::; n) avec les conditions initiales

y (0) = c0; y
0
(0) = c1; :::; y

(n�1) (0) = cn�1:

peut être ramenée à la résolution d�une équation intégrale de Volterra de seconde espèce.

Illustrons notre a¢ rmation sur l�exemple de l�équation di¤érentielle du second ordre

d2y

dx2
+ a1 (x)

dy

dx
+ a2 (x) y = F (x) ;

y (0) = c0; y
0
(0) = c1:

Posons
d2y

dx2
= ' (x) :

D�où, vu les conditions initiales, on obtient successivement

dy

dx
=

xZ
0

' (t) dt+ c1; y =

xZ
(x� t)
0

' (t) dt+ c1x+ c0:

Nous avons utilisé la formule
xZ
x0

dx

xZ
0

dx:::

xZ
0

f (x) dx

| {z }
n

=
1

(n� 1)!

xZ
x0

(x� z)n�1 f (z) dz:

Compte tenu de mettons l�équation di¤érentielle sous la forme

' (x) +

xZ
0

a1 (x)' (t) dt+ c1 a1 (x) +

xZ
0

a2 (x� t)' (t) dt+ c1x a2 (x) + c0 a2 (x) = F (x) :
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Volterra

ou

' (x) +

xZ
0

�
a1 (x) + a2 (x) (x� t)

�
' (t) dt = F (x)� c1a1 (x)� c2 x a2 (x)� c0a2 (x) :

Posant

' (x) = f (x) +

xZ
0

K (x; t)' (t) dt:

i.e. Nous obtenous une équation intégrale de Volterra de seconde espèce.

Exemple 3.5.1 Soit l�équation di¤érentielle

y
00
+ xy

0
+ y = 0;

et aux conditions initiales

y (0) = 1; y
0
(0) = 0:

Posons

y
00
= ' (x) ;

Alors

y
0
=

xZ
0

' (t) dt+ y
0
(0) =) y =

xZ
0

(x� t)' (t) dt+ 1;

portons dans l�équation di¤érentielle donnée, il vient

' (x)

x

+

Z
0

x' (t) dt+

xZ
0

(x� t)' (t) dt+ 1 = 0

ou

' (x) = �1�
xZ
0

(2x� t)' (t) dt:

Remarque 3.5.1 1. Le problème de cauchy8<: y
0

= f (x; y(x)) ; x � 0
y (0) = y0

(3.5.1)

qui peut être converti à l�équation intégrale non linéaire

y(x) = y0 +

xZ
0

f (t; y(t)) dt: (3.5.2)
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3.5. La relation entre les équations di¤érentielles linéaires et les équations intégrales de
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2. Les propriétés de l�équation (3:5:1), comme l�existence et l�unicité de la solution sont

équivalentes aux propriétés de l�équation (3:5:2) :

27



Chapitre 4

QUELQUES APPLICATIONS DES

THEOREMES DU POINT FIXE

AUX EQUATIONS

DIFFERENTIELLES

4.0.2 Introduction

On applique dans cette partie les théorèmes cités ci-dessus au problème de Cauchy:

étant données une condition initiale (x0; y0) et une équation di¤érentielle d
dx
y =f (x; y),

existe-il une solution, et est-elle unique? Les réponses à ces questions sont données par

le théorème de Cauchy-Lipschitz (si f est localement Lipschitzienne) et de Cauchy-Arzela

(si f est seulement continue). On retrouve que ces comportements di¤érents résultent des

di¤érences entre les théorèmes du point �xe de Picard et de Schauder.

Une autre application du théorème de Picard est la démonstration du théorème d�Inversion

Locale. En e¤et, on montre qu�une certaine fonction est une bijection en utilisant le théorème

de Picard pour montrer l�existence (surjectivité) et l�unicité (injectivité) d�un point �xe.

Dans ce Cas, il était possible de construire une contraction; par contre, on ne pourait pas

appliquer le théorème de Schauder car on a besoin de l�unicité.

Maintenant on va présenter quelques applications du principe du théorèmes de Picard

et Schauder.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

4.0.3 Théorème de Cauchy-Lipschitz

Ce théorème est une application du théorème (Picard). En e¤et, nous verrons qu�une

façon de le démontrer est d�appliquer le théorème précédent avec E un ensemble de fonction

et ' une application bien choix.

Soient U un ouvert de R� Rm et f : U �! Rm une application continue. On introduit

le problème de Cauchy (C) suivant:

Etant donné (x0; y0) 2 U; Trouver une solution y : I � R �! Rm de l�équation di¤éren-

tielle (E) y
0
= f (x; y) ; (x; y) 2 U telle que x0 2 I et y (x0) = y0:

Dé�nition 4.0.3 Soient T > 0 et r0 > 0, on dit que C = [x0 � T; x0 + T ] � Bf (y0; r0)
est un cylindre de sécurité pour (C) si toute solution y : I �! Rm du problème de Cauchy

y (x0) = y0 avec I � [x0 � T; x0 + T ] reste continue dans Bf (y0; r0) :

Dé�nition 4.0.4 f est localement Lipschitzienne par rapport à la variable y sur U si

8 (r0; y0) 2 U; il existe un voisinage V de (r0; y0) dans U , et une constante k = k (V ) telle

que 8 (x; y2) 2 V; on ait

kf (x; y1)� f (x; y2)k � k ky1 � y2k :

Théorème 4.0.1 (Cauchy-Lipschitz). Si f : U �! Rm est continue et localement Lip-

schitzienne par rapport à y sur U; alors pour tout cylindre de sécurité C = [x0 � T; x0 + T ]�
Bf (y0; r0) ; le problème de Cauchy admet une unique solution y : [x0 � T; x0 + T ] �! U: De

plus, si on pose � (y) (x) = y0+
xR
x0

f (u; y (u)) du; il existe p 2 N tel que la suite itérée �p (z)

converge uniformement vers la solutrion exacte.

Démonstration: On commence par construire un cylindre de sécurité pour (C) :

soit V un voisinage de (x0; y0) sur lequel f est k�Lipschitzienne par rapport à y, et
soient T0 > 0 et C0 = [x0 � T0; x0 + T0]�Bf (y0; r0) � V cylindre.
C0 est un fermé borné de Rm+1 donc compact, et on en déduit alors que f est bornée

sur C0:

Soit M = sup
(x;y)2C0

kf (x; y (x))k : On pose T = min
�
T0;

r0
M

�
:

On va montrer que C = [x0 � T; x0 + T ] � Bf (y0; r0) est un cylindre de sécurité pour
(C) :
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Soit y : I � [x0 � T0; x0 + T0] �! Rm avec y (x0) = y0 et y
0
= f (x; y) ; 8x 2 I:

Supposons qu�il existe � 2 [x0; x0 + T ] tel que y (�) n�appartient pas à Bf (y0; r0) : De plus,
supposons que J = fx 2 [x0; x0 + T [ : y (x) =2 Bf (y0; r0)g soit non vide.
On pose � = inf J: Alors 8x 2 [x0; � ] on a y (x) 2 Bf (y0; r0) ; et de plus d (y0; y (�)) = r0:

Comme (x; y (x)) 2 C0; 8x 2 [x0; � ] et y
0
= f (x; y) on a, par le théorème des Accroissements

�nis,

r0 = ky0 � y (�)k = ky (x0)� y (�)k � jx0 � � j sup
���y0 (x)���

x2[x0;� ]

< M; T � r0:

donc par passage à la limite (Bf (y0; r0) étant fermé) on a y (x) 2 Bf (y0; r0) 8x 2
[x0; x0 + T ] \ I:
De même on montre que y (x) 2 Bf (y0; r0) 8x 2 I:
Dans la suite on travaille avec ce cylindre de sécurité. On remarque que par con-

struction on a sup
C
jf j = M et f est k�Lipschitzienne par rapport à y sur C: On note

F =C0 ([x0 � T; x0 + T ]) ; Bf (y0; r0) muni de la distance d = k:k1 :
8y 2 F on associe � (y) dé�nie par:

� (y) (x) = y0 +

xZ
x0

f (u; y (u)) du

On montre d�abord l�équivalence suivante:

y est solution de (E)() y est un point �xe de � :

(=) Supposons que y est un point �xe de �: Alors 8y 2 F on a � (y) = y d�où

y (x) = y0 +
xR
x0

f (u; y (u)) du:

Or f est continue sur U donc y est continue sur U . De plus, y est dérivable sur

[T0 � x; T0 + x] et sa dérivée égale f (x; y (x)) ;i.e.
y
0
(x) = f (x; y (x)) : On a aussi y (x0) = y0 +

x0R
x0

f (u; y (u)) du = y0: Donc f est solution

du problème de Cauchy (C) :

=)) Supposons maintenant que y est solution de (E) : on a alors y0 (x) = f (x; y (x)) et
y (x0) = y0:
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On peut intégrer y
0
par rapport à u car y

0
(u) = f (u; y (u)) et u 7! f (u; y (u)) est

continue sur un segment et donc intégrable sur ce même segment. Alors on obtient:

xZ
x0

y
0
(u) du =

xZ
x0

f (u; y (u)) du = [y (u)]u=xu=x0
= y (x)� y (x0) = y (x)� y0:

Donc, on a bien y (x) = y0 +
xR
x0

f (u; y (u)) du = �(y) (x) et donc y est point �xe de �:

On veut appliquer le théorème de point �xe à �p (pour p bien choisi).

1. On montre d�abord que � est une application de F dans F: Pour cela on montre

que � (y) (x) 2 Bf (y0; r0) 8x 2 [x0 � T; x0 + T ] : Soit y 2 F: On remarque que si x 2
[x0 � T; x0 + T ] ;

k� (y) (x)� yk =






 xRx0f (u; y (u)) du







�
xR
x0

kf (u; y (u))k du

�M
xR
x0

du

�M jx� x0j
�M:T � r0

Donc 8x 2 [x0 � T; x0 + T ] ; � (y) (x) 2 Bf (y0; r0) d�où � (y) 2 F et on a évidemment
la stabilité de F par �p:

2. On montre maintenant que �p est contractante. Soient y; z 2 F: On note yp = �p (y)
et zp = �p (z) ; 8p 2 N�: Par récurrence sur p on montre qu�on a:

kyp (x)� zp (x)k � kp
jx� x0j
p!

d (y; z) (4.3)

Initialisation: C�est évident dans le cas p = 0:

Généralisation: Supposons que pour un certain entier p quelconque mais �xé on ait

(4:3) :
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Alors

kyp+1 (x)� zp+1 (x)k �
����� xRx0k kyp (u)� zp (u)k du

�����
�
����� xRx0k:kp ju�x0jpp!

d (y; z) du

����� par (4:3)
� kp+1

p!
d (y; z)

����� xRx0 ju� x0jp du
�����

= kp+1

p!
d (y; z)

����h ju�x0jp+1p+1

iu=x
u=x0

���� = kp+1 jx�x0jp+1(p+1)!
d (y; z)

Ce qui achève la récurrence.

Comme jx� x0j � T: On a d (yp; zp (x)) � kp T
p

p!
d (y; z) ; donc � est Lipschitzienne de

rapport kp T
p

p!
: Et il existe un p 2 N� tel que kp T p

p!
< 1 (car lim

p�!+1
kp T

p

p!
= 0): Donc, pour

q � p; �q est contractante.
3. Complétude de F:

On déduit du théorème de Picard que �q admet un unique point �xe y. De plus

�q (� (y)) = � (�q (y)) = � (y) donc � (y) est un point �xe de �q; et par unicité du point

�xe de �q on a � (y) = y: Comme les pointes �xes de � sont des points �xes de �q on en

déduit que y est l�unique point �xe de �:

Finalement, y est l�unique solution de (E) :

4.0.4 Théorème de Cauchy-Arzela

On reprend maintenant le problème de Cauchy pour l�équation y
0
= F (x; y (x)) ; mais

ici on ne sait pas si F est Lipschitzienne. Le théorème de Schauder nous donnerra l�existence

d�une solution, mais pas nécessairement l�unicité.

Théorème 4.0.2 (Cauchy-Arzela). Soient:

- E un espace normé de dimension �nie ,

- U un ouvert de R� E;
- F une fonction continue de U dans E; et

- (x0; y0) un point de U
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Alors l�équation di¤érentielle y
0
= F (x; y) a une solution au voisinage de (x0; y0) ; i.e. il

existe un nombre � > 0 et une fonction f : [x0 � �; x0 + �] �! E de classe C1 avec f (x0)

= y0; telle que pour tout x 2 [x0 � �; x0 + �] ;
1. (x; f (x)) 2 U
2. f

0
(x) = F (x; f (x))

Démonstration: Soit M > kF (x0; y0)k : Quitte à remplacer U par l�ensemble ouvert

f(x; y) 2 U : kF (x0; y0)k < Mg : On peut supposer que F est majorée en norme parM sur

U:

Il existe donc r > 0 et h > 0 tels que U � [x0 � h; x0 + h] � Bf (y0; r) ; et on choisit
� = min

�
h; r

M

�
> 0:

On considère l�ensembleK des fonctionsM�Lipschitziennes de l�intervalle J = [x0 � �; x0 + �]
dans E qui valent y0 en x0; que l�on munit de la norme uniforme. Si f et g sont dans K et

s 2 [0; 1] ; alors sf + (1 + s) g 2 K; donc K est convexe. Si (fi)i2N est une suite de Cauchy

de K pour la norme uniforme, alors d�aprés le théorème 7 il existe une fonction continue

f : J �! E telle que f; converge uniformément vers f:

On a alors f (x0) = lim
i�!+1

fi (x0) = y0 et 8x; x
0 2 J;



f (x)� f �x0�

 = lim
i�!+1



fi (x)� fi �x0�

 �
M
��x� x0�� ; et donc f 2 K: On en déduit que K est fermé pour la norme uniforme dans

C0 (J;E) :

De plus, pour tout x 2 J et tout f � K; on a

kf (x)� y0k = kf (x)� f (x0)k �M
���x� x0��� �M� � r:

Ci qui montre que K (x) = ff (x) : f 2 Kg est contenu dans la boule Bf (y0; r) ; et
donc K (x) est relativement compact. Et puisque K est uniformément équicontinu, K est

compact.

On peut alors dé�nir une application � : K �! C1 (J;E) ; en posant

� (f) (x) = y0 +

xZ
x0

F (s; f (s)) ds

En e¤et, si f 2 K; alors f (s) 2 Bf (y0; r) pour tout s 2 J; ce qui montre que la

fonction s 7�! F (s; f (s)) est bien dé�nie et continue sur J; à valeurs dans E;et possède

une primitive � (f) de classe C1; valent y0 en x0: Puisque la fonction g := � (f) véri�e
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g
0
(x) = F (x; f (x)) ; on a que



g0 (x)

 � M; c�est-à-dire que g est M�Lipschitzienne sur
J: De plus, g (x0) = y0: Donc, � (K) � K: En�n, comme F est uniformément continue sur
le compact J �Bf (y0; r) ; pour tout " > 0 il existe � > 0 tel que pour tout (s; y) et

�
s
0
; y

0�
appartenant à J �Bf (y0; r) ; on ait

max
����s� s0��� ;


y � y0


� < � ) 


F (s; y)� F �s0 ; y0�


 < "

�
:

Alors, si f et f1 appartiennent àK et si kf � f1k<�; on a 8s 2 J; kF (s; f (s))� F (s; f1 (s))k <
"
�
:

Donc,

k� (f) (x)� � (f1) (x)k =






 xRx0 [F (s; f (s))� F (s; f1 (s))] ds







� jx� x0j sup
s2J

kF (s; f (s))� F (s; f1 (s))k

� � "
�
= "

Pour tout x 2 J: Ceci montre que k� (f)� � (f1)k � "; i.e. � : K �! K est une

application continue. Donc, d�aprés le théorème de Schauder, il existe un point �xe f 2 K
de �; c�est-à-dire que f est une solution au problème de Cauchy.

4.0.5 Théorème d�Inversion Locale

Ici encore ce théorème est une application du théorème (Picard) qu�on appliquera à une

certaine fonction dans une partie de la démonstration.

Théorème 4.0.3 (Inversion Locale). Soient:

- E; F deux espaces de Banach

- U � E ouvert

- f : U 7�! F une application de classe C1

- � 2 U tel que df� soit continue et inversible (et donc df�1� est continue)
Alors, il existe un voisinage ouvert V de � et un voisinage ouvert W de f (�) tels que:

1. La restriction f j V de f à V est une bijection de V sur W:

2. L�application inverse g : W �! V est continue.

3. g est de classe C1 et 8x 2 W; dgf(x) = df�1x :
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Démonstration: On munit Lc (E; F ) de la norme





u





= sup

kxk=1






u (x)





 : Quitte à rem-

placer f par la fonction x 7�! df�1z [f (�+ x)� f (�)] ; on peut se remaner au cas où � = 0;
f (�) = 0; et df0 = df� = IdE (et donc E = F ).

Comme f est de classe C1, il existe r > 0 tel que

B (0; r) � U et kdfz � df0 k=k dfz � IdEk �
1

2

Pour tout x 2 B (0; r) : On désigne u := IdE � dfx; donc dfx = IdE � u avec kuk � 1
2
:

Alors, dfz est un isomorphisme bicontinu qui, véri�e df�1x =
+1P
n=0

un; et donc



df�1x 

 � +1X
n=0

kukn �
+1X
n=0

1

2n
= lim

n�!+1

2n+1 � 1
2n

= 2:

1. On va montrer que la restriction de f à un voisinage ouvert de 0 dans B (0; r) est une

bijection sur B
�
0; r

2

�
:

Soit y 2 B
�
0; r

2

�
: On considère la fonction h :

h : Bf (0; r) �! E

x 7�! y + x� f (x)

Il est clair que h est de classe C1, de plus, 8x 2 B (0; r) ; kdhx k=k IdE � dfxk � 1
2
: Donc,

d�aprés le théorème des Accroissements Finis,

8x; x0 2 Bf (0; r) ;



h (x)� h�x0�


 � 1

2




x� x0


 ::: (1)
En particulier , pour x

0
= 0; on a kx� f (x)k = kh (x)� h (0)k � 1

2
kxk ; donc

8x 2 B (0; r) ; kh (x)k � kyk+ kx� f (x)k � kyk+ 1
2
kxk � r

2
+
r

2
= r

Ainsi, h est une fonction de Bf (0; r) dans B (0; r) � B (0; 1) :
Comme de plus h est 1

2
�Lipschitzienne d�aprés (1), d�aprés le théorème (Picard), 9!x �

Bf (0; r) tel que h (x) = x; c�est-à-dire tel que f (x) = y: Comme x = h (x) et que h est à

valeurs dans B (0; r) ; on en déduit que x 2 B (0; r) :
Alors, pour tout y 2 Bf

�
0; r

2

�
;9!x 2 B (0; r) tel que f (x) = y: On dé�nit V :=

f�1 (B (0; r))\B (0; r) : V est un voisinage de 0 car f (0) = 0 et f est continue sur B (0; r).
En notant W := B (0; r) ; on a alors f j V :V �! W est une bijection.
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4. QUELQUES APPLICATIONS DES THEOREMES DU POINT FIXE AUX
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

2. On note g : W �! V l�application inverse. On utilise de nouveau h, cette fois-ci avec

y = 0, et donc 8x 2 U; x = h (x) + f (x) : Alors, 8x; x0 2 B (0; r) ;


x� x0


 � 


h (x)� h�x0�


+ 


f (x)� f �x0�


 � 1

2




x� x0


+ 


f (x)� f �x0�


 :
Donc,



x� x0

 � 2

f (x)� f �x0�

 : On en déduit que
8y; y0 2 W;




g (y)� g �y0�


 � 2


f (g (x))� f �g �x0��


 = 2


y � y0


 :::(2)
g est vdonc Lipschitzienne et par conséquent continue.

3. On �xe x 2 V et on pose y = f (x) 2 W: Il existe r0 > 0 tel que B
�
y; r

0� � W; et
pour tout ! 2 B (0; r) ; on pose � = g (y + !)� g (y) : Donc, d�aprés (2), k�k � 2 k!k ; et

�(!) = g (y + !)� g (y)� df�1x (!)

= � � df�1z [f (x+ �)� f (x)]
= �df�1x [f (x+ �)� f (x)� dfx (�)] :

Comme kdf�1x k � 2; on obtient k�(!)k � 2 kf (x+ �)� f (x)� dfx (�)k = 2 k�k " (�)
avec lim

��!�
" (�) = 0: Donc,

k�(!)k � 4 k!k " (g (y + !)� g (y)) = 4 k!k "0 (!) :

Comme g est continue, lim
!�!0

"
0
(!) = 0: Alors,k�(!)k = o (k!k). Donc, g est di¤éren-

tiable en y et dgy = df�1x : En�n, comme df
�1
x est continue (car f est de classe C1 et que

L 2 GL (E) 7�! L�1 2 GL (E) est continue), la fonction dg : y 7�! dgy est continue. Ainsi,

g est de classe C1:
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Appendice A

ANNEXE

Dans cette partie, on va résoudre les équations di¤érentielles analytiquement et numérique-

ment c�est-à-dire trouver une solution approchée à la solution exacte de cette équation.

A.0.6 Résolution analytique des équations di¤érentielles

Méthode de Taylor

La méthode de Taylor est basé sur la relation

y (x+ h) = y (x) + y
0
(x)h+

1

2!
y
00
(x)h2 +

1

3!
y
000
(x)h3 + :::+

1

m!
y(m) (x)hm + E (x; h)

où E est l�erreur de troncature due aux termes omis et qui s�écrit comme

E (x; h) =
1

(m+ 1)!
y(m+1) (�)hm+1 pour x < � < x+ h:

Cette relation prédit E (x; h) à partir de y (x) ; ainsi elle permet d�écrire une formule

d�intégration numérique. En e¤et, y
0
(x) = ' (x; y (x)) et l�on peut calculer y

00
(x) en itérant

le processous
�
y
0
(x)
�0
= (' (x; y (x)))

0
= @x' (x; y (x)) + @x' (x; y (x))' (x; y (x)) etc. Le

dernier terme 1
m!
y(m) (x)hm indique l�ordre de la méthode et on peut approcher l�erreur de

troncature par

E (x; h) ' hm

(m+ 1)!

�
y(m) (x+ h)� y(m) (x)

�
:
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A. ANNEXE

A.0.7 Résolution numérique des équations di¤érentielles

On va utilisé les méthodes suivants pour résudre numériquement les équations di¤éren-

tielles et comparé les di¤érences pour cette méthodes.

Méthode d�Euler

La méthode d�Euler est de loin la méthode la plus simple de résolution numérique des

équations di¤érentielles ordinaires. Elle possède une belle interprétation géométrique et son

emploi est facile.

Algorithme:

1. Étant donné un pas de temps h; une condition initiale (x0; y0) et un nombre maximal

d�itération s N:

2. Pour 0 � n � N :

yn+1 = yn + hf (xn; yn)

xn+1 = xn + h

Écrire xn+1 et yn+1

3. Arrêt �
Algorithme: Méthode d�Euler modi�ée

1. Étant donné un pas de temps h; une condition initiale (x0; y0) et un nombre maximal

d�itérations N:

2. Pour 0 � n � N :

by = yn + hf (xn; yn)

yn+1 = yn +
h
2
(f (xn; yn) + f (xn+1; by))

xn+1 = xn + h

Écrire xn+1 et yn+1

3. Arrêt �
Méthode de Runge-Kutta d�ordre 2 (RK2)

Rappelons la méthode d�Euler

y (xn+1) = y (xn) + hf (xn; y (xn))
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A. ANNEXE

La méthode d�Euler permet ainsi de calculer y (xn + h) en fonction y (xn) et la dérivée

en y (xn) :

Cette méthode n�est pas symétrique par rapport à l�intervalle puisqu�il ne fait pas inter-

venir l�information sur la dérivée en �n l�intervalle, i.e. f (xn; y (xn+1)) l�intervient pas.

La méthode Runge-Kutta est plus symétrique puisqu�elle revient à évaluer numérique-

ment la dérivée au centre de l�intervalle. les équations de cette méthode sont:

k1 � hf (xn; y (xn))

k2 � hf

�
xn +

1

2
h; y (xn) +

1

2
k1

�
y (xn+1) = y (xn) + k2 +O

�
h3
�
:

Méthode de Runge-Kutta d�ordre 4 (RK4)

La formule Runge-Kutta à l�ordre 4 est de loin la plus utilisée. Elle a une forme assez

symétrique:

k1 � hf (xn; y (xn))
k2 � hf

�
xn +

1
2
h; y (xn) +

1
2
k1
�

k3 � hf
�
xn +

1
2
h; y (xn) +

1
2
k2
�

k4 � hf (xn + h; y (xn) + k3)
y (xn+1) = y (xn) +

1
6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) +O (h

3) :

A.0.8 Comparaison entre la solution approchée et la solution ex-

acte

L�exemple suivant qui représente et appliqué l�exemple (3.2.1)

Exemple A.0.2 Soit l�équation di¤érentielle

y
0
(x) = 1 + y (x)

y (1) = 0:

avec la solution exacte est donnée par

y (x) = exp (x)� 1
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A. ANNEXE

x exacte erreur (Euler) erreur (Runge-Kutta 2) erreur (Runge-Kutta 4)

0 0 0 0 0

0.1 0,1052 0.0052 0.0002 0

0.2 0,2214 0.0114 0.0004 0

0.3 0,3499 0.0189 0.0007 0

0.4 0,4918 0.0277 0.0009 0

0.5 0,6487 0.0382 0.0013 0

0.6 0,8221 0.0505 0.0017 0

0.7 1,0138 0.0651 0.0022 0

0.8 1,2255 0.0819 0.0027 0

0.9 1,4596 0.1017 0.0034 0

1 1,7183 0.1246 0.0042 0

Tableau 01
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Figure 01
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Exemple A.0.3 Soit l�équation di¤érentielle

y
0

= (cos(y))2

y(0) = 1

avec la solution exacte est donné par

y (x) = tan�1 (x) :

x exacte erreur (Euler) erreur (Runge-Kutta 2) erreur(Runge-Kutta 4)

0 0 0 0 0

0.1 0.1974 0.0026 0.0006 0

0.2 0.3805 0.0116 0.0007 0

0.3 0.5404 0.0225 0.0002 0

0.4 0.6747 0.0312 0.0005 0

0.5 0.7854 0.0364 0.0012 0

0.6 0.8761 0.0384 0.0017 0

0.7 0.9505 0.0385 0.0018 0

0.8 1.0122 0.0372 0.0019 0

0.9 1.0637 0.0353 0.0019 0

1 1.1071 0.0332 0.0018 0

Tableau 02
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Figure 02

Exemple A.0.4 Soit l�équation di¤érentielle

y
0

= 10
(1+x2)

� 2y2

y (0) = 0

avec la solution exacte donnée par

y (x) =
x

(1 + x2)
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x exacte erreur (Euler) erreur (Euler modi�é)

0 0 0 0

0.1 0.0990 0.001 0.0005

0.2 0.1923 0.0047 0.001

0.3 0.2752 0.0102 0.0015

0.4 0.3448 0.0161 0.0019

0.5 0.4000 0.021 0.003

0.6 0.4412 0.0244 0.0023

0.7 0.4698 0.0041 0.0023

0.8 0.4878 0.0259 0.0022

0.9 0.4972 0.0247 0.002

1 0.5000 0.0227 0.0019

Tableau 03
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Figure 03
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Exemple A.0.5 Soit l�équation di¤érentielle

y
0

= �y2

y (1) = 1

avec la solution exacte donnée par

y (x) =
1

x

x exacte erreur (Euler) erreur (Euler modi�é)

1 1.0000 0 0

1.1 0.9091 0.0091 0.0004

1.2 0.8333 0.0143 0.0007

1.3 0.7692 0.0173 0.0008

1.4 0.7143 0.0189 0.0008

1.5 0.6667 0.0197 0.00005

1.6 0.6250 0.0198 0.0008

1.7 0.5882 0.0197 0.0008

1.8 0.5556 0.0194 0.0007

1.9 0.5263 0.0188 0.001

2 0.5000 0.0183 0.0007

Tableau 04
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Conclusion générale

Conclusion générale

Dans ce mémoire , on a étudier les théorèmes du point �xe et applications aux

équations di¤érentielles.

On a commencé par une introduction et généralités sur l�analyse fonctionnel et quelques

notions de Topologie, puis on a traité deux théorèmes du point �xe celui de Picard, et

Schauder dans les espaces des fonctions continues.

Aprés, on a rappelons les équations di¤érentielles, et enoncer la relation avec l�équation

intégrale de Volttera, dans addition, nous représenterons quelques théorèmes principeles

pour appliquée les deux théorèmes présidents sur les équations di¤érentielles.

En �n, on a montrer quelques méthodes de résolution analytique et numérique, puis on

a comparé entre les méthodes avec des exemples proposés.
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Résumé 

 Les théorèmes du point fixe sont des outils très important dans l’analyse 

fonctionnelle, on les utilise afin de démontrer l’existence des solutions des 

différents genres d’équations. 

Le  but de ce travail est de faire une étude large sur la théorie du point 

fixe et ses applications, en particulier ses applications aux équations 

différentielles. 

Mots clés : Théorème de point fixe, équations différentielles. 

 

Abstract 

 Fixed-point theorems are very important tools in functional analysis, 

they are used to demonstrate the existence of solutions of different kinds of 

equations. 

 The aim of this work is to make a broad study of fixed point theory and 

its applications, in particularits applications to differential equations. 

Key werds: Fixed-point, differentials equations. 

 

 ملخص

تستخدم لإثبات وجود ووات هامة جدا من التحليل الوظيفي، من نقطة ثابتة هي أدالنظريات  

 حلول من أنواع مختلفة من المعادلات.

وخاصة  نظرية النقطة الثابتة وتطبيقاتها،والغرض من هذا العمل هو إجراء دراسة واسعة ل 

 .ةالمعادلات التفاضلي وتطبيقاتها على

 .النقطة الثابتة، المعادلات التفاضلية :الكلمات المفتاحية




