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Abstract

The main objective of this thesis is to present a numerical method for approximating the
solution of integro-differential fractional equations. This is done using Bernstein polynomials
and the Bernstein polynomials method. Numerical examples have been provided to verify
the effectiveness of the proposed method, and the approximate solutions ensure the required
accuracy.

Keywords: - Fractional integro-differential equations, Bernstein polynomials, Bernstein

polynomials method.
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Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est de présenter une méthode numérique d’approximation
de la solution d’équations fractionnaires intégro-différentielles , et Ceci est fait en utilisant
les polynémes de Bernstein, avec 'utilisation de la méthode de polynéme de Bernstein. Des
exemples numériques ont été présentés pour vérifier I'efficacité de la méthode proposée, et
des solutions approximatives garantissent la précision requise.

Mots clés : équations fractionnaires intégro-différentielles, polynémes de Bernstein,

méthode de polyndéme de Bernstein.
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Notations

Notations

C([a,b]) | espace des fonctions continues sur [a, b
f terme libre dans I’équation intégrale
opérateur linéaire
1 opérateur identique
|- | norme
i signe intégrale
(,) le produit scalaire
T opérateur compact
r() La fonction Gamma d’Euler.
Bg(,.) La fonction Béta.
I L’intégrale itéré d’ordre entier.
D" La dérivation d’ordre entier
ot L’intégrale fractionnaire au sens de Rimann-Liouville & droite d’ordre «
I L’intégrale fractionnaire au sens de Rimann-Liouville & gauche d’ordre «
Dy, La dérivée fractionnaire au sens de Rimann-Liouville & droite d’ordre «
Dy La dérivée fractionnaire au sens de Rimann-Liouville a gauche d’ordre o
D¢ La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre «
N le terme non linéaire.
B polynomes de Bernstein
k(z,t) noyau de I’équation intégrale
u(x) la fonction inconnue dans ’équation intégrale
Uapp solution approchée
A parameétre numérique
E.F.I.D | équations fractionnaires intégro-différentielles




Introduction

Introduction

ces derniéres années, le calcul différentiel et intégral fractionnaire a attiré de nombreux
chercheurs avec succés dans divers domaines des sciences et de I'ingénierie. L’un des prin-
cipaux avantages du calcul fractionnaire est que les dérivées fractionnaires offrent une ap-
proche supérieure pour décrire la mémoire et les caractéristiques génétiques des différents
matériaux et processus. Les équations fractionnaires intégro-différentielles sont utilisées
pour modéliser de nombreux problémes pratiques tels que les domaines d’isolation élec-
trique, les ondes électromagnétiques, la viscosité et les équations de diffusion. En raison de
leurs vastes applications dans de nombreux domaines, une grande attention a été accordée
aux solutions précises et sensibles des équations fractionnaires intégro-différentielles, car
I’approximation des dérivées fractionnaires de fonctions complexes est une tache difficile et
inattendue. Il est donc treés important d’explorer des méthodes de résolution pour ces équa-
tions fractionnaires intégro-différentielles. Pour obtenir des solutions de haute précision, des
méthodes numériques ont été proposées, notamment la méthode de collocation, la méthode
des moindres carrés, et la méthode de décomposition d’Adomian.

Dans ce mémoire, ’objectif principal est d’utiliser les polynémes de Bernstein pour ap-
proximer la solution des équations fractionnaires intégro-différentielles linéaires, en utilisant
la méthode de polynomes de Bernstein. Il est divisée en trois chapitres comme suit

Le premier chapitre dans ce chapitre, nous présentons quelques notions sur les espaces
fonctionnelles et les fonctions de base gamma, béta avec ses propriétés, et nous avons
présenté quelques notions dans le calcul fractionnaire, en mentionnant également certaines
propriétés importantes liées a ce type de calcul.

Le deuxiéme chapitre dans ce chapitre, on a étudie 'existence et I'unicité des équa-
tions fractionnaires intégro-différentielles, et nous présenterons quelques méthodes numériques
et approchée importantes pour résoudre des équations fractionnaires intégro-différentielles

Dans le dernier chapitre représente le but de ce mémoire, ol nous utiliserons les
polynémes de Bernstein pour approximer la solution de ’équations fractionnaires intégro-
différentielles, en utilisant la méthode de polynomes de Bernstein avec une application

numeérique.



Chapitre 1

Calcul fractionnairel

Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions sur les espaces fonctionnelles,et quelques
notions dans le calcul fractionnaire, en mentionnant également certaines propriétés impor-

tantes liées & ce type de calcul.

1.1 rappels sur les espaces

espace de banach

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur le corps k = R ou C,on appelle une norme

sur l’espace E toute fonction notée ||.| définie sur E a valeurs dans R, ,telle que
L ||z =0 <= 2=0
2. ||\z|| = |A| ||z]| pour tousx x € E et pour tous A € k.
3. |lz +yll < |lz]| + |ly|| pour tous z, y € E.

Définition 1.1.2 Soit E un espace vectoriel sur le corpsk =R ou C ,on dit que E est un

espace vectoriel normé s’il est muni d’une norme ||| .

Définition 1.1.83 une suite (x,) d’éléments d’un espace normé (E, ||.||) est dite de Cauchy

st

Ve >0,3N>1,Vpg>N,ona |z,—z4 <e¢



1.2. Les fonctions de base

espaces complets

Définition 1.1.4 On dit qu’un espace normé est complet si toute suite de Cauchy est con-

vergente.

Définition 1.1.5 On appelle espace de Banach tout espace normé et complet.

1.2 Les fonctions de base

Dans cette partie, nous fournissons les fonctions spéciales (gamma, béta), qui sont con-
sidérées comme des fonctions essentielles et essentielles dans les théories de Arithmétique

fractionnaire.

la fonction gamma

Définition 1.2.1 Pour x € R tel que x > 0 la fonction Gamma d’Fuler est définie par

[intégrale suivante

+0o0
I'(«) :/ t* e tdt
0
oo _¢
L.0(1)=[Tetdt=1

0

2 D (1) = [ et = [P et = 2 [ e =

0

(posant le changement de variable t = 72)

Propriétés de base de la fonction gamma

Quelques proprietés de la fonction I' () sont données par le théoréme suivant
Théoréme 1.2.1 La fonction Gamma verifie les propriétés suivantes

1. Pour tout « € R R avec o > 0 :

I'(a+1)=ala (1.1)



1.2. Les fonctions de base

On integre par parties, et on obtient

+oo
M'a+1) = / o)1 —t gy
0

—+o0
= / e tdt
0

“+oo
= [t " +a / t* e tdt
0

= al'(a)

2. En particulier, pour n € N

F'n+1)=n! (1.2)

n—2'\/_

n—

"(rr2) = (a)r(s)
(=) i
_1> 2n)—(n)'_\/1_)
2n (2n —1) (2n —2)\\/w
2n 2 40D (p—1)!
VT

C4np!

n
2n

4. T(n-3) =T neN

2n!

5. T (—t)= "2 neN t>0

n—1
6. T(nt) = /2 (=) T[T (t+2), nen
k=0

Et en utilisant la propriété ci-dessus, nous obtenons les valeurs pour n = 1,2, 3, ...

r(1) =1



1.2. Les fonctions de base

Fla+l)=ala=a(a—-1)=al

I' (a) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 < ¢t < 1 et
monotone et strictement croissante pour ¢ > 2, donc, elle est convexe pour t € [0, +00|.
Voici quelques exemples fréquemment rencontrés de gamma fonctions pour différentes

valeurs de ¢

H(3) Q) -her (3)wer(3)

La fonction béta

La fonction béta est définie comme suit

Définition 1.2.2 Pour p,q € R tels que p > 0 et ¢ > 0, la fonction Béta est la fonction
défnie par X
)= [ -0 (13)
0
S’il est modifié p,q dans la définition précédente , alors
1
S = [ oot (1.4
0
Silel —t=w, alors : dt = —du , donc
1
B(g,p) = / (1—w)" " du
0
1
= / w1 —w)  du
0

Et par rapport & (1.4) on trouve que

B(q,p) =B (p,q)



1.3. L’intégrale fractionnaire

Remarque 1.2.1 La relation entre la fonction Béta et Gamma est donnée par

L'(p)T(q)
I'(p.q)

Corollaire 1.2.1 Voici quelques propriétés de la fonction Béta
1. La fonction Béta peut aussi étre définie par: 3 (p,q) = 2 fog sin? ™! () cos®~* (6) db
2. 8(p,q) =B (q,p)
3. Dérivation: %ﬁ (p,q) = B (q,p) (FFL;J)) — %)

B(p,q) = p>0,¢>0

1.3 L’intégrale fractionnaire

Dans cette section, on va définir I'intégrale d’ordre fractionnaire au sens de Riemann- Liou-

ville.

L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a, b]

Définition 1.3.1 Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a,b]. On considére l'intégrale

0f@) = [ f@.

a

I?Df(z) = / "o f(t)dt

eme gtération de l'opération I peut s’écrire

/.
=

En générale la n

I™Wf(z) = / dry [ dx,.. / B f(x,) dz, (1.5)

i (z— )" f(t)dt

Pour tout entier n.



1.3. L’intégrale fractionnaire

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.3.2 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre (a € Ry, o > 0)
d’une fonction(f € L' [a,b]) est difénie par
1" .
o = — — ) t)dt > 1.6
I =g [ @0 s (1.6
De meme maniére on difénit l’intégrale fractionnaire de Riamann-Liouville & droite

d’ordre (o € Ry, a0 > 0) est difénie par

b
o f(x) = ﬁ/ (w—0)* f(B)dt,  w>a (1.7)

Et nous avons
o I =0
lif@=y | . - ) (1.8)
I(n—1)! fa (x - t) f (t) dt, a=n€N

Exemple 1.3.1 Soit la fonction f définie par: f (z) = (x —a)®, ¢ > —1

@) = [ @m0 o

par changement de l’ordre d’intégration

(t=—a+(r—a)f, 0<O<1) (1.9)
on obtient
o f (@) = ﬁ/ol (r—a+t(z—a)0)* 6 (x — a)* df
_ ﬁ (z — a)°® /01 (1—0)* 6o
- ﬁ (x — @)™ B (ae + 1)
1) = ey -

Théoréme 1.3.1 si f € L' [a,b], o > 0 alors que, I f(z) existe pour x € [a,b], Et ce
sera I® f(z) € L' [, ).

Proposition 1.3.1 soit f € L' |a,b] pour chaque o, 3 > 0, il est

ITf () = T f (@) = I3 f (2)



1.4. Dérivées fractionnaires

Proposition 1.3.2 Soit « > 0,8 > 0,et f € L?([a,b]). Alors

LoIg [I7f ()] = 1579 f ().

2. 1% (z—a)” ' = F{Ofi)ﬁ) (z —a)*tF T,

3. g I f (@) =137 f (x).

1.4 Deérivées fractionnaires

Il existe plusieurs défénitions pour la dérivée fractionnaire, nous allons citer les approches

qui sont plus utilisées dans les applications Riemann-Liouville et Caputo.

Dérivées fractionnaires de type Riemann-Liouville

Définition 1.4.1 soita € R, n—1 < a < n,n € N*, La dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouwville a gauche d’ordre o est difénie par

Dif(x) = D'I"f(x) (1.10)

Et nous avons

f(x), a=0

Dy f(z) =
D"f(z), a=neN

Exemple 1.4.1 Soit la fonction f définie par: [ (x) = (x —a)*, p > —1, a > 0. D’aprés

lequation (1.9) on trouve

Dg f(x) = D"I""f(x)
— Dn F(:u + 1) ([E . a)n—a-l-u
n—a+p+1

r 1
B
n—a+p+1

pour (o — p) € N On trouve

10



1.4. Dérivées fractionnaires

Dgf(ilf) = 07 (&_M) € 172737"'
Et dans le cas (o« —p) ¢ N, On a

I'(p+1)

Dgf(x>:F(n—oz+u+1)(:U—a)“_a

Théoréme 1.4.1 Soit la fonction f(z) € L'[a,b],a > 0,L’égalité est vraie pour x € [a, b
Dg I3 f(z) = f ()

Proposition 1.4.1 Soit o, > 0,0un—1<a<n m-—-1<g<m,a>p>0n>m,
(n,m € N*)

l.sia>p3>0et feL'a,b]
D7 (I3 f)(2) = 1377 f (2)
2. si B> a > 0,et la dérivée fractionnaire DP~f existe, alors

Dy (I3 f) (z) = D*7°f ()

3. D’un coté o > 0,Si des dérivées fractionnaires existent D*#f et, D¥*® ou k € k*

alors

D* (D f) (@) = Dyt f (x)

Dérivées fractionnaires de type Caputo

Définition 1.4.2 soit = > a, =, a € R, a € Ry, La dérivée fractionnaire de Caputo a

droite d’ordre o est difénie par

A [T =) W () dt, n—1<a<n, ncN*
;7D f () =* Dif (w) = { "o
“—f(x) a=mn, ncN*

dx™
(1.11)

11



1.4. Dérivées fractionnaires

Exemple 1.4.2 Soit la fonction f (x) définie par f (z) = (x —a)?,y > -1, (0 <a <1),
on utilisons le changement de variable on trouve

Dif(x) = L7 (@) =1 (2 —a) "

_ [ =1t —a)
- F(l—a)/a( D7 (t— a)" dt
A / 671 (1— 6)° do

'l —a)
Y y—a
= m(x—a) B(y,1—-a)
_ _TO*D e
Fy+1-a)

La relation entre la dérivée fractionnaire de Riemann-Leuville et Capito
Théoréme 1.4.2 soit a« > 0,n = [a] + 1,51 la fonction f Contient n — 1 dérivée alors

k

— f® (a)
_ _

k=0

‘Dif(x) = (x —a) pour x € [a.b] (1.12)

Propriétés générales des dérivées fractionnaires

Linéarité
Définition 1.4.3 La dérivation fractionnaire est une opération linéaire
D*(Af(8) + pg () = AD [ (t) + nD% (t) (1.13)

pour n'importe quelle approche de la dérivation. La linéarit e de la dérivation fraction-
naire découle de la défénition correspondante.
Par exemple, pour les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre oo (k — 1 < o < k),

on a

DY) +r9 (1) = Frr—yae | @) O @)+ g ()
= n—adx”/ (x—a)" " f (1) dr +
(n—a) dx”/ x_anailg(ﬂdT
ABEI () 4 B

12



1.4. Dérivées fractionnaires

La régle de Leibniz

Définition 1.4.4 Pour un entier n, on a

3

dn n

oo () (1) = FE (@) g0 (1) (1.14)
v o \ K

Lagénéralisation de cette formule est donneé par

D (f(g(t) =Y ‘;‘ £® () g0 () + B2 (#)
oun>a+1, et

R0) = s [ 0= e [ e

Avec lim R% (t) = 0 Si f et g sont continues dans [a,b], ainsi que toutes leurs dérivées, alors

la formule devient

D (f(t)g () =S ‘;‘ £® (8) DR g (1)

k=0

D%est la dérivée fractionnaire au sens Rimann-liouville.

13



Chapitre 2

Existence et unicité des solutions

pour les équations F.I.D

2.1 Equations fractionnaires intégro-différentielles

Considérons 1’équations fractionnaires intégro-différentielles linéaire

‘Dfu(r)=f({t)+1(z), O0<a<l (2.1)

u (0) = ug (2.2)

ou “D¢ est Vopérateur dérivé fractionnaire de Caputo d’ordre «, qui est défini par

I'équation.(1.11).

1

D% o (3) — " ety
D2 u(e) = g | (@) (t)

pourn —1 < a<n,néeN, zecl0X]et [*désigne opérateur intégral fractionnaire

de Riemann-Liouville d’ordre a.qui est défini par 1’équation.(1.6).

*u (z) = ﬁ /0 (x— )" u () dt

14



2.2. L’existence de la solution de I'équations F.I.D

Alors l'opérateur de ’équations fractionnaires intégro-différentielles (2.1), devient

Au(z) = f () (2.3)

w@ = —2 [yt - [t
Au () F(n—a)/o( 1 (t) dt r(a)/0< D u(d (24)

ces derniéres années, I’étude des équations fractionnaires intégro-différentielles en tant
que partie théorique de base de certaines applications est étudiée par de nombreux auteurs
et, par conséquent, il y a eu un intérét pour I’étude des équations fractionnaires intégro-

différentielles du type
b
CDfu(x):f(x)qL/K(w,t)u(t)dt, 0<a<l1

Avec condition initiale u (0) = ug. Ou f (z), k (z,t) sont des fonctions donnés, ugy est
une constante réelle positive, et D¢ désigne la dérivée fractionnaire de Caputo.

tandis que dans cet partie nous intéressons & l'existence et a 'unicité des solutions des
équations (1.1) et (2.2) avec différents ordres fractionnaires «, et nous utiliserons le théoréme
du point fixe de Schauder pour prouver I’existence de la solution, tandis que 'inégalité de
Grounwall a été utilisée pour obtenir I'unicité des solutions de ’équations fractionnaires
intégro-différentielles.

De plus , 'opérateur des I’équations fractionnaires intégro-différentielles (2.1) et (2.2) ,

devient

Au(z) = f (z) (2.3)

Au (z) =° D% (z) — I®u () (2.4)

2.2 L’existence de la solution de I’équations F.I.D

Avant de prouver I'existence et les théorémes d’unicité des équations fractionnaires intégro-
différentielles, il faut d’abord donner quelques concepts de base et fondamentaux nécessaires

A ce travail.

15



2.2. L’existence de la solution de I'équations F.I.D

Définition 2.2.1 A un sous-ensemble S de C[0, X], est dit étre uniformément continu,
st pour tout € > 0 , il existe un &6 > 0, tel que: |v — x| < 0 et w € M impliquent
o () = () g <

FEnsuite, les équations. (2.1) et (2.2) peuvent étre écrits sous une forme équivalente,

comme dans le lemme suivant.

Lemme 2.2.1 La solution du probléme de la valeur initiale donnée par les équations.(1.1)

et (2.2) la forme

u(x) = uﬁ—%a) /096 (z =) f (1) dt—l—ﬁ /096 (z—1)*"" {ﬁ /096 (t —v)* " u(v) dv} dt

De plus, les théoremes suivants sont utilisés plus tard

Théoréme 2.2.1 Schauder point fixe: Soit X un sous-ensemble non vide, fermé, borné
et convexe de l'espace de Banach B et T : X — X est un opérateur compact. AlorsT admet

au moins un point fixe en X.

Théoréme 2.2.2 Théoréme d’Arzela-Ascoli : Supposons que F soit un espace de Ba-
nach et E un espace métrique compact. Pour qu’un sous-ensemble H de l’espace de Banach
TF(FE) soit relativement compact, il faut et il suffit que H soit uniformément continu et que

, pour tout x € E, l'ensemble H(x) = {f(x) teq f € H} étre relativement compact dans F.

Théoréme 2.2.3 Inégalité de Groundwall Soient u(x) et b(x) des fonctions continues
non négatives pour t > «

et soit

u(r) <a+ /I b(t)u(t)dt, © > «

ol v est une constante non négative , alors
u(z) < aela blt)dt T > o

Théoréme 2.2.4 (Le théoréme d’existence ): Soit u et u'™ une fonction réelle non
négative dans C|[0, X], et que x € [0, X],0 < a < 1. Alors les équations (2.1) et, (2.2) admet

une solution u.

Démonstration. Voir [16]. m
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2.3. L’unicité de la solution de I’équations F.I1.D

2.3 L’unicité de la solution de I’équations F.I.D

Théoréme 2.3.1 (Le théoréme d’unicité ):
Le probléme de valeur initiale donné par les équations.(2.1) et (2.2) a une solution unique

sur Uintervalle [0, X] si u et u™ sont des fonctions continues dans la région:

D ={|(z,u)],0 <z < X, |x—x0| <b}, et u(0) =1

et remplir les conditions

/

pour une constante positive L

(=0 (o)~ o (= o)y (o) | do < Llu—y

Démonstration. Voir [16]. m

2.4 méthodes numériques et approchée pour résoudre
des équations F.I.D

Dans certains cas, la solution analytique peut étre si difficile & résoudre, par conséquent,
des méthodes numériques et approximatives peuvent étre nécessaires a utiliser qui couvrent
le probléme considéré. Par conséquent, dans ce chapitre, certaines méthodes approxima-
tives sont considérées pour résoudre des équations fractionnaires intégro-différentielles. Ces
méthodes sont la méthode de collocation,et la méthode des moindres carrés et la méthode

de décomposition d’Adomian.

2.4.1 Meéthode de collocation

La méthode de collocation peut étre considérée comme 'une des méthodes les plus couram-
ment utilisées pour approximer la solution des équations différentielles et des équations
intégrales [5, 15]. Cette méthode est basée sur approximation de la solution du probléme
sous la forme d’une combinaison linéaire d’une certaine séquence compléte de fonctions,
puis en résolvant le systéeme algébrique linéaire résultant de la substitution de cette so-

lution approximative dans 1’équation principale & un ensemble fini de points du domaine
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2.4. méthodes numériques et approchée pour résoudre des équations F.I.D

de définition. Ici, cette méthode sera utilisée pour résoudre des équations fractionnaires
intégro-différentielles de la forme suivante
‘Diu(z) = f(z)+"u(z) (2.5)
u(0) = 0, z€0,X]

Soit u () la solution approchée de I’équation.(2.5), définie par
(@) = (x) + Y aip (v) (2.6)
i=1

Ou 9(z) est une fonction qui satisfait la non-homogene conditions et {y; (z)} est une
séquence compléte de fonctions qui satisfait les conditions homogeénes. Pour trouver la
solution approximative u (), substituer u (x) dans 'opérateur donné par ’équation.(2.5) et
donc le probléme est réduit au probléme déterminer des constantes a;, pour tout ¢ = 1,2, ...;

Comme suit

D [w (z) + Z a;p; <x>] =f(x)+1I°

@)+ ap <x>] (2.7

et par conséquent, l'erreur résiduelle R (u, z) sera

R (u,) =* Dt [¢ (2) + > _ai, <x>] - [¢ (2) + > _ai, <x>] —f@) (28

il est clair que R (u,x) devient une fonction des inconnues ay, as, ..., a, et donc R (u, x)

peut étre réécerit comme R (ay, ag, ..., an, ) . Et dans ce but nous faisons
R(ay,ag,...,a,;2) =0, YV x € [0,X] (2.9)

Pour trouver les coefficients a;, i = 1,2, ...n, évaluer ’équation. (2.8) a n—points distincts

X1, T2, ..., o, € [0, X], ce qui produira la systéme linéaire suivant
R(ay,a9,...,a,:21) = 0
R(ai,as,...,a,:23) = 0
R(ay,ag,...,a, :x,) = 0
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2.4. méthodes numériques et approchée pour résoudre des équations F.I.D

qui peut s’écrire sous forme matricielle, comme suit

Aa =B
aix a2 - Qip
e 21 QA22 QA2p
An1  Ap2 Ann
ou
ann = “Dipy(x1) = 1% ¢ (z1) , arg =" Dipy (1) — I ¢y (71),. ..
ap = “Dip, (x1) = I ¢, (x1) , a2 =" Dy (v2) — I ¢y (72),
axp = Dy (22) = 1% ¢y (22) , azn =" DY, (22) — 1% ¢, (2) -+,
an1 = CDf(pl (xn) - I ¥1 (mn) y  QAp2 = DSSOZ (mQ) - I° P2 (x">7 )
Ann = CDSSOn (x”) —I° Pn (ZL’n)
et
f(x1) = [°Dg = I* |4 (1) a
[ (x2) = [¢Dg — I |4 (22) Qs
B = ] y  a= .
| f ) = D2 = 1 |9 () |

Il est remarquable que la matrice A soit non singuliére puisque ¢;, pour tout i =
1,2,...,n ; sont sélectionnés a partir d’une séquence compléte de fonctions, c’est-a-dire
1, sont linéairement indépendants et le vecteur B n’est pas identique au vecteur nul si I'une
ou l'autre des équations fractionnaires intégro-différentielles (2.5) a des valeurs non nulles
condition initiale ou si les équations. (2.5) sont non homogeénes ou les deux.

De plus, la méthode peut étre utilisée pour I’équations fractionnaires intégro-différentielles

non linéaire

DI a) = f)+ TN () (2.10)
u(0) = 0

19



2.4. méthodes numériques et approchée pour résoudre des équations F.I.D

ot, N(u) est le terme non linéaire, soit u(x) la solution approchée de ’équation. (2.10),

définie par des équations (2.6)
u(a) = @)+ aip, (v)
i=1

ol u (z) est une fonction qui satisfait les conditions non homogenes et {p, (z)} est une
suite complete de fonctions, qui satisfait la conditions homogenes. Pour trouver la solution
approchée u (), substituer u (z) dans opérateur donné par 1'équation (2.10) et donc le
probléme est réduit au probléme de déterminer des constantes a;, pour tout + = 1,2,...,n.

Comme suit
‘D¢ [w (z) + Zai% (x)] =f(x)+I* N [w (z) + Zam (l’)] (2.11)

et par conséquent, 'erreur résiduelle R (u, x) sera

n

—I°N [¢ () + > aip, <x>] “f@) (212

=1

R (u.x) = DS [w @)+ Y aig (@)

il est clair que R (u,x) devient une fonction des inconnues ay, as, ..., a, et donc R (u, x)

peut étre réécrit comme R (aq, as, ..., a,,x), et dans ce but nous faisons
R(ay,az,...;an;2) =0, Ve [0,X] (2.13)

Pour trouver les coefficients a;, i = 1,2, ...n; évaluer I’équation.(2.12) a n-points distincts
x1,Z2,...,x, € [0, X], qui produira par la systéme algébriques du équations non-linéarité,

résolues a I’aide méthode de Newton-Raphson.

2.4.2 La méthode des moindres carrés

L’une des méthodes les plus largement utilisées pour approximer la solution des équations
intégrales-différentielles, en général, et des équations fractionnaires intégro-différentielles, en
particulier, est celle qui consiste a minimiser le carré de 'erreur résiduelle, appelée méthode

des moindres carrés. Pour illustrer cette méthode, considérons I’équation (2.5).

‘Diu(x)=f(z)+ 1% u(x), u(0)=1uy, z€]0,X]
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2.4. méthodes numériques et approchée pour résoudre des équations F.I.D

et la solution approcher par
o, () = Zaixi, neN (2.14)
i=1

Ou a;,i =1, ...,n, des constantes sont définies. Donc, Remplacer I’équation (2.14) dans

I'équation (2.5) et réduire le carré L’erreur résiduelle est définie comme

Elar,... an) = / DR (@) — I () — f (2)) da (2.15)

- /0m {CD: (il ax) —I° (i ax) — f(x)}2dm

Par conséquent, le probléeme est maintenant réduit pour trouver les coefficients a;, i =

1,2,...,n. Une condition nécessaire pour les coefficients a;, qui minimise, est-ce que
oF .
0. =0, pour chaque j =1,2...,n
a;

Ce qui donnera un systéme linéaire de n-équations, ou l'erreur résiduelle donnée par
I'équation.(2.15) peut étre minimisée en utilisant la minimisation directe techniques.

Considérons ’équations fractionnaires intégro-différentielles (2.15), qui prendra la forme

E(ay,...,a,) = /096 {CDf‘ ( aixi> —I° (Zaw’) —f(.il:)} dx (2.16)

et donc
aE x n c o 7 o i cra g o
s {;[D* (w) —1 (am]_f(m)}{p*x o}

ce qui est équivalent &

/ {Z [CDf (aixi) - I” (azmz)}} {ch - I xj} dr = / f(x) (ch =1 xj) dx
(2.17)

pour tout 7 = 1,...,n, qui donnent un systeme linéaire algébrique de n—équations en
n—inconnues ay, as, . . . , a,, qui peut étre résolu a 1’aide de n’importe quel nombre Méthode

de résolution de systémes linéaires.
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2.4. méthodes numériques et approchée pour résoudre des équations F.I.D

De plus, la méthode peut étre utilisée pour résoudre les Ce qui donnera un systéme
linéaire de n-équations, ou lerreur résiduelle donnée par ’équation.(2.15) peut étre min-
imisée en utilisant la minimisation directe techniques.

Considérons ’équations fractionnaires intégro-différentielles (2.15), qui prendra la forme

non linéaires (2.10).

‘D u(x)=f(z)+I*(N(u(x)), u(0)=mup, x€l0,X]

o, N (z) est le terme non linéaire, soit u (z) la solution approchée d’équations (2.10),

définie par des équations (2.14).
“n (ZL’) = Z(J,Z’l’i, n €N
i=1

Ou a;,i = 1,...,n, sont des constantes & déterminer. Donc en remplagant I’équation

(2.14) par I’équation (2.10) et en minimisant le carré de la erreur résiduelle définie comme

Ean....an) — / D2 g (@) — I Ngy (2)] — f ()} da (2.18)

2

= /Ox {CDf (iaw’) —I*N (iaw’) —f(:v)} dx

Par conséquent, le probléme est maintenant réduit pour trouver les coefficients a;, i =

1,2,...,n. Une condition nécessaire pour les coefficients ai, qui minimise, est-ce que
oF .
0. =0, pour chaque j =1,2...,n
aj;

Ce qui donnera un systéme linéaire de n-équations, ou l'erreur résiduelle donnée par
I'équation.(2.18) peut étre minimisée en utilisant la minimisation directe techniques.

Considérons ’équations fractionnaires intégro-différentielles (2.18), qui prendra la forme

E(ay,...,a,) :/Ow{z [De (aa’) — 1% N [(az')]] —f(x)} da (2.19)

=1

et donc

gTEj - z/om {Z D (o) = 1% N (o) ]} = f (rﬂ} {°D% 27 — I° N [a;07] } da

=1
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2.4. méthodes numériques et approchée pour résoudre des équations F.I.D

ce qui est équivalent a

/om {i DY (a') = I* N [(“Zl’zm} (D¢ 2l —I* 2!} dt = /Ozf(x) (°DY 27 — I* a;27) do

=1

(2.20)
Pour tout j = 1,2, ..., n; on obtient un systéme non linéaire d’équations algébriques.Pour
trouver aq, as, . . . , a,, soit en minimisant £ par rapport & a1, as, . . ., a,, ou évaluer le systeme

non linéaire obtenu a partir de

0E
8@1-

=0,Vi=1,2,...,n;

qui sera résolu ensuite en utilisant la méthode de Newton-Raphson.

2.4.3 La méthode de décomposition d’Adomian
L’analyse de ’ADM

L’ADM sera examiné en suivant la procédure de Un domaine donné en 1988 et amélioré
en 1991. Cependant, le méme techniques peuvent étre appliquées & d’autres systémes
d’équations [1, 2]. Pour introduire cette méthode, considérons d’abord ’équation. (2.5)
est linéaire, c’est-a-dire que ’équations fractionnaires intégro-différentielles (2.5) est de la

forme

D ulw) = f(a)+ 1" ulx)

u(0) = wug
ou équivalent
‘D u(zx) = f(m)—i—ﬁ/ow(x—t)alu(t)dt (2.21)
u(0) = wug

ou 0 < g <1, f(x) est supposée bornée.V = € [0, X] Opérant avec I* des deux cotés de

I’équation. (2.1), on obtient

I°°D¢ u(x) =1 f () + I¢ [ﬁ/ﬂx(x—t)alu(t)dt
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2.4. méthodes numériques et approchée pour résoudre des équations F.I.D

Donc

u(x) =u(0)+1% f(x)+ I¢ [ﬁ/j (z —t)* " (t)dt (2.22)

La méthode d’Adomian définit la solution u(x) par la série
u(z) = i Uy, () (2.23)
n=0
Et de I’équation (2.22) on obtient
uy=u(0)+I* f (2) (2.24)
1

w = I° (W /Ox (z —1t)* g (t)dt) (2.25)

Unpy = ']a (ﬁ /03: (z —1t)* " u, (t)dt> (2.26)

ou les composantes u, (x) seront déterminées, récursivement. De plus, la méthode peut

étre utilisée pour 1’équation intégro-différentielle non linéaire de ordre fractionnaire (2.10)

‘DY u(xr) = f(x)+I% N(u(x)),

u(0) = wug
ou équivalent
‘D¥u(r) = f(x)+ ﬁ /OI (z—t)* "N (u(t)dt (2.27)
u(0) = wup

Ou 0 < a <1, f(x) est supposée bornée pour tout = € [0, X] et
1 v _
'—/ (x — )" 1dt’ <M, pourtout 0 <z <t<X
I'(a) Jo

ot M est une constante finie. Le terme non linéaire pour N (u) est lipschitzien avec
[N (u) = N (2)] < Lu— 2|
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2.4. méthodes numériques et approchée pour résoudre des équations F.I.D

et peut se décomposer sous la forme

=> A, (z) (2.28)

ou A, sont les polynémes adomiens, donnés par

A, = [ o (Z Au)] g (2.29)

Alors N(u) sera une fonction de A, ug, ug, . . . . Maintenant, en remplagant I’équation.(2.28)

dans I’equation.(2.27), donne

D (z) = f(x) + ﬁ /0 (o) (Z A, (t)) dt (2.30)

En opérant avec I* de part et d’autre de ’équation.(2.30), donner

« o 1 ¢
u(z) =u(0)+1% f(z)+1 (m/o (x —t)” (ZA ) ) (2.31)

Les composantes ug, u1, . .. sont déterminées récursivement par

up =u(0)+ 1% f(x) (2.32)

" (ﬁ /O = 0 Ay (1) dt> (2.33)

Les polynémes d’Adomian peuvent étre générés a partir du développement de Taylor de

N(u(x)) autour de la premiére composante ug, ce qui signifie que

Z A, Z To)n]\](n) (uo)

n=0
Dans, les polynémes d’ Adomlan sont arrangés pour avoir la forme

Ay = f(uo)
Ar = urfW (uo)
Ag = Ugf(l) (Uo) + Z—?f@) (Uo) (234)

3
u
As = ugfW (uo) + uyup f? (uo) + 3—}f(3) (o)
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2.4. méthodes numériques et approchée pour résoudre des équations F.I.D

Modification des polynémes d’Adomian

En réarrangeant les termes dans les polynémes obtenus dans I’équation (2.34), Retour a

N(Uo)
1 U% 2 U? 3
1 1
us N () + B (u3 + 2uuz) N (ug) + gN(s) (3uf + Bugus + ui) N® (ug) + ...
1 ' 1
usNW (uo) + o0 (u% + 2uqus + 2u2u3) N@ (uo) + 30 (u§ + 3uz (ug + u2)2) NG (o) + ...

On définit la somme partielle

Sy = Zuz ()

du réarrangé polynomes, alors on peut écrire

zo = N (Uo) = N (.130)
— — U2 U3
AO + Al = N (Uo) + UlN(l) (UO) + 2—}N(2) (UU) + 3—‘1N(3) (Uo) + ...

= N(U0+U1) = N(Sl)

De la méme maniére

ZO—{—Zl +ZQZN(UO+U1+U2) :N<82)

et par récurrence, on obtient la somme

A, =N(so)— > A (2.35)
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Chapitre 3

Solution approchée des I’équations

fractionnaires intégro-différentielles

Dans cette chapitre, nous dériverons la solution approchée de 1’équation fractionnaires

intégro-différentielle en utilisant les polynémes de Bernstein comme suit :

3.1 Polynétmes de Bernstein
La forme générale des polynomes de Bernstein de degré n sur I'intervalle [a, b] est défini par

(x —a)'(b— )"
(b—a)" ’

Bin(x) = () a<z<b, i=0,1,2,.,n (3.1)

Notez que chacun de ces n + 1 polyndémes de degré n satisfait les conditions suivantes

1) Bin(x)=0,si i<0ou i>n

3)Bin(a) = Bin(b) =0, 1 <i<n-—1

Les premiers polynomes de Bernstein sur l'intervalle [a, b], sont donnés ci-dessous
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3.2. Solution approchée de I’équation F.I.D en utilisant les polynémes de Bernstein

(z) = (b-2)°/(b—a)"

(z) = 10(b—2)°(x —a)/(b—a)"
Boo(r) = 45(b—2)*(z —a)?/(b—a)™

(r) = 1200b —2)"(x —a)*/(b — a)'°

() = 210(b—2)%x —a)*/(b—a)®

Blo,lo(l’) = g

3.2 Solution approchée de I’équation F.I.D en utilisant
les polynémes de Bernstein
Considérons I’équation fractionnaire intégro-différentielle de la forme [13].
b
Do (2) = f () +/ k(e t)u(t)dt, 0<a<l (3.1)

ot “DY est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre a, et f (x), k (z,t) sont des fonc-
tions donnés. Notre approche commence par multiplier I'intégrale fractionnaire des deux

cotés de I’équation (3.1), et nous obtenons

u(x) =u(0)+1f (x) +I° (/abk(a:,t)u(t)dt) (3.2)

Pour déterminer la solution approchée de I’équation (3.1), On utilise la base des polynémes

de Bernstein sur [a, b] c’est-a-dire

u(z) = Z a;Bip (2) (3.3)

oua; (=0,1,...,n) sont des constantes inconnues a déterminer. En substituant I’équation
(3.3) a I’équation (3.2), on obtient

n

ZaiBm(x) =u(0)+I°f (x) + I* (/ k(z,t) -

1=0
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3.3. Application numérique

Donc
ZaiBi,n () = I° (Z ai¢<x)> =u(0)+1"f (x)

b n
¢ (z) = / k(z,t) Z a;Bip () dt

ainsi, nous avons

n

Y ai[Bin (x) = I (x)] = u (0) + I"f (x) (34)
i=0
Maintenant, on pose x = x; pour j = 0, 1, 2..., n,dans '’équation (3.4), On obtient le

systeme linéaire suivant
n

Zaiaij:fj,jzo,l,Z...,n (35)
i=0
ou
a; j = Bin (x;) — 10 (5),
et

fi=u(0)+I°f (z;)

Le systéme linéaire (3.5) peut étre facilement résolu par des méthodes standard pour
I'inconnu constantes a; (i =0,1,2...,n), Ces a; (i=0,1,2...,n) sont ensuite utilisés

dansa I’éqution (3.3) pour obtenir la fonction inconnue u (z) approximativement.

3.3 Application numérique

Dans cette section, nous allons donner quelques exemples illustratifs afin de clarifier notre

approche.

Exemple 3.3.1 Considérez [’équation fractionnaire intégro-différentielle

1 1
‘Diu(x) = §x—e””+/ xt u(t)dt
0
u(0) = 0,0<a<l1
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3.3. Application numérique

En prenant lintégration fractionnaire pour les deux cotés de l’équation ci-dessus,( pour

a = 1), nous obtenons
1 1
u(x) =u(0)+ I <§a:—ex> + I (/ xt u(t)dt)
0
Et la fonction f est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée par
Uep () =1 —¢€"

Tableaw 1. Nous présentons la solution exacte u.,(x) et la solution approchée ugp,(x)
obtenues par la méthode de polynome de Bernstein, en certains points arbitraires, l’erreur

est calculée pour n = 10.

x solution ex ey || solution appr ey, || Erreur

0.0 || —0.0 —0.000000 0.00000000

0.11] —0.1 —0.105170 2.761680e — 15
0.2 —0.2 —0.221402 6.022960e — 15
0.3 || —0.3 —0.349858 4.829470e — 15
041 —0.5 —0.491824 2.220446e — 15
0.5 || —0.6 —0.648721 2.775555e — 15
0.6 | —0.8 —0.822118 6.883383e — 15
0.7 | —1.0 —1.013752 1.221245e — 14
0.8 —1.2 —1.225540 1.487699¢ — 14
09 || —1.5 —1.459603 1.154632e — 14
1 —-1.7 —1.718281 4.440892¢ — 14
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3.3. Application numérique

Deu(x) = f(z) + )\/1 k(z,t)u(t)dt,

0
Avec f(x) =2/2 — €%, k(z,t) =zt, A=—-1, a=1
2 \

04

0.2

04

0.6

> 08

12 -

—— Solution Analytique
14 *  Solution Approchée
16 err

-1.8 i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x

Figure 3.53.1: la solution exacte et la solution approchée de

Vezemple(3.5.1)

Exemple 3.3.2 Considérez l’équation fractionnaire intégro-différentielle

8 2 1 '
CDS'5u($):—3ﬁmg—ﬁxé+ﬁx+/o wtu(t)di, 0<a<l

En prenant lintégration fractionnaire pour les deux cotés de ’équation ci-dessus, nous

obtenons

u(z) = <O)+IO5<3\8F —%x +ix>+10-5 </Ola:tu(t)dt>

Et la fonction f est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée par

Uep (T) = 2* — o

Tableau 2. Nous présentons la solution evacte u.,(x) et la solution approchée ugap,(x)

obtenues par la méthode de polynome de Bernstein, en certains points arbitraires, l’erreur
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3.3. Application numérique

est calculée pour n = 10.

z solution exacte ., || solution approchée gy, || Erreur

0.0 || 0.00000 —0.00000 0.000000

0.1 || —0.0900 —0.0900 5.967449¢ — 16
0.2 || —0.1600 —0.1600 2.720046e — 15
0.3 || —0.2100 —0.2100 7.244205e — 15
0.4 || —0.2400 —0.2400 1.140754e — 14
0.5 || —0.2500 —0.2500 1.251776e — 14
0.6 | —0.2400 —0.2400 1.049161e — 14
0.7 || —0.2100 —0.2100 7.216450e — 15
0.8 || —0.1600 —0.1600 3.830269¢ — 15
0.9 || —0.0900 —0.0900 1.110223e — 15
1 0.00000 —0.00000 6.938894e — 18

Dou(z) = f(z) + A fo k(z, )u(t)dt,

8

Wi

Avec f(x) = @+1’3—2, k(z,t) =xt, A=—-1, «a=0.5
01 T T T T
oG | : S . .
03 3
as | Sdution Arelytique |
= *  Sduion Approchée
01 ar il
015 J
02 - A
05 : ~
0 02 04 1

x

Figure 3.3.2: la solution exacte et la solution approchée de

lexemple(3.5.2)

32



3.3. Application numérique

Exemple 3.3.3 Considérez l’équation fractionnaire intégro-différentielle

obtenons

u(x)—u(0)+fo'5(

Tableaw 3. Nous présentons la solution exacte ue,(x) et la solution approchée ugp,(x)

obtenues par la méthode de polyndome de Bernstein, en certains points arbitraires, l’erreur

D%y (z) = % +

est calculée pour n = 10.

2
LV

Nz 410

3zy/T 9 !
- - t) dt <1
1 10 /Ou() , 0<a<

En prenant lintégration fractionnaire pour les deux cotés de l’équation ci-dessus, nous

)-([ e

Et la fonction f est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée par

Uy (T) = x€°

3zy/T 9

T solution exacte e, || solution approchée gy, || Erreur

0.0 || 0.00000 0.000000e + 00 0.000000e + 00
0.1 0.1 1.316484e — 01 2.571244e — 05
0.2 0.3 2.894790e — 01 3.636288e — 05
0.3 ] 0.5 4.643613e — 01 4.453525e — 05
0.4 0.7 6.530336e — 01 5.142487e — 05
0.5 0.9 8.536108e — 01 5.749476e — 05
0.6 | 1.1 1.064820e — 00 6.298235e — 05
0.7 || 1.3 1.285730e — 00 6.802871e — 05
0.8 || 1.5 1.515614e — 00 7.272575e — 05
09 || 1.8 1.753892e — 00 7.713731e — 05
1 2.0 2.000081e — 00 8.130986e — 05
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3.3. Application numérique

Du(z) = f(z)+ A [ k(z,t)u(t)dt,

ﬁ

Avecf(x)—Tf-l— 2T _ 2 k(@t)=1l,a=3 A=-1
2.5 1 ‘ ‘
- | — Solution Analytique
*  Solution Approchée
o err I
s T
)
1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -
0.5 B> B o L ' |
% 0‘2 o‘.4 0‘6 0‘8 1

Figure 3.3.3: la solution exacte et la solution approchée de l'exemple(3.3.3)

Exemple 3.3.4 Considérez l’équation fractionnaire intégro-différentielle

1 3T 2
CDE — -~
w0 =t 6

7
6

3(94—795)—{—/ ($t+x2t2) u(t)dt, 0<a<l1
0

En prenant 'intégration fractionnaire pour les deux cotés de l'équation ci-dessus, nous

obtenons
_ 1 3ﬁ x%_z g T 3 : €T 22t%) u
u(z) =u(0)+1 (—4”%3) 3 (947 ))+I (/0 (t + 2*t%) (t)dt)

Et la fonction f est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée par

Uep (T) =
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3.3. Application numérique

Tableaw 4. Nous présentons la solution exacte u.,(x) et la solution approchée ugp,(x)
obtenues par la méthode de polynome de Bernstein, en certains points arbitraires, l’erreur

est calculée pour n = 10.

T solution exacte e, || solution approchée gy, || Erreur

0.0 || 0.00000 0.00000 0.000000

0.1 || 0.031623 0.031623 2.378452e — 08
0.2 || 0.089443 0.089443 5.171354e — 08
0.3 || 0.164317 0.164317 9.291980e — 08
0.4 || 0.252982 0.252982 1.344626e — 08
0.5 || 0.353553 0.353554 1.864872e — 08
0.6 || 0.464758 0.464758 2.386414e — 07
0.7 || 0.585662 0.585662 3.116627e — 07
0.8 || 0.715542 0.715542 3.662679¢ — 07
0.9 || 0.853815 0.853816 5.753314e — 07
1 1.000000 1.000000 2.593745e — 07
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3.3. Application numérique

Du(z) = f(z)+ )\/Ox k(z,t)u(t)dt,

Avec f(z) = fﬁgr)m% - %x%(9+7x2), k(z,t) =zt + 2%, A=1, a=3}
1 T

0.9+ — Solution Analytique : S A

ogl| * Solution Approchée 7 7 ]
' err : : : : :
07 ‘ - ; ‘ e RERERER

06 - R : » s S
Dos- S : o
04 : : : : .

03fF o : » S S

0k 1 i i i i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

i

Figure 3.3.4: la solution exacte et la solution approchée de

Uezemple(5.5.4)
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Conclusion

Conclusion

Dans cette mémoire, nous avons utilisé des polynémes de Bernstein pour approximer
la solution des ’équations fractionnaires intégro-différentielles linéaires, pour déterminer la
solution approchée nous avons utilisé la méthode de polyndémes de Bernstein. Ou nous
avons donné quelques exemples dons la solution exacte est connue et nous avons obtenu les
résultats et les solutions & ’aide du logiciel MATLAB. Pour tester 'efficacité de la méthode
et estimer la précision a travers nos résultats, nous avons remarqué que les résultats sont
bonne, c’est-a-dire que plus le dégré de N était grand, plus les résultats étaient proches de

la précision, et plus la méthode était efficace.
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Résumé :

L'objectif principal de ce mémoire est de présenter une
méthode numérique d'approximation de la solution d'équations
fractionnaires intégro-différentielles, et Ceci est fait en utilisant
les polyndmes de Bernstein, avec I'utilisation de la méthode de
polyndmes de Bernstein. Des exemples numériques ont €té
présentés pour vérifier 'efficacité de la méthode proposée, et des
solutions approximatives garantissent la précision requise.

Mots clés: équations fractionnaires intégro-différentielles,
polyndmes de Bernstein.

Abstract :

The main objective of this thesis is to present a numerical
method for approximating the solution of integro-differential
fractional equations. This is done using Bernstein polynomials
and the Bernstein polynomials method. Numerical examples
have been provided to verify the effectiveness of the proposed
method, and the approximate solutions ensure the required
accuracy.

Keywords: Fractional integro-differential equations, Bernstein
polynomials.




