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Introduction

Le traitement d’image est un domaine trés vaste qui a connu, et qui connait encore, un
développement important depuis quelques dizaines d’années. Le traitement d’image peut
étre défini comme ’ensemble des méthodes et techniques opérant sur I'image afin d’améliorer
ou d’extraire les informations les plus pertinentes ou tout simplement pour fournir une image
plus perceptible a 'oeil humain.

Les équations aux dérivées partielles jouent un role important dans le traitement de
I'image, ’équation de la chaleur est un exemple typique du role que peut jouer une EDP, en
effet il est connu que la solution de ’équation de la chaleur sous forme intégrale représente
un lissage d’une image initiale c’est-a-dire une convolution d’une image initiale avec un
filtre Gaussien, qui donne comme résultat une image filtré, mais une image floue. Ainsi
plusieurs modeéles basés sur les EDPs ont été proposés, le plus célébre est connu sous le
nom de Perona-Malik[12] et [13], dont le principe est d’améliorer les contours, ce modeéle
est non linéaire difficile a résoudre et qui souffre en plus d’une contraire liée & 'existence
de la solution elle méme. D’autres modeéles ensuite ont été proposés, pour améliorer les
contours d’image, parmi ces modeles il ya le modele connu sous le nom de Rudin-Osher[7]
et [?], ce modele est appelé également modele de - filtre de choc— I’équation proposée est
une forme plus générale de ’équation dite du transport, mais ce modéle n’a pas connu
beaucoup de développement car mathématiquement c’est un probleme mal posé. L’idée
principale de ce modeéle est que des singularités apparaissent au cours de 1’évolution qui
rend mathématiquement le probléme mal posé, mais de point de vue traitement de I'image
ceci représente en effet une amélioration du contour. Dans ce mémoire nous allons établir
une étude détaillée sur ce modeéle, pour mettre en claire le principe du modeéle en traitement

de I'image et proposer des solutions explicites et surtout son application dans 'opération



Introduction

d’amélioration du contour d’image. ce modeéle a été proposé par Rudin-Osher et développé
dans [4]

Ce mémoire est organisé de la maniére suivante

Le premier chapitre, est consacré a rappeler quelques définitions et des notions de base
du domaine de traitement d’image comme la définition de I'image numérique, mathématique
et le principe du restauration de 'image, le concept de filtrage, la solution de I’équation de
la chaleur sous forme intégrale, nous avons présenté la définition du contour d’image de
point de vue mathématique ainsi que les méthodes de détection du contour, différents filtres
de détection du contour ont été présentés.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons essayé de présenter quelques modeles de détection
du contour de 'image, notamment, modele de Perona-Malik, modeéle d’Alvarez [3] et [11],
modele de Malladi-Sethian[1] et enfin le modele qui fait 'objet de notre étude a savoir le
modele de-filtre de choc-. Nous avons donc présenté d’abord la forme générale du modéle
en dimension 1, ensuite deux formes particuliéres ont été également présenté pour étre
traité ensuite. Enfin dans ce chapitre nous avons détaillé le principe de la méthode des
caractéristiques qu’on va utiliser ultérieurement dans le chapitre trois.

Finalement, dans le troisiéme chapitre, nous avons établi une étude détaillée sur le modeéle
de-filtre du choc- ainsi nous avons résolu ce modeéle sous certaines conditions en appliquant
la méthode des caractéristiques et illustrer le phénoméne d’amélioration du contour via
ce modele. A la fin nous avons présenté une petite contribution par l'introduction des
solutions dites -auto similaires- nous avons calculé explicitement des solutions auto-similaires

intervenant dans ’opération d’amélioration du contour.



Chapitre 1

Rappel sur les notions de traitement

de I'image

1.1 Définition de I'image numérique, mathématique et

restaurée|2]

1.1.1 L’image numérique

Définition 1.1.1 Une image numérique est une matrice des pizels repérés par leur coordon-
nées (z, y). Sl s’agit d’une image couleur, un pizel est codé par 3 composantes (R,V, B).
(chacune comprise au sens large entre 0 et 255), représentant respectivement les doses de
rouge, du vert, et du bleu. Pour l'image de niveau de gris la composante des pizvels est

comprise entre 0 et 255, représentant la luminosité du pizel.



1.1. Définition de I'image numérique, mathématique et restaurée[2]

Exemple 1.1.1

41 lIEIB 151 162 165 176 171 110 22
166 1B4 187 193 180 170 171 166 &5
183 1B5 189 181 158 115 135 154 123
174 135 118 80 77 44 28 77138
150 102 78 56 33 19 14 43102
173 139 104 47 23 36 90 140 141
185 168 158 95 66 172 198 186 138
19 198 153 164 154 201 209 204 210

1.1.2 L’image mathématique

Définition 1.1.2 En traitement d’image, la majorité du temps, on considére que l'image
est une fonction mathématique de R x R dans R ot le couple d’entrée est considéré comme
une position spatiale, le singleton de sortie comme l'intensité (couleur ou niveauz de gris)
du phénoméne physique. Il arrive cependand que limage soit dite"3D" donc la fonction
de R xR xR dans R. Les images couleurs peuvent étre représentées soit par trois images
représentant les trois couleurs fondamentales, soit par une image de R * R dans R xR x R.

Soit Q un ouver borné de R?, une image est définie comme une fonction
f:Q — R pour une image niveau de gris

f: Q — R3pour une image couleur

1.1.3 L’image restaurée

Définition 1.1.3 Le flou ou la dégradation, d’une image peut étre causée par de nombreux

facteurs:

o Mouvement au cours du processus de capture d’image, par l’appareil photo ou lorsque

de longues durées d’exposition sont utilisés, par le sujet.



1.2. Notion de filtrage en traitement de I'image

e Distorsion lumineuse dispersée en microscopie confocale.

1.2 Notion de filtrage en traitement de I'image

Définition 1.2.1 Le filtrage dans le traitement d’itmage est un processus qui permet de
nettoyer les apparences et permet de mettre en surbrillance sélective des informations spé-

cifiques.

Définition 1.2.2 Un filtre linéaire est souvent une transformation mathématique (appellée
produit de convolution) permettant pour chaque pizel de la zone a laquelle il s’applique de
modifier sa valeur en fonction des valeurs des pixeles avoisinants, affectée des coefficients.
Le filtre est représenté par un tableau (matrice carrée), de dimension impaire (souvent
3 ou 5) qui se déplace sur limage en remplagant la valeur de chaque pixel de l'image par
le résultat d’une transformation portant sur le pixel et ses voisins. Voici un exemple de filtre

3 x3

111 |1
11-8]1
111 |1

1.2.1 Principe de filtrage

Définition 1.2.3 (convolution discréte)
Soit I une image numérique, soit h une fonction [x1,xs] X [y1,ya] & valeurs réelles, la

convolution de I par h est difinie par

Z2 Y2

(I D),y =YY b, j)lz — iy — j]

1=z1 j=y1
tels que h est un noyau de convolution.

Les nouvelles valeurs des pixels sont calculées par produit scalaire entre le noyau de

convolution et le voisinage correspondant du pizels.



1.2. Notion de filtrage en traitement de I'image

Par exemple, supposons que I'image

100 100 100 100 100
100 100 100 100 100
I'= 100 100 150 100 100
100 100 100 100 100
100 100 100 100 100

Et le noyau de convolution

Donc

100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 0 -1 0 100 100 50 100 100
I'«h= 100 100 150 100 100 * —1 5 —1 100 50 350 50 100
100 100 100 100 100 0 -1 0 100 100 50 100 100
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100

Le but de filtrage

Le filtrage d’une image est effectué pour assurer certaines fonctionnalités qui incluent

e Eliminer ou réduire le bruit dans une image.
e Détecter les bords d'une image.

e Convolution entre une image et un filtre.

1.2.2 filtrage du contour

Dans l'opération de filtrage se pose le probléme des pixels qui sont & la bordure de 'image.

On adopte alors les deux cas suivants|2]

1. On peut extrapoler par des zéros les pixels extérieur a I'image



1.2. Notion de filtrage en traitement de I'image

Oulside pinek ame

asumed 1o be 0.

I:I! IJI uﬁ

17 24 *{ et ) s
=

23 5 7 | ®
F 6 17 | 20 | m

10 12 19 21 3

11 18 25 2 9

Figl: Remplissage du matrice

2. On peut extrapoler par un miroir

These pixelvalues are replicated
from baundary pixek.

1 a B 1 _Isﬁ
3 T
17 24 e
b - (
3 9 z
23 5 G IS R [
4 b 13 | 20 | m
10 12 19 21 3
11 18 25 2 9

Replicated Boundary Pixels

Fig2: Remplissage du matrice



1.3. Modéle mathématique de filtrage linéaire

1.3 Modéle mathématique de filtrage linéaire

1.3.1 Equation de la chaleur
Le modele de filtrage linéaire le plus connu est 1’équation de la chaleur

Définition 1.3.1 (Equation de la chaleur sur R)

Soit le probléeme de la chaleur définie en 1 dimension comme suit

du — P4 xRt >0,k >0

u(z,0) = f(z)

On sait que pour f(x) est continue, bornée, la solution du probléme s’écrit comme

u(z,t) =

/ ) exp —E=9 g,
\/4pzk 4kt

Alors, la solution est écrit comme une convolution

u(z,t) = f* go

Avec g, représente le filtre gaussien tel que

1 —x2

(r) = ——ex
9o () 2pio? P 3

o . représente ’échelle de filtrage.

En traitement de I'image, on considére I’équation de la chaleur en 2 dimension définie

comme suit

Définition 1.3.2 (Equation de la chaleur sur R*R)

Soit limage définie par f : R?> — R, et soit l’équation de la chaleur donnée par

= Au(x,y,t), t >0
u(z,y,0) = f(z,y)



1.3. Modéle mathématique de filtrage linéaire

Pour f continue, bornée, la solution est donnée par

u(z,y,t) = (f x 9,)(2, )

Avec
1 — X

2pio? P2

9o(7,y) = X = (7,y)

o . indique la position du contour de l'image en fonction de o.

Le principe est donc de filtrer 'image initiale f(z,y) par le filtre Gaussien, pour obtenir

une image filtrée u(x, y) qui est la solution du probléme de la chaleur.

Définition 1.3.3 (Filtre Gaussien)
Le filtre Gaussien est un filtre linéaire spéciale avec des propriétés mathématiques bien

précises. Elle est définie par la fonction

1 —?
= ex
2pio? P

9o ()
Voici quelques exemples de filtrage des images par le filtre gaussien.[10]

Exemple 1.3.1



1.4. Notion de contour en traitement de I'image

Irmage Originale sigmas = 2

Fig3: Les résultats de filtre Gaussien

1.4 Notion de contour en traitement de I’image

Définition 1.4.1 Le contour est définie en tant que variation (ou discontinuité) de l'intensité
d’image, si f(x;y) une image, le contour est le lieu des fortes variations de f, et qui peut

étre ausst décrit par le zéros Laplacien.
On distingue deux types de contour simple

1. Marche d’escalier : le contour est net (contour idéal).

2. Rampe : le contour est plus flou.

10



1.4. Notion de contour en traitement de I'image

marche d’escalier rampe

Marche

d'escalier

Rampe

1.4.1 Meéthode de détection du contour

Définition 1.4.2 La détection de contour est une étape préliminaire & de nombreuses ap-
plications de l’analyse d’image. Les contours constituent en effet des indices riches, au
méme titre que les points d’intéréts. Pour tout interprétation ultérieure de l'image. Les
contours sont caractérisés par des discontinuités de la fonction d’intensité dans les images.
Le principe de la détection de contours repose donc sur l’étude des dérivées de la fonction
d’intensité dans l'image : les extrémas locauxr du gradient de la fonction d’intensité et les

passages par zéro du laplacien.[2]

Modéles du détection du contour
Dans une image f(x,y), un contour apparait comme une ligne ou sont localisées les trés

fortes variations de f.

Soit 5 le gradient de f

o, (0f of\T
G =Vf= (a_x’a_y> (1.4.1)

11



1.4. Notion de contour en traitement de I'image

On associé & f une image du module de gradient de f

(@@ e

Ainsi qu’ une image des directions du gradient & partir de

Ava

= (1.4.3)
Vi

g =

Un contour est alors défini comme le lieu des maximums du gradient dans la direction

¢ du gradient. Un point de contour vérifie donc

oG 0*G J -z
En =0 et s <0 avec a9 =g.V (1.4.4)

L’équation obtenue est complexe et non linéaire

of o afN*  (of\* aro [[of\* [of\®
ol )+ (5) “aan () + (5) =0

Lieu des maximums du gradient dans la direction ¢ du gradient

Ou ¢ la normale a la surface définie pour f(z,%)

12



1.4. Notion de contour en traitement de I'image

contour verticale

No Change

Contour horizontale

Change

No Change

contour oblique

[i ﬂ]: (k1, k2)

ox’ E}y Small Change
Large Change



1.4. Notion de contour en traitement de I'image

e Afin de garantir la double dérivation méme en présence de discontinuités de type
marche d’escalier, on prétraite I'image f par convolution avec une fonction au moins

deux fois dérivables. On a utilisé pour cela la gaussienne.

On peut également se placer dans les axes locaux définis par la tangente ¢ et la normale

g ala surface f(z,y),

Ce repére est tournée d’un angle 6 par rapport au repere {z,y}

of
0 = arctg <g—fc> (1.4.5)
dy

On a alors

of _of . of
ag_ax 9—|—ay sin 6
et les équations (1.4.4) donnent
>f 0 f 02 O f _
e =5.2C 294-%8111 0+26$8y60808m8

Cette équation n’est pas plus simple a résoudre que la précédente, cependant elle se relie
a I’équation du laplacien de f
0? 0?
L2
dy?

Par un changement de repére euclidien (le repére {t, g})

Df =35

2f

rp=2 + 5

< \
~

2
2

Q
I~

On néglige la composante tangencielle ( = > c’est-a~dire le contour a une courbure

5

tres faible, alors

0 f

Le but de détection du contour
Le but de la détection de contour est de repérer les points d’une image numérique qui

correspondant & un changement de l'intensité lumineuse. La détection des contours d’une

14



1.4. Notion de contour en traitement de I'image

image réduit de maniére significative la quantité des données et élimine les informations
qu’on peut juger moins pertinentes, tout en préservant les propriétés structurelles impor-
tantes de I'image. Il existe un grand nombre des méthodes de détection de 'image. Dans

ce qui suit quelques méthodes seront exposées .

1.4.2 Les différents filtres du gradient
Méthode de Sobel

Le principe de ce filtre est que 'opérateur calcule le gradient de 'intensité de chaque pixel.
Ceci indique la direction de la plus fort variation du claire au sombre, ainsi que le taux de
I’échangement dans cette direction. On connait alors les points de changement soudain de
liminosité, correspondant probablement a des bords, ainsi que ’orientation de ces bords.

L’opérateur utilise des matrices de convolution, la matrice (généralement de taille 3 x 3
)12

Soit A image source, GG, et G, deux images qui en chaque point contiennent des ap-
proximations respectivement de la dérivée horizontale ou verticale de chaque point. Ces

images sont calculées comme suite :

-1 0 1 -1 -2 -1
G, = -2 0 2 xA Et Gy= 0 0 0 %A
-1 0 1 1 2 1

En chaque point, les approximations des gradient horizontaux et verticaux peuvent étre

combinées comme suit pour obtenir une approximation de la norme du gradient

Gl= /G2 + @2

Alors, la méthode de Sobel trouve des bords en utilisant I’approximation Sobel de la

dérivée. Il renvoie des bords & ceux ot le gradient de A est maximal.

15



1.4. Notion de contour en traitement de I'image

Exemple 1.4.1

11011
2101 2
-11 0| 1
Gradient
horizontal

i Contours

verticaux

Contours

horizontaux /

Image initiale Module

1
0
1201

Gradient
vertical

WY ==
o

Figj: les résultats pour le filtre de Sobel

Meéthode de Prewitt

La matrice qui correspond au filtrage horizontal, faisant ressortir essentiellement les contours
verticaux, selon 'opérateur de Prewitt, s’écrit H, = [—1 0 1] tandis que la matrice verticale
H, est sa transposée. Les deux covolutions avec le tableau de valeurs initiales créent deux

tableaux G, et G, a l'origin du tableau G sur lequel on peut localiser les maximums.

16



1.4. Notion de contour en traitement de I'image

Exemple 1.4.2

Fig5: les résultats pour le filtre de Prewitt

Meéthode de Roberts

Le détecteur de Roberts permet de calculer le gradient bi-dimensionel d’une image de
maniére simple et rapide, il amplifie les zones ou la norme de gradient qui correspondre
souvent au contour. L’opérateur cherche les dérivés selon des directions diagonales et est

constitué de 2 masques 2 x 2 de convolution. Cet opérateur calcule les dérivée partielles

99 _ (X 41,Y +1) - G(X,Y)
ox
g—j:G(X,Y+1)—G(X+1,Y)

17



1.4. Notion de contour en traitement de I'image

Cette dérivation est obtenue & I'aide d’une convolution de 'image G avec des masques

2 X 2 suivants

Exemple 1.4.3

011
-110

Grachent
ciagonal

Contours
diagonaux

"a |
1
Image initiale

Module

110
0-1

Gradient
chagonal Direction

Fig6: Les résultats de filtre Roberts

Méthode de Canny

Le filtre de Canny (ou détecteur de Canny) est utilisé en traitement d’image pour la détection
des contours. L’algorithme de Canny est un algorithme qui cherche les contours en testant

a la fois la norme et la direction du gradient de I'image en un point. Il a plusieurs avantages
1. Détection : bon détection des points de contour faibles.

2. Localisation : localisation faible des points de contours.

18



1.4. Notion de contour en traitement de I'image

3. Unicité de la détection : pour un contour on a un point de contour.

Exemple 1.4.4

Fig7: Les résultats de filtre Canny

Exemple 1.4.5

Cet exemple représente les différents méthodes de détection du contour.

19



1.4. Notion de contour en traitement de I'image

filtre de sobel filtre de prewitt

filtre de raberts filtre de canny

Fig8: Les différentes méthodes de détections du contour

20



Chapitre 2

Quelques modéles de détection du

contour

Dans ce chapitre nous allons présenter quelques modéles mathématiques de détection du
contour, les modeles les plus connus sont, Perona-Malik [1], Modele d’Alvarez [3] et [11],
Malladi Sethian [1],le modele de filtre du choc [?], [7] et [16]. Nous allons commencer par le
modele de Perona-Malik (P-M).

2.1 Modéle de Perona-Malik

Pour ameéliorer les résultats obtenus par I'EDP de la chaleur, Perona-Malik (P-M) ont
proposé de modifier ’équation de la chaleur en y intégrant le processus de détection des

bords, comme suit:

9u(z,t) = div(g(|Vu|)Vu) dans |0,7] x Q

Gu =0 sur 0,7 x 09 (2.1.1)
u(z,0) = ug(x) Vo e Q

Ou div et V indiquent 'opérateurs de divergente et de gradient par rapport aux variables
spatiales respectivement et g est une fonction décroissante de R dans R, on peut choisir

par exemple :
9(|Vul) = exp(— |Vul* /6%) (2.1.2)

21



2.1. Modéle de Perona-Malik

g([Vul) = 1/(1 + [Vuf* /5?) (2.1.3)

Si g = 1, on retrouve ’équation de la chaleur. On impose souvent lim g(t) = 0,

t——+o00
9(0) =1

La fonction de diffusivité g(.)

g est la fonction de diffusivité joue un roéle critique dans I’éxécution du filtrage par
diffusion non linéaire. Et 0 est le parameétre qui appelé "seuil ou barriére de diffusion".
Ainsi, différentes fonctions de diffusivité ont été proposées. La période d’affaiblissement, en
particulier, d’une fonction de diffusivité effectue sa capacité du perfectionner des bords. Les

fonctions de diffusivités les plus utilisées généralement sont :

Les fonctions de diffusivité les plus utilisées généralement
gi(x) =1/(1 +2%/6%)
g2(x) = exp(—2?/6")

1 —exp(—=3.5/(x/6)*), pour x > 0

g93(x) =
1 pour z < 0

g4(z) = 0.5.((tanh(0.2.(6 — z))) + 1)
1 —(1—(x/6)*?,  pour |z|>6

0 autrement

g5(x) =

Les inconvénients de modéle de Perona-Malik :
Cette méthode posséde plusieurs inconvénients dont le premier est son inefficacité dans

les zones ot le bruit présente de grosses discontinuités. Le second inconvénient est d’ordre

22



2.1. Modéle de Perona-Malik

théorique pour les fonctions ¢(.) précedentes car on peut montrer qu’il n’existe pas de
solution & I’équation (2.1.1). En effet, pour obtenir en méme temps ’existence et 'unicité
d’une solution pour une telle EDP, il a été montré que la fonction ¢g(|Vul) doit respecter
la condition que |Vul|g(|Vu|) soit non décroissante. Si cette condition n’est pas vérifice,
on peut observer une solution instable se former, impliquant la génération des résultats
qui peuvent étre trés différents si de petits changement affectent 'image originale. Plus
précisément, on peut démonter que cette méthode agit comme une équation de la chaleur
inverse prés de trés fort discontinuités (|[Vu| > 6 pour I’équation (2.1.3) et |Vu| > % pour
I'équation (2.1.2) ), ce qui rend le processus instable méme si I'image initiale assez lisse.
Une solution pour résoudre le probleme de l'instabilité est de travailler avec une version
régularisé de I’équation impliquant le gradient g(|VGs * u|) en lieu et place de g(|Vu|). Cette
solution rend le probléme bien posée et les résultats stables. Ceci a été indépendamment
proposée dans [3] et [11]. Toutefois, on peut noter que cette nouvelle EDP posseéde aussi
quelques inconvénients. On plus du fait qu’il est difficile de lui trouver une interprétation
géométrique, la stabilité de ce modele n’est généralement pas garantie quand le parameétre

t tend vers 0.

Exemple 2.1.1

Image filtrée par un Image filtrée par un filtre

Image original filtre linéaire non linéaire(PM)
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2.2. Modéle d’Alvarez

2.2 Modéle d’Alvarez

Une amélioration de cette idée de diffusion anisotrope qui prend en compte ses remarques
a été ainsi proposée par Alvarez, Lions et Morel dans [3] qui ont étudié une classe ’'EDP
paraboliques non linéaires qui généralise I'idée de diffusion anisotrope initialement proposée
par Perona-Malik dans [12] et [13] et améliorée dans [3] et [11].
le schéma proposée est un schéma issu de 1’équation suivante :
at = g(|VGs x ul) |Vu| d1v(§—|) dans 0,7 x Q 221)
u(z,y,0) = uo(x,y) Vo € Q)

ol ug(x,y) constitue l'image initiale a traiter, u(z,y,t) est 'image lissée a 'echelle
référencé par le parametre ¢ et g(|Vu|) une fonction non croissante de variable [Vu| qui tend
vers 0 quand la variable |Vu| tend vers l'infini. En remarquant que le terme |Vu|div( \Vul)
correspond a la dérivée second de u dans la direction orthogonale au gradient Vu, I’équation
(2.2.1) peut s’interpréter comme un lissage anisotrope conditionnel mais seulement le long
des courbes de niveau de I'image u(z,y,t). Le terme impliquant la fonction ¢g(|Vu|) permet
de controler la vitesse de diffusion. Dans des zones ou le gradient est faible, ce terme est
grand et permet une diffusion anisotrope le long de la rirection orthogonale au gradient alors
que dans les zones ou le gradient est fort, la pondération est faible et annule la diffusion
d’ott le nom de lissage sélectif donné par les auteurs a ce schémas. On peut remarquer que

si g(|Vul) = ce modele tend vers une version simlifice 2% = div (3 o ‘) quand 4 tend vers

\VI’

0, qui peut étre interprétée comme un cas particulier de l’approche de Perona-Malik.

2.3 Modéle de Malladi-Sethian

Une technique approprié du traitement d’image se base sur la formation d’EDP de type
d’évolution pour l'intensité d’image u(z, y), ou brievement ('image), cette fonction est égale-
ment appelée le niveau de gris, prend des 0 et 1, u € [0, 1], et elle définie sur un domaine

bidimensionnel de I'image.
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2.3. Modéle de Malladi-Sethian

Le modele habituel d’évolution méne a une équation non linéaire de type parabolique,
probablement dégénérée ou singuliére, la non linéarité est crée par la loi rapportant le flux
d’intensité d’'image par l'intensité d’image.

Il a été observé par Perona et Malik, que pour un choix approprié de cette non linéarité
fondamentale, est apparu un effet de perfectionnement des bords d’image qui a un grand
intérét dans ’application au traitement, au bruitage, et au débruitage des images.

Le modéle de diffusion anisotrope de Perona et Malik a une influence profonde dans le
domaine, étant la source de beaucoup de derniers développements, dont : le modeéle proposé
par Malladi et Sethian [1], ce modéle méne apres la graduation approprié a I’équation
suivante pour l'intensité d’image :

ou

1 3k
(14 |9

ot Vu dénote le gradient spaciale de u, k dénote la courbure de la surface z = u(x,y)

tel que :

Vu

\/ 1+ |Vul

L’équation représente le mouvement par la courbure (écoulement de la courbure) peut

k = div

étre écrite comme suite :

% = (1+ |Vul?) div

Vu

\/ 1+ |Vul
U u
= \/1+u2 +ui div = : 2
Y <\/1+u§+u§, \/1+u§+u§,

D) Uz Uz +Ug Uy Ugy 2 2 UyUyy +UaUyUzy
Upern/ 1+ u2 +uy — 2wy /1 +u2 +uy — v
1+ U?E + u%, e z Y \/ 1+u2+ul vy z Y \/ 1+u2+ul

V1+uZ+ud V1+uZ+ud V1t u2+ud
U Upg +2UpUyUgy +uu
v1+u§—|—u%(um+uyy)— . e

V1+u2+ud
(1 + ui gy — 2uptyugy + (1 4 u)uy,
1+u2+ud
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2.4. Modéle de filtre du choc

Ce modele décrit donc le filtrage du contour basé sur cette approche géométrique.

Il existe une forme plus générale de ce modéle basé sur la méme technique, de la forme

% = (1+|Vul>) =k,

Ou ~v > _71 est un parameétre constante , qui s’écrit sous la forme :
Ou _ (14 U3 )ty — 2uptytigy + (14 u2)uy,
ot (1+u2 +u2)™

Si v = 0 on retrouve le modéle précédent. Pour le autres valeur de v, on connait pas

grand chose sur ce mode¢le, car aucune étude n’a été abordée pour le cas de v > 0.

2.4 Modéle de filtre du choc

On présente d’autres approches développées dans le cadre du probléme de la restauration
d’images et qui font appel a un schéma aux EDP plus directement inspiré des travaux menés
dans le domaine de la mécanique des fluides, la solution u(x,y,t), qui a comme condition
initiale I'image a restaurer ug(z,y), développe des discontinuités assimilées & des chocs.
L’utilisation des concepts et des techniques développés dans le cadre du solution d’EDP
hyperboliques non-linéaires pour des problémes de traitement des images a été proposée par
L.Rudin [?], qui a été le premier a introduire dans ce domaine la notion de filtre de choc.
Ces filtres sont des opérateurs dont l'application permet le développement dans le signal
restauré de phénomeénes analogues aux ondes de choc connues en mécanique des fluides.

Le premier modéle 1D que Rudin a considéré est le suivant :

ot + Fluar) Jue] =0 (2.4.1)
u(z,0) = ug(x)

Ou la fonction F' joue le role d’un detecteur des contours : elle doit respecter les con-

ditions F'(0) = 0 et F(s).sign(s) > 0. Du choix de F' dépond la qualité du rehaussement

obtenu. On prenant F'(u,,) = u,, l'interprétation du (2.4.1)est immédiate : dans le voisi-

nage d’'un point d’inflexion du signal (équation) devient :
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2.4. Modéle de filtre du choc

% = — |Uy| Uyy (2.4.2)

A une constante pres, (2.4.2) représente 1’équation de diffusion inverse de la chaleur dans
le cas 1D(équation de diffusion avec le temps inversé). Par analogie avec la diffusion de la
chaleur qui introduit du flou au fur et & mesure de son évolution, 1’évolution inverse le flou

en rehaussant les contours.

L’équation classique des filtres de choc s’obtient en prenant F'(uy,) = sign(ug,) :

Ju
ot

La généralisation pour les cas 2D, en terme des dérivées secondes directionnelles est :

= —sign(Uzy) |y (2.4.3)

au
ot

(2.4.4) introduit des discontinuités tout en gardant les points d’inflexions de I'image

= —sign(u,,) |Vul (2.4.4)

originale (u,, = 0), le resultat est une image constante par morceaux séparés par des
discontinuités aux points d’inflexions.

Les équations des filtres de choc, telle qu’elle ont été proposées par Osher et Rudin sont
efficace pour I’élimination du flou; dans les cas des images bruitées, le bruit peut introduire
une infinité des points d’inflexions, perturbant le processus du rehaussement. La sensibilité

au bruit limite 1'utilisation de ces filtres de choc pour des applications pratiques.

a- Image originale  b-Image floue c-Résultat de(2.4.3)appliquée a(b)

Dans la suite de notre travail nous allons nous concentrer et étudier en détail le modele
de Rudin-Osher (filtre de choc).
Pour étudier ce modeéle, nous allons utiliser la méthode des caractéristiques, commencer

par la présentation de cette méthode
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2.4. Modéle de filtre du choc

2.4.1 Meéthode des caractéristiques

Définition 2.4.1 La méthode des caractéristiques est une technique permettant de résoudre
les équations aux dérivées partielles. FElle est utilisée dans des nombreuxr domaines tels que
la mécanique des fluides ou le transport des particules.

Dans certains cas particuliéres, la méthode des caractéristiques peut permettre la réso-
lution purement analytique de [’équation aux dérivées partielles. Dans les cas plus com-
plexes, la méthode des caractéristiques peut étre utilisée comme une méthode de résolution

numérique du probléme.

Principe de la méthode

Pour une équation aux dérivées partielles, la méthode des caractéristiques cherche des
courbes(appelées lignes caractéristiques, ou plus simplement caractéristique) le long desquelles
I’équation aux dérivées partielles se réduit & une simple équation différentielle ordinaire. La
résolution d’équation différentielle ordinaire le long d’une caractéristique permet de retrou-
ver la solution du probléme originale.[4]

Notation

La dérivée totale est la dérivée d’une fonction v € C'(Q) en un point = € Q est notée
Du(z). Par définition, la dérivée totale est une application linéaire de R” dans R. Cette
application linéaire peut étre identifiée a un vecteur de R™ qu’on appelle aussi le gradient

de u en z, noté : Vu(z). On a :

Vau(z) = (gz (x)> 1<icn

Considérons une EDP générale de premier ordre suivant :

F(z,u(z), Du(x)) =0 dans U

(2.4.5)
u=yg surI', I CcoU c RV

Supposons que le courbe est parametrée comme

x(s) = (z1(8), ..., xn(8))
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2.4. Modéle de filtre du choc

e on définit

2(s) = u(x1(s), ..., zn(8))

—

p(s) = Vu(z1(s), ..., xn(9))

(2.4.6)

e Afin d’éliminer le terme dérivée seconde, on défini z(s) comme une solution du systéme

EDO

iy(s) = g—j;(x(s),z(s),p@))

Maintenant, la question est de choisir une bonne courbure x(s) d’'une maniére qu’on peut

calculer z(s) et p(s). Pratiquement, nous devons trouver les équations satisfaites par z(s),

z(s) et p(s) et les résoudre.

e On dérive la 1 équation de (2.4.6) par rapport a s

2(s) = @1(8) Uz + T2(8) Uy + oo + TN (S)Usy
- Zu%"x](s)
= Y i
D

e On simplifie la 2°™¢ équation de (2.4.6)
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2.4. Modéle de filtre du choc

pa(s) = Vula(s)) = 5 (x(s)
2 (@1(5), 73(s5), o 2(5))

o (@1(5), w2(s), ..., v (5))

e On dérive la 2°™¢ équation de(2.4.6) par rapport & s, on trouve

b= () + () 4+ iy (5)
pi = x1(S D0t TolS D20, N (s Dr0re
N 0%u
= (2(5))is(s), i = 1,0, N
=1 (‘3@690]

:é%mwmmwﬂww @:ﬁ)

e On dérive (2.4.5) par rapport a x;

N
oF oF oF
= a_pj<x> u, Du)umyzz + g('xa u, DU)'LLIZ + a_wz(x? u, D’LL) =0.

e On évalue Iéquation ci-dessus & z(s)

; g—g(x(s), 2(8), p(8)) U, (7(5)) g—lj(ft(S), 2(s),p(s))pi(s) + gFZ (z(s), 2(s), p(s)) = 0
Alors,

30



2.5. L’équation de la chaleur inverse

e Finalement, on a

(s) = DpF(2(s), 2(s), p(s)),
(s) = DypF(x(s), 2(s), p(s))p(s),
p(s) = =D F(x(s), 2(s),p(s)) — D=F(2(s), 2(s), p(s))p(s)-

2.5 L’équation de la chaleur inverse

Nous avons constatés dans le 1°" chapitre que faire une convolution par un noyau gaussien
revient & résoudre une équation de la chaleur. Le temp final joue le réle de ’écart type de
la gaussienne. Pour faire 'opérateur inverse, la déconvolution on peut donc imaginer de
résoudre une équation de la chaleur "rétrograde" en partant de ’état "final" qui est I'image
floutée et en ajustant le temp final au rapport signal sur bruit.

Consédérons 1’équation de la chaleur inverse en dimension 2 :

Si(a,t) + Du(x,t) = 0 dans ]0,T[x O,

Ou ug est 'image original, cette équation est notoirement mal posée.
e Qu’est ce qu’un probléme mal posée ?

Dans un livre célebre d’Hadamard[6] a introduit la notion de probléme bien posée. Il

s’agit d’'un probléme dont :
1. la solution existe;

2. elle est unique;

3. elle dépend contintiment des données "stabilité".

Un probléme qui n’est pas bien posée au sens de la définition ci-dessus est dite probléme

mal posée qui ne vérifie pas 'une de les conditions si-dessus.
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Chapitre 3

L’étude du modéle de-filtre du choc-

On a déja expliqué dans le deuxiéme chapitre que Rudin et Osher [16] ont proposé une méth-
ode d’amélioration du contour par EDP pour les images scalaires. Maintenant, nous allons
étudié ce modele appelé -filtre du choc- cette étude détaillée concerne le cas unidimensionnel.

Le modele générale s’écrit sous la forme:

U = — |Up| Fugz), r € R, £ >0,
u(z,0) = ug(x).

telle que F' est une fonction continue lipshtizienne satisfaisant

F(0) =0,
sign(s)F(s) > 0, s # 0.
Deux exemples typiques pour le choix de la fonction F, de (3.0.1), apparaissent:

e Le premier exemple typique de(3.0.1) est le cas F(uz,) = gy :

U = — |Ug| Ugzy © € R, >0

(3.0.2)
u(z,0) = ug(x)

Qui peut étre écrit comme suit :

g + (Ugesign(ug))u, =0, x € R, t > 0,

(3.0.3)
u(x,0) = ug(x).
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3.1. Le principe du modéle de filtre du choc

I’équation(3.0.3) peut étre considérée comme une équation de transport, dont la vitesse
de propagation est donnée localement par c(z) = sign(u;)u.,. En plus, puisque les con-
tours sont définis comme des points maximums de |u,|, alors, dans ces points nous avons
nécessairement u,, = 0, et localement qui change le sign et ainsi la vitesse c¢(x) joue le role
d’un détecteur des contours, mathématiquement ce type de ’équation est mal posée (type

chaleur inverse).

e Le deuxiéme exemple typique de (3.0.1) est le cas F(uz,) = sign(ug,))

Uy = — |Ug| STgN(Ugz), x ER, T >0
= o] sign(u,) 504
u(z,0) = up(x).

3.1 Le principe du modéle de filtre du choc

Nous allons voir tout d’abord comment obtenir 'amélioration du contour via le modeéle
proposé par Rudin et Osher [16] appelé aussi - filtres de choc-

Dans le cas unidimensionnel, le contour peut étre défini comme la variation de 'intensité
de I'image, les points du maximum de la dérivée sont les points du contour, on a donc une
amélioration significative si la fonction est discontinue, ainsi le contour peut étre modilisé

par la fonction de pas :

1Siz>0,
—1Siz<0O.

u(r) =

Imaginons qu’un processus (une convolution, par exemple) a brouillé ce contour, de sorte
que nous avons une version lisse ug(z) de u(x) (voir la figure). Le probléme est de restaurer

u(x) & partir de ug(z)
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3.1. Le principe du modéle de filtre du choc

i Uy}

H f— I A

o -l

Fig9: Illustration du cas unidimensionnel

D’une certaines maniére, I’amélioration et le lissage sont des processuses opposés.

Pour l'illustration, nous considérons la condition initiale suivante

up(z) = cos(x)

Pour le probléme proposé par Rudin et Osher [16]. Pour cette condition, nous I’avons

, , —pi 3pi] .
représentée dans [T’ 7]

Nous pouvons observer, que la direction du mouvement de u(x,t) est une fonction de z

et dépend du signe du produit u,(z,t)u.,(z,t).0On a

u(x,t) = — |ug(x,t)] sign(uz,(x, 1)),

(1) = b, 1) signfigs (1) o1
u(z,0) = ug(x)

Ou sign(u) = 1 si u > 0, sign(u) = —1 si u < 0,sign(0) = 0. Par exemple, aux

points o u,(z,t) > 0 et u,,(x,t) > 0, nous pouvons vérifier que (3.1.1) se comporte comme
up(z,t) + uz(x,t) = 0, c’est I'équation de transport avec la vitesse +1.
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3.2. Construction de la solution avec la méthode des caractéristiques

e >0 | u, <0 | u. <0 | u,>0 |
uI:lI<O 1“;1:;1‘,<0 i u;z:;r,>0 E Urr > 0 :

Fig10: Illustration de la procédure débrouitage, la ligne pointillée représente la condition
initiale, et la ligne continue, représente la fonction aprés un certain temp, et les fleches

indiquent la direction du déplacement.

Dans la suite nous allons étudier ces deux modeéles pour illustrer le phénomeéne d’amélioration
du contour d’image.
Nous allons rechercher des solutions par la méthode des caractéristiques (détaillé dans

le chapitre deux) et cela pour le modele (3.0.4)

3.2 Construction de la solution avec la méthode des
caractéristiques

Nous allons construire donc une solution du modeéle de filtre du choc par la méthode des
caractéristiques, le but est de montrer comment on obtient ’amélioration du contour.

Considérons le modéle suivant:

ug(x,t) = — |ug(x,t)| stgn((ug)ee(x, 1)),

(:8) = = g, )] sign((uo).e(, 1) o)
u(z,0) = cos(z)

Pour adapter le probléme a la méthode des caractéristique faisant le changement de

variable suivant : z = x, t = xq,. Alors, (3.2.1) devient

35



3.2. Construction de la solution avec la méthode des caractéristiques

\

Uzy + S1gN(U0) 12, [Uzy| =0 dans U

(3.2.2)
u(z1,0) = ug(xy) sur I'; ug(z1) = cos(z1)
Avec
F(x1,29,2,p) = Uy, + $ign(uo)z g |Uay |
F(z1,22,2,p) = p2+ sign(uo)sse, 1]
v 3pi
v o- }_%, w [ < R*
r = {(wl,xg),xl € ]_Zii’@ [,xz = 0}
2 2
on choisit ug(x1) = cos(xy), ainsi (ug(x1))z,z, = — cos(z1)
Le 1°" cas : L’équation est étudiée sur ]—%i, %[ x RT :
d’aprés Figl0 on trouve : sign(cos(x1)) e ey, = —1
Et
D, F = -2t Car F(x1,22,2,p) =p2 — |p1| et |p1| =/ (p1)? |
alors , F'(x1,22,2,p) = p2 — v/ (p1)?
D, F =1,
D.F= D, F=D,F=0.
Alors
[ @1(s) = D, F = — 2,

Fa(s) = Dy, F =1,

pi(s) = =D, F — D,F.p; =0, (3.2.3)

pa(s) = =Dy, F'— D, F.py =0,

[ #(s) = DpF'p = pa(s) = [pa(s)] -

Pour s =0, on suppose les conditions suivantes
21(0) =a € } —=— —Z{ et 22(0) =0 et 2(0) = cos(a).

Par intérgation de (3.2.3) par rapport a s , on obtient quelques constantes p? et p9,
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3.2. Construction de la solution avec la méthode des caractéristiques

( z1(s) = —|i—§|s +a,
Ta(s) = s,
p(s) = (n}, ),
2(s) = (p§ — [pil)s + cos(a).

\

e Il reste a déterminer (p?, p9) :

depuis u(z1, x2) = cos(zy) sur I' ,(en utilisant 'EDP wu,, + sign(uo) e, [tz = 0) on

a .

p(l) = Uz, (ZL‘l(O), IQ(O)) = Uz, (CL, 0) == Sin(a)
Py = Uz, (21(0), 22(0)) = uz,(a,0) = |uz, (a,0)] = [sin(a)]

e Donc, on obtient les lignes caractéristiques suivantes:

r1(8) = |2$EZ§\5 +a,

To(s) = s.

Alors, la solution s’écrit sous la forme

u(z1(s), z2(s)) = 2(s)
= (|sin(a)| — |sin(a)|)s + cos(a)

= cos(a)

Donc u est une solution constante selon les caractéristiques.

Cette figure représente les lignes caractéristiques sur l'intervalle ]—%i, %[ x RT

37



3.2. Construction de la solution avec la méthode des caractéristiques

u = cos(ry + 29

A

—7T/2 0 TF/Q X1

Les lignes caractéristiques sur I'intervalle }—%i, %[
. : - z1(s) =s+a -
Si: sin(a) > 0;ie: a € [0, 5 [, donc et les caractéristiques sont des

To(s) = s
lignes droites. Alors, dans ce cas, la solution de (3.2.2) est u(xy,x2) = cos(x; — z3) avec
To < I < %
. r1(s) = —s+a
Si: sin(a) < 0 ;ie: a € [-2,0[, donc 1(8) et u(ry, x3) = cos(zy + T2)
To(s) = s
avec —‘% <11 < — T2

Le 2¢¢cas : L’équation est étudiée sur I'intervalle ]m @[ x RT:

272
d’aprés Figl0. On trouve : sign(cos(x1))ay, = 1, et,
(
Do Car F(v1,22,2,p) = p2 + [p1] et [pi] = /(p1)?
p1t T Ipy )
" alors, F(r1,%2,2,p) = p2++/(p1)’
D, F =1,
D.F= D, F=D,F =0.
\

Alors,
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3.2. Construction de la solution avec la méthode des caractéristiques

i1(s) = Dy F = 24,
da(s) = Dy, F' =1,
p1(s) = —Dy F — D.F.p; =0 (3.2.4)
po(s) = =Dy, F — D, F.py =0,
L 2(s) = DpF.p = pa(s) + |pi(s)] -

Pour s = 0, on a les mémes conditions

r1(0) =a € } %i, %{ et £5(0) = 0 et z(0) = cos(a).

Par intérgation de (3.2.4) par rapport & s, on arrive & :

( 0
D
1(8) = s+ a,

(8) =10
(s)=s

8

X

p(s) = (p1,19),
(s) = (09 + [pY])s + cos(a).

z
\

e La détermination de (p?, p9)

depuis u(z1, x9) = cos(zy) sur I', (en utilisant u,, + sign(uo).,z, |t | = 0) on obtient

e Donc, on obtient les lignes caractéristiques

z1(8) = — |:2EZ;|S + a,
xa(s) = s.

Alors, la solution peut s’écrire sous la forme suivante:
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3.2. Construction de la solution avec la méthode des caractéristiques

u(x1(s), x2(s)) = z(s)
= (—|sin(a)| + |—sin(a)|)s + cos(a)
= (—|[sin(a)| + |sin(a)|)s + cos(a)

= cos(a)

. . . pi . «rl(s) = —S + a
On peut remarquer que : Si : sin(a) > 0 ; ie: a € [2,pi[, donc
To(s) = s
et les caractéristiques sont des lignes droites. Alors, dans ce cas, la solution de (3.2.2) est
u(x1, T2) = cos(xy + xa)
avec %i < x1 < pt — To.

. . . . 3pi $1(S):S+a
Si: sin(a) < 0;ie: a € [pi, %[, donc et u(xy,x9) = cos(xy — xq) avec

To(s) = s
pz’+x2<:1:1<%i

Cette figure représente les lignes caractéristiques de la solution sur I'intervalle } %i, 3pt [ X

2
R+
29

/2

U = cos(xr1 + x9)

AN

0 /2 T 37 /2 -

Les lignes caractéristiques sur 'intervalle ]%, %[

Grace a ces calculs, nous pouvons observer que

1. La fonction u(xy, z5) est discontinue (ce qui représente un choc) selon le ligne z; = %i

, ie : a un point ou 'intersection des caractéristiques.
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3.2. Construction de la solution avec la méthode des caractéristiques

2. u(xy, o) n'est pas définie pour —zy < 17 < x5 €t pi — 11 < X2 < 27 — pi (la solution

non définie dans la zone grise)

3. Si nous ne voulons pas créer d’autres discontinuitiés que celles décrites ci-dessus, il

faut poser

1si — X9 < 11 < To
u(®1, x2) = - |
—1lsipi—xy <9 <21 —pI
Par conclusion, nous proposons comme une solution u(z,t) du probléme
Uy, + sign(—cos(z1)) [ug,| =0 dans |2 22 x R*,

2 (3.2.5)

u(z1,0) = cos(zq)
la fonction réguliére par morceaux représentée en la figure suivante. Il est facile de voir,
par symeétrie, que si U = R x R™, alors on peut construire une solution de (3.2.5). Ou la

discontinuité se développe seulement sur les points z; = (2k + 1)pi/2, k = 0,+1, 42, ...

)

/2

~7/2 0 m/2 T 2 1

Figll: La solution de I’équation( 3.2.5 )

Cet exemple montre pourquoi les équations comme (3.2.2) agissent comme des filtres
d’amélioration des contours. & partir d’une condition initiale ug(z) = cos(x), nous avons
construit une famille des fonctions {u(z,t)}i~o pour ¢ croissant.

Nous illustrons dans la figure suivante la solution finale & différents moments, nous

pouvons observer que la formation des contours se produisent a ’endroit ou (ug)., = 0.
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3.3. Amélioration du contour via les solutions dites auto-similaires

Fig12: Illustration de la fonction u la solution finale de (3.2.1) aux différents moments

3.3 Amélioration du contour via les solutions dites

auto-similaires

Maintenant nous allons étudier le modele donné par (3.0.2), en utilisant les solutions dites

"auto similaires", commencant par définir ce type des solutions.

Définition 3.3.1 Une solution des EDPs est dite auto-similaire si elle est invariante par

échelle, c’est a dire:

u(z,t) = a*u(a®r,a’t), a>0

Théoréme 3.3.1 Soit P(x,t,u,u,,...) = 0 une EDP alors P admet une solution auto-
similaire si et seulement si elle est invariante sur laction de dilatation (invariance d’echelle).
C’est-a-dire, si I’on remplace v par a*

P(a*z,a't.,atu,...) =0

u, x par a’xr et t par a’'t. On aura :

En d’autre terme : siu(x,t) est une solution de P alors a*u(a’z,a’t.) est également une

solution de P sous conditions sur \, s et 7.
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3.3. Amélioration du contour via les solutions dites auto-similaires

Avec les régles de dérivations :

Les formes des solutions auto-similaires les plus utilisées sont :

da u
dat
da™u

dasx

u(z,t) = <ﬁ)
u(z,t) = ¢ (ﬁ)
u(z,t) = t% (t%)

A—

a

A—

a

78u

ot

so0u

dx

tel que a, 8 € R sont des exposants a déterminer.

3.3.1 Solutions auto-similaires pour le modéle de filtre du choc

Soit I’équation de filtre du choc suivante

Alors

u(z,t) — a*u(a’z, at)

Implique

da™u __Ou da™u
prn aA 'Y_
dart ot ' Oa’w

On remplace dans (3.3.1)

Alors I'équation devient

ug(z,t) = — |y Ugy
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3.3. Amélioration du contour via les solutions dites auto-similaires

Car

a/\—'y — a2>\—33

Ainsi la condition de similarité sera

A—7y=2\—3s

Donc

y=35s— A\

On veut chercher la solution sous la forme u(zx,t) = ¢ (ﬁ)

e On dérive ’équation par rapport a t on obtient

7o (T )

u(z,t) =p

On pose & = ﬁ, alors

w(w,t) = BE(T — )¢/ (€)

e On dérive I’équation par rapport & x on obtient

us(w,t) = (T — 1) 7¢'(€)

e On dérive ’équation par rapport & x deux fois on obtient

Uao(2,1) = (T — 1) 72°9"(¢)

On remplace dans (3.3.1)

BET — )" (€) = —|(T =) GO (T 1) (€)
= — 1Ol (T —1)
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3.3. Amélioration du contour via les solutions dites auto-similaires

On divise par (T —t)~! on obtient

BEL' (&) = — @' ()] " ()T — t) ¥+

Cela implique que

1
“3+1=0 = f=3

L’équation différentielle correspondante est

3600 = ~ 191 ¢ (©

Donc

On intégre par rapport a &

F(€) = %56 + Ko

On integre une deuxieme fois, on obtient
1
) =+ 58 + Kl + Ko

Alors la solution est



3.3. Amélioration du contour via les solutions dites auto-similaires

Si on pose les conditions suivantes:

»(0) =0
¥'(0) =0
cela implique
K =0
Ky =

Donc la solution s’écrit comme suit

1 x ’
u(z,t) = iE <—(T - t)?l)>

1 a8
18(T —1)

La figure suivante représente cette solution

DDE T T T T T T T

0.04

0.0z

0.02 -

0.04

_DDE | 1 | | | | |
-2 -1. : . ;

Figl13: La solution au différents temps
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3.3. Amélioration du contour via les solutions dites auto-similaires

Discussion des résultats:

On peut remarquer les points suivants :

- Les solutions auto-similaires obtenus sont réguliéres.

- Les solutions obtenus nous expliquent que I'amélioration du contour est interpretée via
I’évolution du profile initiale, d’ou la dérivée tend vers 'infinie (contour net) si ¢ tend vers
T,

en d’autre termes la largeur du support de la solution tend vers zéro, qui correspond
a une amélioration du contour. Donc on a ici une autre interprétation de phénomene

d’amélioration du contour.

limu, = oo
t—T

Pour généraliser encore de point de vue comportement en temps de la solution, On veut

chercher maintenant la solution sous la forme générale u(z,t) = ¢ (%) ;

e On dérive I’équation par rapport a t on obtient

w(z,t) = ~ 20 ” (m)

on pose £ = ﬁ, alors
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3.3. Amélioration du contour via les solutions dites auto-similaires

On remplace dans (3.3.1)

|

On multiplie par a3(t), on obtient

a*(t)a(t)e'(€) = |/ (€)| ¢ ()
On dévise par £¢'(€)

a2(t)d(t) _ |90/(€)| 90”(€> —k

£/ (§)

Ce qui implique que

a(t)at) = k
PEI© _
£e'(€)

On intégre la premiére équation par rapport a t

da
W) = k
a*(t)da = kdt

1

§a3 = kt+l€0

Alors

Si a(t) =0 Alors, t = &0

3K
On a
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3.3. Amélioration du contour via les solutions dites auto-similaires

¢ s =0
©'(€)] = .
—¢' 81’ <0
Donc

"

KEQ'(€) = 2¢'(§w (€)

K& =+p'(€)

On inteégre par rapport a &

K
©'(&) = j:Efz + K

On intégre une deuxieme fois, on obtient
K
Q) = =+ il + K

Donc la solution est

Ceci nous donne donc un comportement similaire que précedement.
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Conclusion

Dans ce travail, on s’est intéressé aux modeéles mathématiques qui sont utilisés pour améliorer
le contour de I'image. Nous avons présenté notamment le modeéle de Perona-Malik, Modeéle
de Malladi-Sethian et on a étudié particulierement dans ce mémoire le modeéle de Rudin-
Osher, appelé également -filtre de choc -

Nous avons détaillé la recherche d’une solution par la méthode des caractéristiques, la
solution du probleme montre la notion d’amélioration du contour via ce modéle. C’est partir
d’une fonction initiale réguliere qu’on obtient & la fin une solution discontinue en des points
qui représentent les points du contours. Nous avons illustré ces résultats par des graphes.
Une autre idée a été également présentée pour I’étude de ce modéle & partir des solutions
auto-similaires, une petite contribution basée sur la notion des frontiéres libres a été élaborée

dans ce mémoire. Nous avons enfin illustré cette idée graphiquement.
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=T Abstract \
The objective of this study is to illustrate in detail the notion of image edge
enhancement using filter shock model of Rudin-Osher for the detection of
contours.
So we were interested in processing and enhancing the edges of image by
mathematical models.

Key words : Image, linear filter, edge enhancement, edge detecting
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L’objectif de cette étude est d’illustrer en détail le concept de 1’amélioration de

contour de I’image en utilisant le modéle de filtre du choc de Rudin-Osher pour
la détection des contours.

On s’est intéressé a traiter et améliorer les contours de 1’image par des modéles
mathématiques.

Mots clés : Image, filtrage linéaire, amélioration du contour, détection du
contour
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