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Introduction

Le mot symétrie vient du grec ancien (Summetria) JvppueTpia, se réféere a un
rapport proportionnel et plus précisément a ’harmonie d’un ratio entre les élé-
ments. la symétrie est une opération qui transforme un objet en un objet super-
posable (isométrie directe) ou superposable & son image dans un miroir(isométrie
inverse), et on a deux types de la symétrie : la Symétrie centrale (par rapport a
un point) et la Symétrie axiale ou orthogonale (par rapport a une droite), Il existe
plusieurs sortes de symétries dans le plan et dans I’espace. L’importance de la sy-
métrie est également dans la physique et chimie et mathématique. En physique, la
notion de symétrie est particuliérement importante dans la physique classique et
par la représentation de la notion d’isotropie, appelée encore symétrie de rotation,
ou encore d’homogénéité qui est liée a I'invariance par translation dans ’espace.
En chimie, la symétrie moléculaire est un concept fondamental en chimie car elle
permet de comprendre ou de prévoir de nombreuses propriétés chimiques. Elle
mobilise des outils mathématiques comme la notion de groupe, en particulier de
groupe de symétrie et groupe ponctuel de symétrie. En mathématiques, nous uti-
lisons la symétrie pour résoudre les équations algébrique. Dans ce mémoire nous
allons traiter le sujet de ’action d’'un groupe et symétrie dans le plan et dans

I’espace .

Ce mémoire est reparti en trois chapitres :
Dans le premier chapitre on donne des généralités sur les groupes, homomorphisme
des groupes et on présente les groupes symétries et les groupes alternés.
Dans le deuxiéme chapitre nous étudions 'action d’un groupe sur un ensembles
fini et on donnons quelques applications.
Le troisieme chapitre on présente la notion de symétrie des figures géométrique,
dans le plan et dans l’espace, tel que on présente : la symétrie des n-gones, la

symétrie des polyedres réguliers et les types de symétrie infinie dans le plan .



Chapitre 1

Notions de groupes

Dans cette chapitre on présente les notions fondamentales sur les groupes et
ainsi que les groupes de symétriques en étudions quelques proposition pour ces

dernier .

1.1 Groupe

7

Soit G un ensemble non vide et ” %7 est une application définie par :
x . GxG — (@

(a,b) +— axb
Définition 1.1 (Groupe)
Le couple (G, ) est un groupe si :

7

a) La lois ” %7 est associative c’est-a-dire :

Va,b,c € G,ax* (bxc) = (axb)*c.

7

b) L’ensemble G posséde un élément neutre e pour ” 7 c¢’est-a-dire :
JdJee G,Vae Gaxe=exa=a.
c) Tout élément a € G admet un symétrique c’est-a-dire :

YVae G,3be G,a*xb=bxa=e.

On dira de plus que le groupe (G, *) est commutatif (ou bien abélien) si la loi de

2

composition ” * 7 est commutative, c’est-a- dire :

Vo,ye Guoxy=y=*u,



Exemples 1.1

a) Les ensembles Z, Q, R, C munis par 'addition sont des groupes,

b) Les ensembles Q*, R*, C* pour la multiplication sont des groupes.

Exemples 1.2

a) Les groupes (Z,+), (Q*, x),(M,(C), +) sont abéliens.

b) L’ensemble C* des nombres complexes non-nuls muni de la multiplication
est un groupe abélien.

¢) L’ensemble G, (R) des matrices carrées n x n inversibles a coefficients dans

R muni de la multiplication des matrices est un groupe non commutatif en

général. L’élément neutre est la matrice identité.

Théoréme 1.1

Supposons (G, *) est un groupe
a) L’élément neutre d’un groupe G est unique.

b) Chaque élément dans G posséde un inverse unique.

Preuve.

a) L’élément neutre de G est unique, c’est-a-dire, si e et é sont des éléments de
G tels que exa = a*xe = a pour chaque a € G et éxa = a*xé = a pour chaque
a € G. Alors e = é. Supposons que e et ¢ soient tels qu’indiqués. Alors
e x a = a pour chaque a € GG. En particulier, e * é = é. De méme, en utilisant
a = e dans a * € = a, on obtient aussi e x é = e. Ainsion a é =exé =e, et
donc e = é.

b) Si a,z et y sont des éléments de G avec e I’élément neutre de G,

et axr=xxa=cet axy=y*xa=ce

r = Txe (e est élément neutre)
= zxzx(axy) (axy=ce)
= (xxa)xy (associativité)
= exy (x*xa=e)

= Y (e est élément neutre)

alorsz=y. m



1.1.1 Sous-groupe

Définition 1.2

Soit G un groupe noté multiplicativement. On définit le produit de deux sous
ensembles A, B C G par A-B={a-bla€ A,B € B}. Et poura € G et B C G,
onpose:a-B={a-bbe B}, B-a={b-albe B}.

De méme, si le groupe G noté additivement, la somme de A et B est définie par :

A+ B={a+bla€ Abe B}, et cellede a et B par a+ B = {a + b|b € B}.

Définition 1.3
Un sous ensemble H d’un groupe G est un sous-groupe de GG si c¢’est un groupe

pour la loi de G induite sur H (on notera H < G).

Proposition 1.1

Soit H C G un sous-ensemble non vide. On dit que H est un sous groupe de G si
et seulment si :

i)Va,be H=abe H;

ii)Vaoe H=a'€H.

Preuve.

Si H est un sous-groupe de G, les assertions (i) et (ii) sont clairement vérifiées.
Réciproquement, d’apreés 'assertion (i), la loi de G induite sur H est une loi
interne, et cette loi est associative pour la méme raison que celle indiquée ci-
dessous pour (Q, +) et Z. D’apres (ii), pour tout élément a de H,on a:a ! € H,
d’ou, d’apres (i), aa™ € H. Mais aa™! est ’élément neutre de G. On en déduit
que I’élément neutre de G est aussi élément neutre de H. Par conséquent, H muni

de la loi induite par celle de GG est un groupe. m

Remarques 1.1

a) Les conditions i) et i7) sont évidemment équivalentes a I'unique condition
a,b€ H=ab~' € H.

b) Un groupe G ayant au moins deux éléments admet au moins deux sous groupes,
G lui méme et le sous-groupe réduit a I’élément neutre.

c) Ilest clair que si H est un sous-groupe d’un groupe G et si K est un sous-groupe

de H, alors K est un sous-groupe de G.



Exemples 1.3

a) Si G est un groupe, G et {e} sont des sous groupes de G dits sous-groupes
triviaux de G.
b) Les ensembles Z, Q, R sont des sous-groupes du groupe C muni de ’addition,

mais pas N (car 'opposé d’un élément de N n’est pas nécessairement un élément
de N).

c) L’ensemble {—1,1} est un sous-groupe de (R*, x).

Proposition 1.2
L’intersection de deux sous-groupes d’un groupe G est un sous-groupe de G. Plus
généralement, l'intersection d’une famille quelconque de sous-groupes d’un groupe

G est un sous-groupe de G.

Preuve.

Soit (H;)ier une famille de sous groupes d’un groupe G. Posons K = M H;
I'intersection de tous les H; . L’ensemble K est non-vide, car il contient le neutre
e puisque celui-ci appartient & chacun des sous groupes H;. Soient z et y deux
éléments de K. Pour tout ¢ € I , on a x.y~! € H; puisque H; est un sous-groupe.

Donc z.y~! € K. Ce qui prouve que K est un sous-groupe de G. m

Remarque 1.2

La reunion de deux sous-groupes n’est en général pas un sous-groupe.

Contre-exemple

Dans le groupe C* muni de la multiplication, considérons le sous-groupe

Uy = {1,—1} des racines carrées de 1'unité et le sous-groupe Us = {1, j, j2} des
racines cubiques de I'unité. Notons K = U, UUs = {1,—-1,5,52} Ona j € K
et —1 € K, mais le produit (—1).j = —j ¢ K. Donc K n’est pas stable par la

multiplication, et ce n’est donc pas un sous groupe de C*.

Remarque 1.3

Si H est un sous-groupe de G, alors H - H = H.

Proposition 1.3

Les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ = {nx,x € Z}, pour n parcourant N .



Preuve.

Il est clair que les nZ = {nz,x € Z}, pour n parcourant N, sont des sous-groupes
de Z. Réciproquement, soit H un sous-groupe de Z. Si H = 0, alors H = nZ avec
n = 0. Si H est non nul, son intersection avec N* est un ensemble non vide d’entiers
positifs et posséde donc un plus petit élément n. Soit x un élément quelconque de
H, la division euclidienne de x par n donne x = ny + k, avec 0 < k < n. Comme
k = x — ny appartient a H, k est nul par définition de I'entier n. On en déduit

que H =nZ. m

1.1.2 Sous-groupes engendrés

Définition 1.4
Soient G un groupe et X une partie de G. On appelle sous groupe engendré par
X, et on note < X >, le plus petit (pour la relation d’inclusion) sous-groupe de

G contenant X.

Proposition 1.4
L’ensemble < X >, c’est l'intersection de tous les sous-groupes de G qui contiennent

X.

Définition 1.5
Soit GG un groupe et z un élément de GG. On appelle sous-groupe monogéne engendré

par x dans G le sous-groupe engendré par le singleton {x}. On le note < z > .

Proposition 1.5
Le sous-groupe engendré par le singleton {x} dans G est le plus petit sous-groupe

de G contenant z, en d’autres termes < x >= {x™;m € Z}.

Preuve.

Le sous-groupe < = > contient x, donc (par stabilité pour la loi de G) il contient
aussi z-x = 22, 2.2 = 23, et par récurrence 2™ pour tout entier m > 1. Il contient
aussi nécessairement le symétrique z~'de z, donc aussi 71 - 27! = 272, et par
récurrence - ™ pour tout entier m > 1. Enfin, il contient le neutre e = x - 7 'que

'on note par convention z°. Ceci montre que < z >D {z™ | m € Z}. Il est clair

réciproquement que {z™ | m € Z} est un sous-groupe de G contenant r. m



Remarque 1.4

Soit la loi de G est notée additivement, et X une partie non vide de G on a :

<X>={r1+ - +z,neN +z; € X,Vi,1 <i<n}

d’ou
<z >={nz,n € Z}.
Exemple 1.4
Le groupe Z muni de I'addition est engendré par un élément 1. En effet si n € Z,
alorsn =141+ -+ 1sin est positifet n = —1 —1 —--- — 1 si n est négatif.
—_—— ~ ~ /
n fois —n fois

Définition 1.6 (Ordre d’un groupe, ordre d’un élément)

Un groupe G est dit fini s’il n’a qu'un nombre fini d’éléments. Dans ce cas, le
cardinal de G s’appelle l'ordre du groupe G et est noté |G|. Soient G un groupe et
x un élément de G. On appelle ordre de z, qu'on note o(x), le cardinal de < x >.

Si ce cardinal est infini, on dit que = est d’ordre infini.

Exemples 1.5

a) On considére I'ensemble {0, 1} muni d’une loi interne notée ” +” et définie par
0+0=0,0+1=1+0=1et1+1=0.]I est immeédiat de vérifier qu’on obtient
une structure de groupe commutatif d’ordre 2. Ce groupe sera noté 7 /27 .

b) Le nombre de bijections de {1,--- ,n} dans {1,--- ,n} étant égal & n!, on en

déduit que le groupe symétrique S,, est un groupe fini d’ordre n!.

Remarques 1.5

a) Soient G un groupe fini et 2 un élément de G, alors o(x) < |G].
b) Dans tout groupe G, I’élément neutre est le seul élément d’ordre 1.

c) Dans (Z, +), tous les éléments non nuls sont d’ordre infini.



1.2 Groupe quotient

1.2.1 Relations d’équivalences

Définition 1.7

Soit. H un sous-groupe d’un groupe G. On définit sur G une relation d’équivalence,
appelée relation d’équivalence a gauche (resp. & droite) associée & H, par a =, b
modulo H < ab™! € H (resp. a =4 b modulo H < a~'b € H). Rappelons qu’une

relation d’équivalence sur un ensemble est réflexive, symétrique et transitive.

Définition 1.8

Soit H un sous-groupe d’un groupe G. Si a € G, le sous ensemble
aH={g€eG | g=ah,he H}

est par définition la classe a gauche de ’élément a relativement & H. De méme le

sous-ensemble Ha est appelé classe & droite.

Lemme 1.1

Soit H un sous-groupe d’un groupe G et a,b € G.On a :

1) HaNHb# 0 = Ha = Hb (pour les classes a droite) ;
2) b¢ Hao= HanN Hb = 0.

Preuve.

Soit + € Ha N Hb, alors =, a et © =, b, dott @« =, b = Ha = Hb. Et 2)
n’est qu'une reformulation de 1). L’ensemble des classes & gauche (G/H), est le
quotient de G par cette relation d’équivalence(et de meme pour (G/H),). La classe

a gauche (ou a droite) de emod H est H. m

Définition 1.9

Le cardinal de ’ensemble des classes a gauche modulo H (= cardinal de I’ensemble
des classes a droite) est appelé indice de H dans G et noté [G' : H| On a donc
G : H] = |(G/H),| = |(G/H)q4|. SiTon considére G comme sous-groupe de lui-
méme, on obtient le quotient G/G = {a - Gla € G}. Comme a - G = G pour tout
a€ G, onaG/G={G}, et donc [G:G]|=1.



1.2.2 Théoréme de Lagrange

Théoréme 1.2 ( Lagrange)
Soit H un sous-groupe d’un groupe fini G. Alors H est fini, et l'ordre de H divise
Vordre de G (i.e.51 H < G, |G| = |H||G : H] ).

Preuve.

On a une injection de H dans G et une surjection de G dans G/H. Donc |H| < |G|
et |G| > |G/H|. Comme |H| et |G/H]| sont finis. On a alors G/H = {¢: H, ..., gr H }.
les (g;H) ont |H| éléments. On a G = 1<Lij<kgiH . Comme les (g;H) sont disjoints
ona |G| =|G/H||H|. =

1.2.3 Sous-groupes distingués

Définition 1.10
Un sous-groupe H de G est distingué (on note H < G) si pour tout z € G,

Hx = xH (on dit aussi invariant ou normal).

Remarques 1.6

a) Evidemment, dans un groupe commutatif, tout sous-groupe est normal.

b) Si H < G, alors (G/H), = (G/H),4 et on notera simplement G/H.

Inversement, si (G/H), = (G/H)q, alors H < G(en effet : H est une classe &
droite, donc aussi a gauche et contient z, donc est nécessairement Hx c’est-a-dire :

xH = Hz).

Exemples 1.6

a) Si GG est un groupe, ses deux sous-groupes triviaux G et {es} sont normaux.

b) Soit G = GLy(R), le groupe des matrices inversibles & deux lignes et deux

1 a
colonnes. On considére H = | a € R 3. On montre facilement que H
0
1
est un sous-groupe de G. Posons x = € G. Alors on a
11
1 0 ) 1 a l—a «a
— . Soit a € R, alors : x A
-1 1 01 —a a+1

Cet élément n’étant clairement pas contenu dans H en général, H n’est pas normal.



1.3 Morphisme de groupes

1.3.1 Notion de morphisme de groupes

Définition 1.11

7

Soient G' un groupe muni d’une loi de composition interne ” - ” et G'un groupe
muni d’une loi de composition interne ” *”. On appelle morphisme de groupes, ou
homomorphisme de groupes de G dans G toute application

f:G—=G telle que :

F(a-y) = f(@) * f(y) pour tous 2,y € G

Exemples 1.7

a) L’application exp : R — R*% qui a tout nombre réel associe son exponentielle
est un morphisme de groupes de R muni de I’addition dans R* muni de la multi-
plication, car : exp(z + y) = expx - exp y, pour tous z,y € R.

b) L’application det : GL,(R) — R*qui & toute matrice carrée d’ordre inversible
associe son déterminant est un morphisme de groupes de GL,,(R) muni du produit
matriciel dans R* muni de la multiplication, car : det(A x B) = det A-det B, pour
toutes A, B € GL,(R).

c¢) Soit n € Z alors l'application suivante :

f: Z - Z

m = nm

est un homomorphisme de groupes. En effet, si (m,m’) € Z% on a :

f(m+m') =n(m+m') =nm+nm' = f(m)+ f(m') (structures additives).

Notation
On note hom(G, G”) 'ensemble des morphismes de groupes de G dans G’. On note
End(G) 'ensemble des morphismes de groupes de G dans lui-méme, qu’on appelle

endomorphismes de G.

10



Proposition 1.6

Tout élément f de hom(G, G') vérifie les propriétés suivantes :
a) f(lg) = la

b) f(z7') = f(z)~! pour tout élément x de G

c) H<G= f(H) <G

d) H <G = f'(H)<G avec f'(H)={r G, f(x)c H}.

Preuve.
a) Notons 1 et 15 les éléments neutres respectifs de G et G'. Soit z un élément
de G, ona f(z) = f(zlg) = f(x)f(1g). Or f(z) = f(x)le, dou
fle) = 1o
b) Pour tout z de G on a lg = f(1g) = f(zz™!) = f(z)f(z™!), don

f@™h) = flz)~"

c) Pour tous y; et y, dans f(H), il existe x; et xo dans H tels que

f(x1) =y et f(x2) = 1.

D’ou
yiys ' = fa1) fza) " = fla) f(z3") = flazy )
qui appartient a f(H).
d) Pour tous z et y dans f~'(H’) on a f(z) et f(y) dans H', d’ou
flzy™) = f(x)f(y)~' appartient & H', et zy~! appartient & f~'(H’). m
Exemple 1.8

Soit I’application f : R — R* définie par f(z) = exp(z)
FO) =1 f(—2) = exp(—2) = sk = 7L

Proposition 1.7
Soient G,G',G" trois groupes. Alors pour tout f de hom(G,G') et tout g de
hom(G',G"), g o f appartient a hom(G,G").

1.3.2 Isomorphisme de groupes

Définition 1.12
Un homomorphisme de groupes f : G — G’ est un isomorphisme de groupes si
f est bijectif. On dit alors que G et G’ sont isomorphes. Un isomorphisme de G

dans lui-meme est appelé automorphisme. On note G ~ G'.

11



Proposition 1.8
Si f est un isomorphisme de groupes de G sur G', alors la bijection réciproque f=!

est un morphisme de groupes de G' sur G.

Preuve.

Soient x’ et ¥ deux éléments quelconques de G'. Posons z = f~1(a/) et y = f~1(v/).
Parce que f est un morphisme de groupes, on a :

P y) = () Fy), done f(z-y) =’ -y, donz-y = (' -y,

cest-a-dire : f~H () - f7Hy) = fH (2 - o).

Ceci prouve que f~! est un morphisme de groupes de G’ sur G. =

Exemple 1.9
Soit I’application f définie par :

f: R — R7

x — exp(x)

e f est un application bijective.

e /71 :R% — R est définie par f~'(z) = In(z).

e /7! est aussi un morphisme f~(z-y) = f"1(z)+ f'(y),
In(z - y) = In(z) + In(y).

e f est un isomorphisme.

e les groupes (R, +), (R%, *) sont isomorphes.

1.3.3 Image et Noyau

Définition 1.13

Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.

(i) Pensemble f(G) ={2' € G’ | Fx € G, f(z) =2'} = {f(2) | x € G}
est un sous-groupe de G’ appelé I’'image de f , et noté Im f.

(ii) ensemble f'({1a}) = {x € G| f(z) = 1o/}

est un sous-groupe de G, appelé le noyau de f , et noté ker f.

Proposition 1.9
Soit f: G — G’ un morphisme de groupes
(i) f est injective si et seulement si ker f = {15}.

(ii) f est surjective si et seulement si Im f = G'.
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Preuve.

f injectif < V(z,y) € G x G,(f(x) = f(y)) = (x = y). Si f est injectif et
f(z) =1¢ = f(1g), alors = 1 et ker(f) = {1g}.

Réciproquement, si /(x) = f(y), on a 1o = (£(2))~ f(y) = £(z~"),

d’ou 7y € ker(f). Comme ker(f) = {1g}, alors 7'y = 15 et donc = = y.

Ainsi f est injective.

La deuxiéme assertion est évidente. m

Exemple 1.10
Soit I'application f définie par :

f: Z — Z

r — 3z

e f est un morphisme de (Z, +) dans (Z, +)
flx+2") =3(x+2") =3z + 32" = f(zx) + f(2).
e Calcul de noyau ker f = {x € Z | f(z) =0} si f(z) = 0 alors 3z =0 donc z =0
ainsi ker f = {0} donc f est injective.
elmf={f(z)|x€Z}={3x]|zeZ}=3Z.

Nous retrouvons que 37Z est un sous-groupe de (Z, +).

1.4 Groupe symétrique

1.4.1 Groupe de permutation

Définition 1.14

Pour tout entier n > 1, on appelle groupe symétrique (ou groupe de permutation)
sur n éléments, ou n — iéme groupe symétrique, le groupe des bijections d’un

ensemble fini & n éléments quelconque sur lui-méme. On le note S,,.

Proposition 1.10

Le couple (S,,0) est un groupe .

Preuve.
Soient f, g € S,,. Alors la composée go f est une application de X dans lui-méme,

et est une bijection entant que composée de deux applications bijectives. Donc go f
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est une permutation de X. Par conséquent, la loi S,, x S,, — S,,, (f,g) — fogest
une loi de composition interne dans S,,. L’élément neutre de S,, est ’application
identité Idx : X x X (Idx(x) = x pour tout € X). En effet, pour tout f € S, et
pour tout € X, ona: foldx(z)= f(z)=Idxo f(z), don foldx =Idxo f.
Enfin, comme f est bijective, son application inverse existe, c’est aussi une per-
mutation de X. m
Notation
Sio:{1,2,..,n} — {1,2,...,n} est un permutation, on dénote par :
1 2 ... n

o(l) o(2) --- oa(n)

L’élément neutre Idx est représenté par :

1 2 --- n
1 2 ... n
Lélément inverse o1 de o par :
o(1) o(2) - o(n)
1 2 ... n

Bien qu’il s’agit de la composition, on parle souvent du «produit de o par 7>, et
I’on écrit aussi o7 au lieu de o o 7, qui signifie «effectuer d’abord la permutation

7, puis la permutation o>».

Exemple 1.11

1 2 3 45
Soit la permutaion o = , 'inverse de o est :
31 4 5 2
1 123 45
g =
251 3 4

Proposition 1.11

Le cardinal de S,, est n!.

Preuve.

Une permutation de S, est entiérement déterminée par les images de {1,...,n},
qui sont des éléments distincts de {1, ...,n}. Pour compter le nombre d’éléments
o de S,, observons que pour l'image de 1, il ya n choix, pour 'image de 2, il
ya n — 1 choix (car o(2) ¢ {o(1)}), pour I'image de 3, il ya n — 2 choix (car
0(3) ¢ {o(1), o(2)} ), et ainsi de suite, enfin pour I'image de n, il ya 1 choix
(car o(n) ¢ {o(1),....,0(n — 1)} ). Donc au total, il yan! =n-(n—1)---2-1

permutations de 1, ..., n, c’est 'ordre du groupe S,,. =

14



Exemples 1.12

a) Pourn=2,|5%|=21=2

5 12712 ;
12 2 1
b) Pourn =3, |53/ =3!=6
([ (123 123 12 3 \
12 3 "\ 31 2 "\ 231
S3 = ’
123 123 12 3
| \1 32 "\ 21 3 ‘\3 21 J

1.4.2 Composition de permutations

La composition 7o, de deux permutations cet 7 de .S,,, correspond & superposer

deux tels diagrammes de fleches, placant celui de o au-dessus de celui de 7. Ainsi,

1 2 3 45 1 2 3 45 i
le composé de 7 = et 0 = s’obtient en

1 2435 31 2 5 4
« suivant » les fleches dans la figure obtenue par cette superposition

oY
o
: Yro
TY
Figure 1.1- Composition de permutations .
1 23 45
Donc 70 =
4 1 2 5 3
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Proposition 1.12

Sin >3 5, est un groupe non commutatif.

Preuve.
Soit n > 3.Pour montrer que S,, est non commutatif, soient o,7 € S, ,pour
a b ¢ x -+ y a b ¢c x -y

o= et m=
b ¢ a x -+ y b a ¢ x -+ y

ona:mwoog # 0o T.

1 2 3 1 2 3
par exemple n =3 :ona:m= et 0 =
31 2 3 21
1 2 3 1 2 3 1 2 3
mTOoOo = (@] =
31 2 3 21 2 1 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3
oo = o =
3 21 31 2 1 3 2

donc m oo # o om. Alors si n > 3 le groupe S, est non commutatif. m

1.4.3 Cycle et support

Définition 1.15 (support d’un permutation)
On appelle support d’une permutation o € S,, ’ensemble des éléments de {1,2,....,n}

non invariants, c’est-a- dire ’ensemble des i tels que o (i) # . Ainsi, le support de

1 23 45
o= est {1,2,4,5}.
25314
Définition 1.16 (Ordre d’un permutation)
On appelle ordre d’'une permutation o € S, le plus petit entier p € N* tel que

oP = Id. On rappelle la convention d’écriture o? =go----0ag .
———

p fois

Définition 1.17 (Cycle)
Une permutation o de S,, est un cycle de longueur k£ > 2 (ou k-cylce) s'il existe k

éléments distincts aq, as, ..., a, de X tel que
o(a) = ag,0(az) = as,...,o(ak_1) = ag, o(ax) = a;
et o(z) = x pour tout z € X\{ay,...,ar}. On utilise alors la notation cyclique

g = (al,ag, ...,ak).
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Exemples 1.13

Soient o, p deux permutations tels que :

123 456
a) o= = (162354) est un cycle de longeur 6.
6 3 514 27
1 2 3 45
b) p= = (1243)(56) cette permutation contenant un cycle
2413 6 5

de longeur 2 et cycle de longeur 4.

Exemple 1.14

, 12345
Si X ={1,2,3,4,5}, 0 = € Ss
35 2 1 4

On remarque que o = (13254) = (32541) = (25413) = (41325).

a

Figure 1.2- le cycle (13254)

Définition 1.18 (Transpositon)
On appelle transposition tout 2—cycle, c’est-a-dire toute permutation qui échange

deux éléments i et j # 7 en laissant fixe chacun des n — 2 autres, on note aussi 7;;,

Tij = (4,J) = . .
1 2 « s ] DY /I/ DY n
Exemple 1.15
1 2 3 4 .
o= = (24) est un transpostion Tay.
1 4 3 2

Définition 1.19
Deux cycles (iy,...,ix) et (j1,...,J1) de S, sont dits disjoints si les supports sont

disjoints c¢’est-a-dire {iq, ..., i} N {j1, ..., i} = 0.
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Exemples 1.16
a) Dans Sg, les cycles (1,3) et (2,4,5) sont disjoints.
b) Dans S7, les cycles (2,6,8,5) et (4,5) ne sont pas disjoints.

Proposition 1.13

Soit o et T deux cycles disjoints commutent dans S,,. Alors o = 70.

Preuve.

Soient o = (ay,as,...,ax) et 7 = (by,bs,..., b;). On montrons que 7o(x) = o7(z) pour
tout x € S, si x n'est ni dans le support de {ay as,...,ar} et x ni dans celui de
{b1,ba,..., by}, alors o et T fixe x, C'est-a-dire que o(z) = = et 7(z) = x.

Par conséquent o7(x) = o(7(z)) = o(z) =x =7(x) = 7(0(2)) = 70(x). W
Remarques 1.7

a) Les cycles (i1, ..., ix),(12, -ey Uy 91), -ovy (P, G1, .-, 1x—1) SONt identiques.
b) Soient o une permutation et ¢ = (iy, ..., ) un cycle. Alors :
oco™t = (0(iy)...o(iy)).

c¢) Inversement deux cycles de méme longueur sont conjugués (c’est -a-dire :

si ciet ¢ sont deux tels cycles, il existe o € 5, tel que ¢; = 0@10_1).

1.4.4 Signature d’une permutation, groupe alterné

Définition 1.20 (Signature d’une permutation)
Soit n > 2 un entier, pour toute permutation o € S,,, on appelle nombre d’inver-

sions de o entier
I(0) = card{(i,j) € {1,2,...,n}* | i < j et o(i) > o(j)}.
On appelle signature de o I'entier valant +1 ou —1 défini par :

(o) = (),
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Exemple 1.17

_ 123456
Soit 0 = =(1,6)(2,5,3) dans Se.
6 5 2 4 3 1

1) L’élément 1 présente une inversion avec 2,3, 4,5, 6.
2) L’élément 2 présente une inversion avec 3,4, 5, 6.
3) L’¢lément 3 présente une inversion avec 6.

4) L’¢lément 4 présente une inversion avec 5 et 6.

5) L’élément 5 présente une inversion avec 6.

Le nombre total d’inversions est I(0) = 13, I(0) est impaire,

donc g(o) = (—1)1¥ = —1.

Proposition 1.14
Quelles que soient deur permutations o,y € S,, on a €(oy) = e(o)e(y). En

d’autres termes, ’application

e S, — {+1,—-1}

o — ¢&(o)

est un morphisme de groupes.

Preuve.
eVoeS,, e0)={-1,+1}

e Soient o et v deux éléments de S,

p
o se décompose en produit de transpositions o = H Tk, €(0) = (—1)P.
E=1
q
~ se décompose en produit de transpositions v = H T, () = (—=1)%
k=1
p q
Alors : oy = H Tk H T
k= k=1

Donc e(07) = (—1)7*1 = (~1)(~1)7 = £(0)<(). m
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Exemples 1.18
a) Pour toute permutation o € S,,, 1 =e(oo™!) = ¢(0)e(o7t),
donc comme ¢ prend ses valeurs dans {1,—1}, on a : (0) = e(c™}).

_ 123456
b) Dans Sg, Si o = =(1,6)(2,5,3),
6 5 2 4 31

£(0) = £((1,6))((2,5,3)) = (~1)°(~1) = —L.

Définition 1.21 (Groupe alterné)

Pour tout entier n > 2, le noyau de ¢ est appelé n-iéme groupe alterné. On le
note A,. Le sous-groupe A, de S,, est donc ’ensemble des permutations de S,
qui sont de signature 1 (c’est-a-dire qui se décomposent en un nombre pair de

transpositions).

Proposition 1.15

Pour tout entier n > 2, le groupe A,, est fini d’ordre %‘

Preuve.

Notons X l’ensemble des permutations de S,, qui sont de signature —1. Le sous-
ensemble X est non-vide. Si l'on fixe 7 € X, l'application ¢ — 7 ¢ réalise une
bijection de A,, sur X. Comme S, = A, UX et A, N X = (), on conclut que
card X = |A,| =18, =%. =

Exemples 1.19

a) Pour n =2, on a Ay = {e}.

1 2 3
2 31

b) Pour n =3, on a Az = {e,v,7?} avec y =
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Chapitre 2

Action de groupes

Dans cette chapitre on présente ’action d’un groupe sur un ensemble fini et

on donne quelques exemples illustratifs.

2.1 Définitions et exemples

Définition 2.1
Soit G un groupe (noté multiplicativement, d’élément neutre e) et soit F un en-
semble non vide. Une opération a gauche de GG sur E est la donnée d'une

application G X £ — FE, (g, ) — g.x satisfaisant aux deux conditions suivantes :

> V(g1,92) € G X G,Vr € E,(9192) - ® = g1 (g2 - ).

» Vee F e -x=ux.

On pourrait définir de méme un groupe G opérant a droite sur l’ensemble E. Par
la suite, on ne considérera que les groupes opérant & gauche sur un ensemble et le
mot gauche sera sous-entendu. Si G' opére sur I’ensemble F, on dira que E est un

G-ensemble.

Théoréme 2.1
L’ensemble E est un G-ensemble si et seulement si G est un homomorphe au

groupe S(E).

Preuve.
Supposons G homomorphe au groupe S(F) dans le morphisme 7" : G — S(E).
A tout élément g € G, il correspond donc une bijection 7, € S(E). Cette bijection

donne de x € E, une image que nous noterons gx.
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Nous définissons ainsi sur £ une loi de composition externe G x £ — FE. Le
morphisme 1" exige T, o Ty, = T},4,, d’ou

(Tyy 0 Tp)(@) = g1+ (92 2) = (T) (@) = (9162) - .
De plus, si e est ’élément neutre de G, T, est la bijection identique ig de F, donc
e-x = x. Finalement F est un G-ensemble.
Réciproquement, soit £ un G-ensemble, fixons g € G et soit T, I'application
x+— gr de F dans F. On a :

(Tyr0T)(x)=g ' (9-2)=(97'g9) v=c-a=20
et aussi (T, o Ty-1)(x) = x. Donc T, et T,-1 sont des bijection réciproques.

oTy, =T,

D’autre part : T, 9192

o c’est -a-dire que l'application T': g — T, de G

dans S(F) est un morphisme de groupes.

Exemples 2.1 (Action par conjugaison)

a) Tout groupe G opére sur lui-méme par conjugaison

G X G — G
(9,2) +— g-xz=gxg!
Vérification

g0 €G=gi-v=gag "
a-1) Soient g1, g0, v € Goona: ¢ et

G2 € G = gg- 1= goxgy "

donc
g-(g2-2) = g1 (92195
= q192295 97"
= q1927(g192)7"
= (9192) T
a-2) Soient e, € Gonae-x = cxe ! =ere =ex = .

b) Tout group G opére sur P(G), ensemble des parties de G, par conjugaison
GxPG) — P(G)
(9.8) = g-S=gS5¢"
(9.0)  ~ 0

Exemple 2.2
Soit H un sous-groupe d'un groupe G. Alors G opére sur 'ensemble (G/H), des
classes & gauche modulo H par :
Gx(G/H), — (G/H),
(9,zH) v g-(zH)=gzH
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Exemple 2.3 (Action de Sg)

Soit F un ensemble non vide. Alors le groupe Sg des permutations de F opére sur

E par :
SE xFE — FE
(o0,2) +— o-z=o0(x)
Exemple 2.4

Le groupe linéaire GI,,(R) opére sur R™ de la maniére suivante :
pour A € GI,(R), v € R, (A,v) — Av € R".
Définition 2.2
» On dit qu’un groupe GG opére transitivement sur E si on a :
Ve,ye E,dge G; g-x=1y.
» On dit qu’un groupe G opére fidélement sur un ensemble E si

Vge@G,g-c=xVreE)=g=e.

Exemples 2.5

a) Tout groupe G opeére transitivement et fidélement sur lui-méme par « transla-

tion » G x G — G, (g,x)— g -z =gx

b) L’action d'un groupe G # {e} n’est pas transitive et en génerale n’est pas

fidele sur lui-méme par conjugaison.

Théoréme 2.2 (Théoréme de Cayley)
Tout groupe fini d’ordre n est isomorphe & un sous-groupe du groupe symétrique

Sh.

Preuve.

En effet on considére I'action de G sur lui méme par multiplication & gauche, ce
qui nous donne un morphisme ¢ : G — &(G) or, via une bijection entre G et
{1,...,n}, on a §(G) ~ S,. De plus l'action est fidele car si g; - g = g alors g; = e

donc on obtient un morphsime injectif de G dans .S,, ce qui permet de conclure. m
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2.2 Stabilisateurs-Orbites

Définition 2.3 (Stabilisateur)

Soit x € E, le sous-groupe Stabg(x) = {g € G| g-x = x} est appelé stabilisateur
(ou groupe d’isotropie) de z.

Plus généralement, si A est un sous-ensemble de F, le stabilisateur de A est l’en-

semble Stabg(A) ={ge€ G| g- A= A}.

Exemple 2.6
Soit G = GL,(C) I'ensemble des matrices inversibles & n lignes et n colonnes et &

coefficients dans C. Alors, GL,(C) opérant sur C" via l’action :

GL,(C)xC* — C»
(A, x) — Az

Soit = un élément non nul de C". Alors A € Stabg(z) si et seulement si Az = x
c’est-a- dire si (A — I)x = 0. Donc le stabilisateur de = est I’ensemble des matrices
inversibles avec valeur propre 1 et ayant x comme vecteur propre associé a cette

valeur propre.

Exemple 2.7
Dans l'opération naturelle de S,, sur {1, ...,n}, le stabilisateur d’un point est iso-

morphe & S,,_;.

Exemple 2.8
Soit E = {1,2,3,4,5,6} et supposons que G est le groupe de permutation défini
par G = {(1), (12)(3456), (35)(46), (12)(3654)}. Donc le stabilisateur est :
Stabg(1) = Stabs(2) = {(1),(35)(46)}
Stabg(3) = Stabg(4) = Stabg(b) = Stabg(6) = {(1)}

Proposition 2.1
Soit E un G-ensemble. Pour tout x € E, le stabilisateur de x est un sous groupe

de G.

Preuve.
Clairement, e € Stab(x). Soit g1, g2 € Stab(x). Donc g1 -z = z et g5 - & = .
Alors (g192) - = g1 - (92 - ©) = g1 - * = x, Par conséquent, le produit de deux
éléments dans Stab(z) est aussi dans Stab(x). Finalement, si g € Stab(x), alors
1

r=e-x=(g'g)-x=9g' (9g-z)=g ' x donc g7 - z est dans Stab(z). =
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Définition 2.4 (Noyau d’une action)
Soit GG un groupe et F un ensemble. Le noyau de ’action de G sur E est le noyau

du homomorphisme A : G — Sg, notée ker(\).

Proposition 2.2

Le noyau d’une action A : G — Sg est l'intersection des stabilisateurs des éléments
de E : ker(\) = (1) Stab(x).

zelE

Preuve.

Soit G un groupe opérant sur F par 'action A : G — Sg,et Soit g un élément de

ker(A). On a
g€ ker(A) & Ng) =Ildg
< Ag)(x) = Idg pour tout x € F
< Mg)(z) =z pour tout x € E
& g-x=xpourtout x € E
& g € Stab(x) pour tout x € F
< ker(\) = m Stab(x)
' w€E

Définition 2.5
Soit G’ un groupe fini opérant sur un ensemble fini F. Le fixateur d’un élément

g € G est par définition I'ensemble Fizgp(g) :={zr € E | g -z = z}.

Exemple 2.9
Soit F = {1,2,3,4,5,6} et supposons que G est le groupe de permutation défini
par G = {(1), (12)(3456), (35)(46), (12)(3654)}, les fixateures sont donc :

Firg((1)) = E
Fizp((35)(46)) = {1,2}
Fizp((12)(3456)) = Firp((12)(3654)) = 0

Remarque 2.1

Fixg(g) peut étre vide (par exemple dans le cas ou G opeére transitivement sur

E).

Définition 2.6 (Orbite)
Soit G un groupe opérant sur un ensemble F et soit x un élément fixé de F.

L’ensemble Og(z) = {g-x | g € G} est appelé I’orbite de z sous 'action de G.
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Exemple 2.10
L’ensemble S,, des bijections de {1,...,n} vers {1,...,n} opérant sur {1,...,n} de
la facon suivante :
Spx{l,..n} — {l,...n}
C¥)) = 0())
L’orbite d’un élément j € {1,...,n} est 'ensemble des o(j) pour o € S,,.

C’est évidemment l'ensemble {1,...,n} en entier.

Exemple 2.11
Soit G le groupe de permutation défini par :
G ={(1),(123),(132), (45), (123)(45), (132)(45)} et E = {1,2,3,4,5,}. G opérant

sur l’ensemble E. Les orbites sont :
Oc(l) = 0¢(2) = 0c(3) = {1,2,3}
Oc(4) = 0O¢(5) = {4,5}

Exemple 2.12
Pour I'action de S(F) sur E il y’a une seule orbite. En effet, pour tout x € E, on
a:

S(E)-z={o(x)|ceS(E)}=F

(tout y € E s’écrit y = 7(x) , ou 7 est la transposition 7 = (z,y) siy # z, 7 = Id

siy =)

Exemple 2.13
Pour ’action de G sur lui méme par conjugaison, les orbites sont appelées classes
de conjugaison :

YVhe G, G -h={ghg'|geGl

Définition 2.7

Soit G un groupe opérant sur un ensemble F. La relation R définie sur F par :
rRy<s dgeGy=g9g-x

est une relation d’équivalence. L’orbite Og(z) d’un élément x de E sous I'action
de GG est une classe d’équivalence pour la relation R. Les orbites des éléments de

E sous l'action de GG forment donc une partition de E.
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Théoréme 2.3
Six ety € E sont éléments d’une méme orbite alors Stab(x) et Stab(y) sont des

sous groupes conjugués de G.

Preuve.

On a x et y sont dans la méme orbite, il existe h € G tel que y = h-x. La relation
g-y =1y (g € Q) équivaut a (gh) -z = h - x, ou encore (h~'gh) - x = x. Ceci
implique que I'application g — h~'gh est une bijection de Stabg(y) sur Stabg(z)
c’est-a-dire que Stabg(z) = h~'Stabg(y)h. =

Remarque 2.2
On a Fizg(g) ={z € E | Stabg(x) =G} ={z € E | Og(x) = {z}}.

Définition 2.8 (Action libre)
Soit £ un G-ensemble . L’action de G sur E est dite libre si pour tout x € F,
Stab(x) = {e}, ou e est 'identité de G.

Exemple 2.14

L’action d’un groupe G sur lui-méme par multiplication & gauche est libre.

Exemple 2.15

L’action d’un groupe G sur lui-méme par conjugaison n’est pas libre.

Définition 2.9 (Action réguliére)
Soit £/ un G-ensemble. L’action de G sur £ est réguliére si elle est transitive et

libre. Dans ce cas, on dit aussi que G est régulier sur F.

Exemple 2.16

L’action d’un groupe G sur lui-méme par multiplication a gauche est réguliére.

2.3 Formule des classes

Définition 2.10

Soit G un groupe :

» Soit S une partie d’un groupe G . on appelle le centralisateur de S dans G , est
'ensemble Cg(S) = {z € G|Vs € S, xsz~! = s} est un sous-groupe de de G.

» L’ensemble Z(G) = {x € G | gr = zg pour tout g € G} appelé le centre du
groupe G, Z(G) = G si G est commutatif.
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Exemple 2.17

Pour n > 3, on a Z(S,,) = {1}. En effet, prenons o € S,,, 0 # Id. Il existe donc un
indice i tel que o (i) # i. Comme n > 3, il existe j(dans {1,2,...,n}) tel que j # i
et j # o(7). Soit 7 la transposition (jo(i)). Alors on a o7(i) = (i) et To(i) = j,

donc o et 7 ne commutent pas et o ¢ Z(S,,).

Lemme 2.1 (Premiére formule des classes)

Soit G un groupe opérant sur un ensemble fini E.

> card O; = card E.
OiEE/G

On désigne par E/G 'ensemble des orbites de I'action, c’est-a-dire.

E/G={0¢g(z) |z € E}.

Lemme 2.2 (Deuxiéme formule des classes)

Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble fini E. Pour tout x € E, on a

card(Og(z)) = [G : Stabg(x)].

Preuve.

Par définition, [G : Stabg(z)] est le cardinal de I’ensemble G/Stabg(x). Nous
allons construire une application de Og(x) sur G/Stabg(z) et montrer qu’elle
est bijective. Tout élément de Og(x) s’écrit g.x, pour un certain g € G. Posons
©(g.x) = gStabg(x) et montrons que cela définit bien une application de Og(x)
sur G/Stabg(z) si

g-v=h-x !

g't-(g-r)=g"-(h-2)
(97'g) -z =(g7'h) =
e-x=(g'h) x
r=(g7'h) -z

(g7'h) € Stab(x)

gStab(z) = hStab(x)
donc ¢ est bien définie. Il est évident qu’elle est surjective. D’autre part,

gStabg(x) = hStabg(x) équivaut a (g~th) € Stabg(x), c’est-a~dire (¢~ 'h) -z = ,

[ A

d’ott g-x = h-x et p est injective. m

Corollaire 2.1
Soit G un groupe opérant sur un ensemble fini E et soit {x;}, 1 < i < n, une

famille de représentants des orbites distinctes, alors

Card(E) = Zlgign[G : Stabg(z;)).
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Preuve.

Les orbites forment une partition de F, alors £ = UEOG(xi), donc
x; €

card(E) = anrd((’)(; (x;)) (d’aprés le lemme (Deuxiéme formule des classes))
r,€F

card(Og(x;)) = [G : Stabg(x;)] alors Card(E) = Z1<'< |G : Stabg(z;)]. =
Ce corollaire est a la base de beaucoup d’applications_dgs groupes finis. En parti-
culier, on a la suivante. Pour ’action de G sur lui-méme par conjugaison, on a la

partition en orbites

G = O(hy) + O(hy) + ... + O(h,)

pour un bon choix de éléments hq, ..., h,. Notons que

he Z(G) < O(h) = {h}.

On conclut donc qu’on a la formule

Gl=12(G)+ ) [G:Clh)].
hi¢Z(G)
Théoréme 2.4 (Théoréme de Burnside)
Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble fini E. Alors le nombre N d’orbites

se calcule par

N = card(E/G) = cmldGZ card Fizg(g) = ﬁanrd Stabg(z).

geG el

En particulier, le nombre d’orbites est le nombre moyen de points fixes des éléments
de G

Preuve.

Soit A = {(¢9,2) € G x E,g-x = x}. On peut écrire en désignant par F/G
I’ensemble des orbites :

cardAchard{gE(Hg-mzx}

zeFE

= anrd Stab(x)

zelk

= Z anrd Stab(x) et i € {1,2,...,k}.
OiEE/G zcO;
Or il résulte de la formule des classes que pour chaque orbite O;,

anrd Stab(z) = Z(card G)/(card O;) = card G,
z€Q; zel

donc card A = card (E/G).card G.
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Mais on peut aussi calculer card A en groupant différemment les éléments :

card A = anrd {reE|g-x=a}= anrd Fixg(g).
9eG geqG
Et en écrivant ’égalité des deux expressions de card A trouvées, on obtient la

formule annoncée :

card (E/G) = wrldGZ card Fizg(g). m

geG

Exemple 2.18
Soit ' = {1,2,3,4,5} et supposons que GG est un groupe de permutation
G ={(1),(13),(13)(25), (25)}. Les orbites de E sont {1,3}, {2,5} et {4}.

Les ensembles des points fixes sont :

Fizp((1) = E
Fizp((13)) = {2,4,5}
Firp((13)(25)) = {4}
Fizp((25)) = {1,3,4}

Le théoreme de Burnside dit que :

N = A card Firg(g) = 4(5+3+1+3) = 3.
geG

2.4 Les p-groupes

Définition 2.11 (p-groupe)
Un p-groupe fini est un groupe fini qui posseéde p™ éléments pour un certain n,

avec p est un nombre premier.

Exemple 2.19
e 7,/87Z est un 2-groupe (il est d’ordre 23avec 2 premier).

Proposition 2.3
Sotent p un nombre premier, n un entier non nul et G un groupe fini d’ordre p"

opérant sur un ensemble fini E. Alors
card(EY) = Card(E) (mod p).

et B définie par : E¢ = {x € E| O, = {z}}
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Preuve.
Un élément x appartient & E¢ si et seulement si O, = {z}, donc card(E®) est
le nombre d’orbites ponctuelles. Soient (z;);c; une famille de représentants des

orbites non ponctuelles.
Alors Card(E) = card(E®) + ZC’ard(Omi) Or, Card(O,,) = [G : Stabg(z;)]

icl
est différent de 1 et divise p”, il est donc de la forme p®i, avec o; > 1. Donc

(Card(E) — card(EY)) est divisible par p. m

Théoréme 2.5

Pour tout nombre premier p, le centre d’un p-groupe n'est pas réduit o {e}.

Preuve.
Soit G un p-groupe a p" éléments.
On a:
card(Z(G)) = card(G%) = card(G) (mod p)

et comme card (Z(G)) > 1, il en résulte que card (Z(G)) > p et Z(G) est non

trivial. m

2.5 Théorémes de Sylow

Définition 2.12
Soient GG un groupe et p un nombre premier divisant I'ordre de GG. Un sous-groupe
de G d’ordre p™, ol n est maximal tel que p™ divise 'ordre de G, est appelé un

p-sous-groupe de Sylow de G.

Théoréme 2.6 (Théoréme de Cauchy)
Soit G un groupe fini et p un diviseur premier du cardinal n de G. Alors il existe

un élément d’ordre p dans G.

Preuve.
Comme p est premier, il suffit de montrer I'existence d’un élément a non neutre
tel que a? = e. On pose

E={(9)=(91,9) €G [g1-92---g9p =€}
Remarquons alors que si (g1, ...,g,) € E alors g est 'inverse de g - - - g,. Ainsi E
est en bijection avec GP~ 1.

Ceci montre aussi que si (g1, ...,g,) € E alors ga--- g, - g1 = e.
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On peut donc définir 0 : E — E (¢1,...,9p) — (g2,-.-,9p, ¢1) qui engendre un

groupe de permutations circulaires o = {o?,..., 0P} opérant sur F via

¢ : Z/pZ X B — E7 (ka (gla >gp)) - (gl+k modp; -+ Yp+k modp )
Les orbites Z/pZ -(g) de ¢ sont de cardinaux divisant p, et elles partitionnent F

avec n; orbites réduites a un élément et n, orbites & p éléments :

ni1+pn, = card E = nP~*. Noter que Porbite de (e, ..., €) est réduite & un élément.
Par suite p qui divise ny, est strictement plus grand que 1. Il existe donc un élément
(h1, ..., hy) € E autre que (e, ..., e) tel que

(h1,....;hyp) = (hay ... hy) = -+ = (hyp, ..., hyp_1) C'est-a-dire

hy = hy = --- = h,. Finalement hy---h, =hy---hy =hl =e. m

Lemme 2.3

Soit G un groupe d’ordre n = p“q ou p est un nombre premier et o un entier
naturel et ¢ un entier premier avec p. Soit H un sous-groupe de G. Soit S un p-
Sylow de G. Alors il existe un conjugué aSa~tde S qui rencontre H en un p-Sylow

HnNaSa tde H.

Preuve.

On fait opérer le groupe H sur 'ensemble G/S. Le stabilisateur de aS est aSa™'NH
qui est un p-sous-groupe de H. Reste & trouver un a tel que I'indice de aSa=* N H
dans H soit premier a p. Mais par la seconde formule des classes, cet indice est le
cardinal de l'orbite de a.S € G/S par H . Si tous ces indices étaient divisibles par

p, par la premiére formule des classes, le cardinal ¢ de G/S le serait aussi. =

Théoréme 2.7 (Théoréme de Sylow)
Soit G un groupe d’ordre p*q ow p est un nombre premier et q un entier premier

avec p. Alors

1) I existe un p-sous-groupe de Sylow de G.

2) Tout sous-groupe de G d’ordre p® avec 1 < 3 < « est inclus dans un p-Sylow
de GG.

3) Le groupe G opére par conjuguaison transitivement sur ses p-Sylow.

4) Le nombre n, de p-Sylow de G est congru a 1 modulo p et divise q.

Preuve.
1) Tout groupe fini d’ordre n est isomorphe & un sous-groupe de GL,,(Z/pZ). Ce
dernier groupe est d’ordre (p" — 1)(p"™ —p)--- (p" — p"~ ') = p*("=/2¢,

32



L’ensemble des matrices triangulaires supérieures de diagonale identité est un p-
sous-groupe de Sylow. En appliquant le lemme & G C GL,(Z/pZ), on obtient
(1).

2) Soit H un p-sous-groupe de G et S un p-Sylow. Il existe un p-Sylow de H de
la forme aSa~' N H . Comme H est un p-groupe, H = aSa~' N H. Donc, H est
inclus dans aSa~! qui est un p-Sylow de G.

3) Si H est de plus un p-Sylow, il existe a tel que aSa™* N H = H, donc par
cardinalité, H = aSa™! et H est un conjugué de S .

4) On fait agir un p-Sylow S par conjuguaison sur ’ensemble E des p-Sylow de
G.

card E = card Fix(F) + Z card O; = card Fiz(E) (modp)
0.€E/S
par la seconde formule des classes, car S est un p-groupe. Soit 1" un p-Sylow de

G stable par tous les éléments de S . Soit N le sous-groupe de G engendré par
S et T. Les groupes S et T sont deux p-Sylow de G donc de N et comme T est
distingué dans N, S = T'. Donc, Fiz(E) = {S}.

Les p-Sylow forment une orbite sous l'action par conjugaison de GG sur ses sous
groupes. Par conséquent, n,, divise card G = n. Comme n, = 1 (mod p) est premier

avec p, il divise q. m

Exemple 2.20

Supposons G un groupe d’ordre 30.0n a 30 = 2-3-5.11 ya au moins un 2-sous-groupe
de Sylow, au moins un 3-sous-groupe de Sylow et au moins un 5-sous-groupe de
Sylow. Les possibilités pour ny sont 1,3,5,15. Les possibilités pour ng sont 1, 10.

Les possibilités pour ns sont 1, 6.

Exemple 2.21

Soit S3 le groupe des bijections de {1,2,3} sur {1,2,3}. Il comporte 2-3 = 6
éléments. Le nombre de 3-sous-groupes de Sylow ng divise 2 et ng = 1(mod 3)
donc il y en a un seul. Le nombre de 2-sous-groupes de Sylow n, divise 3 et
ny = 1(mod 2). Il y en a donc 1 ou 3. On peut conclure par exemple en notant que

l'on a au moins 2 éléments d’ordre 2 :

1 2 3 1 2 3 )
= et 09 = et donc on a trois 2-sous-groupes de

21 3 1 3 2
Sylow.
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Chapitre 3

Symeétries des figures

géométriques

Une grande partie de 'importance des groupes vient de leur lien avec la sy-
métrie. Tout comme numéros peuvent étre utilisés pour mesurer la taille (une fois
qu'une unité de mesure a été choisie), et les groupes peuvent étre utilisés pour
mesurer la symétrie, comme caractérise la symétrie de la figure. Cette application
de groupes s’étend de géométrie. Dans cette chapitre on présente la symétrie des

figures géométriques dans le plan et dans I’espace.

3.1 la symétrie

Une symétrie géométrique est une transformation géométrique involutive qui
conserve le parallélisme. Parmi les symétries courantes, on peut citer la réflexion
par rapport un axe & et la symétrie centrale par rapport a un point. Une symé-
trie géométrique est un cas particulier de symétrie. Il existe plusieurs sortes de

symétries dans le plan ou dans I’espace.

Définition 3.1 (Figure symétrie)

e Soit F' une figure et d une droite. Dire que F' est symétrique par rapport a d
signifie que la figure symétrique de F' par rapport a d est F' elle-méme, d est alors
un axe de symétrie de F'.

e Soit F' une figure et O un point. Dire que F' est symétrique par rapport a O
signifie que la figure symétrique de F' par rapport & O est F' elle-méme. Le point

O est alors un centre de symétrie de F'.
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3.1.1 Transformations de symétrie
Rotation

Faire tourner une figure géométrique autour d’un point. Chaque point de la figure
se déplace selon un méme angle et dans un sens donné. Une rotation est définie

par un centre de rotation O et une fleche (un angle 6).

Réflexion

Une figure posséde une symétrie axiale si elle peut étre coupée en deux par un ou
plusieurs axes de « miroir ». Dans ce cas la partie sur le coté gauche d’un tel axe
concerne la partie sur le coté droit en étant son image miroir. Tous les points sur

'axe du miroir (réflexion) restent fixes.

Identité

Cette symétrie est équivalente a aucun mouvement du tout : La figure, ou un
dessin, est éffectivement levé et posé exactement la méme situation telle que chaque
point est mappé sur lui-méme. Sinon il peut étre considéré comme un 360° rotation

autour d’un point.

Translation

Une translation est une transformation géométrique qui correspond a I’idée intui-
tive de « glissement » d’un objet sans rotation, et sans retournement ni déforma-

tion de cet objet.

Réflexion glissée

On appelle réflexion glissée une transformation géométrique qui permet d’associer
a toute figure initiale une figure image en effectuant une réflexion suivie d’une

translation parallele & I'axe de réflexion.

Anti-rotation

une anti-rotation est une transformation géométrique dans I’espace de dimension
3, c’est la composée de deux transformations qui commutent : une rotation d’angle
0 autour d’'un axe A et d’une réflexion par rapport & un plan II perpendiculaire &

cet axe, ce qui lui vaut aussi le nom de roto-réflexion, ou rotation-réflexion.
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Exemples 3.1

Une opération de symétrie de rotation
90°dans le sens horaire d’environ O
(ce qui équivaut a une rotation de

270 ° dans le sens antihoraire sur O).

Une opération de symétrie axiale

selon axe de réflexion M.

Figure 3.2 : Réflexion

L’opération de symétrie d’identité représentée
. par aucun mouvement du tout et est équivalente

& une rotation de 360° autour de O.
Figure 3.3 : Symétrie identité

Une opération de symétrie de translation

de distance L en direction d.

Une opération de symétrie de réflexion-glissée

de distance 1/2L sur 'axe de réflexion G

et la direction d.

Figure 3.5 : Réflexion-glissée

3.2 La symétrie dans le plan

Définition 3.2 (Groupe cyclique)
Soit n un nombre naturel. Le groupe cyclique d’ordre n, noté C,,, est ’ensemble

de tous rotations d’un n-gon régulier.
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Exemple 3.2

Le groupe de rotation de ’hexagone est constitué de 6 rotations possibles :

(D—) (—Q) (D—®) (—0) (—0) (—®
! ON© ONO ONO (D @ ONO (2
O—® O—Q@ O—W O—@ O—Q@ O—Q

Figure 3.6 : Le groupe cyclique Cg

Exemple 3.3

La symetrie des dessins finis cycliques :

R4

Cy rotation (5 rotation C4 rotation (5 rotation

d’angle (m d’angle (% d’angle (5 d’angle (&
3 2 5

Figure 3. 7 : La symétrie des dessins

Définition 3.3 (Groupe Diédral)
Soit n un entier naturel. Le n-iéme groupe diédral, noté D,,, est I’ensemble de

toutes les rotations et réflexions axiales d’un n-gon régulier.

Figure 3.8 : Un n-gon régulier
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Théoréme 3.1 [16]/

Le groupe diédral D,,, est un sous-groupe de S, d’ordre 2n.

Rotation

d’angle (%) 8

8 réflexions
— 5

Figure 3.9 : Rotations et réflexions d’un 8-gon régulier

Exemple 3.4

Il y’a 12 symeétries possibles pour le groupe de symétrie de I’hexagone (6-gones).

(D—) (2—Q) (D—(5) (B—) (5r—() (D—()
e%etesetels,
@) W—G (D) 22— Oan® G
(2—(3) (—) [O—(5) (5 —5) (L) (L—(2)
02002000
Oan® (W—@) 22— B2 W L

Figure 3.10 : Le groupe diédral Dg
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Exemple 3.5
Les symétries possibles d’un triangle équilatéral, On constate qu’il y a 3 maniéres

de faire effectuer une symétrie de rotation du triangle, et 3 symétries axiales (de

réflexions).
1 1 1
2 3 2 3 2 3
123y _ 123y _ _ 123y _ .|
(123)=M=e  (557)=0123=g (37;)=(132)=¢
1 1 1
L X
2 3 2 3 2 3
©
123y _ _ 123 _ _ 123y _ _ .8
(132)=@3=n (373)=(12=gn (357)=(13)=g°n
Figure 3.11 : Symétries d'un triangle équilatéral
Exemple 3.6

Un rectangle admet :
e deux axes de symétrie : les médiatrices de ses cotés

e un centre de symétrie : le point d’intersection de ses diagonales.

Figure 3.12 : Les symetries de rectangle

39



Exemple 3.7

La symétrie d’un carré admet :

e quatre axes de symétrie : ses diagonales et les médiatrices de ses cotés;

e un centre de symétrie : le point d’intersection de ses diagonales.

Tous les éléments de D4 sont représentés dans la figure suivante et 'ordre de

chaque élément dans la table :

1 2
4 3
(1)=e

Jald

1 2

4 3
(24) = h

(1234) = g

N2 1 /,1§

L

(13)e(24) = g,'2 (1432) = g3

5%

3

2
-

3

(12) - (34) = gh (13) = gzh (14) = (23) = gsh

Figure 3.13 : Les symétries du carré

Elément de Dy

Ordre de I’élément

®

Qw o

s
w

>

gh

g°h

g°h

N[N [N [N [N

Table 3.1 : Ordres des symétries d’'un carré

40



Exemple 3.8

Les symetries des dessins ci-dessous sont :

. . D3 (rotation D, (4 réeflexions et
Dy (une réflexion) D5 (2 réflexions)
0 =2r) rotation 6 = 7)
Ds;(rotation D¢ (6 réflexions et D7 (rotation Dg(8 réflexions et
0=2) rotation 0 = %) 0=2) rotation 6 = 7)

Figure 3. 14 : Les symétries des dessins

Théoréme 3.2 [12]
Un groupe de symétrie finie d’un plan est un groupe cyclique C, ou un groupe

diédral D,,.

3.3 La symetrie dans ’espace

3.3.1 Les polyédres réguliers

Définition 3.4 (Polyédre convexe)

Un polyedre est convexe si chaque point d’un segment de droite qui joint deux
points quelconques appartient au polyédre. Dans tout polyédre convexe, la somme
du nombre de sommets et du nombre de faces est égale au nombre d’arétes plus

deux.
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Définition 3.5 (Polyédre régulier)

On appelle polyedre régulier tout polyédre convexe dont toutes les faces sont des

polygones réguliers identiques. De plus, on impose que chacun de ses sommets

posséde le méme nombre de faces et d’arétes.

Il y a exactement cing polyedres réguliers . Ce sont le tétraédre, le cube, I'octaedre,

Dodécaedre et icosaédre.

1) Tétraédre régulier

Tétraédre

Faces 4 faces, qui sont toutes des triangles équilatéraux.
Sommets 4 sommets, qui sont tous communs a 3 faces.
Arétes 6 arétes (3 par face, toutes communes a deux faces).

Axes de rotation

» Les 4 hauteurs (droites perpendiculaires & une face et
passant par son sommet opposé). Ce sont des axes d’ordre 3.
» Les 3 droites joignant les milieux des arétes opposées.

Ce sont des axes d’ordre 2.

Plans de symétrie

Les 6 plans passant chacun par une aréte et le milieu

de 'aréte opposée.

Centre de symétrie

Le centre du tétraedre, qui est le point d’intersection
des 4 hauteurs. C’est aussi le point d’intersection de tous

les axes de rotation et plans de symétrie

Groupe de symétries

24 éléments

» 12 rotations (dont l'identité),

» 12 "anti-rotations" (dont 1 symeétrie centrale), qui résultent
de ’enchainement d’une de ces 12 rotations avec cette symétrie

centrale. Parmi elles, il y a 6 réflexions.

Table 3.2 : La symétrie de Tétraedre
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2) Cube

Cube
Faces 6 faces, qui sont toutes des carrés.
Sommets 8 sommets, qui sont tous communs a 3 faces.
Arétes 12 arétes (4 par face, toutes communes a deux faces).

» Les 4 diagonales (droites joignant deux sommets opposés).
Ce sont des axes d’ordre 3.

. » Les 3 droites joignant les centres de deux faces opposées.

Axes de rotation
Ce sont des axes d’ordre 4.

» Les 6 droites joignant les milieux de deux arétes opposées

Ce sont des axes d’ordre 2.

Les 3 plans paralleles a deux faces opposées et passant
Plans de symétrie par le centre du cube.

Les 6 plans contenant deux arétes opposées.

Le centre du cube, situé a l'intersection des 4 diagonales.
Centre de symétrie C’est aussi le point d’intersection de tous les axes de rotation

n et plans de symétrie.

48 éléments :

» 24 rotations (dont l'identité),

Groupe de symétries | p 24 "anti-rotations" (dont 1 symétrie centrale), qui résultent de
I’enchainement d’'une de ces 24 rotations avec cette symétrie

centrale. Parmi elles, il y a 9 réflexions.

Table 3.3 : La symétrie de Cube
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3) Octaédre régulier

Octaédre

Faces 8 faces, qui sont toutes des triangles équilatéraux.
Sommets 6 sommets, qui sont tous communs a 4 faces.
Arétes 12 arétes (3 par face, toutes communes a deux faces).

Axes de rotation

» Les 3 diagonales (droites joignant deux sommets opposés).
Ce sont des axes d’ordre 4.
» Les 4 droites joignant les centres de deux faces opposées.
Ce sont des axes d’ordre 3.
» Les 6 droites joignant les milieux de deux arétes opposées.

Ce sont des axes d’ordre 2.

Plans de symétrie

» Les 3 plans qui passent par deux arétes opposées
(ils contiennent alors 4 arétes formant un carré).
» Les 6 plans passant par deux sommets opposés et les milieux

de deux arétes opposées.

Centre de symétrie

Le centre de 'octaedre, situé a l'intersection des 3 diagonales.
C’est aussi le point d’intersection de tous les axes de rotation

et plans de symétrie.

Groupe de symétries

48 éléments

» 24 rotations dont l'identité,

» 24 "anti-rotations" (dont 1 symétrie centrale),
qui résultent de ’enchainement d’une de ces 24 rotations avec

cette symétrie centrale. Parmi elles, il y a 9 réflexions.

Table 3.4 : La symétrie de Octaedre
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4) Dodécaédre régulier

Dodécaédre

Faces 12 faces, qui sont toutes des pentagones réguliers.
Sommets 20 sommets, qui sont tous communs & 3 faces.
Arétes 30 arétes (5 par face, toutes communes a deux faces).

Axes de rotation

» Les 10 diagonales (droites joignant deux sommets opposés).
Ce sont des axes d’ordre 3.

» Les 6 droites joignant les centres de deux faces opposées.
Ce sont des axes d’ordre 5

» Les 15 droites joignant les milieux de deux arétes opposées.

Ce sont des axes d’ordre 2.

Plans de symétrie

Les 15 plans qui passent par deux arétes opposées.

Centre de symétrie

Le centre du dodécaedre, situé a U'intersection des 10 diagonales.
C’est aussi le point d’intersection de tous les axes de rotation

et plans de symétrie..

Groupe de symétries

120 éléments

» 60 rotations dont l'identité,

» 60 "anti-rotations" (dont 1 symeétrie centrale), qui résultent
de ’enchainement d’une de ces 60 rotations avec cette symétrie

centrale. Parmi elles, il y a 15 réflexions.

Table 3.5 : La symétrie de Dodécaedre
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5) Icosaédre régulier

N>
%

Icosaédre

Faces 20 faces, qui sont toutes des triangles équilatéraux.
Sommets 12 sommets, qui sont tous communs a 5 faces.
Arétes 30 arétes (3 par face, toutes communes a deux faces).

Axes de rotation

» Les 6 diagonales (droites joignant deux sommets opposés).
Ce sont des axes d’ordre 5.

» Les 10 droites joignant les centres de deux faces opposées.
Ce sont des axes d’ordre 3.

» Les 15 droites joignant les milieux de deux arétes opposées.

Ce sont des axes d’ordre 2.

Plans de symétrie

Les 15 plans qui passent par deux arétes opposées.

Centre de symétrie

Le centre de l'icosaedre, situé a l'intersection des 6 diagonales.
C’est aussi le point d’intersection de tous les axes de rotation et

plans de symétrie.

Groupe de symétries

120 éléments

» 60 rotations dont I’identité,

» 60 "anti-rotations" (dont 1 symétrie centrale), qui résultent
de 'enchainement d’une de ces 60 rotations avec cette

symétrie centrale. Parmi elles, il y a 15 réflexions.

Table 3.6 : La symétrie de Icosaedre
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3.3.2 Polyédre dual

Définition 3.6 (Polyédre dual)

Pour tout polyedre, nous pouvons construire son polyédre dual de la maniére
suivante. Les sommets du dual sont les centres des faces du polyédre original.
Deux centres sont reliés par une aréte si les faces correspondantes se rencontrent

dans un mouvement ascendant.

Le dual d’un tétraedre régulier est un autre tétraedre régulier. Le cube et 'octaedre

sont duaux 'un & l'autre. Le dodécaedre et 1'icosaédre sont également duaux 1'un

¢e
e

Figure 3.14 : Les polyédres duaux

a Dautre.

Théoréme 3.3 [17]
» Le groupe des rotations d’un tétraédre régulier est isomorphe a Aj.
» Le groupe des rotations d’un cube est isomorphe & Sy.

» Le groupe des rotations d’un dodécaédre régulier est isomorphe a As.

Théoréme 3.4 [17]
Le groupe de rotations de toute figure de dimensions trois finie est isomorphe a
l'un des :

Cn(n>1),Dy(n > 2), Ay, Sy ou As.
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3.4 Types de symétrie infinie dans le plan

Il y’a 7 types de symétrie infinie dans le plan :

Le Type 1 :

Le groupe dans la Figure 3.15 se compose de translations uniquement. Si 7 désigne
la translation par le biais de la plus petite distance possible (& la droite, par

exemple, en Figure 3.15), puis le groupe est infini cyclique avec génératrice 7.

LA I DO

Figure 3.15

Le type 2 :
Le groupe dans la Figure 3.16 est aussi infini cyclique. Il est généré par une
réflexion-glissée, si cette réflexion-glissé est dénotée par +, alors les puissances

paires de ~ sont des translations.

Fy={y"|keZ}

N A S

Figure 3.16

Le type 3 :
Le groupe dans la Figure 3.17 est généré par une translation (dire 7) et une
réflexion( notée p) par une ligne verticale (tel que la ligne pointillée dans la figure).

Ce groupe est un groupe diédral infini.
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Fy={r"p™ | k€ Z,m=0,1}

0| | | S I«

Figure 3.17

Le type 4 :
Le groupe dans la Figure 3.18 est généré par une translation (dire 7) et une rotation
(dire @) a travers 180° autour d’un point tel que p dans la figure. C’est aussi un

groupe diédral infini.

Fy={r"a™ | k€ Z,m=0,1}

S S S
« ¢« ¢« ¢

Figure 3.18

Le type 5 :
Le groupe dans la Figure 3.19 est généré par le réflexion-glissé (dire «) et un
rotation (dire a) a travers 180° autour d’un point tel que p dans la figure, F5 est

une autre groupe diédral infini.

Fs={v"a™|ke€Zm=0,1}
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J | S | A |
—1% O O

Figure 3.19

Le type 6 :
Le groupe dans la Figure 3.20 est généré par une translation (dire 7) et une
réflexion (dire 3) grace a un axe de symétrie (ce qui est horizontal dans la figure).

Ce groupe est abélien.

Fs={r"8" | k€Z,m=0,1}

¢ ¢ ¢ ¢
« C O ¢

Figure 3.20

Le Type 7 :
Le groupe dans la Figure 3.21 est généré par une translation (dire 7) et deux
réflexions (dire p, comme dans le type 3, et 5, comme dans le type 6). Les éléments

7 et p sont multiplies comme en F3, 7 et § multiplier comme en Fg : et p8 = (p.

F={r*pm™p" | k€ Z,m=0,1,n=0,1}

¢ ¢ ¢
O 0 6 b

Figure 3.21
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Conclusion

Ce travail est consacré a ’action des groupes et la notion de symétrie des
figures géométriques dans le plan et dans ’espace. La notion de symétrie a une
grande importance en mathématiques (géométrie, équations, ect...), en physique
pour déduire les lois physiques, en chimie pour la symétrie moléculaire et en la

symétrie de cristallographie.
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Résumeé

Dans ce mémoire traite les actions de groupes symétrique S, sur un ensemble
fini et applications aux problemes de dénombrement et symétrie de certaine
figure géométrique dans le plan et dans I'espace.

Mot-clé: Groupe symétrie, action de groupe, figure symétrie, rotation
translation,réflexion.
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Abstract

In this thesis is about the actions of symmetric groups S, on a finite set and
applications to counting problems and some figure in the plan and the space
geometric symmetry.

Key-words: Group symmetry, group action, figure symmetry, rotation,
translation, reflection.



