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Notation

X, Y Espaces de Banach

L(X) L’ensemble des opérateurs linéaires bornés
p(A) L’ensemble résolvant

R(A) La résolvante

o(A) Le spectre

R(A) L’image de A

N(A) Noyau de A

>,  Lesecteur de I'angle ¢

Ay Le secteur de I'angle 6

A, n Constantes

UMD Unconditional Martingale Difference
BIP  Bounded imaginary powers

S.G.D Semi-groupe différentiable
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Introduction

Notre compréhension des phénomeénes du monde réel et notre technologie sont au-
jourd’hui en grande partie basées sur les équations aux dérivées partielles, qui sont notées
en abrégé EDP. Ce travail est basé fondamentalement sur une représentation d’un probléme
qui constitue une EDP a coefficient opératoriel sectoriel, classe BIP dont on recherche une
solution d’un probléme de Cauchy.

Le but principal de notre travail est d’utiliser le théoréme de G. Dore et A. Venni (Dore-
Venni) qui sert & montrer un résultat de régularité maximale pour une somme d’opérateurs
assez réguliers dont les résolvantes commutent.

Ce mémoire comporte trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré & certaines notions préliminaires d’usage sur les outiles
mathématiques tout le long de ce travail, a savoir les opérateurs linéaires bornés, fermés, sec-
toriels de classe BIP, Résolvante ,ensemble résolvant, les semi-groupes d’opérateurs linéaires
analytiques, holomorphes, le générateur infinitésimal d’un groupe fortement continu, et on
donne aussi quelques résultas sur les espaces UMD.

Dans le second chapitre, on s’intéresse & démontrer le théoreme de Dore-Venni sous
certains hypotheéses, en utilisant des lemmes techniques nécessaires pour la démonstration
du ce théoréme.

Au chapitre trois , on aborde quelques applications de théoréme de Dore-Venni.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Ce chapitre constitue un rappel de quelques notions et compléments mathématiques en
relation avec le travail. On citera en particulier certains résultas classiques sur les opéra-

teurs linéaires, Semi-groupes d’opérateurs linéaires, opérateurs sectoriels, classe BIP, espaces

UMD.[3], [10], [2], [7].

1.1 Opérateurs linéaires

On va effectuer quelques rappels sur les opérateurs linéaires bornés et fermés.

1. Un opérateur linéaire de X dans Y est une application linéaire A définie d’un sous-
espace vectoriel D(A) C X et a valeurs dans Y, pour tout =,y € D(A) et pour tout

A€Cona
o A(z +y) = Az + Ay.

e A(A\z) = \Ax.
D(A) est appelé le domaine de A.

2. On dit que A est & domaine dense (ou densément défini) si
D(A) = X.
i.e. si pour tout x € X, il existe une suite (x,),>¢ d’éléments de D(A) telle que

r= lim x,.
n—-+4o0o



1.1. Opérateurs linéaires

3. On appelle noyau de A le sous-espace de X, noté Ker(A), défini par:

Ker(A) :={z € D(A) tel que Ax = 0}.

4. On appelle graphe de A le sous-espace de X x Y, on note G(A), défini par:

G(A) :={(z,y) e X xY :x € D(A),y = Az}.

1.1.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1.1 On dit que lopérateur linéaire A est borné s’il existe M > 0, pour tout x
dans l’espace X qui vérifié

[Az]ly < M [|z]|x -

Définition 1.1.2 On définit une norme sur L(X,Y) noté |||, vy, et définie pour tout
Ae L(X,)Y) par:

Ax
Mooy, & s 22l o Gp az), o sup Jla]
vexaz0 |[Tlx <t lell=1

1.1.2 Opérateurs linéaires fermés

Définition 1.1.3 Un opérateur linéaire A : D(A) C X — Y est dit fermé si et seulement

si pour toute suite (x,,), d’éléments de D(A) telle que:

T, —, x € D(A)
=
Az, —y. Ax =y

Définition 1.1.4 A est dit fermable si et seulement si s’il admet une extension fermé, ce

qui équivaut & dire que pour toute suite (x,), € D(A) d’éléments de D(A) telle que:

Les convergences des suites z,, et Ar, sont au sens de la norme de I'espace X.



1.1. Opérateurs linéaires

Proposition 1.1.1 Soit A un opérateur linéaire sur X

1. Si A un opérateur fermé, alors pour tout B € L(X,Y) Uopérateur A+ B : D(A) C
X — Y est fermé.

2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A lest fermé.

3. Si A est un opérateur fermé a valeurs dans X et D(A) est fermé dans X alors A est

continu de D(A) dans X .
4. Si A est un opérateur continu de D(A) dans X, alors A est fermé si et seulement si

son domaine est fermé.

1.1.3 Résolvante, ensemble résolvant

Définition 1.1.5 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. L’ensemble résolvant p(A) de

A est défini par:
p(A) :={\ € C: (A — A)est inversible dans L(X)}.
Si A € p(A), on définit la résolvante R(A) de A au point A par:
Ry(A) := (M — A1
Définition 1.1.6 Le spectre de A, noté o(A), est défini par:
o(A) = C/p(A).

Proposition 1.1.2 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. On a la formule de l’identité

de la résolvante, pour tout \, u € p(A),
(A=A = (A=p) ™ = (A= w)(A= M) (A~ pl)™

Preuve. On a
(A=A = (A=) MA—pl)(A—pl)™

= (A=A A=A — (u=N[(A—pl)™t =
= (A= )™ = (= N (A= M) (A= pl)™!



1.1. Opérateurs linéaires

Définition 1.1.7 Soit A : D(A) C X — Y un opérateur linéaire . On peut munir D(A)
d’une norme notée ||-HD(A) et appelé norme de graphe, qui est définie pour tout x € D(A)

par:

12l peay = lzllx + | AZ]ly

Remarque 1.1.1 Soient A € L(X) et B : D(B) C X — Y un opérateur linéaire fermé
tels que R(A) C D(B) alors BA € L(X).

Définition 1.1.8 (Extention d’un opérateur)
Soit A, B deux opérateurs linéaires de X dans Y. On dit que B est une extention de A (ou
D(A) C D(B) et

prolongement ) de A et on note A C B si:
Ve € D(A), Az = Bx

Théoréme 1.1.1 (Formule de Cauchy intégrale)
Soient U un ouwvert de C, K un compact de U avec un bord v orienté positivement. Soient

f holomorphe sur U et zo € K on a

f(z0) = 1 [ 1)

2mi ) 2 — 2y
v

1.1.4 Opérateurs sectoriels, classe BIP

Il est possible de définir les puissances complexes pour une classe d’opérateurs dits sectoriels.

Nous en donnons la définition ci-dessous

Définition 1.1.9 Un opérateur A est dit sectoriel si, de plus, N(A) = 0, R(A) est dense
dans X

(—00,0) C p(A) et My := Stli%) £t + A)7H| < oo

Proposition 1.1.3 Si A est sectoriel, alors il existe un angle ¢ > 0 tel que le secteur
Y = {2 e C\{0};]arg 2| < ¢}
©

soit contenu dans p(—A). En effet, p(—A) est un ouvert de C qui contient (0, 400).

On peut alors définir l’angle spectral de A de la maniére suivante:



1.2. Semi-groupes d’opérateurs linéaires

Définition 1.1.10 L’angle spectral @ ,d’un opérateur A sectoriel est défini par

04 = inf{gp > O;Z Cp(—A) et M., < oo},

T—¢

ol

My := {sup A A+ A7 A e Z} 6 e (0,m).
0

Définition 1.1.11 Un opérateur sectoriel admet des puissances imaginaires bornées si les
opérateurs A® définis comme fermetures de (A", D(A)NR(A)) sont bornés pour tout s € R,
et sup [A”] < oo.

se[—1,1]
L’ensemble des opérateurs sectoriels sur X qui admettent des puissances imaginaires

bornées est noté BIP(X ).

Remarque 1.1.2 Soit A € BIP(X ). Alors la famille d’opérateurs bornés (A” )scr forme

un groupe fortement continu sur X.

Proposition 1.1.4 On suppose que A® € L(X), tel que s € R
(a) SiRew <0 et w+ z=is, alors AVT* = A*AY = A" A*.
(b) SiRew <0, alors AVA® = ABAY = AwTis,

(c) SiRew >0, alors A¥AY C A¥Ts C A A et le deuziéme inclusion est une égalité si

Rew > 0.

Remarque 1.1.3 5i 0 < Rez < 1, alors

sinh(7 [Im 2|

|A7%|| < M(cosh(m Im 2) + ).

sin(7 Im 2)
1.2 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

1.2.1 Définitions et propriétés

Définition 1.2.1 Soit X un espace de Banach et soit (S(t))i>0 une famille d’opérateurs
linéaires continus sur X. On dit que S(t) est un Cy semi-groupe (ou semi-groupe fortement

continu) si:



1.2. Semi-groupes d’opérateurs linéaires

1. 8(t) = Id,
2. Pour tout t;s > 0,5(t + s) = S(t)S(s),
3. Pour tout x € X, t — S(t)x est continue de Ry dans X.

Définition 1.2.2 On dit que (S(t))ier est un Cy groupe si ces propriétés restent valables

sur pour t et s négatifs.

Proposition 1.2.1 On parle de semi-groupe de contractions si S(t)est une contraction pour

tout t > 0 et de semi-groupe compact si S(t) est compact pour tout t > 0.

Proposition 1.2.2 On dit que le semi-groupe est uniformément continu si S(t) tend vers

Id dans L(X)quand t tend vers 0.

Définition 1.2.3 On dit qu’un semi-groupe (S(t)):>o est fortement continu si et seulement

st pour tout x € X, Uapplication t — S(t)z de Ry dans X est continu c’est & dire
Vo e X, Pn(l) |S(t)x — x|y =0,
on dit aussi que (S(t))i>0 Co semi-groupe.

Proposition 1.2.3 Soit (S(t))>oun semi-groupe fortement continu alors il existe deuz con-

stantes M > 0 et w > 0 telles que
vt >0, 1Sl o) < Me™. (1.2.1)
Proposition 1.2.4 Si A est générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (S(t))i>o, alors:

1. A est linéare fermé de domaine D(A) dense dans X .

2. L’ensemble résolvant p(A) contient le demi plan
Pw = {A € C:|Re(N)| > w}
et YA € p,,¥n > 1

- M
IA=AD" 0 < Rex =y



1.2. Semi-groupes d’opérateurs linéaires

3. La résolvante de A est donnée par la transformation de Laplace

VA € pu, (A= N) o = / e MS(t)wdt
0

ou M et w sont des constantes.

Proposition 1.2.5 On peut retrouver le semi-groupe (S(t))i>0 & partir de son générateur

infinitésimal A par la formule suivante:

S(t)x = )\lim e~ V>0, € X
ot Ay € L(X) est l'approximation de Yosida définie par
Ay = “AA-ADY, o A > w

Remarque 1.2.1 Le Cysemi-groupe est uniformément borné si on a la majoration de (1.2.1)

avec M >1 et w=0.

Définition 1.2.4 On dit que (S(t)):>0, est un Cy semi-groupe différentiable (que l’'on notera
par (S(t))i>0 € S.G.D(M,w)) si l'application:

10, +00[ 2t — S(t)zr € X,
est différentiable quelque soit xv € X.

Théoréme 1.2.1 Soient (S(t))>0 € S.-G.D(M,w), et A son générateur infinitésimal. Les

affirmations suivantes sont équivalentes:
i) (S(t)tzo) S SGD(M, w),
ii) R(S(t)) C D(A),¥t > 0.

Corollaire 1.2.1 On considére les générateurs analytiques A et B de deux groupes (U(s))ser
et (V(s))ser sur un espace de Banach X qui posséde la propriété UMD.

On suppose que U est de type wy etV de type wa commutent dans le sens ot U(s)V (t) =
V(t)U(s) pour tout s,t € R. On suppose de plus que B est inversible.

Alors (A+ B, D(A) N D(B)) est un opérateur fermé et inversible sur X.



1.2. Semi-groupes d’opérateurs linéaires

Théoréme 1.2.2 Un opérateur linéaire A, de domaine D(A), est le générateur infinitésimal

d’un Cysemi-groupe de contractions (T'(t));>o sur X si et seulement si

1. A est fermé et D(A) = X
2. Rt C p(A), et pour tout X > 0, on a

[BAA) L x) <

> =

1.2.2 Générateur infinitésimal

Définition 1.2.5 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t))i>o 'opérateur

linéaire (non-borné) A : D(A) — X défini par:

S(t)u —
D(A) = {x € X, lin@r SMu=u existe dans X} ,
t—0
Az = lim S0
t—0t+

Proposition 1.2.6 Soit S(t) un Cy semi-groupe de générateur infinitésimal A alors

1. Pour tout
t

et

2. Siug € D(A), alors
S(t)UO S D(A)

Pour toutt > 0

S(t)yug € C et pra AS (t)uo.

Théoréme 1.2.3 Soit S(t)un Cy semi-groupe, alors son générateur infinitésimal A est

fermé et son domaine est dense dans X.

Théoréme 1.2.4 Si S(t) et T(t) sont deux semi-groupes de méme générateur infinitésimal

A, alors

On notera souvent S(t) = e l'unique semi-groupe associé a A.



1.2. Semi-groupes d’opérateurs linéaires

Proposition 1.2.7 Soit (U(s))ser un Cy groupe sur X, de type w < w, de générateur
analytique C. Alors (U(s))ser est l'unique Cy groupe de type strictement inférieur o m
associé o C, c’est-a-dire que si (V(s))ser un Co groupe sur X, de type ' < 7, de générateur

analytique C, alors

1.2.3 Semi-groupes analytiques
Définition 1.2.6 Soit 0 € ]0, 3 [, on dit que l’application
S =AM U{0} — L(X)
est un semi groupe analytique si les conditions suivantes sont vérifiées:
1. S(0) = Id.
2. S(z1 + z2) = S(21)S(29) pour tout z1, zo dans Ay.

3. Pour tout x € X.S (Z) x est continue en 0.

4. L’application z — s (z) est analytique dans Ayg.

Proposition 1.2.8 Soit s (z) un semi-groupe analytique de générateur infinitésimal A pour
tout z € Ay et tout n > 1,

S(z) X C D(A™)

SM)(2)z = A"S(2)

1.2.4 Semi-groupes holomorphes

Soit X un espace de Banach complexe, pour # € (0, 7], on définit le secteur

Z = {2 € C/{0};|argz| < 0} = {re’;r > 0;|a| < 6}

0

On va également utiliser la notation » , , := >, U{0}. Un semi-groupe holomorphe est

une fonction 7": ) 4 — L£(X), holomorphe sur ), Satisfaisant:

L. T(z1 + 22) = T(21)T(22) pour tout 21,22 € > 4,

10



1.3. Espaces UMD

2. liHZl: T(Z)z = x pour toutz € X et tout 6 € (0,6).
z2—0,> g1

Alors T' s’appellera un semi-groupe holomorphe (de 1’angle 6 ).

Proposition 1.2.9 Soit v € Rt x € D(A7). Alors,
2z — A®x est holomorphe pour Rez < 7.
Lemme 1.2.1 On a z — A? est holomorphe de {z,z € C,Re z < 0} dans L(X).
Proposition 1.2.10 Si T € L(X) et (A—N)"T =T(A— X" pour X € p(A), alors
1. TA* = A*T pour Rez < 0,
2. TA* C A*T pour Rez > 0.

Remarque 1.2.2 D’aprés (1.2.10) on peut déduire que A*BY = BY A?

1

L commute avec (B — p)~*.

lorsque max {Rew,Rez} < 0 a condition que (A — \)~

Si on suppose que A* et B sont bornés pour tout s,t € R, alors
max {Rew,Rez} <0.
En prenant les opérateurs inverses , on a l’égalité pour

min {Rew,Re z} > 0.

1.3 Espaces UMD

La définition originale d’un espace UMD (Unconditional Martingale Differences),(voir Bour-
gain [4] , Burkholder[5]) fait intervenir la théorie des martingales & valeurs vectorielles. Nous
donnons ici une définition équivalente, plus adaptée a notre travail et qui utilise la transfor-

mation de Hilbert.
Définition 1.3.1 Pour e € |0, 1] et p € |1, +o0[ on définit l'opérateur

H. € L(L"(R, E))

11



1.3. Espaces UMD

par

(e S

Vf e LP(R,E), (H.f)(z) = 1 /<| » Mds,p.p.aj eR.

et pour un élément € LP(R, E) on a
Vfe LP(R, E),Elilr(r)lJr H.f existe dans LP(R, E)
Cette limite est notée H [ et est appelée la transformée de Hilbert de f sur LP(R, E).
Définition 1.3.2 E est appelé espace UMD s’il existe p €]1,400| tel que
Vf e LP(R, E),gli}:r(IJl+ H.f existe dans LP(R, E). (1.3.1)
Dans ces conditions, 'application linéaire

H : I’(R,E) — L*(R,E)
¥ — Hf = lim H.f

e—07+
est continue, d’aprés le théoréme de Banach Steinhaus.

Cet élément de L(LP(R, E)) est appelé la transformée de Hilbert sur LP(R, E).

Remarque 1.3.1 Notons que si E est un espace UMD alors (1.3.1) est satisfaite pour tout
p €1, +ool. Il est bon d’avoir aussi une caractérisation géométrique des espaces UMD, a cet

effet on introduit la notion de -convexité.
Définition 1.3.3 E est dit (-convexe si et seulement s’il existe une fonction
(:ExFE—R,
vérifiant €(0,0) > 0 et telle que pour tout x,y de E, on a
1. {(z,.) et ((.,y) sont convexes sur E.
2. C(z,y) < lz 4yl sifle] = flyll = 1.
Théoréme 1.3.1 E est un espace UMD si et seulement si Eest (-conveze.
Exemple 1.3.1 Il est possible de donner de nombreux exemples d’espaces de Banach clas-

siques qui ont la propriété UMD. Ainsi:

12



1.3. Espaces UMD

1. Tout espace de Hilbert est un espace UMD
2. Tout sous espace fermé d’un espace UMD est UMD.
3. Tout espace isomorphe a un espace UMD est UMD.

4. Si E est un espace UMD alors LP(R, F)’est aussi dés que p €]1, +o0[ et que 2 est un

espace mesuré o—fini.

Définition 1.3.4 Un opérateur linéaire fermé A densément défini sur E appartient a la

classe BIP (o, F), avec o € [0, 7] si

{]—Oouo[ € p(A), ker(A) = {0}, Im(A) =0
et Ie>1:VA>0,[[(A+ X)L <C/A

et
Vs e R,A” € L(E) et
Je > 1,Vs € R, [|A%|| < ceolsl

Cette définition valable pour tout espace de Banach E sera en fait utilisée quand E est

UMD.

13



Chapitre 2

Théoréme de Dore-Venni

Dans ce chapitre, on donne quelques résultats fondamenteux sur la commutativité des opéra-
teurs par résolvantes, la régularité maximale de la solution des problémes en EDP. Ensuite,
on donne des lemmes techniques nécéssaires qui permettent de donner la démonstration du

théoréme de Dore-Venni.

2.1 Commutativité des opérateurs au sens des résolvantes

Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés sur X.

2.1.1 Commutativité pour deux opérateurs ayant chacun des en-

sembles résolvants non vides

Définition 2.1.1 Supposons que p(A) # @ et p(B) # &.0n dit que A et B commutent (au
sens des résolvantes) si et seulement:

YA € p(A), Vi € p(B) (A—N)"Y(B — pI)™" = (B — ul) Y (A — AI)~.

Lemme 2.1.1 OnaV\ € p(A),Yu € p(B). Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes

1 (A= M) (B—pl) ™ =(B—pl) (A=),

14



2.1. Commutativité des opérateurs au sens des résolvantes

2. Yy € D(B)

(A= A)"'y € D(B) et (A= A)"H(B = pul)y = (B — pI)(A = M)y,
3. Vy € D(B)

(A= A"y e D(B) et (A— )" By = B(A— AI)"y,
4. Yy € D(A)

(B — pul) "y € D(A) et (B —\)"N(A— M)y = (A \)(B — ul)™y.
5. Yy € D(A)

(B — pul)"'y € D(A) et (B — ul)""Ay = A(B — ul)™ .

Lemme 2.1.2 Soient \,\' € p(A) et p,i’ € p(B). Alors les propriétés swivantes sont
p

équivalentes:
L (A=XD)'B-X)"'=(B-pl)"H(A- D)

2. (A= NI)"Y(B— D)™ = (B — ¢/I)" (A - XNI)™\.

2.1.2 Commutativité pour deux opérateurs dont I’un au moins a

un ensemble résolvant non vide

Définition 2.1.2 Supposons que p(A) # &. On dit que A commute avec B (au sens des

résolvantes) si et seulement si

VA€ p(A),Yy € D(B)
{ (A= X"y e D(B) et (A= X)"'By=B(A—- X))y
Proposition 2.1.1 Soit A\ fixé dans p(A) et on suppose que D(A) C D(B)
Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :
-Vy € D(B), (A= XI)" 'y € D(B) et (A— XI)'By = B(A— \oI)™ 1y,
- D(BA) C D(AB) etVy € D(BA), BAy = ABy,
-VA € p(A),Vy € D(B), (A—X)"'y € D(B) et (A— M )"'By = B(A— \)"1y.

Remarque 2.1.1 AB = BA signifie que
D(AB) = D(BA)et ABx = BAx pour tout v € D(AB) = D(BA).
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2.2. Régularité maximale

2.2 Reégularité maximale

On considére le probléme suivant :
(2.2.1)

Ici, A(t)ie(o,r) désigne une famille d’opérateurs linéaires non bornés de X et dépendant
du temps t € (0,7), et f € LP(0,T; X) est donnée ou p € |1, +oo|.

La question générale, dite de régularité maximale est de savoir si, séparément, u'(t) et
A(t)u(t) sont aussi dans LP(0,7; X).

Si opérateur A ne dépend pas du temps, la condition nécessaire de régularité maximale
est que le semi-groupe engendré par A soit analytique, et qu’alors, la régularité maximale
indépendante de p € |1, +oco[. Elle est toujours réalisable dans un espace de Hilbert.

Dans le cas d’un espace de Banach quelconque pour lequel plusieurs approches sont

possibles dont 'une plus particulierement adoptés dans ce travail:

- la solution de (2.2.1) avec A(t) = A est donnée par,
t ¢
u(t) = / e~ DA f(s)ds, i/ (t) = / Ae= 94 f(5)ds = Ff(t).
0 0

Comme A engendre un semi-groupe analytique, on a HAe‘AtH < ¢/t est vérifie.

Ainsi, Vopérateur F : f € LP(0,7; X) — u' est donné par une intégrale singuliére et lié¢ a

la transformation de Hilbert dans LP(0,7"; X).

- On peut voir 'opération u — v’ + Au comme la somme de deux opérateurs non bornés

dans LP(0,T; X).

La question revient alors a celle de l'inversibilité de cette somme d’opérateurs dans

l'intersection de leurs domaine de LP(0,7"; X).

Remarque 2.2.1 Un résultat marquant dans ce contexte, est le suivant, valable dans les

espaces de Banach ayant la propriété UMD :

log||U(

SiU(s)ser vérifie, lim sup ] )l m, alors son générateur analytique C' est sectoriel

|s]—+o0 .
et admet des puissances imaginaires bornées telles que C** = U (s).
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2.3. Théoréme de Dore-Venni

2.3 Théoréme de Dore-Venni

2.3.1 Hypothéses

On suppose, dans la suite, que X est un espace UMD (complexe) et A : D(A) — X,
B : D(B) — X sont des opérateurs linéaires fermés, avec des domaines denses dans X,

supposons que:
(H1) R~ U{0} C p(A)Np(B) et IM > 1 tels que

max {|[(A+ )7, [[(B+ )7} < M/(1+1),vt € RT U{0}.

(H2) si A € p(A), € p(B), Alors

A=A (p—=B)"=(p-B) A=A

(H3) Vs € R, A et B* appartiennent & £(X), les groupes s — A, s — B sont fortement

continus et les estimations suivantes sont vérifiées:
A% < Kefalsl,
|B|| < Kefslel,

oufy+0g<m.

2.3.2 Lemmes techniques

Lemme 2.3.1 Sic € 10,1], alors l'intégrale

c+ioco
A—sz— 1
—dz.
sin(mz)

absolument converge dans L(X) et ne dépend pas de c.

Preuve. D’aprés (1.2.1) on a
Aszzfl

= sin(mz)

est holomorphe pour 0 < Rez < 1.
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2.3. Théoréme de Dore-Venni

De plus, [sin(mz)| > ce™™# pour |Im z| assez grand ot ¢ est une constante strictement

positive, et comme |[Im z| — 0o, 0 < Rez < 1,
HAszzle < K2 ||A7Rez|| ||BRez71H 6\1mz|(9,4+193) < M2K2€|Imz\(9A+93)'

Afin d’appliquer la proposition (1.1.4), la remarque (1.1.3) et théoréeme de Cauchy (1.1.1),

on trouve le résultat. m

Définition 2.3.1 On définit S par

ct+ioco

1 A*p*1
S=— / ———dz,avec 0 < C' < 1.
2i sin(mz)

c—100

L’opérateur S est borné. Notre but est de prouver que S = (A + B)™1.
Lemme 2.3.2 Vz € D(A)N D(B),S(A+ B)x = x.

Preuve. D’aprés(1.2.2)

c+100 c—1+1i00

1 A~*B*x B*A™*x
S+ B) = Z( / sin(mz) dz + / sin(m(z + 1))dz).

c—100 c—1—i00

D’apreés (1.2.1)et (1.2.9),
On a z — A *B*z est holomorphe pour 0 < Rez < 1 et z — B*A~*x est holomorphe
pour —1 < Rez < 0, et les deux fonctions convergent vers A~*B*z quand z — is € iR.

Donc, les estimations semblables a celles de lemme (2.3.1)
A7*B*x
S(A + B)x = 7TR,€SZ = O(W) = X.
Lemme 2.3.3 Si0<e<1etxe D(A"), alors Sx € D(A)N(B) et (A+ B)Sz = .

Preuve. D’aprés la formule suivante

Alfsfszlferzsw — BelezsAfzsAlfsx.
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2.3. Théoréme de Dore-Venni

Il s’ensuit que
c+1

1 C>OAhl—z‘Bz—l
z / A5

2i ) sin(7z)
est converge absolument.
Alors Sz € D(A) et
c+ioco
1 Alszzfl
ASx = — / —dz.
2i J sin(7z)

D’autre part, la fonction z — B*"'A~* est holomorphe pour ¢ — 1 < Rez < ¢ et converge

comme z — ¢ — 1 +1is; de plus , pour e — 1 <y < ¢ |s| — +00,
famme Bt < AT B AT | B[ AT

Alors, les estimations usuelles donnent

c—1+i00
1 A7B* 1y A7*B*B 'z
St =— ———— +7mRes,—o(——————).
Ty / sin(mz) +mhes:=o sin(7z) )
c—1—ioco
Ot le deuxiéme terme est B~ 'z.
Comme
e—1+1i00
1 / A"*B*x
= - dz
2i sin(mz)
e—1—i00
Est absolument converge, on a Sz € D(B) et
1 a—l—l—iooA_ B
BSr =2+ — / ,—xdz:a:—ASx.
2i sin(mz)
e—1—ioco

Lemme 2.3.4 A+ B est fermable et S = (A+ B)

Preuve. Supposons que z,, € D(A) N D(B),x, — 0,(A+ B)z, — y. Alors
z, = S(A+ B)x, — Sy,
alors Sy = 0. D’aprés le lemme (2.3.3),

SA™'y € D(A+ B)et(A+ B)SA 'y = A1y,
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2.3. Théoréme de Dore-Venni

D’autre part SA™ly = A~1Sy = 0, (voir la proposition (1.2.10 )et le lemme (1.2.2)) et alors
A7ty =0 et y = 0.Cela prouve que A + B fermable.
Soit x € D(A) N (B) et (x,)nen est une suite dans D(A) N D(B) telle que

z, — x,(A+ B)x, — (A+ B)x.

Ainsi

z, = S(A+ B)x, —» S(A+ B)x.

donc z = S(A + B)z. Réciproquement, on a fixé z € X et on choisit une suite (x,,),en dans

D(A) telle que z,, — x.

Alors
D(A)nD(B) 5 Sz,, — Sz et (A+ B)Sz, =z, — x.
D’ou
Sz € D(A+ B),
(A+ B)Sz = z.
[

Théoréme 2.3.1 Supposons que X est un espace UMD et que les hypothéses (H1), (H2)
et (H3) sont vérifiées. Alors

A+ B est fermé et (A+ B)™' € L(X).

Preuve. On a

Ve e X, St € D(A+ B) = D(A)N D(B).

D’aprés le lemme (2.3.4) nous avons D(A + B) C D(A+ B). Alors

A+B=A+ BetS=(A+B)™".

A;%;;” est holomorphe pour 0 < Rez < 1,

Si la fonction z —
D’aprés les estimations ci-dessus et la continuité de cette fonction pour 0 < Rez < 1
avec z =0 et z =1 (tel que (sin(mz))~! a des poles), on obtient
1 A B* g 1 A B* g
Sz / ——dz / ——dz,

T2 sin(mz) T2 sin(mz)
FO,e 1l,e
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2.3. Théoréme de Dore-Venni

ou I';. est la courbe, orientée par I’augmentation de la partie imaginaire, composé par
les demi-droites {j + s;|s| > ¢} (j =0,1) et par le demi cercle dans centre j de rayon ¢,

contenue dans le pavillon 0 < Rez < 1. Ainsi

St =& .2+ VYo.x = .24+ V.2

Ou
o l A— Jj— ’LSBJ 1+zsx
(I)J’Ex T2 / sin(m(j+is)) d
|s|=e
w/2
_ 1 get? peet? —1
\Ifo’gx 2 / Sln(ﬂ'8676 snreen A~ B de
—7/2
3r/2
_ _1 1—eei? peet?
\Ijl,g'x - 2/5in(7r(1+£elg A” B xdf.
w/2

On peut vérifier que, quand ¢ — 01, on a

\1107537 — %B_ll’,

Uz — %A‘lx.

Alors,
1 1
Oy v — Sx — §B’1x, & . — Sz — §A’1x.

D’ autre part, on peut vérifier que, comme A et B sont fermés,

¢z € D(B),
(I)l,sx S D(A)

et

1 A—isBis
Bb,. — = / LD s — —AD, .
T2 sin(mis) ’

[s|>e
Donc, il ne reste de monter que B® .z converge lorsque ¢ — 07. En effet, cela montre que

Sz — %B_lx € D(B), Sz — %A_lx € D(A)

et alors

Sz € D(A) N D(B).
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2.3. Théoréme de Dore-Venni

On peut écrire

1 A~ pis 1 A5 Bis 1 L 1 1
B®g .z = = / L7 sy / L2 0 stz / A"B%r | ——— — — ) ds
’ 2 sin(7is) 2 s 2 sin(wis) ims

|s|>1 el<s|<1 el<s|<1

Notons que le premier terme ne dépend pas de ¢ et le troisiéme converge lorsque ¢ — 0F.
Nous posons F(s) = x_;1/(s)A~*B”z. On remarque que F' € LP(R, X),Vp € |1, 00l.
Puisque X est un espace UMD, la transformation de Hilbert tronquée de F' c-a-d

(H.F)(t) = - / Flt =)

us 5
|s|>e

converge dans la norme de X pour tout t. Donc, pour ¢ < 0 fixé (assez petit), on obtient

dS:AfitBit g — — s+ — :

TS v S v TS v TS
e|l<s|<1 |s|>e 1

L t+1 . =1 .
/ A~ Bisq 1 / F(t _ S)d 1 Az(t—s)Bz(s—t)Id 1 Az(t—s)Bz(s—t)xd
_— — —_ s

“1
qui converge en € — 0T grace au fait que A~*B" € £(X). =

Remarque 2.3.1 Supposons que A est un opérateur linéaire borné dans X, dont le spectre
n’est pas contenu dans le demi droite {\ € R; A < 0} .0n appelle 04 le plus petit nombre réel
positif tel que

o(A) € {pe”,p >0,]0] < 5A} :
puis il est bien connu que A* peut étre calculé au moyen de l'intégrale de Dunford

1
AP = — /\z(/\ — A)_ld)\.
271
r

On montre que Ve > 0 3C. tel que Vs € R ||A%|| < C.e@a+a)lsl. Done si B : D(B) — X nous
avons (H1) , (H2), (H3) avec 0,4+ 05 < 7, d’aprés le lemme (2.3.4) nous avons satisfaisant

les hypothéses

c+100
1 Aszzfl
A+B) == —dz.
(4+ B) 2@'/ sin(mz) y

En particulier, si on prend Az = Aoz, avec \g € C\ [0,400[, on obtient le résultat

suivant:
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2.3. Théoréme de Dore-Venni

Corollaire 2.3.1 Soit X un espace de Banach complexe et B : D(B) — X opérateur

linéaire fermé, densément définie t, tels que :
(@) RTU(0) Cp(B), [(B+1)7!|| < M/(1+1) Vt=0,

(b) Vs € R B € L(X),s — B™ est un groupe fortement continu et ||B*|| < ke’ avec
0 <0y <m. Alors

o(B) C {ae”,a>0,16] < 6y}
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Chapitre 3

Applications

3.1 Reésultat de Dore-Venni pour le probléme de Cauchy

Afin d’appliquer le théoréme (2.3.1) au probléme (2.2.1), on commence par démontrer le

résultat suivant :

Théoréme 3.1.1 Soit Y un espace UMD (complexe), et X = L*(0,T;Y), T€ |0, +o0[,p €
1, oo
On définit l'opérateur B : D(B) — Y fermé dans X par

Bu =

{ D(B) = {ueW"(0,T;Y);u(0) =0},

Alors
() R-U{0} C p(B), YA < 0[(A = B[ < Co/(1 + ],
(b) V¢ € RB® € L(X).
De plus, & — B® est un Cy—groupe dans L(X) qui vérifie

| B%|| < Cr(1+€%)e2l. (3.1.1)

Preuve.
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3.1. Résultat de Dore-Venni pour le probléme de Cauchy

(a) On sait que
VA < OVf € X((A— B)"Lf)(t) = — / M=) £(5)ds.

0

(b) De plus, on définit la transformée de Fourier de f par :

-~

Vfe LYR,Y) f(t)

~

- = / s f(s)ds, £ = F(—1).

On rappelle que Vf € X0 <e < 1,

—et+i§ £ 1 —e+i€ —
B f‘r<1—a+¢g>r<g—¢g)/A THB AT
R+

Alors
(BiEJrlgf)(t) = m f AT E—Hgfei)\(t s)f( )de)\

t
= T f )T f(s)ds = pig (U F)(),
ou F est 'extension de f dans R qui disparait a l'extérieur de [0, 7] et

0 it A <0

Y, = , :
N P> 0

Nous avons

_i(e—1-ie) %

['(e — if)(efE179)3 )4 A%79)

¥(N) = NG
(ici Ay = max {A, 0}, A\_ = max{—\,0}).

Donc
—E-Hff — \/_
I'(e —i€)

Par exemple, ceci peut étre vu par approximation, v, définie par :

fe (o, T,Y), B (U F)

wa,n = X]O,n]ws'

Maitenant, comme ¢ — 07, B~=t%¢ f — B f dans X (f € D(B)),

on a donc
Vor  —~~, ,, A
INGERII R
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3.1. Résultat de Dore-Venni pour le probléme de Cauchy

ou

m(\) = e” 289N |\
On introduit la fonction
mi(A) = ¢(EA)m(X),
telle que
e C®R,R),0<o(t) <1IVEER, ¢(t) =0

et
—1<t<1,¢(t)=1.

Pour tout || > 2, alors

my, € C%, [mi(A)] < 3, [Mmi (V)] < sup |7/(7)] e3¢ + [¢] e3°,

()| < sup | 720" (1) €3¢ + 25up 7/ (7)] €] €5 + [¢2] €.
Par conséquent, on peut appliquer le théoréme de multiplicateur de Mikhlin prolongé, on

obtient

~

| ome )Y

on déduit qu’il existe une constante C' qui depend seulement de p, Y et

<Cp.Y)A+E)e | £, ,

P

sup sup |)\qm(q)()\)‘ = v5(m).
0<g<2 A

Alors que la dépendance a v,(m) est linéaire par homogénéité. Quand k — oo, my — m
alors que my,f — mf dans L' et (myf)¥ — (mf)Y dans L.

D’aprés le lemme de Fatou

Jom

< lim inf H(mkf)v

<Clp,Y)1+&)e3¢ £, »

LP P

donc, pour toute f dans un sous-espace dense dans X
1BEf ]l < Co. V)@ + ) 111,
et B est fermé, il s’ensuit que B € £(X) avec
1B5]) < Clo, V)1 + )

La forte continuité du groupe résulte a la fois, car il se trouve sur un sous-espace dense. m
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3.2. Probléme de Cauchy dans le cadre non commutative

Remarque 3.1.1 Si on suppose que A : D(A) — Y est un opérateur linéaire fermé, den-

sément défini dans Y, tel que
[(A+ M) < C/(1+AVA>0
et que £ — A est un groupe fortement continu dans L(Y) avec
4% || < ce 0 <04 < 3.

On définit Uopérateur A sur X = LP(0,T;Y) par légalité (Au)(t) = A(u(t)), A a les

meémes propriétés dans X et dans'Y .

3.2 Probléme de Cauchy dans le cadre non commuta-
tive

Soit Y un espace de Banach. Notre but est de montrer un résultat de régularité maximale
de la solution du probléme (2.2.1), ot A est un opérateur linéaire sur Y et le générateur
analytique d’un groupe (U(s))secr fortement continu.

On suppose que le type du groupe (U(s))ser est strictement inferieur & 7. On a alors le

résultat suivant :

Théoréme 3.2.1 Soit A un opérateur sectoriel de classe BIP. On suppose que Y est un
espace UMD. Alors le probléeme (2.2.1) vérifie la régularité mazimale sur LP(0,T;Y),1 <
p < 00. C’est-a-dire pour tout f € LP(0,T;Y), il existe une unique solution u de (2.2.1)

vérifiant

w € W (0,7;Y)N LY (0,7, D(A)).

Preuve. Pour montrer le théoréme précédent, nous allons utiliser le corollaire (1.2.1),

on consideére 'opérateur A défini par

D(A) = L*(0,T; D(A)),
(Au)(t) = Au(t),t € [0,T).
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3.3. Probléme parabolique

D’autre part, 'opérateur B est défini par

D(B) = {u € W' (0,T;Y);u(0) = 0f,
Bu =
On sait que 'opérateur B est inversible et posséde des puissances imaginaires bornées sur
LP(0,T3Y).
De plus, les puissances imaginaires de B vérifient estimation (3.1.1),
ot C,(Y') est une constante qui ne dépend que de p et de X.

En ce qui concerne 'opérateur A, on a, pour tout u € p(A), p € p(Z) et on a
((p— A) ") () = (u — A)~tu(t), pour tout ¢ € [0,7].

Ainsi, d’aprés la proposition (1.2.7), on a que A est le générateur analytique du groupe

fortement continu (U(s))ser sur LP(0,7;Y) défini par

(U<3)f)(t) = U(S)(t)’t S [OaT]’ seR

pour tout f € LP(0,7;Y), le type de (U(s))scr est strictement inferieur & 7.
L’espace Y étant UMD, LP(0,7T;Y) 'est aussi. Ainsi, 'opérateur A + B est fermé et

inversible. m

3.3 Probléme parabolique

Le théoréme (3.2.1) peut étre appliquer pour obtenir des résultats du LP(L9) régularité pour
les solutions du systéme d’équations différentielles partielles avec des conditions aux limites
de types paraboliques avec des coefficients C'*° indépendants du temps.

Soit G un sous-ensemble ouvert borné de R", avec frontiére de C'°.

Soit

A= Z aq (z) D°.

jal<2m

Ou Vz € G, a(z) est une matrice r x r avec des coefficients C™ et



3.3. Probléme parabolique

De plus, pour £ =1, ..., mr,

est un opérateur différentiel dans G avec des coefficients de classe C*°.

Soit v €]0, /2] et on pose

S ={peip>0,y<0<2r—7}.

Y

On suppose que

(i) YA€ Y, Vo € G, V¢ € R™\ {0},

det Z Ao ()= A #0

|a|=2m

(ii) VA € Zv’ Va € G et pour &, 1 € R™ linéairement indépendant, le polynéme

T — det Z Ao () (E =T — A

|a|=2m

a des racines mr avec une partie imaginaire positive.

(iii) On pose

A,\(m, €) det Z Ao () E* — NI Z ag ()€ — NI ,

|a|=2m |a|=2m
bk,a(x) - (bk,a,1<x)7 <eny bk,a,r(x))a

bk:]gx Z bka]

|| =my,
Vz € 0G, soit v(z) la normale de dG & z. On a pour tout A € »__, Vo € dG et pour

tout vecteur £ de la tangente & la frontiere OG en point x, les lignes de la matrice

(Z b (2, € + T0(2))(An)ja, € + m(a:)))

1<k<mr, 1<I<r
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3.3. Probléme parabolique

étre linéairement indépendant par rapport au polynéme
T
T — H (1 —7f (2,6 N)
j=1

ou 71 (z,&,N), ..., 7 (2,€,\) sont les racines avec une partie imaginaire positive du

yimr

polynéme

7 — det Z ao () (E+T0)* = NI

|a|=2m
Sous des hypothéses équivalentes & des hypotheses ci-dessus, Seeley a prouvé en [13]
que le (LY(G))" réalisation Ap, de l'opérateur différentiel A, sous les conditions aux
limites

Byu=0(1 <k <mr)

satisfait les propriétés suivantes :

(iv) L’ensemble résolvant de Ag , contient

(Zu{xec;w <5}> \ {0}.

pour ¢§ assez petit et

|(Ap,q— M)~ H = O(IN|™Y), pour || —>+oo,)\€Z.

Y

(v) Vs € R, (Ap,)" est borné dans (LI(G))" avec

s

|50

Si (L(G))" est UMD, le théoréme(3.2.1) donne:

Théoréme 3.3.1 Soient les hypothéses énumérées ci-dessus (i), (ii), (iii) vérifient et p €
11, +00].
On suppose que f € LP(0,T; (LY(G))"), alors il existe une solution unique

u € WH(0,T; (L(G))") N LP(0,T; D(Ap,y))-
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3.4. Probléme de Dirichlet-Neumenn

de probléme «parabolique» aux limites suivant : 1

ou(t x) + A(z, Dyult,z) = f(t,z) (t,z) €[0,T]x G
u(0,2) =0 z€ G
Bi(z, D)u(t,z) =0  (t,x) € [0,T] x dG, | < k < mr.

3.4 Probléme de Dirichlet-Neumenn

3.4.1 Hypothéses

Soit X un espace UMD, considérons le probléme de type Dirichlet-Neumenn suivant:

u'(z) + Au(z) = f(x),z € (0,1)
u(0) = dy (3.4.1)
u'(l) =m

L’opérateur A satisfait 'hypothese d’éllipticité suivante

C
Et on a
do,m1 € X, f € LP(0,1; X) avec 1 < p < 400 et X un espace UMD. (3.4.3)
De plus, 'opérateur A vérifie:
Vs eR,(—A)* € L(X)et IC >1,a €]0,7],
(—4)" € £(X) 10,71 "

1(=A) | £y < Cebl.

Le résultat principal dans cette section, affirme que sous les hypothéses (3.4.2), (3.4.3) et

(3.4.4), le probléme (3.4.1) admet une unique solution stricte dans L?(0, 1; X)) si et seulement

si dy € (D(A),X)Ql petni € (D(A),X)%_i_%’p

Remarque 3.4.1 1. L’hypothése (3.4.3) implique que X est réflexif, alors D(A) dans
X

2. L’hypotheése (3.4.2) implique que l'opérateur (—\/—A) est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe analytique noté (6:2—2\()/3)93) sur X.
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3. L’hypotheése (3.4.4) est équivalente a

3C > 1, €10, 7] : Vs € R, ”\/—Ais < CelSlsl,

3.4.2 lemmes techniques

On a le lemme suivant

Lemme 3.4.1 Soit f € L*(0,1; X), Sous les hypothéses (3.4.2), (3.4.3)et(3.4.4), on a

T

1. x— L(x, f) = B/e_(x_S)Bf(s)ds € LP(0,1; X).
0

9 s L=z, f(1—-)) = B/e—<s—w>Bf(s>ds € 170, 1: X).

1
3. xr— Lz, f) = B/e_(”s)Bf(s)ds € LP(0,1; X).
0

Preuve.

- Pour la premiere assertion, on peut appliquer le théoréme Dore-Venni, a I’étude du
probléme
v (z) — Bu(z) = f(x),z € (0,1), (3.4.50)
u(0) = 0.
alors, puisque X est un espace UMD et B est un opérateur linéaire fermé dans
X vérifiant les hypothéses de Dore-Venni, alors pour tout f € LP(0,1;X) le

probléme (3.4.5a) admet une solution unique stricte u telle que
u € WH(0,1; X) N LP(0,1; D(B)).

avec
x

u(z) = /e(xs)Bf(s)ds

et donc
X

T B/e_(z_S)Bf(s)ds € LP(0,1; X).
0
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- L’assertion 2. découle immédiatement de la premiére, en posant 1 —x = yet 1—s =1

on obtient
1

Ld—x, f(1-")) = B/e_(s“_l_”")Bf(s)ds

T
1

_ B/e—u—w—(l—s)wf(s)ds

T
1

= B/e@t)Bf(l —t)dt

xT

= L(y, f(1 —+)) € L*(0,1; X)

- En fin pour lassertion 3, on écrit, pour tout élément = € (0, 1)

=B /e :I:+8Bf

1

1
o/

B/e @+9)B f(5)ds + B/e_(”S)Bf(s)ds
0
0/

T
1

Il
s

e~ (@=3)Be=2B £ (&) ds + e_%BB/e_(S_x)Bf(s)ds

xT

Il
h

(z, e f) + e PL(L -z, f(1—))

Lemme 3.4.2 On suppose (3.4.4). Alors

1. B%eBp e [P(0,1; X) si et seulement si ¢ € (D(A),X)%yp.

2. Be By e LP(0,1; X) si et seulement si o € (D(A), X)1 1.

2p 2 P

Remarque 3.4.2 On suppose (3.4.2), (3.4.3) et (3.4.4), alors

1 1
—Ae_BB_l/e_SBf(s)ds = Be_B/e_SBf(s)ds
0 0
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du lemme (8.4.1) on obtient
1
AP (B! / B f(s)ds) € I7(0, 1; X)
0

d’ot Uon déduit en utilisant le lemme (3.4.2) que

2p”

(B_l/e_SBf(s)ds) € (D(A), X) 1,
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Conclusion générale

Conclusion générale

Dans une plusieurs travaux concernant les équations différentielles abstraites et leurs
applications dans 'EDP élliptiques et paraboliques avec les différentes conditions aux limites
(Dirichlit, Neumenn, mixtes, Robin(locale et non locale), les chercheurs ont été utiliser le
théoréeme de Dore-Venni comme un résultat principale pour la démonstration du régularité

des solutions.
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Résumé :

Le but de ce travail est de donner un résultat de régularité maximale
d’un probléeme de Cauchy abstrait et une régularité optimale pour un
probleme aux limites d’une équation différentielle abstraites du second
ordre.

En particulier, on s'intéresse a la représentation de théoréme de Dore-
Venni et ses applications dans les EDP.

Mots-clés :

Equations différentielles abstraites, régularité maximale, théoréme de
Dore-Venni.

Abstract:

The aim of this work is to give a result concerning maximal regularity of
abstract Cauchy problem and an optimal regularity of boundary value
problems for an abstract differential equations of second order.

In particular, we are interested to show Dore-Venni theorem and its
applications for EDP.

Key Words :

Abstract differential equations, maximal regularity, Dore-Venni theorem.





