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Notation

X, Y Espaces de Banach

L(X) L’ensemble des opérateurs linéaires bornés

ρ(A) L’ensemble résolvant

R(A) La résolvante

σ(A) Le spectre

<(A) L’image de A

N(A) Noyau de A∑
ϕ Le secteur de l’angle ϕ

∆θ Le secteur de l’angle θ

λ, µ Constantes

UMD Unconditional Martingale Difference

BIP Bounded imaginary powers

S.G.D Semi-groupe différentiable
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Introduction

Notre compréhension des phénomènes du monde réel et notre technologie sont au-

jourd’hui en grande partie basées sur les équations aux dérivées partielles, qui sont notées

en abrégé EDP. Ce travail est basé fondamentalement sur une représentation d’un problème

qui constitue une EDP à coeffi cient opératoriel sectoriel, classe BIP dont on recherche une

solution d’un problème de Cauchy.

Le but principal de notre travail est d’utiliser le théorème de G. Dore et A. Venni (Dore-

Venni) qui sert à montrer un résultat de régularité maximale pour une somme d’opérateurs

assez réguliers dont les résolvantes commutent.

Ce mémoire comporte trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré à certaines notions préliminaires d’usage sur les outiles

mathématiques tout le long de ce travail, à savoir les opérateurs linéaires bornés, fermés, sec-

toriels de classe BIP, Résolvante ,ensemble résolvant, les semi-groupes d’opérateurs linéaires

analytiques, holomorphes, le générateur infinitésimal d’un groupe fortement continu, et on

donne aussi quelques résultas sur les espaces UMD.

Dans le second chapitre, on s’intéresse à démontrer le théorème de Dore-Venni sous

certains hypothèses, en utilisant des lemmes techniques nécessaires pour la démonstration

du ce théorème.

Au chapitre trois , on aborde quelques applications de théorème de Dore-Venni.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Ce chapitre constitue un rappel de quelques notions et compléments mathématiques en

relation avec le travail. On citera en particulier certains résultas classiques sur les opéra-

teurs linéaires, Semi-groupes d’opérateurs linéaires, opérateurs sectoriels, classe BIP, espaces

UMD.[3], [10], [2], [7].

1.1 Opérateurs linéaires

On va effectuer quelques rappels sur les opérateurs linéaires bornés et fermés.

1. Un opérateur linéaire de X dans Y est une application linéaire A définie d’un sous-

espace vectoriel D(A) ⊂ X et à valeurs dans Y, pour tout x, y ∈ D(A) et pour tout

λ ∈ C on a
•A(x+ y) = Ax+ Ay.

•A(λx) = λAx.

D(A) est appelé le domaine de A.

2. On dit que A est à domaine dense (ou densément défini) si

D(A) = X.

i.e. si pour tout x ∈ X, il existe une suite (xn)n≥0 d’éléments de D(A) telle que

x = lim
n→+∞

xn.
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1.1. Opérateurs linéaires

3. On appelle noyau de A le sous-espace de X, noté Ker(A), défini par:

Ker(A) := {x ∈ D(A) tel que Ax = 0}.

4. On appelle graphe de A le sous-espace de X × Y , on note G(A), défini par:

G(A) := {(x, y) ∈ X × Y : x ∈ D(A), y = Ax}.

1.1.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1.1 On dit que l’opérateur linéaire A est borné s’il existe M > 0, pour tout x

dans l’espace X qui vérifié

‖Ax‖Y ≤M ‖x‖X .

Définition 1.1.2 On définit une norme sur L(X, Y ) noté ‖·‖L(X,Y ) et définie pour tout

A ∈ L(X, Y ) par:

‖A‖L(X,Y ) ⇔ sup
x∈X,x 6=0

‖Ax‖Y
‖x‖X

⇔ sup
‖x‖X≤1

‖Ax‖Y ⇔ sup
‖x‖=1

‖Ax‖

1.1.2 Opérateurs linéaires fermés

Définition 1.1.3 Un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ X → Y est dit fermé si et seulement

si pour toute suite (xn)n d’éléments de D(A) telle que: xn → x,

Axn → y.
=⇒

 x ∈ D(A)

Ax = y

Définition 1.1.4 A est dit fermable si et seulement si s’il admet une extension fermé, ce

qui équivaut à dire que pour toute suite (xn)n ∈ D(A) d’éléments de D(A) telle que:{
xn → 0

Axn → y
=⇒ y = 0.

Les convergences des suites xn et Axn sont au sens de la norme de l’espace X.
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1.1. Opérateurs linéaires

Proposition 1.1.1 Soit A un opérateur linéaire sur X

1. Si A un opérateur fermé, alors pour tout B ∈ L(X, Y ) l’opérateur A + B : D(A) ⊂
X → Y est fermé.

2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A−1est fermé.

3. Si A est un opérateur fermé à valeurs dans X et D(A) est fermé dans X alors A est

continu de D(A) dans X.

4. Si A est un opérateur continu de D(A) dans X, alors A est fermé si et seulement si

son domaine est fermé.

1.1.3 Résolvante, ensemble résolvant

Définition 1.1.5 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. L’ensemble résolvant ρ(A) de

A est défini par:

ρ(A) := {λ ∈ C : (λI − A)est inversible dans L(X)}.

Si λ ∈ ρ(A), on définit la résolvante R(A) de A au point λ par:

Rλ(A) := (λI − A)−1.

Définition 1.1.6 Le spectre de A, noté σ(A), est défini par:

σ(A) := C/ρ(A).

Proposition 1.1.2 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. On a la formule de l’identité

de la résolvante, pour tout λ, µ ∈ ρ(A),

(A− λI)−1 − (A− µI)−1 = (λ− µ)(A− λI)−1(A− µI)−1

Preuve. On a
(A− λI)−1 = (A− λI)−1(A− µI)(A− µI)−1

= (A− λI)−1[A− λI − (µ− λ)I](A− µI)−1

= (A− µI)−1 − (µ− λ)(A− λI)−1(A− µI)−1

4



1.1. Opérateurs linéaires

Définition 1.1.7 Soit A : D(A) ⊂ X → Y un opérateur linéaire . On peut munir D(A)

d’une norme notée ‖·‖D(A) et appelé norme de graphe, qui est définie pour tout x ∈ D(A)

par:

‖x‖D(A) = ‖x‖X + ‖Ax‖Y

Remarque 1.1.1 Soient A ∈ L(X) et B : D(B) ⊂ X → Y un opérateur linéaire fermé

tels que <(A) ⊂ D(B) alors BA ∈ L(X).

Définition 1.1.8 (Extention d’un opérateur)

Soit A,B deux opérateurs linéaires de X dans Y . On dit que B est une extention de A (ou

prolongement ) de A et on note A ⊂ B si:

 D(A) ⊂ D(B) et

∀x ∈ D(A), Ax = Bx

Théorème 1.1.1 (Formule de Cauchy intégrale)

Soient U un ouvert de C, K un compact de U avec un bord γ orienté positivement. Soient

f holomorphe sur U et z0 ∈ K on a

f(z0) =
1

2πi

∫
γ

f(z)

z − z0

.

1.1.4 Opérateurs sectoriels, classe BIP

Il est possible de définir les puissances complexes pour une classe d’opérateurs dits sectoriels.

Nous en donnons la définition ci-dessous

Définition 1.1.9 Un opérateur A est dit sectoriel si, de plus, N(A) = ∅, <(A) est dense

dans X

(−∞, 0) ⊂ ρ(A) et M0 := sup
t>0

∥∥t(t+ A)−1
∥∥ <∞.

Proposition 1.1.3 Si A est sectoriel, alors il existe un angle ϕ > 0 tel que le secteur∑
ϕ

:= {z ∈ C\ {0} ; |arg z| < ϕ}

soit contenu dans ρ(−A). En effet, ρ(−A) est un ouvert de C qui contient (0,+∞).

On peut alors définir l’angle spectral de A de la manière suivante:
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1.2. Semi-groupes d’opérateurs linéaires

Définition 1.1.10 L’angle spectral ϕAd’un opérateur A sectoriel est défini par

ϕA := inf

{
ϕ > 0;

∑
π−ϕ
⊂ ρ(−A) et Mπ−ϕ <∞

}
,

où

Mθ :=

{
sup

∥∥λ(λ+ A)−1
∥∥ , λ ∈∑

θ

}
θ ∈ (0, π).

Définition 1.1.11 Un opérateur sectoriel admet des puissances imaginaires bornées si les

opérateurs Ais définis comme fermetures de (Ais, D(A)∩<(A)) sont bornés pour tout s ∈ R,
et sup

s∈[−1,1]

‖Ais‖ <∞.

L’ensemble des opérateurs sectoriels sur X qui admettent des puissances imaginaires

bornées est noté BIP(X).

Remarque 1.1.2 Soit A ∈ BIP(X). Alors la famille d’opérateurs bornés (Ais)s∈R forme
un groupe fortement continu sur X.

Proposition 1.1.4 On suppose que Ais ∈ L(X), tel que s ∈ R

(a) Si Rew < 0 et w + z = is, alors Aw+z = AzAw = AwAz.

(b) Si Rew < 0, alors AwAis = AisAw = Aw+is.

(c) Si Rew ≥ 0, alors AisAw ⊂ Aw+is ⊂ AwAis et le deuxième inclusion est une égalité si

Rew > 0.

Remarque 1.1.3 Si 0 < Re z < 1, alors∥∥A−z∥∥ ≤M(cosh(π Im z) +
sinh(π |Im z|
sin(π Im z)

).

1.2 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

1.2.1 Définitions et propriétés

Définition 1.2.1 Soit X un espace de Banach et soit (S(t))t≥0 une famille d’opérateurs

linéaires continus sur X. On dit que S(t) est un C0 semi-groupe (ou semi-groupe fortement

continu) si:

6



1.2. Semi-groupes d’opérateurs linéaires

1. S(t) = Id,

2. Pour tout t; s ≥ 0,S(t+ s) = S(t)S(s),

3. Pour tout x ∈ X, t −→ S(t)x est continue de R+ dans X.

Définition 1.2.2 On dit que (S(t))t∈R est un C0 groupe si ces propriétés restent valables

sur pour t et s négatifs.

Proposition 1.2.1 On parle de semi-groupe de contractions si S(t)est une contraction pour

tout t ≥ 0 et de semi-groupe compact si S(t) est compact pour tout t > 0.

Proposition 1.2.2 On dit que le semi-groupe est uniformément continu si S(t) tend vers

Id dans L(X)quand t tend vers 0.

Définition 1.2.3 On dit qu’un semi-groupe (S(t))t≥0 est fortement continu si et seulement

si pour tout x ∈ X, l’application t→ S(t)x de R+ dans X est continu c’est à dire

∀x ∈ X, lim
t→0
‖S(t)x− x‖X = 0,

on dit aussi que (S(t))t≥0 C0 semi-groupe.

Proposition 1.2.3 Soit (S(t))t≥0un semi-groupe fortement continu alors il existe deux con-

stantes M ≥ 0 et ω ≥ 0 telles que

∀t ≥ 0, ‖S(t)‖L(X) ≤Meωt. (1.2.1)

Proposition 1.2.4 Si A est générateur infinitèsimal d’un C0 semi-groupe (S(t))t≥0, alors:

1. A est linéare fermé de domaine D(A) dense dans X.

2. L’ensemble résolvant ρ(A) contient le demi plan

pω = {λ ∈ C : |Re(λ)| > ω}

et ∀λ ∈ pω,∀n ≥ 1 ∥∥(A− λI)−n
∥∥
L(X)
≤ M

(Reλ− ω)n
.

7



1.2. Semi-groupes d’opérateurs linéaires

3. La résolvante de A est donnée par la transformation de Laplace

∀λ ∈ pω, (A− λI)−1x =

∫ ∞
0

e−λtS(t)xdt

où M et ω sont des constantes.

Proposition 1.2.5 On peut retrouver le semi-groupe (S(t))t≥0 à partir de son générateur

infinitèsimal A par la formule suivante:

S(t)x = lim
λ→∞

e−tAλx, ∀t ≥ 0, x ∈ X

où Aλ ∈ L(X) est l’approximation de Yosida définie par

Aλ = −λA(A− λI)−1, où λ > ω

Remarque 1.2.1 Le C0semi-groupe est uniformément borné si on a la majoration de (1.2.1)

avec M ≥ 1 et ω = 0.

Définition 1.2.4 On dit que (S(t))t≥0, est un C0 semi-groupe différentiable (que l’on notera

par (S(t))t≥0 ∈ S.G.D(M,ω)) si l’application:

]0,+∞[ 3 t→ S(t)x ∈ X,

est différentiable quelque soit x ∈ X.

Théorème 1.2.1 Soient (S(t))t≥0 ∈ S.G.D(M,ω), et A son générateur infinitésimal. Les

affi rmations suivantes sont équivalentes:

i) (S(t)t≥0) ∈ S.G.D(M,ω),

ii) <(S(t)) ⊂ D(A),∀t > 0.

Corollaire 1.2.1 On considère les générateurs analytiques A et B de deux groupes (U(s))s∈R

et (V (s))s∈R sur un espace de Banach X qui possède la propriété UMD.

On suppose que U est de type ω1 et V de type ω2 commutent dans le sens où U(s)V (t) =

V (t)U(s) pour tout s, t ∈ R. On suppose de plus que B est inversible.

Alors (A+B,D(A) ∩D(B)) est un opérateur fermé et inversible sur X.

8



1.2. Semi-groupes d’opérateurs linéaires

Théorème 1.2.2 Un opérateur linéaire A, de domaine D(A), est le générateur infinitésimal

d’un C0semi-groupe de contractions (T (t))t≥0 sur X si et seulement si

1. A est fermé et D(A) = X;

2. R+ ⊂ ρ(A), et pour tout λ > 0, on a

‖Rλ(A)‖L(X) ≤
1

λ
.

1.2.2 Générateur infinitésimal

Définition 1.2.5 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t))t≥0 l’opérateur

linéaire (non-borné) A : D(A)→ X défini par:
D(A) =

{
x ∈ X, lim

t→0+

S(t)u− u
t

existe dans X
}
,

Ax = lim
t→0+

S(t)u−u
t

.

Proposition 1.2.6 Soit S(t) un C0 semi-groupe de générateur infinitésimal A alors

1. Pour tout

u0 ∈ X,
∫ t

0

S(s)u0 ∈ D(A).

et

A

(∫ t

0

S(τ)u0dτ

)
= S(t)u0 − u0.

2. Si u0 ∈ D(A), alors

S(t)u0 ∈ D(A).

Pour tout t ≥ 0

S(t)u0 ∈ C1 et
d S(t)u0

dt
= AS(t)u0.

Théorème 1.2.3 Soit S(t)un C0 semi-groupe, alors son générateur infinitésimal A est

fermé et son domaine est dense dans X.

Théorème 1.2.4 Si S(t) et T (t) sont deux semi-groupes de même générateur infinitésimal

A, alors

S(t) = T (t).

On notera souvent S(t) = eAt l’unique semi-groupe associé à A.

9



1.2. Semi-groupes d’opérateurs linéaires

Proposition 1.2.7 Soit (U(s))s∈R un C0 groupe sur X, de type ω < π, de générateur

analytique C. Alors (U(s))s∈R est l’unique C0 groupe de type strictement inférieur à π

associé à C, c’est-à-dire que si (V (s))s∈R un C0 groupe sur X, de type ω′ < π, de générateur

analytique C, alors

U(s) = V (s).

1.2.3 Semi-groupes analytiques

Définition 1.2.6 Soit θ ∈
]
0, π

2

[
, on dit que l’application

S = ∆θ ∪ {0} → L (X)

est un semi groupe analytique si les conditions suivantes sont vérifiées:

1. S (0) = Id.

2. S(z1 + z2) = S(z1)S(z2)pour tout z1, z2 dans ∆θ.

3. Pour tout x ∈ X.S (Z)x est continue en 0.

4. L’application z → s (z) est analytique dans ∆θ.

Proposition 1.2.8 Soit s (z) un semi-groupe analytique de générateur infinitèsimal A pour

tout z ∈ ∆θ et tout n ≥ 1,  S (z)X ⊂ D(An)

S(n)(z)x = AnS(z)
.

1.2.4 Semi-groupes holomorphes

Soit X un espace de Banach complexe, pour θ ∈ (0, π], on définit le secteur∑
θ

:= {z ∈ C/ {0} ; |arg z| < θ} =
{
reiθ; r > 0; |α| < θ

}
On va également utiliser la notation

∑
θ,0 :=

∑
θ ∪{0} . Un semi-groupe holomorphe est

une fonction T :
∑

θ,0 → L(X), holomorphe sur
∑

θ, Satisfaisant:

1. T (z1 + z2) = T (z1)T (z2) pour tout z1, z2 ∈
∑

θ,0,

10



1.3. Espaces UMD

2. lim
z→0,

∑
θ′
T (Z)x = x pour toutx ∈ X et tout θ′ ∈ (0, θ).

Alors T s’appellera un semi-groupe holomorphe (de l’angle θ ).

Proposition 1.2.9 Soit γ ∈ R+, x ∈ D(Aγ). Alors,

z → Azx est holomorphe pour Re z < γ.

Lemme 1.2.1 On a z → Az est holomorphe de {z, z ∈ C,Re z < 0} dans L(X).

Proposition 1.2.10 Si T ∈ L(X) et (A− λ)−1T = T (A− λ)−1 pour λ ∈ ρ(A), alors

1. TAz = AzT pour Re z < 0,

2. TAz ⊆ AzT pour Re z ≥ 0.

Remarque 1.2.2 D’aprés (1.2.10) on peut déduire que AzBw = BwAz

lorsque max {Rew,Re z} < 0 à condition que (A− λ)−1 commute avec (B − µ)−1.

Si on suppose que Ais et Bit sont bornés pour tout s, t ∈ R, alors

max {Rew,Re z} ≤ 0.

En prenant les opérateurs inverses , on a l’égalité pour

min {Rew,Re z} > 0.

1.3 Espaces UMD

La définition originale d’un espace UMD (Unconditional Martingale Differences),(voir Bour-

gain [4] , Burkholder[5]) fait intervenir la théorie des martingales à valeurs vectorielles. Nous

donnons ici une définition équivalente, plus adaptée à notre travail et qui utilise la transfor-

mation de Hilbert.

Définition 1.3.1 Pour ε ∈ ]0, 1[ et p ∈ ]1,+∞[ on définit l’opérateur

Hε ∈ L(Lp(R, E))

11



1.3. Espaces UMD

par

∀f ∈ Lp(R, E), (Hεf)(x) =
1

π

∫
ε<|s|<1/ε

f(x− s)
s

ds, p.p.x ∈ R.

et pour un élément ∈ Lp(R, E) on a

∀f ∈ Lp(R, E), lim
ε→0+

Hεf existe dans Lp(R, E)

Cette limite est notée Hf et est appelée la transformée de Hilbert de f sur Lp(R, E).

Définition 1.3.2 E est appelé espace UMD s’il existe p ∈]1,+∞[ tel que

∀f ∈ Lp(R, E), lim
ε→0+

Hεf existe dans Lp(R, E). (1.3.1)

Dans ces conditions, l’application linéaire

H : Lp(R, E) → Lp(R, E)

f 7→ Hf = lim
ε→0+

Hεf

est continue, d’après le théorème de Banach Steinhaus.

Cet élément de L(Lp(R, E)) est appelé la transformée de Hilbert sur Lp(R, E).

Remarque 1.3.1 Notons que si E est un espace UMD alors (1.3.1) est satisfaite pour tout

p ∈]1,+∞[. Il est bon d’avoir aussi une caractérisation géométrique des espaces UMD, à cet

effet on introduit la notion de ζ-convexité.

Définition 1.3.3 E est dit ζ-convexe si et seulement s’il existe une fonction

ζ : E × E → R,

vérifiant ζ(0, 0) > 0 et telle que pour tout x, y de E, on a

1. ζ(x, .) et ζ(., y) sont convexes sur E.

2. ζ(x, y) ≤ ‖x+ y‖ si ‖x‖ = ‖y‖ = 1.

Théorème 1.3.1 E est un espace UMD si et seulement si Eest ζ-convexe.

Exemple 1.3.1 Il est possible de donner de nombreux exemples d’espaces de Banach clas-

siques qui ont la propriété UMD. Ainsi:
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1. Tout espace de Hilbert est un espace UMD

2. Tout sous espace fermé d’un espace UMD est UMD.

3. Tout espace isomorphe à un espace UMD est UMD.

4. Si E est un espace UMD alors Lp(R, E)l’est aussi dès que p ∈]1,+∞[ et que Ω est un

espace mesuré σ−fini.

Définition 1.3.4 Un opérateur linéaire fermé A densément défini sur E appartient à la

classe BIP (α,E), avec α ∈ [0, π[ si{
]−∞, 0[ ∈ ρ(A), ker(A) = {0} , Im(A) = 0

et ∃c ≥ 1 : ∀λ > 0, ‖(A+ λI)−1‖ ≤ C/λ

et {
∀s ∈ R, Ais ∈ L(E) et

∃c ≥ 1,∀s ∈ R, ‖Ais‖ ≤ ceα|s|

Cette définition valable pour tout espace de Banach E sera en fait utilisée quand E est

UMD.
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Chapitre 2

Théorème de Dore-Venni

Dans ce chapitre, on donne quelques résultats fondamenteux sur la commutativité des opéra-

teurs par résolvantes, la régularité maximale de la solution des problèmes en EDP. Ensuite,

on donne des lemmes techniques nécéssaires qui permettent de donner la démonstration du

théorème de Dore-Venni.

2.1 Commutativité des opérateurs au sens des résolvantes

Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés sur X.

2.1.1 Commutativité pour deux opérateurs ayant chacun des en-

sembles résolvants non vides

Définition 2.1.1 Supposons que ρ(A) 6= ∅ et ρ(B) 6= ∅.On dit que A et B commutent (au

sens des résolvantes) si et seulement:

∀λ ∈ ρ(A), ∀µ ∈ ρ(B) (A− λI)−1(B − µI)−1 = (B − µI)−1(A− λI)−1.

Lemme 2.1.1 On a ∀λ ∈ ρ(A),∀µ ∈ ρ(B). Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes

:

1. (A− λI)−1(B − µI)−1 = (B − µI)−1(A− λI)−1,

14



2.1. Commutativité des opérateurs au sens des résolvantes

2. ∀y ∈ D(B)

(A− λI)−1y ∈ D(B) et (A− λI)−1(B − µI)y = (B − µI)(A− λI)−1y,

3. ∀y ∈ D(B)

(A− λI)−1y ∈ D(B) et (A− λI)−1By = B(A− λI)−1y,

4. ∀y ∈ D(A)

(B − µI)−1y ∈ D(A) et (B − λI)−1(A− λI)y = (A− λI)(B − µI)−1y.

5. ∀y ∈ D(A)

(B − µI)−1y ∈ D(A) et (B − µI)−1Ay = A(B − µI)−1y.

Lemme 2.1.2 Soient λ, λ′ ∈ ρ(A) et µ, µ′ ∈ ρ(B). Alors les propriétés suivantes sont

équivalentes:

1. (A− λI)−1(B − λI)−1 = (B − µI)−1(A− λI)−1

2. (A− λ′I)−1(B − µ′I)−1 = (B − µ′I)−1(A− λ′I)−1.

2.1.2 Commutativité pour deux opérateurs dont l’un au moins a

un ensemble résolvant non vide

Définition 2.1.2 Supposons que ρ(A) 6= ∅. On dit que A commute avec B (au sens des

résolvantes) si et seulement si ∀λ ∈ ρ(A),∀y ∈ D(B)

(A− λI)−1y ∈ D(B) et (A− λI)−1By = B(A− λI)−1y

Proposition 2.1.1 Soit λ0 fixé dans ρ(A) et on suppose que D(A) ⊂ D(B)

Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

- ∀y ∈ D(B), (A− λ0I)−1y ∈ D(B) et (A− λ0I)−1By = B(A− λ0I)−1y,

- D(BA) ⊂ D(AB) et ∀y ∈ D(BA), BAy = ABy,

- ∀λ ∈ ρ(A), ∀y ∈ D(B), (A− λI)−1y ∈ D(B) et (A− λI)−1By = B(A− λI)−1y.

Remarque 2.1.1 AB = BA signifie que

D(AB) = D(BA)et ABx = BAx pour tout x ∈ D(AB) = D(BA).
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2.2. Régularité maximale

2.2 Régularité maximale

On considère le problème suivant : u′(t) + A(t)u(t) = f(t) 0 ≤ t ≤ T,

u(0) = 0.
(2.2.1)

Ici, A(t)t∈(0,T ) désigne une famille d’opérateurs linéaires non bornés de X et dépendant

du temps t ∈ (0, T ), et f ∈ Lp(0, T ;X) est donnée où p ∈ ]1,+∞[ .

La question générale, dite de régularité maximale est de savoir si, séparément, u′(t) et

A(t)u(t) sont aussi dans Lp(0, T ;X).

Si l’opérateur A ne dépend pas du temps, la condition nécessaire de régularité maximale

est que le semi-groupe engendré par A soit analytique, et qu’alors, la régularité maximale

indépendante de p ∈ ]1,+∞[. Elle est toujours réalisable dans un espace de Hilbert.

Dans le cas d’un espace de Banach quelconque pour lequel plusieurs approches sont

possibles dont l’une plus particulièrement adoptés dans ce travail:

- la solution de (2.2.1) avec A(t) = A est donnée par,

u(t) =

∫ t

0

e−(t−s)Af(s)ds, u′(t) =

∫ t

0

Ae−(t−s)Af(s)ds = Ff(t).

Comme A engendre un semi-groupe analytique, on a
∥∥Ae−At∥∥ ≤ c/t est vérifie.

Ainsi, l’opérateur F : f ∈ Lp(0, T ;X) → u′ est donné par une intégrale singulière et lié a

la transformation de Hilbert dans Lp(0, T ;X).

- On peut voir l’opération u → u′ + Au comme la somme de deux opérateurs non bornés

dans Lp(0, T ;X).

La question revient alors à celle de l’inversibilité de cette somme d’opérateurs dans

l’intersection de leurs domaine de Lp(0, T ;X).

Remarque 2.2.1 Un résultat marquant dans ce contexte, est le suivant, valable dans les

espaces de Banach ayant la propriété UMD :

Si U(s)s∈R vérifie, lim
|s|→+∞

sup log‖U(s)‖
|s| < π, alors son générateur analytique C est sectoriel

et admet des puissances imaginaires bornées telles que Cis = U(s).
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2.3. Théorème de Dore-Venni

2.3 Théorème de Dore-Venni

2.3.1 Hypothèses

On suppose, dans la suite, que X est un espace UMD (complexe) et A : D(A) → X,

B : D(B) → X sont des opérateurs linéaires fermés, avec des domaines denses dans X,

supposons que:

(H1) R− ∪ {0} ⊆ ρ(A) ∩ ρ(B) et ∃M ≥ 1 tels que

max
{∥∥(A+ t)−1

∥∥ ,∥∥(B + t)−1
∥∥} ≤M/(1 + t),∀t ∈ R+ ∪ {0} .

(H2) si λ ∈ ρ(A), µ ∈ ρ(B), Alors

(λ− A)−1(µ−B)−1 = (µ−B)−1(λ− A)−1.

(H3) ∀s ∈ R, Ais et Bis appartiennent à L(X), les groupes s→ Ais, s→ Bis sont fortement

continus et les estimations suivantes sont vérifiées: ‖Ais‖ ≤ KeθA|s|,

‖Bis‖ ≤ KeθB |s|,

où θA + θB < π.

2.3.2 Lemmes techniques

Lemme 2.3.1 Si c ∈ ]0, 1[ , alors l’intégrale

c+i∞∫
c−i∞

A−zBz−1

sin(πz)
dz.

absolument converge dans L(X) et ne dépend pas de c.

Preuve. D’aprés (1.2.1) on a

z → A−zBz−1

sin(πz)

est holomorphe pour 0 < Re z < 1.
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2.3. Théorème de Dore-Venni

De plus, |sin(πz)| ≥ ceπi Im z pour |Im z| assez grand où c est une constante strictement
positive, et comme |Im z| → ∞, 0 < Re z < 1,

∥∥A−zBz−1
∥∥ ≤ K2

∥∥A−Re z
∥∥∥∥BRe z−1

∥∥ e|Im z|(θA+θB) ≤M2K2e|Im z|(θA+θB).

Afin d’appliquer la proposition (1.1.4), la remarque (1.1.3) et théorème de Cauchy (1.1.1),

on trouve le résultat.

Définition 2.3.1 On définit S par

S =
1

2i

c+i∞∫
c−i∞

A−zBz−1

sin(πz)
dz, avec 0 < C < 1.

L’opérateur S est borné. Notre but est de prouver que S = (A+B)−1.

Lemme 2.3.2 ∀x ∈ D(A) ∩D(B), S(A+B)x = x.

Preuve. D’aprés(1.2.2)

S(A+B) =
1

2i
(

c+i∞∫
c−i∞

A−zBzx

sin(πz)
dz +

c−1+i∞∫
c−1−i∞

BzA−zx

sin(π(z + 1))
dz).

D’aprés (1.2.1)et (1.2.9),

On a z → A−zBzx est holomorphe pour 0 < Re z < 1 et z → BzA−zx est holomorphe

pour −1 < Re z < 0, et les deux fonctions convergent vers A−isBisx quand z → is ∈ iR.
Donc, les estimations semblables à celles de lemme (2.3.1)

S(A+B)x = πRe sz = o(
A−zBzx

sin(πz)
) = x.

Lemme 2.3.3 Si 0 < ε < 1 et x ∈ D(A1−ε), alors Sx ∈ D(A) ∩ (B) et (A+B)Sx = x.

Preuve. D’aprés la formule suivante

A1−ε−isB1−ε+isx = Bε−1BisA−isA1−εx.
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2.3. Théorème de Dore-Venni

Il s’ensuit que

1

2i

c+i∞∫
c−i∞

A1−zBz−1

sin(πz)
dz.

est converge absolument.

Alors Sx ∈ D(A) et

ASx =
1

2i

c+i∞∫
c−i∞

A1−zBz−1

sin(πz)
dz.

D’autre part, la fonction z → Bz−1A−z est holomorphe pour ε − 1 < Re z < ε et converge

comme z → ε− 1 + is; de plus , pour ε− 1 ≤ γ ≤ ε |s| → +∞,∥∥A−γ−isBγ−1+isx
∥∥ ≤ ∥∥A−γ+ε−1

∥∥∥∥Bγ−1
∥∥∥∥A−is∥∥∥∥Bis

∥∥∥∥A1−εx
∥∥ .

Alors, les estimations usuelles donnent

Sx =
1

2i

c−1+i∞∫
c−1−i∞

A−zBz−1x

sin(πz)
+ πResz=0(

A−zBzB−1x

sin(πz)
).

Où le deuxième terme est B−1x.

Comme

1

2i

ε−1+i∞∫
ε−1−i∞

A−zBzx

sin(πz)
dz

Est absolument converge, on a Sx ∈ D(B) et

BSx = x+
1

2i

ε−1+i∞∫
ε−1−i∞

A−zBzx

sin(πz)
dz = x− ASx.

Lemme 2.3.4 A+B est fermable et S = (A+B)
−1
.

Preuve. Supposons que xn ∈ D(A) ∩D(B), xn → 0, (A+B)xn → y. Alors

xn = S(A+B)xn → Sy,

alors Sy = 0. D’aprés le lemme (2.3.3),

SA−1y ∈ D(A+B)et(A+B)SA−1y = A−1y.
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2.3. Théorème de Dore-Venni

D’autre part SA−1y = A−1Sy = 0, (voir la proposition (1.2.10 )et le lemme (1.2.2)) et alors

A−1y = 0 et y = 0.Cela prouve que A+B fermable.

Soit x ∈ D(A) ∩ (B) et (xn)n∈N est une suite dans D(A) ∩D(B) telle que

xn → x, (A+B)xn → (A+B)x.

Ainsi

xn = S(A+B)xn → S(A+B)x.

donc x = S(A+B)x. Réciproquement, on a fixé x ∈ X et on choisit une suite (xn)n∈N dans

D(A) telle que xn → x.

Alors

D(A) ∩D(B) 3 Sxn → Sx et (A+B)Sxn = xn → x.

D’où  Sx ∈ D(A+B),

(A+B)Sx = x.

Théorème 2.3.1 Supposons que X est un espace UMD et que les hypothèses (H1), (H2)

et (H3) sont vérifiées. Alors

A+B est fermé et (A+B)−1 ∈ L(X).

Preuve. On a

∀x ∈ X, Sx ∈ D(A+B) = D(A) ∩D(B).

D’aprés le lemme (2.3.4) nous avons D(A+B) ⊆ D(A+B). Alors

A+B = A+BetS = (A+B)−1.

Si la fonction z → A−zBz−1x
sin(πz)

est holomorphe pour 0 < Re z < 1,

D’aprés les estimations ci-dessus et la continuité de cette fonction pour 0 ≤ Re z ≤ 1

avec z = 0 et z = 1 (tel que (sin(πz))−1 a des pôles), on obtient

Sx =
1

2i

∫
Γ0,ε

A−zBz−1x

sin(πz)
dz =

1

2i

∫
Γ1,ε

A−zBz−1x

sin(πz)
dz,
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2.3. Théorème de Dore-Venni

où Γj,ε est la courbe, orientée par l’augmentation de la partie imaginaire, composé par

les demi-droites {j + s; |s| ≥ ε} (j = 0, 1) et par le demi cercle dans centre j de rayon ε,

contenue dans le pavillon 0 ≤ Re z ≤ 1. Ainsi

Sx = Φ0,εx+ Ψ0,εx = Φ1,εx+ Ψ1,εx

Où

Φj,εx = 1
2

∫
|s|≥ε

A−j−isBJ−1+isx
sin(π(j+is))

ds,

Ψ0,εx = 1
2

π/2∫
−π/2

εeiθ

sin(πεeiθ)
A−εe

iθ
Bεeiθ−1xdθ,

Ψ1,εx = −1
2

3π/2∫
π/2

εeiθ

sin(π(1+εeiθ))
A−1−εeiθBεeiθxdθ.

On peut vérifier que, quand ε→ 0+, on a Ψ0,εx→ 1
2
B−1x,

Ψ1,εx→ 1
2
A−1x.

Alors,

Φ0,εx→ Sx− 1

2
B−1x,Φ1,εx→ Sx− 1

2
A−1x.

D’autre part, on peut vérifier que, comme A et B sont fermés,

Φ0,εx ∈ D(B),

Φ1,εx ∈ D(A).

et

BΦ0,ε =
1

2

∫
|s|≥ε

A−isBisx

sin(πis)
ds = −AΦ1,εx.

Donc, il ne reste de monter que BΦ0,εx converge lorsque ε→ 0+. En effet, cela montre que

Sx− 1

2
B−1x ∈ D(B), Sx− 1

2
A−1x ∈ D(A)

et alors

Sx ∈ D(A) ∩D(B).
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2.3. Théorème de Dore-Venni

On peut écrire

BΦ0,εx =
1

2

∫
|s|≥1

A−isBisx

sin(πis)
ds+

1

2

∫
ε|≤s|≤1

A−isBisx

πis
ds+

1

2

∫
ε|≤s|≤1

A−isBisx

(
1

sin(πis)
− 1

iπs

)
ds.

Notons que le premier terme ne dépend pas de ε et le troisième converge lorsque ε→ 0+.

Nous posons F (s) = χ]−1,1[(s)A
−isBisx. On remarque que F ∈ Lp(R, X),∀p ∈ ]1,∞[.

Puisque X est un espace UMD, la transformation de Hilbert tronquée de F c-à-d

(HεF ) (t) =
1

π

∫
|s|≥ε

F (t− s)
s

ds.

converge dans la norme de X pour tout t. Donc, pour t < 0 fixé (assez petit), on obtient

∫
ε|≤s|≤1

A−isBisx

πis
ds = A−itBit

 1

πi

∫
|s|≥ε

F (t− s)
s

ds− 1

πi

t+1∫
1

Ai(t−s)Bi(s−t)x

πis
ds+

1

πi

t−1∫
−1

Ai(t−s)Bi(s−t)x

πis
ds


qui converge en ε→ 0+ grâce au fait que A−itBit ∈ L(X).

Remarque 2.3.1 Supposons que A est un opérateur linéaire borné dans X, dont le spectre

n’est pas contenu dans le demi droite {λ ∈ R;λ ≤ 0} .On appelle θ̃A le plus petit nombre réel
positif tel que

σ(A) ⊆
{
ρeiθ, ρ > 0, |θ| ≤ θ̃A

}
.

puis il est bien connu que Az peut être calculé au moyen de l’intégrale de Dunford

Az =
1

2πi

∫
Γ

λz(λ− A)−1dλ.

On montre que ∀ε > 0 ∃Cε tel que ∀s ∈ R ‖Ais‖ ≤ Cεe
(θ̃A+ε)|s|. Donc si B : D(B)→ X nous

avons (H1) , (H2), (H3) avec θ̃A + θB < π, d’aprés le lemme (2.3.4) nous avons satisfaisant

les hypothèses

(A+B)−1 =
1

2i

c+i∞∫
c−i∞

A−zBz−1

sin(πz)
dz.

En particulier, si on prend Ax = λ0x, avec λ0 ∈ C\ [0,+∞[ , on obtient le résultat

suivant:
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2.3. Théorème de Dore-Venni

Corollaire 2.3.1 Soit X un espace de Banach complexe et B : D(B) → X opérateur

linéaire fermé, densément définie t, tels que :

(a) R− ∪ (0) ⊆ ρ(B), ‖(B + t)−1‖ ≤M/(1 + t) ∀t ≥ 0,

(b) ∀s ∈ R Bis ∈ L(X), s → Bis est un groupe fortement continu et ‖Bis‖ ≤ keθ0|s| avec

0 ≤ θ0 ≤ π. Alors

σ(B) ⊆
{
αeiθ, α > 0, |θ| ≤ θ0

}
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Chapitre 3

Applications

3.1 Résultat de Dore-Venni pour le problème de Cauchy

Afin d’appliquer le théorème (2.3.1) au problème (2.2.1), on commence par démontrer le

résultat suivant :

Théorème 3.1.1 Soit Y un espace UMD (complexe), et X = Lp(0, T ;Y ), T∈ ]0,+∞[ , p ∈
]1,+∞[ .

On définit l’opérateur B : D(B)→ Y fermé dans X par D(B) = {u ∈ W 1,p(0, T ;Y );u(0) = 0} ,
Bu = u′.

Alors

(a) R− ∪ {0} ⊆ ρ(B), ∀λ ≤ 0 ‖(λ−B)−1‖ ≤ C0/(1 + |λ|),

(b) ∀ξ ∈ RBiξ ∈ L(X).

De plus, ξ → Biξ est un C0−groupe dans L(X) qui vérifie

∥∥Biξ
∥∥ ≤ C1(1 + ξ2)e

π
2
|ξ|. (3.1.1)

Preuve.
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3.1. Résultat de Dore-Venni pour le problème de Cauchy

(a) On sait que

∀λ ≤ 0∀f ∈ X((λ−B)−1f)(t) = −
t∫

0

eλ(t−s)f(s)ds.

(b) De plus, on définit la transformée de Fourier de f par :

∀f ∈ L1(R, Y ) f̂(t) =
1√
2π

∫
R

e−itsf(s)ds, f` = f̂(−t).

On rappelle que ∀f ∈ X, 0 < ε < 1,

B−ε+iξf =
1

Γ(1− ε+ iξ)Γ(ε− iξ)

∫
R+

λ−ε+iξ(B + λ)−1fdλ.

Alors

(B−ε+iξf)(t) = 1
Γ(1−ε+iξ)Γ(ε−iξ)

∫
R+
λ−ε+iξ

t∫
0

e−λ(t−s)f(s)dsdλ

= 1
Γ(ε−iξ)

t∫
0

(t− s)ε−iξ−1f(s)ds = 1
Γ(ε−iξ)(ψ ∗ F )(t),

où F est l’extension de f dans R qui disparait à l’extérieur de [0, T ] et

ψε =

 0 if λ ≤ 0

λε−1+iξ if λ > 0
.

Nous avons

ψ̂ε(λ) =
i√
2π

Γ(ε− iξ)(ei(ε−1−iξ)π
2 λiξ−ε− − e−

i(ε−1−iξ)π2 λiξ−ε+ )

(ici λ+ = max {λ, 0} , λ− = max {−λ, 0}).
Donc

f ∈ C∞0 (]0, T [ , Y ), B−ε+iξf =

√
2π

Γ(ε− iξ)(ψ̂εF̂ )∨.

Par exemple, ceci peut être vu par approximation, ψε définie par :

ψε,n = χ]0,n]ψε.

Maitenant, comme ε→ 0+, B−ε+iξf → Biξf dans X (f ∈ D(B)),

on a donc √
2π

Γ(ε− iξ)(ψ̂εF̂ )∨ s′−→(mF̂ )∨,
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3.1. Résultat de Dore-Venni pour le problème de Cauchy

où

m(λ) = e−
π
2
ξsgnλ |λ|iξ .

On introduit la fonction

mk(λ) = φ(kλ)m(λ),

telle que

φ ∈ C∞(R,R), 0 ≤ φ(t) ≤ 1∀t ∈ R, φ(t) = 0

et

−1 ≤ t ≤ 1, φ(t) = 1.

Pour tout |t| ≥ 2, alors

mk ∈ C∞, |mk(λ)| ≤ e
π
2
|ξ|, |λm′k(λ)| ≤ sup

τ
|τφ′(τ)| eπ2 ξ + |ξ| eπ2 ξ,∣∣∣λ2m

′′

k(λ)
∣∣∣ ≤ sup

τ

∣∣∣τ 2φ
′′
(τ)
∣∣∣ eπ2 ξ + 2 sup

τ
|τφ′(τ)| |ξ| eπ2 ξ +

∣∣ξ2
∣∣ eπ2 ξ.

Par conséquent, on peut appliquer le théorème de multiplicateur de Mikhlin prolongé, on

obtient ∥∥∥(mkf̂)∨
∥∥∥
Lp
≤ C(p, Y )(1 + ξ

2

)e
π
2
ξ ‖f‖Lp ,

on déduit qu’il existe une constante C qui depend seulement de p, Y et

sup
0≤q≤2

sup
λ

∣∣λqm(q)(λ)
∣∣ = γ2(m).

Alors que la dépendance à γ2(m) est linéaire par homogénéité. Quand k → ∞, mk → m ,

alors que mkf̂ → mf̂ dans L1 et (mkf̂)∨ → (mf̂)∨ dans L∞.

D’aprés le lemme de Fatou∥∥∥(mf̂)∨
∥∥∥
Lp
≤ lim

k
inf
∥∥∥(mkf̂)∨

∥∥∥
Lp
≤ C(p, Y )(1 + ξ2)e

π
2
ξ ‖f‖Lp ,

donc, pour toute f dans un sous-espace dense dans X∥∥Biξf
∥∥
X
≤ C(p, Y )(1 + ξ2)e

π
2
ξ ‖f‖x

et B
iξ
est fermé, il s’ensuit que B

iξ ∈ L(X) avec∥∥Biξf
∥∥ ≤ C(p, Y )(1 + ξ2)e

π
2
ξ.

La forte continuité du groupe résulte à la fois, car il se trouve sur un sous-espace dense.
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3.2. Problème de Cauchy dans le cadre non commutative

Remarque 3.1.1 Si on suppose que A : D(A) → Y est un opérateur linéaire fermé, den-

sément défini dans Y , tel que

∥∥(A+ λ)−1
∥∥ ≤ C/(1 + λ)∀λ ≥ 0

et que ξ → Aiξ est un groupe fortement continu dans L(Y) avec

∥∥Aiξ ∥∥ ≤ CeθA|ξ|, 0 ≤ θA <
π

2
.

On définit l’opérateur A sur X = Lp(0, T ;Y ) par l’égalité (Au)(t) = A(u(t)), A a les

mêmes propriétés dans X et dans Y .

3.2 Problème de Cauchy dans le cadre non commuta-

tive

Soit Y un espace de Banach. Notre but est de montrer un résultat de régularité maximale

de la solution du problème (2.2.1), où A est un opérateur linéaire sur Y et le générateur

analytique d’un groupe (U(s))s∈R fortement continu.

On suppose que le type du groupe (U(s))s∈R est strictement infèrieur à π
2
. On a alors le

résultat suivant :

Théorème 3.2.1 Soit A un opérateur sectoriel de classe BIP. On suppose que Y est un

espace UMD. Alors le problème (2.2.1) vérifie la régularité maximale sur Lp(0, T ;Y ), 1 <

p < ∞. C’est-à-dire pour tout f ∈ Lp(0, T ;Y ), il existe une unique solution u de (2.2.1)

vérifiant

u ∈ W 1,p(0, T ;Y ) ∩ LP (0, T,D(A)).

Preuve. Pour montrer le théorème précédent, nous allons utiliser le corollaire (1.2.1),

on considère l’opérateur Ã défini par D(Ã) = Lp(0, T ;D(A)),

(Ãu)(t) = Au(t), t ∈ [0, T ].
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3.3. Problème parabolique

D’autre part, l’opérateur B est défini par D(B) = {u ∈ W 1,p(0, T ;Y );u(0) = 0} ,
Bu = u′.

On sait que l’opérateur B est inversible et possède des puissances imaginaires bornées sur

Lp(0, T ;Y ).

De plus, les puissances imaginaires de B vérifient l’estimation (3.1.1),

où Cp(Y ) est une constante qui ne dépend que de p et de X.

En ce qui concerne l’opérateur Ã, on a, pour tout µ ∈ ρ(A), µ ∈ ρ(Ã) et on a

((µ− Ã)−1u)(t) = (µ− A)−1u(t), pour tout t ∈ [0, T ].

Ainsi, d’aprés la proposition (1.2.7), on a que Ã est le générateur analytique du groupe

fortement continu (Ũ(s))s∈R sur Lp(0, T ;Y ) défini par

(Ũ(s)f)(t) = U(s)(t), t ∈ [0, T ], s ∈ R

pour tout f ∈ Lp(0, T ;Y ), le type de (Ũ(s))s∈R est strictement infèrieur à π
2
.

L’espace Y étant UMD, Lp(0, T ;Y ) l’est aussi. Ainsi, l’opérateur Ã + B est fermé et

inversible.

3.3 Problème parabolique

Le théorème (3.2.1) peut être appliquer pour obtenir des résultats du Lp(Lq) régularité pour

les solutions du système d’équations différentielles partielles avec des conditions aux limites

de types paraboliques avec des coeffi cients C∞ indépendants du temps.

Soit G un sous-ensemble ouvert borné de Rn, avec frontière de C∞.

Soit

A =
∑
|α|≤2m

aα (x)Dα.

Où ∀x ∈ G, aα(x) est une matrice r × r avec des coeffi cients C∞ et

Dα =
∏

1≤j≤n

(
−i ∂
∂xj

)αj
.
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3.3. Problème parabolique

De plus, pour k = 1, ...,mr,

Bk =
∑
|α|≤mk

bk,α (x)Dα

est un opérateur différentiel dans ∂G avec des coeffi cients de classe C∞.

Soit γ ∈]0, π/2[ et on pose∑
γ

=
{
ρeiθ; ρ ≥ 0, γ ≤ θ ≤ 2π − γ

}
.

On suppose que

(i) ∀λ ∈
∑

γ, ∀x ∈ G, ∀ξ ∈ Rn\ {0} ,

det

 ∑
|α|=2m

aα (x) ξα − λI

 6= 0

(ii) ∀λ ∈
∑

γ, ∀x ∈ G et pour ξ, η ∈ Rn linéairement indépendant, le polynôme

τ → det

 ∑
|α|=2m

aα (x) (ξ − τη)α − λI


a des racines mr avec une partie imaginaire positive.

(iii) On pose

Âλ(x, ξ) det

 ∑
|α|=2m

aα (x) ξα − λI

 ∑
|α|=2m

aα (x) ξα − λI

−1

,

bk,α(x) = (bk,α,1(x), ..., bk,α,r(x)),

b̂k,j(ξ, x) =
∑
|α|=mk

bk,α,j (x) ξα.

∀x ∈ ∂G, soit v(x) la normale de ∂G à x. On a pour tout λ ∈
∑

γ, ∀x ∈ ∂G et pour

tout vecteur ξ de la tangente à la frontière ∂G en point x, les lignes de la matrice

(
r∑
j=1

b̂k,j(x, ξ + τv(x))(Âλ)j,l(x, ξ + τv(x))

)
1≤k≤mr, 1≤l≤r

29



3.3. Problème parabolique

être linéairement indépendant par rapport au polynôme

τ →
r∏
j=1

(
τ − τ+

j (x, ξ, λ)
)

où τ+
1 (x, ξ, λ), ..., τ+

mr(x, ξ, λ) sont les racines avec une partie imaginaire positive du

polynôme

τ → det

 ∑
|α|=2m

aα (x) (ξ + τv)α − λI

 .

Sous des hypothèses équivalentes à des hypothèses ci-dessus, Seeley a prouvé en [13]

que le (Lq(G))r réalisation AB,q de l’opérateur différentiel A, sous les conditions aux

limites

Bku = 0(1 ≤ k ≤ mr)

satisfait les propriétés suivantes :

(iv) L’ensemble résolvant de AB,q contient(∑
γ

∪{λ ∈ C; |λ| < δ}
)
\ {0} .

pour δ assez petit et

∥∥(AB,q − λI)−1
∥∥ = O(|λ|−1), pour |λ| → +∞, λ ∈

∑
γ

.

(v) ∀s ∈ R, (AB,q)
is est borné dans (Lq(G))r avec∥∥∥(AB,q)

is
∥∥∥ ≤ Ceγ|s|.

Si (Lq(G))r est UMD, le théorème(3.2.1) donne:

Théorème 3.3.1 Soient les hypothèses énumérées ci-dessus (i), (ii), (iii) vérifient et p ∈
]1,+∞[.

On suppose que f ∈ Lp(0, T ; (Lq(G))r), alors il existe une solution unique

u ∈ W 1,p(0, T ; (Lq(G))r) ∩ Lp(0, T ;D(AB,q)).
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3.4. Problème de Dirichlet-Neumenn

de problème «parabolique» aux limites suivant : i
∂u
∂t

(t, x) + A(x,D)u(t, x) = f(t, x) (t, x) ∈ [0, T ]×G
u(0, x) = 0 x ∈ G

Bk(x,D)u(t, x) = 0 (t, x) ∈ [0, T ]× ∂G, l ≤ k ≤ mr.

3.4 Problème de Dirichlet-Neumenn

3.4.1 Hypothèses

Soit X un espace UMD, considérons le problème de type Dirichlet-Neumenn suivant:
u′′(x) + Au(x) = f(x), x ∈ (0, 1)

u(0) = d0

u′(1) = n1

(3.4.1)

L’opérateur A satisfait l’hypothèse d’éllipticité suivante

[0,+∞[ ⊂ ρ(A) et ∃C > 0 ‖A− λI‖L(X) ≤
C

1 + λ
. (3.4.2)

Et on a

d0, n1 ∈ X, f ∈ Lp(0, 1;X) avec 1 < p < +∞ et X un espace UMD. (3.4.3)

De plus, l’opérateur A vérifie: ∀s ∈ R, (−A)is ∈ L(X) et ∃C ≥ 1, α ∈ ]0, π[ ,

‖(−A)is‖L(X) < Ceα|s|.
(3.4.4)

Le résultat principal dans cette section, affi rme que sous les hypothèses (3.4.2), (3.4.3) et

(3.4.4), le problème (3.4.1) admet une unique solution stricte dans Lp(0, 1;X) si et seulement

si d0 ∈ (D(A), X) 1
2p
,p et n1 ∈ (D(A), X) 1

2
+ 1
2p
,p.

Remarque 3.4.1 1. L’hypothèse (3.4.3) implique que X est réflexif, alors D(A) dans

X

2. L’hypothèse (3.4.2) implique que l’opérateur
(
−
√
−A
)
est le générateur infinitésimal

d’un semi-groupe analytique noté
(
e

(−
√
−A)x

x≥0

)
sur X.
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3.4. Problème de Dirichlet-Neumenn

3. L’hypothèse (3.4.4) est équivalente à

∃C ≥ 1, α ∈ ]0, π[ : ∀s ∈ R,
∥∥∥√−Ais∥∥∥ ≤ Ce(α

2
)|s|.

3.4.2 lemmes techniques

On a le lemme suivant

Lemme 3.4.1 Soit f ∈ Lp(0, 1;X), Sous les hypothèses (3.4.2), (3.4.3)et(3.4.4), on a

1. x 7−→ L(x, f) = B

x∫
0

e−(x−s)Bf(s)ds ∈ Lp(0, 1;X).

2. x 7−→ L(1− x, f(1− ·)) = B

1∫
x

e−(s−x)Bf(s)ds ∈ Lp(0, 1;X).

3. x 7−→ L(x, f) = B

1∫
0

e−(x+s)Bf(s)ds ∈ Lp(0, 1;X).

Preuve.

- Pour la première assertion, on peut appliquer le théorème Dore-Venni, à l’étude du

problème  u′(x)−Bu(x) = f(x), x ∈ (0, 1),

u(0) = 0.
(3.4.5a)

alors, puisque X est un espace UMD et B est un opérateur linéaire fermé dans

X vérifiant les hypothèses de Dore-Venni, alors pour tout f ∈ Lp(0, 1;X) le

problème (3.4.5a) admet une solution unique stricte u telle que

u ∈ W 1,p(0, 1;X) ∩ Lp(0, 1;D(B)).

avec

u(x) =

x∫
0

e−(x−s)Bf(s)ds

et donc

x 7−→ B

x∫
0

e−(x−s)Bf(s)ds ∈ Lp(0, 1;X).
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3.4. Problème de Dirichlet-Neumenn

- L’assertion 2. découle immédiatement de la première, en posant 1−x = y et 1−s = t

on obtient

L(1− x, f(1− ·)) = B

1∫
x

e−(s+1−1−x)Bf(s)ds

= B

1∫
x

e−(1−x−(1−s))Bf(s)ds

= B

1∫
x

e−(y−t)Bf(1− t)dt

= L(y, f(1− ·)) ∈ Lp(0, 1;X)

- En fin pour l’assertion 3, on écrit, pour tout élément x ∈ (0, 1)

L(x, f) = B

1∫
0

e−(x+s)Bf(s)ds

= B

x∫
0

e−(x+s)Bf(s)ds+B

1∫
x

e−(x+s)Bf(s)ds

= B

1∫
0

e−(x−s)Be−2sBf(s)ds+ e−2xBB

1∫
x

e−(s−x)Bf(s)ds

= L(x, e−2sBf) + e−2xBL(1− x, f(1− ·))

Lemme 3.4.2 On suppose (3.4.4). Alors

1. B2e−Bϕ ∈ Lp(0, 1;X) si et seulement si ϕ ∈ (D(A), X) 1
2p
,p.

2. Be−Bϕ ∈ Lp(0, 1;X) si et seulement si ϕ ∈ (D(A), X) 1
2p

+ 1
2
,p.

Remarque 3.4.2 On suppose (3.4.2), (3.4.3) et (3.4.4), alors

−Ae−BB−1

1∫
0

e−sBf(s)ds = Be−B
1∫

0

e−sBf(s)ds

= L(·, f).
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3.4. Problème de Dirichlet-Neumenn

du lemme (3.4.1) on obtient

−Ae−B(B−1

1∫
0

e−sBf(s)ds) ∈ Lp(0, 1;X)

d’où l’on déduit en utilisant le lemme (3.4.2) que

(B−1

1∫
0

e−sBf(s)ds) ∈ (D(A), X) 1
2p
,p.
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Conclusion générale

Conclusion générale

Dans une plusieurs travaux concernant les équations différentielles abstraites et leurs

applications dans l’EDP élliptiques et paraboliques avec les différentes conditions aux limites

(Dirichlit, Neumenn, mixtes, Robin(locale et non locale), les chercheurs ont été utiliser le

théorème de Dore-Venni comme un résultat principale pour la démonstration du régularité

des solutions.
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