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Notation

3} : alphabet fini.

>* : monoide libre sur X.

|w| : la longueur du mot w.

|w|,, : le nombre d’occurence de lettre o dans le mot w.
L : langage sur l'alphabet X.

M : monoide.

S : semi-groupe.

End(S) : I'ensemble des endomorphisme de S.
Reg(S) : les éléments réguliers de S.

ng: relation binaire

H E; : produit cartésien d’ensembles.

=1
M7 ® My : produit semi-direct booléen.
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Résumé

Ce mémoire s’inscrit dans le cadre de la théorie des monoides.

Au premier chapitre, on rappelle des notions élémentaires sur les semi-groupes et

les monoides.
A la suit, on étude les éléments idempotents d’un monoide.

En fin, on s’intéresse a la représentation matricielle d’un monoide inverse.

Mots clés : Magma, semi-groupe, monoide, monoide inverse, semi-groupe inverse,

élément idempotent.
Abstract
This memory is part of the theory of monoids.
In the first chapter, we recall elementary notions on semi-groups and monoids.
In the following, we study the idempotent elements of a monoid.
Finally, we are interested in the matrix representation of an inverse monoid.

Keywords : Magma, semigroup, monoid, inverse monoid, inverse semigroup, idem-

potent element.



Introduction

L’algeébre s’appuie sur les structures algébriques, comme la topologie et I'analyse
s’appuient sur les structures topologiques, leurs rencontres générant la topologie al-

gébrique, la géométrie algébrique, etc.

Les monoides sont des structures algébriques trés simples. Ils peuvent étre utiles

a l'informatique théorique pour formaliser la théorie des langages.

Dans ce mémoire, nous allons étudier les monoides inverses et leurs représentations

matricielles.
Ce travail et composé de trois chapitres :

Le premier chapitre, consiste a un rappel des notions élémentaires sur les semi-

groupes et les monoides.

Dans le second chapitre, nous allons étudier les éléments idempotents d’'un mo-

noide.

Dans le troisiéme chapitre, on fait une étude sur la représentation matricielle d’'un

monoide inverse.



Chapitre 1

Notions élémentaires sur les

semi-groupes et les monoides

Ce premier chapitre contient les définitions et les propriétés des outils que nous
utiliserons par la suite : magma, semi-groupe, monoide, monoide libre, relation d’équi-

valence et relation d’ordre.

1.1 Généralités sur les semi-groupes et les mo-
noides

Definition 1 Soit £ un ensemble. On appelle loi de composition interne ou opération

binaire sur E toute application de £ x F dans FE.

7 b

Definition 2 Lorsqu’un ensemble E est muni d’une opération ” x 7, on dit que le
couple (F, *) forme un magma. Dans le cas ou E est fini, on peut consigner la loi ” x”
qui le structure dans un tableau dénommé table de Cayley. Selon le cas, le magma

(E, ) est alors qualifié de commutatif ou associatif.

Definition 3 Soit F un ensemble. Une loi * définie sur E est dite :
e Commutative si : Vo, y € E,xxy =1y * x.

e Associative si : Vx,y,z € E: (v *xy) *z =z * (y * 2).

Definition 4 Soient (E, *) et (F, A) deux magmas. Un homomorphisme, ou simple-

ment morphisme, est une application h : E — F telle que :

2



Vae,y € E:h(x+y)=h(x)Ah(y). En d’autres termes, un morphisme est une appli-

cation qui préserve la loi. Quand ' = F' et x = A, on dit h est un endomorphisme.

Un isomorphisme est un morphisme bijectif.

Exemple 1.1 La fonction log : RT — {0} — R représente un morphisme, et méme
un isomorphisme de (R™ — {0}, +) sur (R, —), puisque, outre le fait qu’elle soit bi-

jective, on a : log (a <+ b) = log (a) — log (b).

Definition 5 Soit (£, *) un magma. On dit qu'un élément e € E est idempotent si
e x e = e. Le magma est qualifié d’impotent lorsque tous ses éléments le sont. On dit
qu'un élément e € F est absorbant si Vo € E,xxe = exx = e. On dit qu'un élément
e € E est neutre si Vo € E,zxe = exx = x. Soit (E,*) un magma admettant
un élément neutre e, on dit qu’un élément x € E est symétrisable s’il existe 2’ € F

vérifiant z x 2’ = 2’ *x & = e.

e (N—{0},+) est un magma sans idempotents.
e (N, +) contient exactement un idempotent, l’entier 0.
e (N, +) contient deux idempotents 0 et 1.

e (N, min) est un magma idempotent.

Definition 6 On appelle semi groupe un magma associatif. Un sous semi groupe
d’un semi groupe S toute partie H de S qui constitue un semi groupe pour la loi
induite par celle de S. En fait, H est un sous semi groupe de S si et seulement si H

est stable pour la loi de S : Vo,y € H,zy € H.
Exemple 1.2 (N —{0},+), (N, min) sont des semi groupes.

Definition 7 On appelle monoide tout semi groupe possédant un élément neutre. ce

dernier est généralement noté 1. On note M tout monoide (M, *,1).
Exemple 1.3 (N, +,0), (N U {+o0}, min, +00) sont des monoides.

Remarque 1.1 Un Monoide (M, -, 1) qui est tel que tout élément de M posséde un

symétrique est un groupe.



Exemple 1.4 Tout groupe est un monoide, (N, +,0) est un monoide qui n’est pas

un groupe.

Definition 8 Soient M un monoide et N C M. On dit que N est un sous monoide
de M si:
e 1 € N, 1 étant ’élément neutre de M,

e Vr,y e N,zy € N, N sous semi groupe de M.

Definition 9 Soient (M, -, 15/) et (N,*,1y) deux monoides. Un morphisme de mo-
noides h : M — N est une application qui vérifie : Vo,y € M, h(x-y) = h(z)*h (y)
et h <1M) = 1N-

Exemple 1.5 La fonction exponentielle représente un isomorphisme de (R, +) dans
(Ry — {0, x}). Elle est bijective et vérifie :
exp (z +y) = exp (z) X exp (y) et exp (0) = 1.

Definition 10 Soient (M,-,1) un monoide et X,Y deux parties de M. On pose
XY ={ay/x € X,y € Y}, Popération sur les parties ainsi définies donne a I’ensemble
P (M) = 2™ une structure de monoide.
Soit X une partie de M. On définit sa puissance itérée de la maniére suivante :
X0 = {1}
X" =XX"n>0

Puis ’'on pose X* = U X" ={r129.. 0, /0 > 0,2; € X, 1 <i<n}.
n>0

Proposition 1.1 X* représente le sous monoide de M engendré par X, pour tout

X CM.

On a (N,+) = {1}". Et pour tout élément n € N, dans le monoide
(NU {400} ,min, +0), on a {n}* = {n,+oo}.

Definition 11 Soit (M, *,1) un monoide , une congruence sur (M, *, 1) est une re-

lation d’équivalence = stable par multiplication a droite et a gauche, c’est-a-dire :

Ve,yze M 2 =y=>x-2=y-zetz-x =2y



Definition 12 Soit M un monoide et = une congruence défine sur M. Le quotient
M/ = est le monoide des classes de congruence de M pour la relation =. La loi de
composition de M/ = est définie de la maniére suivante : u *p;/= U = u ¥p7 0.

La projection naturelle (la surjection canonique) de M dans M/ = est noté P.

Exemple 1.6 Soit le monoide (N, +) et soit la relation = définie par x = y si, et
seulement si, x et y ont méme parité. la relation = est une congruence. Le quotient
de N par cette relation donne un monoide comprenant deux éléments, notés 0 et 1

correspondant respectivement aux entiers pairs et impairs.

Definition 13 Soit = une congruence sur un monoide M.

Une partie X de M est dite saturée par =siVer € X : 7 C X.

Definition 14 Soit (M, -, 1)) un monoide. Pour tout couple (x,y) d’éléments de
M, le quotient & gauche de = par y noté y 'z est Pensemble {z € M :y -2z = z}.
Le quotient a gauche d'un sous ensemble de M par y est I'union des quotients des

éléments du sous ensemble par v, i.e, si X C M, alors y 1X = U Yyl
zeX

Definition 15 Soit (M, -, 1)) un monoide et A un ensemble de générateurs de M.
Le graphe de Cayley (gauche) de M par rapport a A est le graphe (M, E), ou E =
{(z,a,y) e M x AX M :y=a-x}.

Definition 16 Soit X un ensemble et M un monoide, une application - de M x X

dans X est une action a gauche de M sur X si :

1L.Vee X, 1y-x=x

2.Vx € X,Vmy,my € M : (mymz) - x =my - (Mg - x).

Definition 17 Soit > un ensemble de symboles, appelé alphabet. Les éléments de -

sont aussi appelés des lettres.

Definition 18 Soit ¥ un alphabet, un mot sur ¥ est une suite finie de symbole. Par
exemple, 00110 et 110 sont deux mots sur alphabet {0, 1} . La longueur d’un mot w
est le nombre de symboles constituant ce mot, on le note |w|. Ainsi, |00110| = 5 et

|110| = 3. L’unique mot de longueur 0 est le mot correspondant a la suite vide. Ce



mot s’appelle le mot vide et on le note 1, ou bien e. L’ensemble des mots sur ¥ est
noté X*. Par exemple

{0,1,2}" = {¢,0,1,2,00,01,02,11, 12, 20, 21, 22,000, 001, ...} (€ est le mot vide).

e Si o est une lettre de 'alphabet 3, pour tout mot w = ajas...ax de ¥*, on note par :
\w|, = card{i € {1,2,...,k} : a; = 0}.

le nombre d’occurrences de la lettre o dans le mot w et w(i) sa i-éme lettre.

Par exemple [00110], = 3 et |00110|, = 2, 00110 (1) = 0, 00110 (4) = 1.

Exemple 1.7 Le biologiste intéressé par I’étude de ’ADN utilisera un alphabet a
quatre lettres { A, C, G, T'} pour les quatre constituants des génes : Adénine, Cytosine,

Guanine et Thymine.

Proposition 1.2 Soit ¥ un alpabet,
1. l’ensemble ¥* est infini.

2. lensemble X est dénombrable.

Preuve. 1. I'’ensemble ¥* est infini, en effet on a ¥X* = U yr=x0ux.x"u

2. On montre que X* est dénombrable. Comme ¥ est ﬁnl on peut donc numéroter ses
éléments, par exemple, si 3 = {«, 8,7}, alors n (o) = 1,n (8) = 2,n () = 3. Ensuite,
soit u un mot de ¥*, on considére les longueurs |u| premiers nombres premiers, par

exemple si |u| = 5, on a les 5 premiers nombres premiers sont p(1) = 2,p(2) =
i=ul

3,p(3) = 5,p(4) = 7,p(5) = 11. On forme le nombre f (u H p(3)"@®) o u (7)

désigne la iéme lettre de u. Par exemple si u = ayfBacq, alors
i=|u] i=5
= H p(i)n@) = Hp(i)"(“(i)) =21 x 3% x 52 x 7' x 11'. Donc on peut définir
i=1 i=1
une application
i=|ul

f:3 — Nur— f(u H p(i)"®), Par I'unicité de la décomposition d'un
entier en facteurs premiers, lapphcatlon f est injective. Enfin, comme f est injective

et 'ensemble N est dénombrable, alors >* est dénombrable. m

Definition 19 La concaténation est I'opération qui associe & deux mots u et v le mot
noté w.v ou uv défini par : si u = ajay...a, et v = 318,...3,, alors uv = 1757, 4,

avec v; = o pour ¢ = 1,..n et v, ; = B, pour ¢ = 1,...p. Par exemple, la concaté-



nation des mots 00011 et 011 donne le mot 00011011. On vérifie facilement que la
concaténation est une opération associative admettant le mot vide comme élément

neutre :

Ve,y,z € ¥ 1 (vy)z = 2(yz).

Ve € X i xe = ex = .

Proposition 1.3 Soit ¥ un alphabet quelconque le monoide ¥* posséde les deux pro-
priétés sutvantes :
1. tout élément de X* est une suite finie d’éléments de 3.

2. deux suites distinctes d’éléments de X définissent deus éléments distincts de .

Proposition 1.4 Soient t,u,v,w quatre mots de monoide libre ¥*.
1. Situ = vw et |t| < |v| alors il existe un unique mot z de ¥* tel que v = tz et
u = zw.

2. Siuv =wt et |u| = |w| alors u =w et v =t.

3. Pour touti € N— {0}, (u' = v' = u=0).

4. Le monoide libre X2* est simplifiable, c’est a dire,

4.1 uwv = uw = v = w;

4.2 v = wv = u = w;

4.1 vow = utw = v = t.

5. Les propositions suivantes sont équivalentes :

5.1 uv = vu,

5.2 1l existe deux entiers n et m non tous deux nuls tels que u” = v™,

5.3 Il existe un mot z et deux entiers p et q tels que u = 2P et v = 29.

Exemple 1.8 L’application longueur |.| : ¥* — N est un morphisme de monoides
entre (X*,.) et (N, +). En effet,
Vu,v € X* ¢ |uv| = |u| + |v] et |¢] = 0.

Exemple 1.9 Soit ¥ = {ay, as, ..., a, } un alphabet, n € N\ {0, 1}.
La fonction de Parikh ¥ : ¥* — N", ¥(w) = (Jw,, , ., |wl, ),

est un morphisme de monoides entre (X*,.) et (N, +).



Exemple 1.10 Soit ¥ = {ay, as, ..., a,,} un alphabet, n € N'\ {0, 1}.
Et soit A : ¥ — N, a; = A(;). On définit A : ¥* — N comme suit :A(w) =

> Maw) fwl,
=1

A est un homomorphisme de monoides.

Et siV1 <i<mn, AMa;) =1, alors A= |.| (le morphisme de longueur).

La proposition suivante justifie le fait que le monoide >* soit appelé monoide libre.

Cette propriété caractérise le monoide libre engendré par .

Proposition 1.5 Toute fonction pu : X — M de X dans un monoide M se prolonge

de facon unique en un morphisme de ¥* dans M.

Preuve. L’esistence : Posons

p(e) = ey et playas...on) = (o) plas) ... pm(an), n €N, o €3, 1 <i < n.
Et facile de voir que j est bien un homomorphisme.

Unicité : Soient 1 et ;\ deux homomorphismes de A* dans M tels que :

Va € A, fi(a) = Ma)

Alors i(1) = ;\(1) = ey et pour tout mot w = ajs...qu,

On a p(w) = plais...ap) = play)plas)...u(an) = X(OélOéz...Oén) = ;\(w) n

1.2 Relations binaires et leurs propriétés

Dans ce qui suit, on donne quelques définitions et notations concernant les rela-

tions binaires.

Definition 20 Une relation binaire sur un ensemble E est une partie R de E x F.

Si un couple (z,y) est dans R, on note souvent zRy.

Definition 21 Les relations étants des parties de E x F/, on définit de maniére usuelle
le complémentaire |(R), la réunion R U R, et U'intersection Ry N Ry de relations R4
et Ro. On a:

o (z,y) € Ri URy si, et seulement si Ry ou zRay.

e (z,y) € R1 NRy si, et seulement si Ry et tRay.

e z|(R)y si, et seulement si (x,y) ¢ R.



e On dit que R; implique Ry (ce qui revient au méme de dire que R, contient R;)
si, et seulement si Ry C Ro, c’est-a-dire si, et seulement si pour tout x et y de E,

TRy = xRoy.

Definition 22 La composition des relations sur F est 'opération sur P(E x E)
définie par :

VR1,Ra € P(EX E),RioRe={(x,2) e EX E:3y € E, (r,y) € Ra,(y,2) € Ry}.
La composition des relations est associative et admet comme élément neutre la relation

identité R® = {(z,x) /v € E}. Autrement dit, (P(E x E), o, R") est un monoide.

Exemple 1.11 Soit £ I’ensemble des droites d’un plan affine euclidien et Ry = Ry =
L ou L désigne la relation d’ortogonalité. Alors R, oR, = 11 avec 11 désigne la relation

de parallélisme. En effet, pour toutes droites D et D' du plan E, on a :

(DnD'") <= (3D",DLD" et D"LD").

On peut donc écrire ici : 1L o L =

Definition 23 Une relation binaire R sur E est dite :

e Réflexive si RY C R, c’est-a-dire 2Ra pour tout = € E.

e Antiréflexive si on a R NR = 0, c’est-a-dire il n’existe pas un élément x € E qui
vérifie xRx.

e Symétrique si on a R~ C R, c’est-a-dire yRz dés que zRy.

e Antisymétrique si RNR™ = R, c’est-a-dire si 2Ry et yRx, alors = v.

e Transitive si on a R o R C R, c’est-a-dire si 2Ry et yRz, alors xR z.

Un ordre sur un ensemble F est une relation binaire réflexive, antisymétrique et tran-
sitive. Un ordre strict est une relation binaire antiréflexive et transitive. Un préordre
est une relation binaire réflexive et transitive. Une équivalence est une relation binaire
sur F qui est réflexive, symétrique et transitive.

Un ordre < sur un ensemble E est total si il vérifie la propriété suivante : Vx,y € F :
r < youy < x. A une relation d’ordre <, on associe la relation d’ordre stricte <

définie par : x <y <= x <yet x#y.

Soit R une relation binaire définie sur un ensemble E. On dénote par :
e I/ X E la relation pleine.

e R identité sur E.



e R™ la n-iéme composition de R, R"* = RoR" ! =R" 1o R, pour n > 0.
e R" la fermeture réflexive de R.

e R~! I'inverse de R.

e R° la fermeture symétrique de R.

e R ou R! la fermeture transitive de R.

e R* ou R la fermeture réflexive et transitive de R.

e R la fermeture réflexive, transitive et symétrique de R.

Definition 24 Soient Fi, ..., E} des ensembles partiellement ordonnés par les rela-

tions <;, @ = 1, ..., k, respectivement. L’ordre lexicographique < sur F; X ... X Ej =
i=k

H FE; est défini par :
i=1
(1, oo, k) = (Y1, -y Yg) i soit (21, ..., 28) = (Y1, ..., Yg), soit il existe un d, 1 < d < k

tel que xq <q4 yq avec x4 # yg et pour tout i = 1,...,d — l,on a z; = y;.

Exemple 1.12 Soit F; = F» = N muni de 'ordre usuel. Alors, avec 'ordre lexico-
graphique < sur N2, on a les couples (0, ) précédent les couples (1,4), de méme (1,17)

précedent (2,1) et ainsi de suite, pour tout ¢ € N.

Theorem 1 Soit R une relation binaire définie sur un ensemble £. Il existe une
unique relation d’équivalence R telle que :
1. RCR.
AN A ~ A ~
2. Si R est une relation d’équivalence vérifiant R C R C R, alors R = R.

3. La fermeture d’équivalence de R est définie par :

R= N R = RO U(DO(R UR™") = DO(R URTURO™,

A
RCR

A
R relation d’équivalence

Exemple 1.13 Soit £ = {1,2,3,4} et R = {(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,4)}, on a

donc

e RF=RUR={(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,4),(3,1),(3,2), (4,3)}.
1 )

e R =RURY = {(1,2),(1,3),(2,1), (2,3), (3,4), (1,1), (2,2), (
d R+ = {( ) (173)7 (2’ 1)’ (273>7 (374—>7 (17 1)7 (173)’ (272)7 (274)}'
o R* = RYUR" = {(1,2),(1,3),(2,1),(2,3), (3,4), (1,1), (1,3), (2,2)(2,4), (1,1), (3,3), (4,4)}



07N€:R*URS:

Proposition 1.6 Soit R une relation binaire définie sur un ensemble E. On a

1. (R7)* = (R*)".
2. (R7)t = (RY)".
3. (RY)* C (R*)".

Preuve. On fait remarquer que, pour deux relations binaires R; et Ry quelconques
sur un méme ensemble E, on a :

(RIURy) ' =RTURSL

Ainsi que, pour toute relation binaire R sur un ensemble F, on a (R°)™! = R°. Par
suite, Pour Iidentité (1) ona: (R")* = (RURY)* = (RUR)U(RURY) ! =
RURURTITURY)IT=RURTUR? =R UR" = (R®)".

Notons que pour togte relation binaire R sur un ensemble F et pour tout entier n,

ona (RURY" = U RE. Par conséquent, I'identité (2) s’écrit (R")! = (R UR)! =

k=0
o0 400 n +00 400
URur) =R =R =(JRHUR® = (R
= n=1 k=0 n=1 n=1

n=1

Enfin pour (3), on a,
400 +o00 +o00 +oc0

(RY)® = (U R™)U (U R = (U R™) U(U R~"),du faite que R~ est la relation
n=1 n=1 n=1 n=1

(R™1)". Toujours par définition on a :
+o0

(R) = R UR™M"
n=1
Or, pour tout entier n non nul, R™ et R~" sont contenues dans (R U R~')", donc

dans (R*)!. Donc R et (R™!)! sont aussi contenues dans (R®)!. Ce qui donne bien

(Rt)s g (Rs)t. m

Proposition 1.7 Une relation d’équivalence R sur un ensemble E peut étre aussi
définie des maniéres suivantes :

1. Par la donnée d’un partition P de E :

TRy <= IX € P tel que : x € X ety € X.

2. Par la donnée d’une application f de E dans un ensemble quelconque F :

TRy <= f(x) = f(y).

11



3. Par la donnée d’une application h de E x E dans l'ensemble U = {z € C : |z] = 1}

vérifiant la condition :
V(z,y,2) € E® h(w,y)h(y, 2) = h(z, 2).
en posant, TRy <= h(z,y) = 1.

12



Chapitre 2

Etude sur les éléments

idempotents d’un monoide

Ce chapitre contient la définition de semi-groupe inverse, le produit semi-direct

de semi-groupes, et les proprietés des éléments idempotents.

2.1 Elément idempotent

Definition 25 Soit (F,*) un magma. On dit que x € F est idempotent si z*x = z.

Si tous les éléments de F sont idempotents pour *, alors (E, %) est dit idempotent.

— Dans les monoides ({0,1},V) et ({0,1},A) du domaine booléen muni de la
disjonction logique V et de la conjonction logique A respectivement, tout élément
est idempotent.

— Dans le monoide (F¥ o) des applications d’'un ensemble E dans un sous-
ensemble F' de E muni de la composition de fonctions ” o”, les éléments idem-
potents sont les applications f : £ — F' telles que pour tout élément x de F,
f(f(x)) = f(x) (image de tout élément de E est un point fixe de f). Par

exemple ’application identité est idempotente.

Exemple 2.1

1. Dans le monoides (N, x) les éléments idempotents sont 0 et 1.

2. Dans les monoides (P(FE),U) et (P(E),N) de 'ensemble des parties d’un ensemble

13



E muni de 'union ensembliste U et de l'intersection ensembliste N, respective-

ment, tout élément est idempotent.

Theorem 2 Soit u un élément idempotent d’un monoide M et soit

Gu={me MunuM :ue MmnmM} (2.1)

L’ensemble G, est un sous groupe de M qui contient tous les sous groupes de M

admettant u pour élément neutre.
Preuve. Soit u = u? € M. Par définition un élément m € M appartient a G, si, et

seulement s’il existe mq, mo, ms3, my € M satisfaisant :

m = 1Miu = uUmms

U = MmM3zm = 1Mmmmy

Donc en particulier u € G, (m1 = ma = m3 = my = 1y).

Les deux permiéres relations donnent

mu = myiu=mu=m

um = Wms=umg=m

Donc u est un élément neutre pour tous les éléments de G,,.

Soit m' = miu = umj, tel que u = mim’ = m'm) un autre élément de G,. On a

mm’ = mm'u=umm’

/ r / Y A
mymamm’ = mium’ =mim’' = u
mm'myms = mumg=mms=u

Donc G, est un sous ensemble stable de M (C’est a dire G,G,, C G,,).
Enfin, d’aprés u? = u = msm et m = um, on voit que u = umsum et il n’y a donc

pas de perte de généralité & supposer désormais que ums = msu = mg.
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Considérons le produit mmg. En utilisant succeivement les hypothéses m3 =

M3, U = MMy, M3gM = U, MU = M, mmy = u on obtient :

mimms = mmsu = mimsziming = muny = mMinyg — U

Nous avons établi que G, est un sous ensemble stable admettant un élément
neutre u et ayant la propriété qu’a tout m € G, corrspond un élément ms = umsu
qui satisfait © = umsum = mumsu.

Ceci montre d’abord que umsu € G, et que 'ensemble GG, muni du produit de M
est isomorphe & un groupe puisque chaque élément posséde un inverse. Enfin le groupe
G, est maximal car si les éléments ms et mg de M sont invariant par multiplication
par u et satisfont u = mgmg = mems ils appartiennent & G, d’aprés la défintion

méme de cet ensemble. Ceci terminé la preuve de théoréme. m

Definition 26 Une famille V' de monoides est une pseudo variété de monoides si elle
contient tout sous monoide, tout monoide quotient, et tout produit direct de deux

membres quelconques de ses membres.

Les monoides finis forment une variété, de méme que les monoides commutatifs ;
par contre les groupes cycliques ne forment pas une variété puisque le produit direct

de deux groupes cycliques n’est plus nécessairement cyclique.

Proposition 2.1 On définit une opération de composition entre monoides. Pour fa-
ciliter l’écriture on considére deux monides fizes M et My et l'on désigne par R la
famille de tous les ensembles de paires d’éléments (mq, ms) € My X Ms.

FEtant donnés des éléments quelconques r = {(my,;,me;) 11 € I,} € Rymy € M et

mg € My on définit les éléments mqr et rmo de R par les relations

mir = {(mamaig,me;) i€ L} €R

rmg = {<m1,i7m2,i7m2) 1 € Ir} & R

Definition 27 Soit (.5,-) un semigroupe, un élément a de S est regulier, s’il existe
un élément x de S tel que axa = a. Si chaque élément de S est regulier, alors on dit

que (.5, -) est regulier.
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Proposition 2.2 Soit V' une variété de groupe. Si My et My appartiennent a la
pseudo variété de monoide finis induite par V il en est de méme de leur produit

semi-direct booléen M = My ® Ms.

Preuve. Soit u = (uy,7r,uz) € M un idempotent de M et soit G, le sous groupe
maximal de M qui le contient. Il clair que u; = u?;,us = u?, et que 'application
qui envoie tout g = (ry,74,m2) € G, sur la paire (my,mg) € M; x My est un
homomorphisme v de GG,, dans le produit direct G,; X G2 des sous groups G,; € M;
et Guo € M.

Par construction, le noyeau de 7 est ’ensemble N des éléments prouver que N se
réduit & {u} nous aurons établi que v est un monomorphisme, C’est a dire que G,
est isomorphe & un sous groupe de G,; X Gypo.

Soit donc m = (u4, s, uz) € N. Puisque m € G, m posséde un inverse m (relative-
ment & u) Cest & dire qu’il existe un élément m = um = mu tel que u = mm = mm.
Il est clair que m a la forme ™ = (uq,3,uz) pour un certain s € R. Nous avons les

relations suivantes

r = wrUruy (daprés u = u?)
r = wSUsuy (d’aprés u = mim)
s = wurUugsug Uuy (d’aprés m = umu)

La premiére relation montre que u,r C r; par conséquent u;r = uqjuisUuisus C r
d’aprés la seconde relation et, a fortiori uisus C r. On a la troisiéme relation s’écrit
aussi s = r U uysuy et par conséquent, on établi s = r, c’est & dire m = u pour tout
m € N. Ceci acheéve la vérification que tous les sous groupes du produit semi direct

M appartiennent a V. m

Proposition 2.3 Si F} et Fy sont deux V'—langages sur X il en est de méme de

leur union Fy U Fy, du complément relatif 1\ F» et du produit FiF,
F1F2 == {ff, S X" f € Fl,f/ € FQ}

Preuve. Soient a; : X* — M; et ay : X* — M, tels que My, My € V.ozl_lalFl =
Fl;Oé2_1a/2F2 = FQ.
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Nous considérons le produit semi direct M = M; & M, et définissons une appli-

cation v : X* — M en posant ae = (e, {(ae, ase)}, aze) et pour tout f € X*

af = (anf {(arfaaf”): fl, f" € X5 f1f" = f} 02 f)

Il est clair que o est un homomorphisme de X* sur un certain sous monoide M de
M. De plus si f € X* on peut savoir en connaissant seulement son image af € M si
f € F1UF1 ou f S Fl\FQ ou f € FlFQ. Donc Oé_lOéF =F pour F = FUFl, = FI\FQ

Ou:F1F2 .

Definition 28 Soit S un semi-groupe, un élément e dans S est appelé un idempotent
sie’ =ee=e.

’ensemble des idempotents de S est noté par E(S5), i.e,

E(S)={e€ S:e*=¢}.

Definition 29 Soit S Un semi-groupe, on dit que S' est inverse si pour chaque x dans
S il existe un élément unique x* dans S tel que
(i) za*z = x;

(ii) a*za* = a*.

Proposition 2.4 Un monoide fini M admet un unique idempotent si, et seulement

st M est un groupe.

Preuve. En effet, si M n’admet qu’un seul idempotent, alors il s’agit de 'unité 1,,.
Toutes les suites des itérés (m™),en contiennent alors 1, et tout élément est inversible.

La réciproque est évidente. m

2.2 Propriétés des éléments idempotents

Definition 30 On dit qu'un semi-groupe S est un semi-groupe inverse si pour chaque

élément a dans S, il existe un élément unique ¢~ dans S tels que aa 'a = a et

-1,,-1

a taa ! = a1, Iélément ot

est généralement appelé un inverse de a dans S. On

note aussi qu’a chaque a dans S correspond une paire d’idempotents e et f tels que :

aa ' =eala=fea=aaf =a
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les idempotents e et f sont appelés respectivement les unités gauche et droite de
a.

De plus, pour deux éléments quelconques a, b dans S';
(ab) ' =b"ta

Definition 31 On dit que deux éléments a et b d'un semi-groupe S sont inverses

I'un de 'autre si et seulement si aba = a et bab = b.

Definition 32 Soit S un semi-groupe et soit a € S, L(a) désigne le principal idéal
a gauche aS'; R(a) désigne le principal idéal a droite Sa. On définit sur S les trois
relations :

aLb <= L(a) = L(b);

aRb <= R(a) = R(b);

D=LoR.

Theorem 3 Un systéme (S, -, —1) est un semi-groupe inverse ssi :
1.(zy)z = x(yz)Va,y, 2z € S,

2.(z7 ) =

3.z (yy ™) = (yy~ H(@z™);

drr ' = x.

Exemple 2.2 Soit S = {e, a,b}. La table de composition sur S est définie comme

suit :

e a b
e e a b
a a e a

b b a e

L'nverse est défini comme suit ” — 1"par a ! =a, b =bet et =e.

Alors,(S, -, —1) est un systéme satisfaisant (2), (3), (4) mais pas (1). Ainsi (1) n’est

pas une conséquence du reste.

Exemple 2.3 Soit S = {e, a,b}. La table de composition sur S est définie comme

suit :
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e e e e
a e a b

b e a b
L'nverse est défini comme suit ” — 1”"par a=* = b Vx € S.

Alors,(S, -, —1) est un systéme satisfaisant (1), (3), (4) mais pas (2). Ainsi (2) n’est

pas une conséquence du reste.

Exemple 2.4 Soit X un ensemble avec |X| > 2. Prend S = X x X et on
considére dans S le produit défini par (z1,y1)(z2,¥2) = (21,y2) et linverse par
(T1,91) " = (1, 21).

Alors (S, -, —1) est un systéme satisfaisant (1),(2),(4) mais pas (3).

Soient =z, € X avec x7; # w9 et soit y,y» € X, alors
(21, y1) (@1, y1) (22, y2) (T2, 42) ™" = (w1, 22) et (w2, 90) (w2, 52) " (21, 91) (21, 91) " =
(w2, 1) # (21, 22).

Ainsi (3) n’est pas une conséquence du reste.

Exemple 2.5 Soit S un semi-groupe d’entiers positifs muni de la multiplication ordi-
naire. On définit le produit suivant’ dans S x S par (a,b)".(¢c,d) = (ac,bd)Va,b,c,d €
S. L’iverse dans S x S comme suit (a,b)™' = (b,a). Alors S satisfait (1),(2) et (3)
mais pas (4), comme (2,1)(2,1)7%(2,1) = (2,1)(1,2)(2,1) = (4,2) # (2,1).

Theorem 4 Soit S un semi-groupe inverse, soient a,b € S. Si a < b, alors ac < bc

pour tout élément ¢ de S.

Preuve. Supposons que a < b et soit ¢ € S. Alors on a a~! < b~! et par conséquent

cla™t <77t et pour que (¢lta )t < (¢7'h71) ! et donc ac < be. m

Theorem 5 Soit S est un semi-groupe inverse et soit =,y € S, alors les propositions
suiventes sont équivalentes :

a) x~ 'y est un idempotent de S,

b) y~'z est un idempotent de S,

1

¢) yy~ 'z <y dans l'ordre partiel naturel sur S,

d) zoz~'y < x dans l'ordre partiel naturel sur S,
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e) z lyyt <y,

f) yloa=t <zl

Theorem 6 Soit S un semi-groupe inverse et soit a~1b un élément idempotent de S,

pour a,b € S. Alors pour tout ¢ € S, ac A be existe et est égal & (a A b)c.

Theorem 7 Soit a,b € S et soit a~'b un idempotent de S, alors pour tout ¢ €

S, ca A cb existe et est égal a c¢(a A b).

Theorem 8 Si S un semi-groupe inverse dans lequel a et ¢! commutent Va € S,

alors tout relation de congruence sur F(S) peut étre étendue a une congruence sur S.

Theorem 9 Soit {2 un ensemble non vide, on note [(Q)
{f: XCQ—Y CQ, f est bijective}. Pour tout semigroupe inverse (S,-), il

existe un ensemble non vide 2 tel que (.5, -) est isomorphe a (I (€2), o).

Proposition 2.5 Etant donnés un semigroupe S et un groupe G. Soit f : G — S
une application satisfaisant les conditions suivantes :

i) f(sTf(s)f(t) = f(s71)f(st);

i) f(s)fO)F(E71) = fst) f(E71);

iii) f(s)f(e) = f(s).

Alors, il existe un homomorphisme unique f~ : S(G) — S tel que f~([t]) = f(¢t).

Proposition 2.6 Pour tout t dans G. Soit e, = [t][t™']. Ensuite, pour chaque t et s
dans G.

i) ¢ est un idempotent auto-adjoint au sens ol €f = &, = €2,

i) [tles = e[t

iii) €, et €5 commute.

Preuve. Voir ([14]) =
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Chapitre 3

La représentation matricielle d’un

monoide 1nverse

3.1 La représntation matricielle

Proposition 3.1 Soit Q) un ensemble non vide. On consideére l’ensemble I (Q)) défini
par
IQ)={f: XCQ—Y CQ, f est injective}. Alors,

(I(Q),o0) est semigroupe inverse.

Proposition 3.2 Soit S est un semi-groupe inverse pour chaque s dans S, on définit
Ts: 8 — S ot T4(x) = sx. Alors,
1.7, € I(9);

2. Dapplication 7 : S — 1(S) définie par 7(s) = 75 est un morphisme.

Proposition 3.3 Soit S un semigroup, on a,

(S, ) est inverse si, et seulement si, s’il existe un ensemble Q) tel que S est isomorphe

a (I1(Q),o0).

Definition 33 Soit S un semigroupe et M un monoide avec 1 son identité. Pour
simplifier la notation, nous écrivons S additivement, sans supposer que .S est commu-
tatif. Un action a gauche de M sur S est une application de M x S dans S définie
par (m, s) — ms et satisfait, pour tous s, s; et sy dans S, m, my et my dans M :

(1) m(51 + 52) = msi + msa;
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(ii) my(mas) = (myims)s;

(iii) 1s = s.

Corollaire 3.1 Bien sir, cela revient simplement a donner un morphisme d’endo-
morphismes agissant a gauche de S. cette action permet d’un semi-groupe SwM sur
Uensemble S x M avec la multiplication définie par (s,m)(s’,m’) = (s + ms',mm').

Notez que SwM s’appelle un produit semi direct de S et M. De plus, si les élément

1 0
de S X M sont représentés par des matrices de la forme ous e S etme M.
s m
Ensuite la formule précésente peut étre écrite comme
1 0 1 0 1 0
s m s m/ s+ms  mm'

Si les éléments de S x M sont notés par (s, m), alors on peut définir le produit MwS
par (m,s)(m',s") = (mm/, sm' + 5).
m 0

s 1

Si les éléments de M x S sont représentés par des matrices de la forme

alors la formule peut étre écrite comme

m 0 m' 0 mm' 0

s 1 s 1 sm' +s 1

Definition 34 Proposition 3.4 Si S est un semi treillies et soit G est un groupe,

alors SwG est un semigroupe inverse pour tout action gauche de G sur S.

3.2 Monoide inverse

Definition 35 Soient S et 7' deux monoides et soit End(T") le monoide d’en-
domorphisme de T, et écrivent les endomorphismes comme exposants & droite
des arguments. Si a : S — FEnd(T) est un homomorphisme et si s € S et
t € T, on écrivant t* pour t**), puisque a(s) € End(T) pour s € S, alors pour
t1,to € T, (t1,t2)® = t5t5. puisque « est un homomorphisme, (#°1)%* = ¢, ,, pour tout

teT et s1,5€8.
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Le produit semi direct S X, T est le monoide avec les éléments {(s,t),s € S,t € T}

et la multiplication (s1,t1)(S2,t2) = (5159, t1%t2).

Lemme 3.1 Soit S un monoide fortement m — inverse, alors
(1) tous S et T' sont des monoides fortement m — inverse;

(2) u* = u pour tout u € E(S) et tout u € E(T);

(3) Sitt =t pourt €T etee E(S) alors t® = t;

(

(

)
)
)
)

4) t° =t pour tout t € RegI et tout e € E(S);
5) pour chaque s € S ett € T il existe m € N tel que s™ € RegS et t*™) € RegT, ot
tolm) = " Lt

Theorem 10 Soit S et T deux monoides et soit S X, T est un monoide fortement
T — inverse.

(1) (e,u) € E(S x,T) ssie€ E(S) et ue E(T),

(2) Pour tout e € E(S), soit a*(e) est un restriction de a(e) dans E(T'); alors a*(e) €
End(E(T));

(3) Soit a* : E(S) — End(E(T)) tel que e — a*(e); alors a* est un homomorphisme
a E(S) de End(T);

(4) E(S x,T) = E(S) x E(T) =2 E(S) X E(T).

Theorem 11 Soit S et T deux monoides et soit S X, T est un monoide fortement
T — 1nverse.

(1) (s,t) € Reg(S x4 T) ssi s € RegS et t € RegT .

(2) Pour tout s € RegS, soit a*(S5) est un restriction de «(s) dans Regl’; alors
a*(s) € End(RegT).

(3) Definer o* :RegS — End(RegT’) par s — a*(s); alors a*est un homomorphisme
a RegS de End(RegT).

(4) Reg(S xo T) = Reg(S) x o~Reg(T).

Theorem 12 Soit G un groupe et soit 'inclusion C est une relation totalement
ordonnée sur Sub(G). Considére 'ensemble M (G) = {Ha : H < G,a € G}, on
définit 'opération "x~ sur M(G) par Ha*x Kb = (H V aKa ')ab. On a :

(i) L’ensemble (H V aka™1)ab est le plus petit élément de M (G) contenant le produit
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HaKb;
(17) (M(G),*) est un monoide inverse;

(17i) Sub(G) est 'ensemble des idempotents.

Preuve. Puisque la relation d’inclusion est totalement ordonnée sur Sub(G). Alors
nous avons (H V aKa™') = H ou (HV aKa™') = aKa™'. De plus, pour tous K €
Sub(G) et a € G, aKa™' € Sub(G) parce que l'ensemble M (G) est fermé sous
Popération . Soit x = hakb € HaKb arbitrairement ot h dans H et k dans K.
Puisque h est un élément de H C HV aKa ' et aka™ € aKa ' C HV aKa™!, ainsi
x = (haka™)ab dans (H V aKa~1)ab quels rendenents ¢a HaKb C (H V aKa™')ab.
Soit Le € M(G) contient HaKb. Puisque HaKb C Lc,1g € H et 1 € K ainsi
lgalgb = ab € Le. De plus HaKb C Le et 16 € K, implique Hab C Le. D’autre
part, HaKb = (HaKa')ab C Lc et 1¢ € H implique (aKa ')ab C Lc. Donc nous
obtenons (H V aKa™1)ab C Lec ce qui compléte la preuve de (i). En considérant les

¢éléments Ha, Kb et Le de M(G) nous avons

(Ha+ Kb)* Lc = ((HVaKa ')ab) L,
= ((HVaKa™')V (ab)L(ab) ") (ab)c,
= (HVaKa'VvabLb'a )abe.

Aussi, nous obtenons

Hax (Kb* Lc) = Hax* (K VbLb ")be,
= (HVa(KVbLb Y a abe,
= (HVaKa'VabLb'a ')abe.

Cela montre que 'opération est associative et donc M (G) est un semi-groupe. Si
Ha € M(G) alors Ha x {1g} = {lg} * Ha = Ha, ou {1g} = {lg}lg € Sub(G) N
M(G). Donc, I'élément identité pour (M(G),x*) est {1g}.Pour les élément Ha et
(a™'Ha)a™* de M(G) nous avons

(Ha* (a"'Ha)a™')* Ha = (HVa(a 'Ha)a ")aa™" * Ha,
= (HV H)lg«*Ha=H =+ Ha= Ha.
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Et
(a'Ha)a™ ' x Ha* (a *Ha)a™ = (¢ 'Ha)a™",

1

Ce qui montre que (a"*Ha)a™! est un inverse de Ha dans monoide (M(G), ).

Donc la preuve de (ii) est compléte. Pour (iii) supposons que Ha est idempotent :
Ha=HaxHa= (HVaHa Ya',

Puis, en particulier, o' = 1lga” € Ha, i.e. a’ = ha pour méme h € H. Par
conséquent a = h € H donc Ha = H. Cela signifie que les idempotents de (M (G), )
sont précisément les sous-groupes de GG. De puis que pour deux sous-groupes H, K de
G,Hx K =KxH=HV K ce les idempotent commutent et donc (M (G), %) est un

monoide inverse. m

Proposition 3.5 Pour chaque Ha € M(G), Uapplication Ty, @ M(G) — M(G)
définie par To(Kb) = (HV aKa ')ab ou Kb € M(G) * (a *Ha)a™! est l’élément de
I(M(G)). De plus, l’application 7 : M(G) — I(M(G)) définie par T(Ha) = Ty, est
une intégration de M (G) dans I(M(G)).

Preuve. (M(G), ) est un monoide inverse et en utilisant I'inverse de Ha € M(G),

i.e. (Ha)™! = (a7*Ha)a™! la preuve est compléte. m

Proposition 3.6 (i) Pour tous H € Sub(G), H * M(G) x H est le sous semi-groupe
inverse de (M(G),*).(ii) Pour tous Ha € M(G),

Hax (a "Ha)a '« M(G) x Ha x (a"*Ha)a™ ',

Et
(a'Ha)a™ x Hax M(G) * (a"*Ha)a™" x Ha,

sont les sous semi-groupes inverse de (M(G), *).

Preuve. Pour (i) nous utilisons le fait que Eyq) = sub(G).
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(ii) Depuis pour tous Ha € M(G), nous avons (Ha)™ ' = (a *Ha)a™ !,
Hax (o 'Ha)a " x Ha* (a""Ha)a™ " € Eyc),

Et
(a"'Ha)a™ '« Hax (a'Ha)a™" x Ha € Eyg),

donc la preuve est complete. m

Theorem 13 Soit (S, +,0) et (M,-,1) sont deux monoides et considérent 1'action

gauche de M sur S :

MxS — §

(m,s) +—— ms,

tel qu’il satisfait

o m(sy + S2) = ms; + msy,

e my(mys) = (mymsy)S,

o 1s=s,

e m0 = 0.

Pour tous s, s1,52 € S et m, my my € M. Alors on a,

(1) Pour tous m € M; lapplication 6, : S — S,s —— ms est un élément de
End(95),

(17) L’application 6 : (M,-,1) — End(S,o,ids),m —— 0, est un morphisme de
monoides.

(77i) L’ensemble S x M avec la multiplication (s,m)(s’,m') = (s +ms’,mm’) est un

monoide.
, ) 1 0
(iv) Si K = ,s€S,me My, alors (K, X) est un monoide.
s m
L 10 . .
(v) L’application h : (S x M, ) — (K, x), (s,m) — est un isomorphisme
s m

des monoides.
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Preuve. Pour tous s,s' € S, 0(s+5') =m(s+s') = ms+ms = 0(s)+0(s') et (0) =
m0 = 0 donc 6, € End(S) et cela a prouvé (i). De puis pour tous s € S, O (s) =
(mm’)s et (0,,00,,)(s) = O, (m's) = m(m's) donc §(mm') = 0(m)oO(m’) ou m,m’ €
M qui la partie gauche (ii) prouvé. Pour (iii), la propriété de fermeture découle de

la définition de la multiplication comme suit. Prendre des éléments (s, m), (s',m’) et

(s”,m") de S x M. Alors

((s,m)(s,m))(s",m") = (s+ms ,mm')(s",m"),

= (s+ms + (mm')s", (mm')m").
Aussi, nous avons dans la méme maniere que,

(S’ m)((sla m/)(sﬂv m”)> = (S’ m)(sl + m/5/,7 m,m”))7
= (s+m(s'+m's"),m(m'm")),

= (s+ms' + (mm')s", m(m'm")).
Donc la multiplication est associative. De plus, pour tous (s,m) € S x M
(s,m)(0,1) = (0,1)(s,m) = (s,m).

Cela implique 1’élément identité existe donc S x M est un monoide. Pour les

1 0 1 0 1 0
éléments , et de K nous avons
s m S/ m/ S” ml/
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
X X = X
s m s m s m” s+ms  mm/ s m”
1 0
s+ms +mm's" (mm')m”
Et
1 0 1 0 1 0 1 0
X X =
s m s m/ " m” s+ms +mm's”" m(m'm”)
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10
De tout évidence, 1’élément d’identité de (K, x) est . Donc (K, x) est
01

un monoide. Pour (v), il est facile de voir que h est un bijectif. Aussi pour tous

(s,m),(s',m")eSxM:

1 0
h[(s,m)(s',m)] = h(s+ms,mm')= ,
s+ms" mm’
1 0 1 0
= X ,
s m s m

= h(s,m) x h(s',m’).

28



Conclusion

Dans ce mémoire, on a fait une étude sur les monoides inverses.

Nous avons présenté dans le premier chapitre les définitions et quelques propriétés

sur les semi-groupes et les monoides.
Ensuite nous avons fait une étude sur les éléments idempotents d’un monoide.

Finalement nous avons fait une étude sur la représentation matricielle d’un mo-

noide inverse.
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