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Notation

Σ : alphabet fini.

Σ∗ : monoïde libre sur Σ.

|w| : la longueur du mot w.

|w|α : le nombre d’occurence de lettre α dans le mot w.

L : langage sur l’alphabet Σ.

M : monoïde.

S : semi-groupe.

End(S) : l’ensemble des endomorphisme de S.

Reg(S) : les éléments réguliers de S.

R : relation binaire
i=k∏
i=1

Ei : produit cartésien d’ensembles.

M1 ~M2 : produit semi-direct booléen.
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Résumé
Ce mémoire s’inscrit dans le cadre de la théorie des monoïdes.

Au premier chapitre, on rappelle des notions élémentaires sur les semi-groupes et

les monoïdes.

À la suit, on étude les éléments idempotents d’un monoïde.

En fin, on s’intéresse à la représentation matricielle d’un monoïde inverse.

Mots clés : Magma, semi-groupe, monoïde, monoïde inverse, semi-groupe inverse,

élément idempotent.

Abstract
This memory is part of the theory of monoids.

In the first chapter, we recall elementary notions on semi-groups and monoids.

In the following, we study the idempotent elements of a monoid.

Finally, we are interested in the matrix representation of an inverse monoid.

Keywords : Magma, semigroup, monoid, inverse monoid, inverse semigroup, idem-

potent element.



Introduction

L’algèbre s’appuie sur les structures algébriques, comme la topologie et l’analyse

s’appuient sur les structures topologiques, leurs rencontres générant la topologie al-

gébrique, la géométrie algébrique, etc.

Les monoïdes sont des structures algébriques très simples. Ils peuvent être utiles

à l’informatique théorique pour formaliser la théorie des langages.

Dans ce mémoire, nous allons étudier les monoïdes inverses et leurs représentations

matricielles.

Ce travail et composé de trois chapitres :

Le premier chapitre, consiste à un rappel des notions élémentaires sur les semi-

groupes et les monoïdes.

Dans le second chapitre, nous allons étudier les éléments idempotents d’un mo-

noïde.

Dans le troisième chapitre, on fait une étude sur la représentation matricielle d’un

monoïde inverse.
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Chapitre 1

Notions élémentaires sur les

semi-groupes et les monoïdes

Ce premier chapitre contient les définitions et les propriétés des outils que nous

utiliserons par la suite : magma, semi-groupe, monoïde, monoïde libre, relation d’équi-

valence et relation d’ordre.

1.1 Généralités sur les semi-groupes et les mo-

noïdes

Definition 1 Soit E un ensemble. On appelle loi de composition interne ou opération

binaire sur E toute application de E × E dans E.

Definition 2 Lorsqu’un ensemble E est muni d’une opération ” ∗ ”, on dit que le

couple (E, ∗) forme un magma. Dans le cas où E est fini, on peut consigner la loi ”∗”

qui le structure dans un tableau dénommé table de Cayley. Selon le cas, le magma

(E, ∗) est alors qualifié de commutatif ou associatif.

Definition 3 Soit E un ensemble. Une loi ∗ définie sur E est dite :

• Commutative si : ∀x, y ∈ E, x ∗ y = y ∗ x.
• Associative si : ∀x, y, z ∈ E : (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z).

Definition 4 Soient (E, ∗) et (F,∆) deux magmas. Un homomorphisme, ou simple-

ment morphisme, est une application h : E −→ F telle que :
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∀x, y ∈ E : h (x ∗ y) = h (x) ∆h (y). En d’autres termes, un morphisme est une appli-

cation qui préserve la loi. Quand E = F et ∗ = ∆, on dit h est un endomorphisme.

Un isomorphisme est un morphisme bijectif.

Exemple 1.1 La fonction log : R+ − {0} −→ R représente un morphisme, et même

un isomorphisme de (R+ − {0} ,÷) sur (R,−), puisque, outre le fait qu’elle soit bi-

jective, on a : log (a÷ b) = log (a)− log (b).

Definition 5 Soit (E, ∗) un magma. On dit qu’un élément e ∈ E est idempotent si

e ∗ e = e. Le magma est qualifié d’impotent lorsque tous ses éléments le sont. On dit

qu’un élément e ∈ E est absorbant si ∀x ∈ E, x ∗ e = e ∗ x = e. On dit qu’un élément

e ∈ E est neutre si ∀x ∈ E, x ∗ e = e ∗ x = x. Soit (E, ∗) un magma admettant
un élément neutre e, on dit qu’un élément x ∈ E est symétrisable s’il existe x′ ∈ E
vérifiant x ∗ x′ = x′ ∗ x = e.

• (N− {0} ,+) est un magma sans idempotents.

• (N,+) contient exactement un idempotent, l’entier 0.

• (N,+) contient deux idempotents 0 et 1.

• (N,min) est un magma idempotent.

Definition 6 On appelle semi groupe un magma associatif. Un sous semi groupe

d’un semi groupe S toute partie H de S qui constitue un semi groupe pour la loi

induite par celle de S. En fait, H est un sous semi groupe de S si et seulement si H

est stable pour la loi de S : ∀x, y ∈ H, xy ∈ H.

Exemple 1.2 (N− {0} ,+) , (N,min) sont des semi groupes.

Definition 7 On appelle monoïde tout semi groupe possédant un élément neutre. ce

dernier est généralement noté 1. On note M tout monoïde (M, ∗, 1).

Exemple 1.3 (N,+, 0) , (N ∪ {+∞} ,min,+∞) sont des monoïdes.

Remarque 1.1 Un Monoïde (M, ·, 1) qui est tel que tout élément de M possède un

symétrique est un groupe.
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Exemple 1.4 Tout groupe est un monoïde, (N,+, 0) est un monoïde qui n’est pas

un groupe.

Definition 8 Soient M un monoïde et N ⊆ M . On dit que N est un sous monoïde

de M si :

• 1 ∈ N , 1 étant l’élément neutre de M ,

• ∀x, y ∈ N, xy ∈ N , N sous semi groupe de M .

Definition 9 Soient (M, ·, 1M) et (N, ∗, 1N) deux monoïdes. Un morphisme de mo-

noïdes h : M −→ N est une application qui vérifie : ∀x, y ∈M,h (x · y) = h (x)∗h (y)

et h (1M) = 1N .

Exemple 1.5 La fonction exponentielle représente un isomorphisme de (R,+) dans

(R+ − {0,×}). Elle est bijective et vérifie :
exp (x+ y) = exp (x)× exp (y) et exp (0) = 1.

Definition 10 Soient (M, ·, 1) un monoïde et X, Y deux parties de M . On pose

XY = {xy/x ∈ X, y ∈ Y }, l’opération sur les parties ainsi définies donne à l’ensemble
P (M) = 2M une structure de monoïde.

Soit X une partie de M . On définit sa puissance itérée de la manière suivante : X0 = {1}
Xn+1 = XXn, n ≥ 0

Puis l’on pose X∗ =
⋃
n≥0

Xn = {x1x2...xn/n ≥ 0, xi ∈ X, 1 ≤ i ≤ n}.

Proposition 1.1 X∗ représente le sous monoïde de M engendré par X, pour tout

X ⊆M .

On a (N,+) = {1}∗. Et pour tout élément n ∈ N, dans le monoïde

(N ∪ {+∞} ,min,+∞), on a {n}∗ = {n,+∞}.

Definition 11 Soit (M, ∗, 1) un monoïde , une congruence sur (M, ∗, 1) est une re-

lation d’équivalence ≡ stable par multiplication à droite et à gauche, c’est-a-dire :

∀x, y, z ∈M : x ≡ y ⇒ x · z ≡ y · z et z · x ≡ z · y
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Definition 12 Soit M un monoïde et ≡ une congruence défine sur M . Le quotient
M/ ≡ est le monoïde des classes de congruence de M pour la relation ≡. La loi de
composition de M/ ≡ est définie de la manière suivante : u ∗M/≡ v = u ∗M v.

La projection naturelle (la surjection canonique) de M dans M/ ≡ est noté P .

Exemple 1.6 Soit le monoïde (N,+) et soit la relation ≡ définie par x ≡ y si, et

seulement si, x et y ont même parité. la relation ≡ est une congruence. Le quotient
de N par cette relation donne un monoïde comprenant deux éléments, notés 0 et 1

correspondant respectivement aux entiers pairs et impairs.

Definition 13 Soit ≡ une congruence sur un monoïde M .
Une partie X de M est dite saturée par ≡ si ∀x ∈ X : x ⊆ X.

Definition 14 Soit (M, ·, 1M) un monoïde. Pour tout couple (x, y) d’éléments de

M , le quotient à gauche de x par y noté y−1x est l’ensemble {z ∈M : y · z = x}.
Le quotient à gauche d’un sous ensemble de M par y est l’union des quotients des

éléments du sous ensemble par y, i.e, si X ⊆M , alors y−1X =
⋃
x∈X

y−1x.

Definition 15 Soit (M, ·, 1M) un monoïde et A un ensemble de générateurs de M .

Le graphe de Cayley (gauche) de M par rapport à A est le graphe (M,E), où E =

{(x, a, y) ∈M × A×M : y = a · x}.

Definition 16 Soit X un ensemble et M un monoïde, une application · de M ×X
dans X est une action à gauche de M sur X si :

1. ∀x ∈ X, 1M · x = x

2. ∀x ∈ X, ∀m1,m2 ∈M : (m1m2) · x = m1 · (m2 · x).

Definition 17 Soit Σ un ensemble de symboles, appelé alphabet. Les éléments de Σ

sont aussi appelés des lettres.

Definition 18 Soit Σ un alphabet, un mot sur Σ est une suite finie de symbole. Par

exemple, 00110 et 110 sont deux mots sur l’alphabet {0, 1} . La longueur d’un mot w
est le nombre de symboles constituant ce mot, on le note |w|. Ainsi, |00110| = 5 et

|110| = 3. L’unique mot de longueur 0 est le mot correspondant à la suite vide. Ce
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mot s’appelle le mot vide et on le note 1, ou bien ε. L’ensemble des mots sur Σ est

noté Σ∗. Par exemple

{0, 1, 2}∗ = {ε, 0, 1, 2, 00, 01, 02, 11, 12, 20, 21, 22, 000, 001, ...} (ε est le mot vide).
• Si σ est une lettre de l’alphabet Σ, pour tout mot w = a1a2...ak de Σ∗, on note par :

|w|σ = card {i ∈ {1, 2, ..., k} : ai = σ}.
le nombre d’occurrences de la lettre σ dans le mot w et w(i) sa i-ème lettre.

Par exemple |00110|0 = 3 et |00110|1 = 2, 00110 (1) = 0, 00110 (4) = 1.

Exemple 1.7 Le biologiste intéressé par l’étude de l’ADN utilisera un alphabet à

quatre lettres {A,C,G, T} pour les quatre constituants des gènes : Adénine, Cytosine,
Guanine et Thymine.

Proposition 1.2 Soit Σ un alpabet,

1. l’ensemble Σ∗ est infini.

2. l’ensemble Σ∗ est dénombrable.

Preuve. 1. l’ensemble Σ∗ est infini, en effet on a Σ∗ =

+∞⋃
n=0

Σn = Σ0 ∪ Σ...Σn ∪ ....

2. On montre que Σ∗ est dénombrable. Comme Σ est fini, on peut donc numéroter ses

éléments, par exemple, si Σ = {α, β, γ}, alors n (α) = 1, n (β) = 2, n (γ) = 3. Ensuite,

soit u un mot de Σ∗, on considère les longueurs |u| premiers nombres premiers, par
exemple si |u| = 5, on a les 5 premiers nombres premiers sont p(1) = 2, p(2) =

3, p(3) = 5, p(4) = 7, p(5) = 11. On forme le nombre f (u) =

i=|u|∏
i=1

p(i)n(u(i)), où u (i)

désigne la ième lettre de u. Par exemple si u = αγβαα, alors

f (u) =

i=|u|∏
i=1

p(i)n(u(i)) =
i=5∏
i=1

p(i)n(u(i)) = 21 × 33 × 52 × 71 × 111. Donc on peut définir

une application

f : Σ∗ −→ N, u 7−→ f (u) =

i=|u|∏
i=1

p(i)n(u(i)). Par l’unicité de la décomposition d’un

entier en facteurs premiers, l’application f est injective. Enfin, comme f est injective

et l’ensemble N est dénombrable, alors Σ∗ est dénombrable.

Definition 19 La concaténation est l’opération qui associe à deux mots u et v le mot

noté u.v ou uv défini par : si u = α1α2...αn et v = β1β2...βp, alors uv = γ1γ2...γn+p

avec γi = αi pour i = 1, ...n et γn+i = βi pour i = 1, ...p. Par exemple, la concaté-
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nation des mots 00011 et 011 donne le mot 00011011. On vérifie facilement que la

concaténation est une opération associative admettant le mot vide comme élément

neutre :

∀x, y, z ∈ Σ∗ : (xy)z = x(yz).

∀x ∈ Σ∗ : xε = εx = x.

Proposition 1.3 Soit Σ un alphabet quelconque le monoïde Σ∗ possède les deux pro-

priétés suivantes :

1. tout élément de Σ∗ est une suite finie d’éléments de Σ.

2. deux suites distinctes d’éléments de Σ définissent deus éléments distincts de Σ∗.

Proposition 1.4 Soient t, u, v, w quatre mots de monoïde libre Σ∗.

1. Si tu = vw et |t| ≤ |v| alors il existe un unique mot z de Σ∗ tel que v = tz et

u = zw.

2. Si uv = wt et |u| = |w| alors u = w et v = t.

3. Pour tout i ∈ N− {0} , (ui = vi ⇒ u = v).

4. Le monoïde libre Σ∗ est simplifiable, c’est à dire,

4.1 uv = uw ⇒ v = w;

4.2 uv = wv ⇒ u = w;

4.1 uvw = utw ⇒ v = t.

5. Les propositions suivantes sont équivalentes :

5.1 uv = vu,

5.2 Il existe deux entiers n et m non tous deux nuls tels que un = vm,

5.3 Il existe un mot z et deux entiers p et q tels que u = zp et v = zq.

Exemple 1.8 L’application longueur |.| : Σ∗ −→ N est un morphisme de monoïdes

entre (Σ∗, .) et (N,+). En effet,

∀u, v ∈ Σ∗ : |uv| = |u|+ |v| et |ε| = 0.

Exemple 1.9 Soit Σ = {α1, α2, ..., αn} un alphabet, n ∈ N \ {0, 1}.
La fonction de Parikh Ψ : Σ∗ −→ Nn, Ψ(w) = (|w|α1 , ..., |w|αn),

est un morphisme de monoïdes entre (Σ∗, .) et (Nn,+).
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Exemple 1.10 Soit Σ = {α1, α2, ..., αn} un alphabet, n ∈ N \ {0, 1}.
Et soit λ : Σ −→ N, αi 7−→ λ(αi). On définit

∼
λ : Σ∗ −→ N comme suit :

∼
λ(w) =

i=n∑
i=1

λ(αi) |w|αi
∼
λ est un homomorphisme de monoïdes.

Et si ∀1 ≤ i ≤ n, λ(αi) = 1, alors
∼
λ = |.| (le morphisme de longueur).

La proposition suivante justifie le fait que le monoïde Σ∗ soit appelé monoïde libre.

Cette propriété caractérise le monoide libre engendré par Σ.

Proposition 1.5 Toute fonction µ : Σ −→M de Σ dans un monoïdeM se prolonge

de façon unique en un morphisme de Σ∗ dans M .

Preuve. L’esistence : Posons
∼
µ(ε) = eM et

∼
µ(α1α2...αn) = µ(α1)µ(α2)...µ(αn), n ∈ N, αi ∈ Σ, 1 ≤ i ≤ n.

Et facile de voir que
∼
µ est bien un homomorphisme.

Unicité : Soient
∼
µ et

∼
λ deux homomorphismes de A∗ dans M tels que :

∀α ∈ A, ∼µ(α) =
∼
λ(α)

Alors
∼
µ(1) =

∼
λ(1) = eM et pour tout mot w = α1α2...αn

On a
∼
µ(w) =

∼
µ(α1α2...αn) = µ(α1)µ(α2)...µ(αn) =

∼
λ(α1α2...αn) =

∼
λ(w).

1.2 Relations binaires et leurs propriétés

Dans ce qui suit, on donne quelques définitions et notations concernant les rela-

tions binaires.

Definition 20 Une relation binaire sur un ensemble E est une partie R de E × E.
Si un couple (x, y) est dans R, on note souvent xRy.

Definition 21 Les relations étants des parties de E×E, on définit de manière usuelle
le complémentaire e(R), la réunion R1 ∪R2 et l’intersection R1 ∩R2 de relations R1
et R2. On a :
• (x, y) ∈ R1 ∪R2 si, et seulement si xR1y ou xR2y.
• (x, y) ∈ R1 ∩R2 si, et seulement si xR1y et xR2y.
• xe(R)y si, et seulement si (x, y) /∈ R.
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• On dit que R1 implique R2 (ce qui revient au même de dire que R2 contient R1)
si, et seulement si R1 ⊆ R2, c’est-à-dire si, et seulement si pour tout x et y de E,
xR1y ⇒ xR2y.

Definition 22 La composition des relations sur E est l’opération sur P(E × E)

définie par :

∀R1,R2 ∈ P(E × E),R1 ◦ R2 = {(x, z) ∈ E × E : ∃y ∈ E, (x, y) ∈ R2, (y, z) ∈ R1}.
La composition des relations est associative et admet comme élément neutre la relation

identité R0 = {(x, x) /x ∈ E} . Autrement dit, (P(E × E), ◦,R0) est un monoïde.

Exemple 1.11 Soit E l’ensemble des droites d’un plan affi ne euclidien etR1 = R2 =

⊥ où ⊥ désigne la relation d’ortogonalité. Alors R1 ◦R2 = q avec q désigne la relation

de parallélisme. En effet, pour toutes droites D et D
′
du plan E, on a :(

D q D′
)
⇐⇒

(
∃D′′ , D⊥D′′ et D′′⊥D′

)
.

On peut donc écrire ici : ⊥ ◦ ⊥ = q.

Definition 23 Une relation binaire R sur E est dite :

• Réflexive si R0 ⊆ R, c’est-à-dire xRx pour tout x ∈ E.
• Antiréflexive si on a R0 ∩ R = ∅, c’est-à-dire il n’existe pas un élément x ∈ E qui

vérifie xRx.
• Symétrique si on a R−1 ⊆ R, c’est-à-dire yRx dès que xRy.
• Antisymétrique si R∩R−1 = R0, c’est-à-dire si xRy et yRx, alors x = y.

• Transitive si on a R ◦R ⊆ R, c’est-à-dire si xRy et yRz, alors xRz.
Un ordre sur un ensemble E est une relation binaire réflexive, antisymétrique et tran-

sitive. Un ordre strict est une relation binaire antiréflexive et transitive. Un préordre

est une relation binaire réflexive et transitive. Une équivalence est une relation binaire

sur E qui est réflexive, symétrique et transitive.

Un ordre ≤ sur un ensemble E est total si il vérifie la propriété suivante : ∀x, y ∈ E :

x ≤ y ou y ≤ x. A une relation d’ordre ≤, on associe la relation d’ordre stricte <
définie par : x < y ⇐⇒ x ≤ y et x 6= y.

Soit R une relation binaire définie sur un ensemble E. On dénote par :
• E × E la relation pleine.

• R0 l’identité sur E.
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• Rn la n-ième composition de R,Rn = R ◦Rn−1 = Rn−1 ◦ R, pour n > 0.

• Rr la fermeture réflexive de R.
• R−1 l’inverse de R.
• Rs la fermeture symétrique de R.
• R+ ou Rt la fermeture transitive de R.
• R∗ ou Rrt la fermeture réflexive et transitive de R.
• Rrts la fermeture réflexive, transitive et symétrique de R.

Definition 24 Soient E1, ..., Ek des ensembles partiellement ordonnés par les rela-

tions ≤i, i = 1, ..., k, respectivement. L’ordre lexicographique � sur E1 × ... × Ek =
i=k∏
i=1

Ei est défini par :

(x1, ..., xk) � (y1, ..., yk) si soit (x1, ..., xk) = (y1, ..., yk), soit il existe un d, 1 ≤ d ≤ k

tel que xd ≤d yd avec xd 6= yd et pour tout i = 1, ..., d− 1,on a xi = yi.

Exemple 1.12 Soit E1 = E2 = N muni de l’ordre usuel. Alors, avec l’ordre lexico-

graphique � sur N2, on a les couples (0, i) précèdent les couples (1, i), de même (1, i)

précèdent (2, i) et ainsi de suite, pour tout i ∈ N.

Theorem 1 Soit R une relation binaire définie sur un ensemble E. Il existe une

unique relation d’équivalence
∼
R telle que :

1. R ⊆
∼
R.

2. Si
∧
R est une relation d’équivalence vérifiant R ⊆

∧
R ⊆

∼
R, alors

∧
R =

∼
R.

3. La fermeture d’équivalence de R est définie par :
∼
R =

⋂
R⊆

∧
R

∧
R relation d’équivalence

∧
R = R0

⋃
(
+∞⋃
n=1

(R∪R−1)n) =

+∞⋃
n=1

(R∪R−1 ∪R0)n.

Exemple 1.13 Soit E = {1, 2, 3, 4} et R = {(1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 4)}, on a
donc

• Rs = R∪R−1 = {(1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 4), (3, 1), (3, 2), (4, 3)}.
• Rr = R∪R0 = {(1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 4), (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)}.
• R+ = {(1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 4), (1, 1), (1, 3), (2, 2), (2, 4)}.
• R∗ = R+∪Rr = {(1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 4), (1, 1), (1, 3), (2, 2)(2, 4), (1, 1), (3, 3), (4, 4)}.
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•
∼
R = R∗ ∪Rs =

 (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 4), (1, 1), (2, 2)(2, 4), (3, 3),

(4, 4), (3, 1), (3, 2), (4, 3), (4, 2)

.
Proposition 1.6 Soit R une relation binaire définie sur un ensemble E. On a

1. (Rr)s = (Rs)r.

2. (Rr)t = (Rt)r.

3. (Rt)s ⊆ (Rs)t.

Preuve. On fait remarquer que, pour deux relations binaires R1 et R2 quelconques
sur un même ensemble E, on a :

(R1 ∪R2)−1 = R−11 ∪R−12 .
Ainsi que, pour toute relation binaire R sur un ensemble E, on a (R0)−1 = R0. Par
suite, Pour l’identité (1) on a : (Rr)s = (R∪R0)s = (R∪R0) ∪ (R∪R0)−1 =

R∪R0 ∪R−1 ∪ (R0)−1 = R∪R−1 ∪R0 = Rs ∪R0 = (Rs)r.

Notons que pour toute relation binaire R sur un ensemble E et pour tout entier n,

on a (R ∪R0)n =
n⋃
k=0

Rk. Par conséquent, l’identité (2) s’écrit (Rr)t = (R ∪R0)t =

+∞⋃
n=1

(R∪R0)n =
+∞⋃
n=1

n⋃
k=0

Rk =
+∞⋃
n=1

Rn = (
+∞⋃
n=1

Rn) ∪R0 = (Rt)r.

Enfin pour (3), on a,

(Rt)s = (
+∞⋃
n=1

Rn)∪ (
+∞⋃
n=1

Rn)−1 = (
+∞⋃
n=1

Rn)∪ (
+∞⋃
n=1

R−n),du faite que R−n est la relation

(R−1)n. Toujours par définition on a :

(Rs)t =
+∞⋃
n=1

(R∪R−1)n.

Or, pour tout entier n non nul, Rn et R−n sont contenues dans (R ∪ R−1)n, donc
dans (Rs)t. Donc Rt et (R−1)t sont aussi contenues dans (Rs)t. Ce qui donne bien

(Rt)s ⊆ (Rs)t.

Proposition 1.7 Une relation d’équivalence R sur un ensemble E peut être aussi

définie des manières suivantes :

1. Par la donnée d’un partition P de E :

xRy ⇐⇒ ∃X ∈ P tel que : x ∈ X et y ∈ X.
2. Par la donnée d’une application f de E dans un ensemble quelconque F :

xRy ⇐⇒ f(x) = f(y).
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3. Par la donnée d’une application h de E×E dans l’ensemble U = {z ∈ C : |z| = 1}
vérifiant la condition :

∀(x, y, z) ∈ E3, h(x, y)h(y, z) = h(x, z).

en posant, xRy ⇐⇒ h(x, y) = 1.
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Chapitre 2

Etude sur les éléments

idempotents d’un monoïde

Ce chapitre contient la définition de semi-groupe inverse, le produit semi-direct

de semi-groupes, et les proprietés des éléments idempotents.

2.1 Elément idempotent

Definition 25 Soit (E, ∗) un magma. On dit que x ∈ E est idempotent si x ∗x = x.

Si tous les éléments de E sont idempotents pour ∗, alors (E, ∗) est dit idempotent.

— Dans les monoïdes ({0, 1},∨) et ({0, 1},∧) du domaine booléen muni de la

disjonction logique ∨ et de la conjonction logique ∧ respectivement, tout élément
est idempotent.

— Dans le monoïde (FE, ◦) des applications d’un ensemble E dans un sous-

ensemble F de E muni de la composition de fonctions ” ◦ ”, les éléments idem-

potents sont les applications f : E → F telles que pour tout élément x de E,

f(f(x)) = f(x) (l’image de tout élément de E est un point fixe de f). Par

exemple l’application identité est idempotente.

Exemple 2.1

1. Dans le monoïdes (N,×) les éléments idempotents sont 0 et 1.

2. Dans les monoïdes (P (E),∪) et (P (E),∩) de l’ensemble des parties d’un ensemble
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E muni de l’union ensembliste ∪ et de l’intersection ensembliste ∩, respective-
ment, tout élément est idempotent.

Theorem 2 Soit u un élément idempotent d’un monoïde M et soit

Gu = {m ∈Mu ∩ uM : u ∈Mm ∩mM} (2.1)

L’ensemble Gu est un sous groupe de M qui contient tous les sous groupes de M

admettant u pour élément neutre.

Preuve. Soit u = u2 ∈ M . Par définition un élément m ∈ M appartient à Gu si, et

seulement s’il existe m1,m2,m3,m4 ∈M satisfaisant :

m = m1u = um2

u = m3m = mm4

Donc en particulier u ∈ Gu (m1 = m2 = m3 = m4 = 1M).

Les deux permières relations donnent

mu = m1 u2 = m1u = m

um = u2m2 = um2 = m

Donc u est un élément neutre pour tous les éléments de Gu.

Soit m′ = m′1u = um′2 tel que u = m′3m
′ = m′m′4 un autre élément de Gu. On a

mm′ = mm′u = umm′

m′3m3mm
′ = m′3um

′ = m′3m
′ = u

mm′m′4m4 = mum4 = mm4 = u

Donc Gu est un sous ensemble stable de M (C’est à dire GuGu ⊂ Gu).

Enfin, d’aprés u2 = u = m3m et m = um, on voit que u = um3um et il n’y a donc

pas de perte de généralité à supposer désormais que um3 = m3u = m3.
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Considérons le produit mm3. En utilisant succeivement les hypothèses m3 =

m3u, u = mm4,m3m = u,mu = m,mm4 = u on obtient :

mm3 = mm3u = mm3mm4 = mum4 = mm4 = u

Nous avons établi que Gu est un sous ensemble stable admettant un élément

neutre u et ayant la propriété qu’à tout m ∈ Gu corrspond un élément m3 = um3u

qui satisfait u = um3um = mum3u.

Ceci montre d’abord que um3u ∈ Gu et que l’ensemble Gu muni du produit de M

est isomorphe à un groupe puisque chaque élément possède un inverse. Enfin le groupe

Gu est maximal car si les éléments m5 et m6 de M sont invariant par multiplication

par u et satisfont u = m5m6 = m6m5 ils appartiennent à Gu, d’aprés la défintion

même de cet ensemble. Ceci terminé la preuve de théorème.

Definition 26 Une famille V de monoïdes est une pseudo variété de monoïdes si elle

contient tout sous monoïde, tout monoïde quotient, et tout produit direct de deux

membres quelconques de ses membres.

Les monoïdes finis forment une variété, de même que les monoïdes commutatifs ;

par contre les groupes cycliques ne forment pas une variété puisque le produit direct

de deux groupes cycliques n’est plus nécessairement cyclique.

Proposition 2.1 On définit une opération de composition entre monoïdes. Pour fa-

ciliter l’écriture on considère deux monïdes fixes M1 et M2 et l’on désigne par R la

famille de tous les ensembles de paires d’éléments (m1,m2) ∈M1 ×M2.

Etant donnés des éléments quelconques r = {(m1,i,m2,i) : i ∈ Ir} ∈ R;m1 ∈ M1 et

m2 ∈M2 on définit les éléments m1r et rm2 de R par les relations

m1r = {(m1m1,i,m2,i) : i ∈ Ir} ∈ R

rm2 = {(m1,i,m2,i,m2) : i ∈ Ir} ∈ R.

Definition 27 Soit (S, ·) un semigroupe, un élément a de S est regulier, s’il existe
un élément x de S tel que axa = a. Si chaque élément de S est regulier, alors on dit

que (S, ·) est regulier.
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Proposition 2.2 Soit V une variété de groupe. Si M1 et M2 appartiennent à la

pseudo variété de monoïde finis induite par V il en est de même de leur produit

semi-direct booléen M = M1 ~M2.

Preuve. Soit u = (u1, r, u2) ∈ M un idempotent de M et soit Gu le sous groupe

maximal de M qui le contient. Il clair que u1 = u21, u2 = u22, et que l’application

qui envoie tout g = (r1, rg,m2) ∈ Gu sur la paire (m1,m2) ∈ M1 × M2 est un

homomorphisme γ de Gu dans le produit direct Gu1×Gu2 des sous groups Gu1 ∈M1

et Gu2 ∈M2.

Par construction, le noyeau de γ est l’ensemble N des éléments prouver que N se

réduit à {u} nous aurons établi que γ est un monomorphisme, C’est à dire que Gu

est isomorphe à un sous groupe de Gu1 ×Gu2.

Soit doncm = (u1, s, u2) ∈ N . Puisquem ∈ Gu, m possède un inversem (relative-

ment à u) C’est à dire qu’il existe un élément m = um = mu tel que u = mm = mm.

Il est clair que m à la forme m = (u1, s, u2) pour un certain s ∈ R. Nous avons les
relations suivantes

r = u1r ∪ ru2 (d’aprés u = u2)

r = u1s ∪ su2 (d’aprés u = mm)

s = u1r ∪ u1su2 ∪ u2 (d’aprés m = umu)

La première relation montre que u1r ⊂ r ; par conséquent u1r = u1u1s∪u1su2 ⊂ r

d’aprés la seconde relation et, a fortiori u1su2 ⊂ r. On a la troisième relation s’écrit

aussi s = r ∪ u1su2 et par conséquent, on établi s = r, c’est à dire m = u pour tout

m ∈ N . Ceci achève la vérification que tous les sous groupes du produit semi direct
M appartiennent à V .

Proposition 2.3 Si F1 et F2 sont deux V ′−langages sur X il en est de même de

leur union F1 ∪ F2, du complément relatif F1�F2 et du produit F1F2

F1F2 = {ff ′ ∈ X∗ : f ∈ F1, f ′ ∈ F2}.

Preuve. Soient α1 : X∗ → M1 et α2 : X∗ → M2 tels que M1,M2 ∈ V.α−11 α1F1 =

F1;α
−1
2 α2F2 = F2.

16



Nous considérons le produit semi direct M = M1 ⊕M2 et définissons une appli-

cation α : X∗ →M en posant αe = (α1e, {(α1e, α2e)}, α2e) et pour tout f ∈ X∗

αf = (α1f, {(α1f ′, α2f ′′) : f ′, f ′′ ∈ X∗; f ′f ′′ = f}, α2f)

Il est clair que α est un homomorphisme de X∗ sur un certain sous monoïdeM de

M . De plus si f ∈ X∗ on peut savoir en connaissant seulement son image αf ∈M si

f ∈ F1∪F1 ou f ∈ F1�F2 ou f ∈ F1F2. Donc α−1αF = F pour F = F ∪F1,= F1�F2
ou = F1F2 .

Definition 28 Soit S un semi-groupe, un élément e dans S est appelé un idempotent

si e
2

= ee = e.

l’ensemble des idempotents de S est noté par E(S), i.e,

E(S) = {e ∈ S : e2 = e}.

Definition 29 Soit S Un semi-groupe, on dit que S est inverse si pour chaque x dans

S il existe un élément unique x∗ dans S tel que

(i) xx∗x = x;

(ii) x∗xx∗ = x∗.

Proposition 2.4 Un monoïde fini M admet un unique idempotent si, et seulement

si M est un groupe.

Preuve. En effet, si M n’admet qu’un seul idempotent, alors il s’agit de l’unité 1M .

Toutes les suites des itérés (mn)n∈N contiennent alors 1M et tout élément est inversible.

La réciproque est évidente.

2.2 Propriétés des éléments idempotents

Definition 30 On dit qu’un semi-groupe S est un semi-groupe inverse si pour chaque

élément a dans S, il existe un élément unique a−1 dans S tels que aa−1a = a et

a−1aa−1 = a−1. L’élément a−1 est généralement appelé un inverse de a dans S. On

note aussi qu’à chaque a dans S correspond une paire d’idempotents e et f tels que :

aa−1 = e, a−1a = f, ea = a, af = a
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les idempotents e et f sont appelés respectivement les unités gauche et droite de

a.

De plus, pour deux éléments quelconques a, b dans S ;

(ab)−1 = b−1a−1.

Definition 31 On dit que deux éléments a et b d’un semi-groupe S sont inverses

l’un de l’autre si et seulement si aba = a et bab = b.

Definition 32 Soit S un semi-groupe et soit a ∈ S, L(a) désigne le principal idéal

à gauche aS ; R(a) désigne le principal idéal à droite Sa. On définit sur S les trois

relations :

aLb⇐⇒ L(a) = L(b);

aRb⇐⇒ R(a) = R(b);

D = L ◦R.

Theorem 3 Un système (S, ·,−1) est un semi-groupe inverse ssi :

1.(xy)z = x(yz)∀x, y, z ∈ S;

2.(x−1)−1 = x;

3.(xx−1)(yy−1) = (yy−1)(xx−1);

4.xx−1x = x.

Exemple 2.2 Soit S = {e, a, b}. La table de composition sur S est définie comme
suit :

· e a b

e e a b

a a e a

b b a e

L’nverse est défini comme suit ′′ − 1′′par a−1 = a, b−1 = b et e−1 = e.

Alors,(S, ·,−1) est un systéme satisfaisant (2), (3), (4) mais pas (1). Ainsi (1) n’est

pas une conséquence du reste.

Exemple 2.3 Soit S = {e, a, b}. La table de composition sur S est définie comme
suit :
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e a b

e e e e

a e a b

b e a b

L’nverse est défini comme suit ′′ − 1′′par a−1 = b ∀x ∈ S.
Alors,(S, ·,−1) est un systéme satisfaisant (1), (3), (4) mais pas (2). Ainsi (2) n’est

pas une conséquence du reste.

Exemple 2.4 Soit X un ensemble avec |X| ≥ 2. Prend S = X × X et on

considère dans S le produit défini par (x1, y1)(x2, y2) = (x1, y2) et l’inverse par

(x1, y1)
−1 = (y1, x1).

Alors (S, ·,−1) est un systéme satisfaisant (1),(2),(4) mais pas (3).

Soient x1, x2 ∈ X avec x1 6= x2 et soit y1, y2 ∈ X, alors

(x1, y1)(x1, y1)
−1(x2, y2)(x2, y2)

−1 = (x1, x2) et (x2, y2)(x2, y2)
−1(x1, y1)(x1, y1)

−1 =

(x2, x1) 6= (x1, x2).

Ainsi (3) n’est pas une conséquence du reste.

Exemple 2.5 Soit S un semi-groupe d’entiers positifs muni de la multiplication ordi-

naire. On définit le produit suivant′ dans S×S par (a, b)−1.(c, d) = (ac, bd)∀a, b, c, d ∈
S. L’iverse dans S × S comme suit (a, b)−1 = (b, a). Alors S satisfait (1),(2) et (3)

mais pas (4), comme (2, 1)(2, 1)−1(2, 1) = (2, 1)(1, 2)(2, 1) = (4, 2) 6= (2, 1).

Theorem 4 Soit S un semi-groupe inverse, soient a, b ∈ S. Si a ≤ b, alors ac ≤ bc

pour tout élément c de S.

Preuve. Supposons que a ≤ b et soit c ∈ S. Alors on a a−1 ≤ b−1 et par conséquent

c−1a−1 ≤ c−1b−1 et pour que (c−1a−1)−1 ≤ (c−1b−1)−1 et donc ac ≤ bc.

Theorem 5 Soit S est un semi-groupe inverse et soit x, y ∈ S, alors les propositions
suiventes sont équivalentes :

a) x−1y est un idempotent de S,

b) y−1x est un idempotent de S,

c) yy−1x ≤ y dans l’ordre partiel naturel sur S,

d) xx−1y ≤ x dans l’ordre partiel naturel sur S,
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e) x−1yy−1 ≤ y−1,

f) y−1xx−1 ≤ x−1.

Theorem 6 Soit S un semi-groupe inverse et soit a−1b un élément idempotent de S,

pour a, b ∈ S. Alors pour tout c ∈ S, ac ∧ bc existe et est égal à (a ∧ b)c.

Theorem 7 Soit a, b ∈ S et soit a−1b un idempotent de S, alors pour tout c ∈
S, ca ∧ cb existe et est égal à c(a ∧ b).

Theorem 8 Si S un semi-groupe inverse dans lequel a et a−1 commutent ∀a ∈ S,

alors tout relation de congruence sur E(S) peut être étendue à une congruence sur S.

Theorem 9 Soit Ω un ensemble non vide, on note I (Ω) =

{f : X ⊆ Ω −→ Y ⊆ Ω, f est bijective}. Pour tout semigroupe inverse (S, ·), il
existe un ensemble non vide Ω tel que (S, ·) est isomorphe à (I (Ω) , ◦).

Proposition 2.5 Ėtant donnés un semigroupe S et un groupe G. Soit f : G → S

une application satisfaisant les conditions suivantes :

i) f(s−1)f(s)f(t) = f(s−1)f(st);

ii) f(s)f(t)f(t−1) = f(st)f(t−1);

iii) f(s)f(e) = f(s).

Alors, il existe un homomorphisme unique f∼ : S(G)→ S tel que f∼([t]) = f(t).

Proposition 2.6 Pour tout t dans G. Soit εt = [t][t−1]. Ensuite, pour chaque t et s

dans G.

i) εt est un idempotent auto-adjoint au sens où ε∗t = εt = ε2t ,

ii) [t]εs = εts [t],

iii) εt et εs commute.

Preuve. Voir ([14])
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Chapitre 3

La représentation matricielle d’un

monoïde inverse

3.1 La représntation matricielle

Proposition 3.1 Soit Q un ensemble non vide. On considère l’ensemble I (Q) défini

par

I (Q) = {f : X ⊆ Q −→ Y ⊆ Q, f est injective}. Alors,
(I (Q) , ◦) est semigroupe inverse.

Proposition 3.2 Soit S est un semi-groupe inverse pour chaque s dans S, on définit

τ s : S −→ S oŭ τ s(x) = sx. Alors,

1. τ s ∈ I(S);

2. l’application τ : S → I(S) définie par τ(s) = τ s est un morphisme.

Proposition 3.3 Soit S un semigroup, on a,

(S, ·) est inverse si, et seulement si, s’il existe un ensemble Q tel que S est isomorphe
à (I (Q) , ◦).

Definition 33 Soit S un semigroupe et M un monoïde avec 1 son identité. Pour

simplifier la notation, nous écrivons S additivement, sans supposer que S est commu-

tatif. Un action à gauche de M sur S est une application de M × S dans S définie
par (m, s) 7→ ms et satisfait, pour tous s, s1 et s2 dans S, m,m1 et m2 dans M :

(i) m(s1 + s2) = ms1 +ms2;
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(ii) m1(m2s) = (m1m2)s;

(iii) 1s = s.

Corollaire 3.1 Bien sûr, cela revient simplement à donner un morphisme d’endo-

morphismes agissant à gauche de S. cette action permet d’un semi-groupe SωM sur

l’ensemble S ×M avec la multiplication définie par (s,m)(s′,m′) = (s + ms′,mm′).

Notez que SωM s’appelle un produit semi direct de S et M . De plus, si les élément

de S×M sont représentés par des matrices de la forme

1 0

s m

où s ∈ S et m ∈M .
Ensuite la formule précésente peut être écrite comme1 0

s m

1 0

s′ m′

 =

 1 0

s+ms′ mm′

 .

Si les éléments de S×M sont notés par (s,m), alors on peut définir le produit MωS

par (m, s)(m′, s′) = (mm′, sm′ + s′).

Si les éléments de M × S sont représentés par des matrices de la forme

m 0

s 1


alors la formule peut être écrite commem 0

s 1

m′ 0

s′ 1

 =

 mm′ 0

sm′ + s′ 1

 .
Definition 34 Proposition 3.4 Si S est un semi treillies et soit G est un groupe,

alors SωG est un semigroupe inverse pour tout action gauche de G sur S.

3.2 Monoïde inverse

Definition 35 Soient S et T deux monoïdes et soit End(T ) le monoïde d’en-

domorphisme de T , et écrivent les endomorphismes comme exposants à droite

des arguments. Si α : S → End(T ) est un homomorphisme et si s ∈ S et

t ∈ T , on écrivant ts pour tα(s), puisque α(s) ∈ End(T ) pour s ∈ S, alors pour

t1, t2 ∈ T, (t1, t2)s = ts1t
s
2. puisque α est un homomorphisme, (ts1)s2 = ts1s2 pour tout

t ∈ T et s1, s2 ∈ S.
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Le produit semi direct S ×α T est le monoïde avec les éléments {(s, t), s ∈ S, t ∈ T}
et la multiplication (s1, t1)(s2, t2) = (s1s2, t

s2
1 t2).

Lemme 3.1 Soit S un monoïde fortement π − inverse, alors
(1) tous S et T sont des monoïdes fortement π − inverse;
(2) u

2
= u pour tout u ∈ E(S) et tout u ∈ E(T );

(3) Si tet = t pour t ∈ T et e ∈ E(S) alors te = t;

(4) te = t pour tout t ∈ RegT et tout e ∈ E(S);

(5) pour chaque s ∈ S et t ∈ T il existe m ∈ N tel que sm ∈ RegS et ts(m) ∈ RegT, où
ts(m) = ts

m−1
ts
m−2

.....tst.

Theorem 10 Soit S et T deux monoïdes et soit S ×α T est un monoïde fortement
π − inverse.
(1) (e, u) ∈ E(S ×α T ) ssi e ∈ E(S) et u ∈ E(T );

(2) Pour tout e ∈ E(S), soit α∗(e) est un restriction de α(e) dans E(T ); alors α∗(e) ∈
End(E(T ));

(3) Soit α∗ : E(S)→ End(E(T )) tel que e 7−→ α∗(e); alors α∗ est un homomorphisme

à E(S) de End(T );

(4) E(S ×α T ) ∼= E(S)× E(T ) ∼= E(S)×α∗ E(T ).

Theorem 11 Soit S et T deux monoïdes et soit S ×α T est un monoïde fortement
π − inverse.
(1) (s, t) ∈ Reg(S ×α T ) ssi s ∈ RegS et t ∈ RegT .

(2) Pour tout s ∈ RegS, soit α∗(S) est un restriction de α(s) dans RegT ; alors

α∗(s) ∈ End(RegT ).

(3) Definer α∗ :RegS → End(RegT ) par s 7−→ α∗(s); alors α∗est un homomorphisme

à RegS de End(RegT ).

(4) Reg(S ×α T ) ∼= Reg(S)×α∗Reg(T ).

Theorem 12 Soit G un groupe et soit l’inclusion ⊆ est une relation totalement

ordonnée sur Sub(G). Considére l’ensemble M(G) = {Ha : H ≤ G, a ∈ G}, on
définit l’opération ”∗” sur M(G) par Ha ∗Kb = (H ∨ aKa−1)ab. On a :
(i) L’ensemble (H ∨ aka−1)ab est le plus petit élément de M(G) contenant le produit
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HaKb ;

(ii) (M(G), ∗) est un monoïde inverse ;
(iii) Sub(G) est l’ensemble des idempotents.

Preuve. Puisque la relation d’inclusion est totalement ordonnée sur Sub(G). Alors

nous avons (H ∨ aKa−1) = H ou (H ∨ aKa−1) = aKa−1. De plus, pour tous K ∈
Sub(G) et a ∈ G, aKa−1 ∈ Sub(G) parce que l’ensemble M(G) est fermé sous

l’opération ∗. Soit x = hakb ∈ HaKb arbitrairement où h dans H et k dans K.

Puisque h est un élément de H ⊆ H ∨ aKa−1 et aka−1 ∈ aKa−1 ⊆ H ∨ aKa−1, ainsi
x = (haka−1)ab dans (H ∨ aKa−1)ab quels rendenents ça HaKb ⊆ (H ∨ aKa−1)ab.
Soit Lc ∈ M(G) contient HaKb. Puisque HaKb ⊆ Lc, 1G ∈ H et 1G ∈ K ainsi

1Ga1Gb = ab ∈ Lc. De plus HaKb ⊆ Lc et 1G ∈ K, implique Hab ⊆ Lc. D’autre

part, HaKb = (HaKa−1)ab ⊆ Lc et 1G ∈ H implique (aKa−1)ab ⊆ Lc. Donc nous

obtenons (H ∨ aKa−1)ab ⊆ Lc ce qui complète la preuve de (i). En considérant les

éléments Ha,Kb et Lc de M(G) nous avons

(Ha ∗Kb) ∗ Lc = ((H ∨ aKa−1)ab) ∗ Lc,

= ((H ∨ aKa−1) ∨ (ab)L(ab)−1)(ab)c,

= (H ∨ aKa−1 ∨ abLb−1a−1)abc.

Aussi, nous obtenons

Ha ∗ (Kb ∗ Lc) = Ha ∗ (K ∨ bLb−1)bc,

= (H ∨ a(K ∨ bLb−1)a−1)abc,

= (H ∨ aKa−1 ∨ abLb−1a−1)abc.

Cela montre que l’opération est associative et donc M(G) est un semi-groupe. Si

Ha ∈ M(G) alors Ha ∗ {1G} = {1G} ∗ Ha = Ha, où {1G} = {1G}1G ∈ Sub(G) ∩
M(G). Donc, l’élément identité pour (M(G), ∗) est {1G}.Pour les élément Ha et
(a−1Ha)a−1 de M(G) nous avons

(Ha ∗ (a−1Ha)a−1) ∗Ha = (H ∨ a(a−1Ha)a−1)aa−1 ∗Ha,

= (H ∨H)1G ∗Ha = H ∗Ha = Ha.
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Et

(a−1Ha)a−1 ∗Ha ∗ (a−1Ha)a−1 = (a−1Ha)a−1,

Ce qui montre que (a−1Ha)a−1 est un inverse de Ha dans monoïde (M(G), ∗).
Donc la preuve de (ii) est complète. Pour (iii) supposons que Ha est idempotent :

Ha = Ha ∗Ha = (H ∨ aHa−1)a2 ,

Puis, en particulier, a
2

= 1Ga
2 ∈ Ha, i.e. a

2
= ha pour même h ∈ H. Par

conséquent a = h ∈ H donc Ha = H. Cela signifie que les idempotents de (M(G), ∗)
sont précisément les sous-groupes de G. De puis que pour deux sous-groupes H,K de

G,H ∗K = K ∗H = H ∨K ce les idempotent commutent et donc (M(G), ∗) est un
monoïde inverse.

Proposition 3.5 Pour chaque Ha ∈ M(G), l’application τHa : M(G) → M(G)

définie par τHa(Kb) = (H ∨ aKa−1)ab où Kb ∈M(G) ∗ (a−1Ha)a−1 est l’élément de

I(M(G)). De plus, l’application τ : M(G) → I(M(G)) définie par τ(Ha) = τHa est

une intégration de M(G) dans I(M(G)).

Preuve. (M(G), ∗) est un monoïde inverse et en utilisant l’inverse de Ha ∈ M(G),

i.e. (Ha)−1 = (a−1Ha)a−1 la preuve est complète.

Proposition 3.6 (i) Pour tous H ∈ Sub(G), H ∗M(G) ∗H est le sous semi-groupe

inverse de (M(G), ∗).(ii) Pour tous Ha ∈M(G),

Ha ∗ (a−1Ha)a−1 ∗M(G) ∗Ha ∗ (a−1Ha)a−1,

Et

(a−1Ha)a−1 ∗Ha ∗M(G) ∗ (a−1Ha)a−1 ∗Ha,

sont les sous semi-groupes inverse de (M(G), ∗).

Preuve. Pour (i) nous utilisons le fait que EM(G) = sub(G).
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(ii) Depuis pour tous Ha ∈M(G), nous avons (Ha)−1 = (a−1Ha)a−1,

Ha ∗ (a−1Ha)a−1 ∗Ha ∗ (a−1Ha)a−1 ∈ EM(G),

Et

(a−1Ha)a−1 ∗Ha ∗ (a−1Ha)a−1 ∗Ha ∈ EM(G),

donc la preuve est complète.

Theorem 13 Soit (S,+, 0) et (M, ·, 1) sont deux monoïdes et considérent l’action

gauche de M sur S :

M × S −→ S

(m, s) 7−→ ms,

tel qu’il satisfait

• m(s1 + s2) = ms1 +ms2,

• m1(m2s) = (m1m2)S,

• 1s = s,

• m0 = 0.

Pour tous s, s1, s2 ∈ S et m,m1,m2 ∈M. Alors on a,

(i) Pour tous m ∈ M ; l’application θm : S −→ S, s 7−→ ms est un élément de

End(S),

(ii) L’application θ : (M, ·, 1) −→ End(S, ◦, idS),m 7−→ θm est un morphisme de

monoïdes.

(iii) L’ensemble S ×M avec la multiplication (s,m)(s′,m′) = (s+ms′,mm′) est un

monoïde.

(iv) Si K =


1 0

s m

 , s ∈ S,m ∈M

 , alors (K,×) est un monoïde.

(v) L’application h : (S×M, ·) −→ (K,×), (s,m) 7−→

1 0

s m

 est un isomorphisme

des monoïdes.
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Preuve. Pour tous s, s′ ∈ S, θ(s+s′) = m(s+s′) = ms+ms′ = θ(s)+θ(s′) et θ(0) =

m0 = 0 donc θm ∈ End(S) et cela a prouvé (i). De puis pour tous s ∈ S, θmm′(s) =

(mm′)s et (θm◦θm′)(s) = θm(m′s) = m(m′s) donc θ(mm′) = θ(m)◦θ(m′) où m,m′ ∈
M qui la partie gauche (ii) prouvé. Pour (iii), la propriété de fermeture découle de

la définition de la multiplication comme suit. Prendre des éléments (s,m), (s′,m′) et

(s′′,m′′) de S ×M. Alors

((s,m)(s′,m′))(s′′,m′′) = (s+ms′,mm′)(s′′,m′′),

= (s+ms′ + (mm′)s′′, (mm′)m′′).

Aussi, nous avons dans la même manière que,

(s,m)((s′,m′)(s′′,m′′)) = (s,m)(s′ +m′s′′,m′m′′)),

= (s+m(s′ +m′s′′),m(m′m′′)),

= (s+ms′ + (mm′)s′′,m(m′m′′)).

Donc la multiplication est associative. De plus, pour tous (s,m) ∈ S ×M

(s,m)(0, 1) = (0, 1)(s,m) = (s,m).

Cela implique l’élément identité existe donc S × M est un monoïde. Pour les

éléments

1 0

s m

 ,

1 0

s′ m′

 et

 1 0

s′′ m′′

 de K nous avons

1 0

s m

×
1 0

s′ m′

×
 1 0

s′′ m′′

 =

 1 0

s+ms′ mm′

×
 1 0

s′′ m′′


=

 1 0

s+ms′ +mm′s′′ (mm′)m′′

 .

Et1 0

s m

×
1 0

s′ m′

×
 1 0

s′′ m′′

 =

 1 0

s+ms′ +mm′s′′ m(m′m′′)

 .
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De tout évidence, l’élément d’identité de (K,×) est

1 0

0 1

 . Donc (K,×) est

un monoïde. Pour (v), il est facile de voir que h est un bijectif. Aussi pour tous

(s,m), (s′,m′) ∈ S ×M :

h [(s,m)(s′,m′)] = h(s+ms,mm′) =

 1 0

s+ms′ mm′

 ,

=

1 0

s m

×
1 0

s′ m′

 ,

= h(s,m)× h(s′,m′).
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a fait une étude sur les monoïdes inverses.

Nous avons présenté dans le premier chapitre les définitions et quelques propriétés

sur les semi-groupes et les monoïdes.

Ensuite nous avons fait une étude sur les éléments idempotents d’un monoïde.

Finalement nous avons fait une étude sur la représentation matricielle d’un mo-

noïde inverse.
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