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Résumé

Dans ce mémoire, on traitera le consept des opérateurs linéaires Cohen (p, ¢)-nucléaires.

On a déttaillé les propriété élémentaire puis la relation avec quelques opérateurs sommants.

Comme conséquence nous montrons qu’'un opérateur linéaire est p-nucléaire si et seule-
ment si leur adjoint est p*-nucléaire

Mots clés. L’espace de suite fortement p-sommants, les opérateurs sommants, la classe

des opérateurs linéaires (p, ¢)-nucléaires.
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Introduction

Dans ce mémoire on présente la classe des opérateurs p-nucléaires introduite par J. S.
Cohen en 1973 [5], étudiée ensuite par Apiola [2] et généralisée par Achour-Alouani en 2010
dans [1] pour les opérateurs multinéaires. On a détaillé les propriétés élémentaires puis la
relation avec les autres concepts des opérateurs sommants.

Notre travail de mémoire est divisé en trois chapitres qui sont les suivants:

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques définitions (suite de cauchy,ensemble
convexe,...,etc) et on donne un apercu général sur les espaces de suites faiblement p-sommables
et I’espace de suites fortement p-sommables, puis on donne des proprietés, enfin on définit les
opérateurs (p, ¢)-sommants et les opérateurs fortement (p, ¢)-sommants comme des opéra-
teurs continues entre espaces de suites.

Le deuxiéme chapitre, on étudie la classe des opérateurs linéaires Cohen (p, ¢)-nucléaire.
On montrons que les opérateurs Cohen (p, ¢)-nucléaire est représenté comme des opérateurs
continues entre espaces des suites faiblement g-sommables et espaces des suites fortement
p-sommables. On donnera quelque propriétés et comme conséquence on montrons que la
classe des opérateurs linéaires Cohen (p, ¢)-nucléaire est un idéal de Banach.

On termine ce travail par le troisiéme chapitre, on a détaillé les théorémes de domination

et de factorisation.



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre, on rappelle quelque définitions et propriétés qui importante utilisatrice
dans ce mémoire, pour plus détaille voir [4, 8, 12]. Puis on définit 1’espace des suites faible-
ment p-sommable et I'espace des suite fortement p-sommable, on donnera la relation entre

les deux et en termine ce chapitre par quelque définitions des opérateurs sommants.

1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.1 (Suite de Cauchy)
Soit (X,d) un espace métrique. On appelle suite de Cauchy dans X une suite (z,)nen telle
que

Ve > 0,3ng,Ym,n > ng: d(zm,,x,) <€

Définition 1.1.2 (Espace complet)

Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X est complet si toute suite de Cauchy converge

dans X.

Définition 1.1.3 (Espace vectoriel normé)

Soit X un espace vectoriel. On appelle norme une application ||.| de X dans R, qui vérifie:
[Az]] = [Alflz]l  Vz e X, VAR,

||| =0 <=2 =0

e +yll < [l + Myl Ve,y e X



1.1. Espace de Banach

On appelle espace vectoriel normé un espace vectoriel muni d’une telle application. C’est

un espace métrique pour la norme d(x,y) = ||z — y||

Définition 1.1.4 (Espace de Banach)

On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé complet.

Proposition 1.1.1 Soient X etY deux espaces vectoriels normés. On note L(X,Y) 'espace
des applications linéaires continues de X dans Y .C’est un espace vectoriel normé pour la
norme

1T ()]l
17| = sup —————
LX) oty |17l

SiY est complet alors L(X,Y) est un espace de Banach, lorsque Y = X. On notera sim-
plement L(E) lespace L(E, E).

Définition 1.1.5 (Ensemble convezxe)

Soit X un espace vectoriel et A une partie de X. On dit que A est conveze si
Ve,ye AetVae[0,1]: e+ (1—-ANye€ A

Définition 1.1.6 (Semi-continue inferieure)
Soit X un espace topologique .Une fonction ¢ : X — |—00,+00[ est dit semi-continue

infieurement si ['une des trois propriétés sont vérifiée:

i) L’épigraphe epi(¢) = {(x,y) € X x R, p(x) < A} est fermé dans X x R.
ii) L’ensemble {x € X, p(x) < A} est fermé dans X pour tout A € R

iii) Pour tout x € X, tout suite (z,)nen tendant vers x, on a:

lim inf p(z,) = lim (inf @(x)) > ©(z)

n— o0 n—oo k>n

Définition 1.1.7 (Converité)
Soit X un espace vectoriel. Une fonction ¢ : X — |—00,400| est dite convexe si son
épigraphe est convexe. De fagcon équivalente, on dira que p est convexe si Vx,y € X,V €
[0, 1]

Az + (1= Ny) < Ap(x) + (1= Ne(y)



1.1. Espace de Banach

Définition 1.1.8 (Adjoint d’une application linéaire continue)
Soient X,Y deux espaces de Banach et T € L(X,Y). On définit ’adjoint de T comme
Papplication T* de Y* dans X* définie par :

(T*(y"),zy = (y*, T(x)) ,Vr € X et Vy* € Y.
OnaT* e LY, X*) et |T|| sy oy = 1T ]| x.v)

Définition 1.1.9 (Théoréme de graphe fermé)
Soient X et Y deux espaces de Banach, alors T : X — Y est une application linéaire

continue si et seulement si son graphe G(T') est fermé dans ’espace de Banach X x Y.

Définition 1.1.10 (Théoréme de Banach-Steinhauss)
Soient X et'Y deux espaces vectoriels normés, et (T,),, une famille de suites dans L(X,Y).

On suppose que X est complet et que, pour tout v € X,

sup |17, (2)]ly < oe.
neN

On a alors

sup [| 75 |l £ x,yy < oo
neN

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de Hahn Banach, forme géométrique)
Soient C' un sous-ensemble conveze, fermé, non vide, et x € X\C. Alors il existe un hyper-

plan fermé qui sépare strictement C' et {x}, c¢’est-a-dire
Jp € X", Je>0,(p,y) < (px)—€¢ Vyel

Théoréme 1.1.2 (Théoréme de Goldistine.)
La boule unités Bx de X est o (X**, X*)-dense dans la boule unité By« de X**

On dira que deux espaces de Banach X,Y sont isomorphes (X ~ Y) §'il existe un
opérateur inversible I (dit isomorphisme) de X dans Y. Un opérateur linéaire continue 7" :

X — Y tel que |[T (2)|| > ¢||z|| pour quelques ¢ > 0 et tout x € X est dit isomorphisme.

Une isométrie est un opérateur linéaire continue I : X — Y telle que ||I (z)| = ||z
pour tout € X. Deux espaces de Banach X, Y sont isométriques (X ~ Y') §'il existe une

isométrie entre X et Y.



1.2. Espaces de suites

1.2 Espaces de suites

Soit p un nombre réel tel que 1 < p < +oo. Rappelons que ¢, (N) = ¢, est 'espace vectoriel

des suites de scalaires x = (z,,),, oy pour lesquelles la série > |z,|” converge. Alors ¢, (N)
neN

est un espace de Banach pour la norme ||.[|, définie par:

pour tout x = (2y),,cy € £p, ON a:

=, = (Z Imnlp> ;-

neN
L’espace des suites de scalaires x = (x,,),,oy bornées muni de la norme:
| z[] = sup |2y
neN
est un espace de Banach noté /., (N) ou tout simplement /... On notera cy (N) ou tout
simplement ¢y le sous-espace fermée de /., des suites qui convergent vers zéro.
On désignera par X, Y deux espaces de Banach et X*, Y*sont leurs espaces duaux . Soit

1 < p* < o0 le conjugue de p telle que % + 1% =1.

Définition 1.2.1 (L’espace des suites p-sommables)
Une suite (x,,) (resp.(x;)1<i<n) dans X est absolument p-sommables si la suite scalaire (||x,]|)
(resp.(||xi]|)1<i<n) est dans £,,.

On note €,(X) (resp.ly; (X)) Uespace de suites (x,) (resp.(v;)1<i<n) dans X absolument

p-sommables muni de la norme:

1
0 P
1@ )nllg,e) = ll@a)all, = <Z I|xn||p) sil<p<oo
n=1
[(@n)nllep iy = 1(@n)nllo = sup ||z sip = 00

L’espace de suites faiblement p-sommables

Définition 1.2.2 Une suite (x,,) (resp.(x;)1<i<n) dans X est faiblement p-sommables si la
suite scalaire (z*(x,)) (resp.(x*(x;)1<i<n) est dans £, pour tout z* € X*.

On note £ (X)(resp.l,* (X)) Uespace des suites (x;) (resp.(v;)1<i<n) dans X faiblement
p-sommables 1.e.

(X)) = {(zn)n C X : (%, 2,), € Ly,,0" € X7},



1.2. Espaces de suites

munt de la norme:

- 1 .
l@allwey = 1@dall, = sup QO [aza)f)r sil<p<oo
LE*EBX* i=1
Il ) = l(@n)nlle = sup sup [(z";zn)] sip =00

r*€Bxx n

Nous considérons les relations entre les espaces de suites.

Théoréme 1.2.1 Soit X un espace de Banach et 1 < p < 00
i) L5 (X) = loo(X),
i) £p(X) = £ (X) pour tout 1 < p < oo si et seulement si dim(X) est finie.

Démonstration.

i)On a:

[@nnll,y , = sup sup|[(z%52n)[ =sup sup [(z";2,)|
o (X) z*€EBx*x n n z*€Byxx

= sup|(z*; z,)| = sup ||z, ||
n n

= [@aull,_,

ii)On montre que £;(X) est un espace de Banach
a) On montre que H.||ew(X)est fini, et pour ce qui nous appliqons le théoreme de graphe
P

fermé. Soit x = (7,), € £;)(X), on peut associe¢ & x I'opérateur
T: X" — 1,

définie par:

T est bien définie et linéaire.
Si (x}), converge vers * € X*, et T'(x}), =(v}(xn))r est converge vers y = (y;); € ¢, pour
tout n € N Par conséquent 7" est de graphe fermé et donc borné, en d’autre terme
1T} = sup [la"(zn)l, = l[(zn)ll,,, < o0
T*EBxx
qui est ce qui nous voulions.

On peut conclure facilement que [|(2,)n|p ) €st une norme
p



1.2. Espaces de suites

b) £;(X) est complet.
Sip=o0onaly(X)=1~02(X),il est donc que ¢¥ (X) est un Banach.
Pour 1 < p < 0.
Soient X est un espace de Banach et 2* = (2%),cn une suite de Cauchy Ve > 0,3N € N tq:
VK,K' > N on a:
T (1.2.1)

Z ‘(x*,xﬁ> - <x*,mf§l>

neN

Pour tout z* € Bx+.chaque terme de cette série est dominée par €”,donc pour tout n € N,
‘ :sup{‘<xfl,x*>—<xﬁ/,:c*>‘ :x*EBX*}ge

Ce qui montre que la suite (z%),cn est une suite de Cauchy dans X, comme X est complet,

k k'
Ty — Ty,

elle est donc convergente vers une limite x,,, ¢ca nous permet d’associer a chaque composante
une limite, donc la suite (2*),en converge vers une limite qui est z = (),
Il reste de vérifier que x € £(X).

D’aprés (1.2.1) et soit k tend vers U'infinie .Alors ,quand k£ > N, on a :

(Z ka,xn - xfb>|p)% <€, Vr* € By«

neN

donc x — z*et x appartient a (¥(X). m

Proposition 1.2.1 Soit 1 < p < oo,0n a :
0)(X) = L(Lp, X) isométrique. En d’autre terme , soit v : Ly — X un opérateur linéaire

telle que v(e;) = x; et {e;} est la base canonique de {y«. Alors

[ol] = 11 (@)l



1.2. Espaces de suites

n
Démonstration. Soient {e;} est la base canonique de ¢+, v(e;) = z; et o = Z%‘ei
i=1

On a:

sup [v(a)| x
aeép*

= sup ( sup |(v(«),e)|)

aeé * GEBx*
E al 'L

Zaz T, €)

=1

o]

= Sup sup
eEBxx aclpyx

= sup Sup
eEBxx OLEZ *

= ||(zn i:1||1z;;(X)

Espaces de suites fortement p-sommables

Définition 1.2.3 Soit 1 < p < oo, une suite (x;)32, est dite fortement p-sommable, si

pour tout (7)2, € £y (X Zx (z;) < oo dans ce cas on note (5(X) l'espace de suites

i=1
()2, dans X fortement p-sommable.

Proposition 1.2.2 Soit (z;)2, une suite dans X, la série Z x(z;) est converge pour toute

=1
oo

(27)2 € Ly (X7™) si et seulement si la série Z |z} (z;)| est convergente pour toute (x})°, €
=1

£ (X7).
Théoréme 1.2.2 Pour 1 <p < oo ,on a:
1. L’espace (; (X) est un espace normé de la norme définie par :

s 1}.

’!‘)?O

[(z:)Zil ) = sup {
i=1

De plus (€5 (X}, |.l|,)) est un espace de Banach.



1.3. Opérateurs sommants

2. L5 (X) € 6,(X) € £(X) de plus || ()2l < ()2 ]l, < [[(2:)iZ]l,, » pour tout
(2:)72y € £, (X)

3. Sip=Lona i (X) = 6(X) et [[(z)Zilly = ()25, -

1.3 Opérateurs sommants

Les opérateurs p-sommants
Nous allons donner la notion des opérateurs p-sommants (voir [7]).Une présentation
générale des "idéaux d’opérateurs " est donne par Pietcsh [13] et étudiée ensuite par J.

Lindenstrauss et A. Pelczynski en 1968 [11] puis par B. Maurey en 1973.

Définition 1.3.1 Soient 1 < g < p < 00 et X,Y deux espaces de Banach, un opérateur
linéaire T'€ L (X,Y) est absolement (p, q)-sommant (ot (p,q)-sommant )si:

l’opérateur:

(@i, — T ((xi)i2)) = (T (i),
est bien définie
La classe des opérateurs linéaires (p, q)-sommants de X dans Y, noté m,,(X,Y). Pour
p=q, Tpe (X,Y)=m,(X,Y),la classe des opérateurs p-sommants m, (X,Y)
Tpq (X, Y )est un espace de Banach muni de la norme m,,(T) = HTVH
D’apres le théoréme du graphe fermé, on peut définir l’espace des suites linéaires (p, q)-

sommants comme suit:
Tpe (X, Y) =T e L(X,Y)/3c>0: (ZHT i HP) <cll(@)iyll, ¥ (z)i, C X

Les opérateurs fortement p-sommants
On présenté la classe des opérateurs fortement p-sommants étudier traité par J.S Cohen.|[5]

ensuite H.Apiola [2] donne la notation des opérateurs fortemment (p, ¢)-sommants



1.3. Opérateurs sommants

Définition 1.3.2 Soit X,Y deuz espaces de Banach, T € L (X,Y) et1 < q,p < oo. On dit

que T est fortemet (p, q)-sommants s’il existe un opérateur linéaire induite est bien défini:

T: £ (X)— 6(X)
()i — T ((z:):) = (T (22)),

(z’.e., T((, (X)) C z;,<x>)

On note
D,,(X,Y)={T: X — Y linéaire fortement (p,q) -sommants}

Ou bien on dit que T € D, , (X,Y),s’il existe une constante positive C, tel que pour tout

neNz,...,z, €X ety],...,y, € Y* on a:

prw

D UT (i), 40| < C l@ir<inll, - 1) 1<i<n
i=1

Pourp=1, ona: D1,(X,Y)=L(X,Y).
Pour p = q, on note D, (X,Y) l'espace des opérateurs linéaires fortement p—sommants.
D, (X,Y) est un espace de Banach ,muni de la norme définie par d, (T) = HfH =

inf C, telle que C' la constante qui vérifier la dérniere inégalité

Théoréme 1.3.1 Soit T € L(X,Y) un opérateur entre deux espaces de Banach .Alors T

es fortement p-sommant si et seulement si son adjoint T* € L(Y*, X*) est p*sommant

de plus on a:mp(T%) = d,(T)

10



Chapitre 2

L’idéal des opérateurs linéaires Cohen

(p,q)-nucléaire

Dans ce chapitre, on présente la classe des opérateurs (p, ¢)-nucléaires introduite par J.
S. Cohen en 1973 [4] pour p = ¢ et étudiée ensuite par Apiola [2] pour 1 < p,q < co. On a
détaillé les propriétés élémentaires puis la relation avec les autres concepts des opérateurs

sommants.

2.1 Définition et propriétés

Définition 2.1.1 (Opérateur linéaire de rang fini)
Un opérateur T' € L (X,Y) est de rang fini s’il est somme fini d’opérateurs de la forme:
rRy: X —Y
r— 2t @y (@) = " (2)y
ouzr*e X etyeVY

L’espace des opérateurs linéaire de rang fini sera noté Ly (X,Y).

Définition 2.1.2 (Idéal linéaire)
Un idéal d’opérateur linéaire I est un classe d’opérateurs tels que:

pour tout X et'Y Banach, on a:

1. T(X,Y) est un sous-espace vectoriel de L (X,Y)

11



2.1. Définition et propriétés

2. L;(X,Y)CT(X,Y)
3. propriétés d’ideal:si T € T (X,Y),u€ L(E,X) etve L(Y,F), on a:

voToueZ(EF)

De plus, si||.|; : Z — RT satisfait:

i) (Z(X,Y),|.ll;) est un espace normé (Banach)

. A: K—K
ii) =1
A— AN =X

A

iii) [[vo T oully < ol [Tl [lul,

alors, (Z(X,Y),|.|l;) s’appelle idéal de Banach des opérateurs linéaires.

Définition 2.1.3 (Opérateur linéaire Cohen (p, q)-nucléaire)

Soient X et'Y deux espaces de Banach, 1 < p,q < oo etT € L(X;Y). On dira que T
est Cohen (p, q)-nucléaire, s’il existe une constante positive C' telle que :

pour tout x1, T2, ...,x, € X et Y1, vy5, ...,y €Y

n

DT @)y < C @)l ()i

=1

(2.1.1)

p*7w

On note:

N, (X;Y) :={T : X — Y linéaire Cohen (p, q)-nucléaire}
et

npq(T) = inf {C, vérifiant la définition(2.1.1) }

Théoréme 2.1.1 Soit T € L(X,Y) et n € N. Alors T € N, ,(X,Y) si et seulement si
l’opérateur linéaire induit est bien défini

T @ (X)) — ()

(i.e..T (Lr(X)) CL5(Y)). Dans ce cas nyo(T) = HTH :

12



2.1. Définition et propriétés

Démonstration. On suppose quel (L (X)) C L5(Y) et T ¢ Npo(X,Y) Alors pour

chaque n € N, il existe une suite finie (z?

)i C X telle que:

1)l <1

et
(T (27))izll, o = 2"

p,s —

On considére la suite

(22 )ien = (z127%, .zl 27t of22 a2 272 )

ceey by sy Ly

On trouve

: no—nym N ENNE
l2yiendl,,, = Jim 2], < Jom, [ZW} -
=1

et

[(T(227")) = lim [[(T(727"))12

= OQ.
p7s

€N Hp,s
Donc, contradiction avec I'hypothése f(f;"(X )) C 6 (Y).
Inversement. On suppose que T' € N, ,(X,Y). Si (7;)i=1 € £;(X), alors pour n fixié et

pour tout (y;); € £,.(Y™) avec ||(y;):

w <1 ona

S HT@))] = lim ST, u0)

< () @), - (21.2)

o0

Alors, la série Z (T'(;),y;) est converge et (T'(x;)); € £, (Y) . De plus I'inégalité (2.1.2)

implique que T est continu et HfH <npe(T). m
Remarque 2.1.1 Pourp < q, N, ,(X,Y) = {0}.

Démonstration. Soit ();); € £ g+ — ¢;. On suppose que T'# 0 et T' € N, ,(X,Y)

q+p*

13



2.1. Définition et propriétés

Soient (\;jz); C X et y* €Y
D KTa)yn) = Y Iy T
s j=1
n L* )l
_ Z <)\ a+p* y .T()\Jtﬁp qx))

j=1
< nP,Q(T) H)\ q+p* Ep )\ q+p P y*
q7w p*7w
ﬁ 1 ap* 1
—_= np7q(T) | )\;q+p*)q )\‘EQ#»p*)p*
q p*
Alors
i a1
n . n qp** q n qp** ¥
ROMNELFOTEITI O I eg B DI
Jj=1 pu -
Donc

1
qp* q(f;*
1713 Pyl < (D) (z wrw*) .
j=1

j=1
Donc ()\;) € ¢; contradiction.
Dou N, ,(X,Y) ={0} pourp<gq. m

Théoréme 2.1.2 Soient X,Y deux espaces de Banach et 1 < p,q < 00

1. SiT € N, ,(X,Y) alors T est continue et ||T|| < n, (7).

2. Npqo(X,Y) est un espace de Banach.

Preuve.

1. On suppose que 7' € N, ,(X,Y)

Z\ (2, 45| < (1) ()l )1

p*7w

Pour n =1, on a:

=
S
?/
<
=
A

g (T) [l 1"l

IA

g (T) [l 1l

14



2.1. Définition et propriétés

et on a:

|T(x)|| = sup [T(x),y")| < sup nyq(T) [z [y
y*EByx y*EByx
Alors
1T ()| < npo(T) |||

D’ou T est continue et ||T']] < ny,4(T)

2. N, ,(X,Y) est un espace de Banach.
(i) N,4(X,Y) est un sous-espace vectoriel normé de £(X,Y)

(a) Soit T' et S € N, ,(X,Y). Pour tout (z4)1<k<n C X et (y})1<k<n C Y™, on a

D KT +S) @)y = ZI (wr) + S (k) ykl—Z! k), Ye) + (S (@), g

k=1 =1

Z| (@e), ye) | + (S (n), yr) |

n

- Z|<T(xk),y;;>|+ [(S (@), yi)|

=

o) [l 1)
() 1) |, o )
< (np(T) + 1y g (S)) || )7 1||qw ||<yz>

IN

IA

+

DouT+ S €N, (X,Y) et n, (T +5) <npy(T) + nyy(S)

(b) Soit a e ket T'e N, ,(X,Y)

S K@D @),y = D (o),

np,q( ) Iar)izll g | (W0)R=

IN

IN

[l 7,0 (T) [ (8 )ez Nl g o | ()R

prw

Alors oT € N, ,(X,Y) et
Npq(0T) < |af 1,4 (T)
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2.1. Définition et propriétés

D’autre part

1 1
Npq(T) = npg(al.—) <

" ’a|npq(aT) a#0

Ce qui implique que
|| nyg(T) < mpg(aT).

D’ou

Npq(aT) = |afn,q(T)
(c) Soit T € N, ,(X,Y) tel que n,,(T) = 0.

D’aprés (1) on a :
HTH S np,q(T) =0= ||T|| =0=T=0.

De (a),(b) et (c) N,4(X,Y) est un espace vectoriel normé.
(i) N,4(X,Y) est complet. Soit (77,)nen une suite de Cauchy dans N, ,(X,Y).

D’apres (1) on a:
1T = Tl < 1p (T = Tin).-

Donc (T,,)nen est une suite de Cauchy dans £(X,Y). Alors converge vers une limite

TeLlL(X)Y)

Soit € > 0,
dng € N,Vn,m > ng : ny (1, —1T,,) < €

Soient | € N,.(xy,...,2;) C X et (y],...,y) CY* ona

Z (T = T) (), i) | < npg(T = Thph) H(Jnkﬂg:luq,w ”(Z/Z)l:

k=1

IN

€| @r)knll g | Wkr e -

Vn,m > ng et pour m tend vers a l'infinie on trouve

D KT = D))yl < ell@)izal,, 1wk

k=1

16



2.1. Définition et propriétés

Donc Vn > ng, (1, = T) € Npo(X,Y) et n, (T, —T) < ¢, finalement T'= (T' - T,,) + T, €
NP7Q(X7 Y)

Alors (N, 4(X,Y);n,,4(.)) est un espace de Banach.

Proposition 2.1.1 (N, ,(X,Y);n,,(.)) est un idéal de Banach.

e L’ensemble des opérateurs linéaires de rang fini inclue dans l’ensemble des opérateurs

linéaires Cohen (p, q)-nucléaire (i.e L(X,Y) C N, ,(X,Y)).
e Propriété d’idéal:
Soientv € L(E,X), T € N, (X,Y) etuec L(Y,F)

Npq(.) satisfait:

) Rpa(0 T 00) < Jull g (T) o]

i) (N, (X, Y );n,4(.)) est un espace de Banach.

iii) A 1k =k A(zx) = 2| = 1(i.e mpo(T) =1).
Démonstration.
o Soit T € L£(X,Y)

Il suffit de montrer que 'opérateur de rang 1 (7'(z) = z*(z)y) est dans N, ,(X,Y)

Soit (2x)1<k<n C X, (Yi)1<k<n C Y™

DTl = D W@y il = D e ] [y, i)

k=1
n

LH < O [zl O Ky, yi) )

k=1

17



2.1. Définition et propriétés

D’aprés le théoreme d’inclution pour les espaces ¢, puisque p > gon a ¢, C {,, et ||||p <

|.]|, donc on obtient:

i) Soient (z1, ...

3

k=

1

- 1 « * 1
S K@)l < O Ka DO [y yl”)e
k=1 k=1 k=1
1 * L>|<
n T* q\ ¢ n y p P
< el ol < wQ\ | (—nw>
; [l |\l
1 1
n q n . p*
< x|l lly|l sup < |<€,xk>lq> sup ( !<90,y72>\p>
EEBX* k=1 pEeBy k=1
< 2l Tyl )l Tl

Dot T € Npo(X,Y) et m,0(T) < [zl 1y

D’autre part :

[zl Iyl = 171 < npo(T) <zl [yl - Done ny, o(T) = [l |y

e Propriété d’idéal:

,2n) C E et

(ffsn fa) C ™

Ex Ly Y F

[((voTou)(zk), fr)] = (T (u(z)), v* (fi)]
< npg(T) _sup. (Z|<U(2’k)7a>|q> 4 sup (ZKU*( ;)75>|p*>p
< npg(T) _sup. (Z |<Zk,U*(04)>|q> q BSGUBP |<f;vv(6)>|p*> P
On pose
u* X* — E*
a — u'(a)
alors
_ut(a)  ut(@) )
T @l ~ Tt <7



2.1. Définition et propriétés

et on pose
v Y — F
B ()
alors
()
RG]
2 (o T ou)(z), £)]
< tpa(0) s @] (5 (o g@)[") " suw 1ot (35 1020001 )
i q p*

< "l (T 0] s0p ( e, >|) sup (i|<f;;,so>|p)

pEBy

£€Bxx

< |l .o (T) 10l G2 ) g0 NCFEN

AlorsvoT ou € N, (X,Y) et nm(v oT ou) < ||ul| nyqe(T) ||v]

ii) (IV,4(X,Y);n,4(.))est un espace de Banach
iii) n,,(7) =1
D’apres le théoreme (2.1.2)on a:
Npg (i) 2> [idy || =1

Pour montrer légalité,il suffit de montrer que n, ,(idx) <1

Si (y;)lgign c ﬁ;(X) et (Ii)lgign - E;”(X),on a:

Z|yz*(2dk(9€z))| = Z|y:($z)|

LH < (Z v P ) (Z lscz-|p)
i=1
D’autre part ona les coincidences £}). (k) = £, et (3 (k) = £, alors:
n n i*
D lyridi(z) < (Z v I” > (Z \ivz!q)
i=1

197 )1<
= <

IN

||(l’z')1§z‘§n||q

w 1@ 1<i<nll
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2.2. Relation avec D, ,(X,Y) et IL, ,(X,Y)

D’ou

np,q(idk) =1.

Théoréme 2.1.3 (Théoréme d’inclusion)

Soit 1 < G2, p1 < p2, alors Np, g, (X,Y) © Np, o, (X,Y) et npy g, (T) < 11y o (T') pour
tout T € Np, 4,(X,Y).

Preuve. Soient ¢ < g2,p1 < paetu € Ny, 4,(X,Y).Pour xq,...,x, € Xetys,...,y: € Y*
D’aprés les inclusions £7 (X) C £5(X) et £ (X) C (X)) on a:

n
S iy < g (1) (@) 1<icall gy 0 - 17 )1<iznll e o
=1

< g (1) [[(@i)1<isnll g 0 1 1<iznll g
< g (T) (@) 1<isnl g o - 18 1<i<nll g 0
alors T € Np, o, (X,Y) et np, 0, (T) < np, oo (7). W
2.2 Relation avec D, ,(X,Y) et 1, ,(X,Y)
Proposition 2.2.1 Soit1 < ¢ <p< o0
1. Npo(X,Y) C Dpo(X,Y) et dpo(T) < mpo(T)
2. Npo(X,Y) CILo(X,Y) el mpg(T) < mpg(T)
3. 51T ell, (X,Y) et SeDy(X,Y) alors SoT € N, ,(X,Y)
Démonstration. Soient z1,...,x, € X, y7,...,ys € Y¥et 2{,...,2r € Z

1. Soit T € N, ,(X,Y") alors

D T@))l < nyq(T) sup (ZMS ) sup <Z|<yé‘,y*>|p*)

e

Hﬂﬂ*ll<1 ly*lI<t \ ;=1

IN

Np,g(T) H(%hs@'San,w A h<i<

p*,w
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2.2. Relation avec D, ,(X,Y) et IL, ,(X,Y)

D’aprés le théoréme (1.2.2) on a:

p*,w

Z {7 T (i) < g (T) [ (i)1<isanlly - (U7 r<isn

alors T € D, ,(X,Y) et dy, ,(T) < n,4(T)

D’ou: Np,q(‘x» Y)C Dp,q<X’ Y) et dp,q(T) < npo(T)

. Soit T € N,4(X,Y)

On a:

n

S (T, ;)

=1

=

(Y ) i<i<n

(Z ||T<xi>||p)

D’autre part on a:

:Sup{

=

< >l @)

< (1) [[(@ir<izall, - (W <iznll e

D’aprés de (**) Si on prend le sup sur la boule unité de £;.(Y™) on trouve :

p*,w

<Z||T($i)||p)p < npg(T) ||($i)1§z'§n||q,w‘H(?ﬁ)lﬁ@

< gl @) @ hr<izal

alors T € 1, ,(X,Y) et m,,(T) < nyo(T)

D’ou Np,q<Xa Y)C Hp,q(Xv Y) et Wp,q<T) < np,q<T)

3. On soppose que :T € I, ,(X,Y) et S € D,(Y, Z)

Z\(ST(%)’Z/M ZKS(T(%)%?J?H
< (9 (T (xi)r<izall, - 1) 1<i<nll e

< dp(S)Tpg(T) [[(@i)1<iznllg - 1) 1<i<nll o

Dot ST € N, (X, Z) et 1,(ST) < dy(S)pe(T). ®
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Chapitre 3

Théorémes de domination et de

factorisation

Dans ce chapitre on a détaillé les théoréemes de domination et de factorisation.

3.1 Théoréme de domination

On présente maintenant le théoreme de domination. Avant ceci,on donne le lemme de Ky
Fan, pour la preuve de ce lemme, le lecteure intéresse peut consulte [8].

lemme de Ky Fan

Lemme 3.1.1 Soient E un espace vectoriel topologique sépare, C' une partie convexe com-
pacte de E. Soit M un ensemble de fonctions définés sur C' & valeurs dans [—oo;+00]

vérifiant les proprietés suivantes:

a. Toute f € M est convexe et semi-continue inférieurement
b. Si g € conv(M),Il existe f € M telle que g(x) < f(z),Vz € C

c. Il existe r € R telle que toute f € M prend une valeur < r. Alors il existe xqg € C telle
que f(xo) <7, Vf € M.

Théoréme 3.1.1 (théoreme de domination de Pietsch)

Soient 1 <p<oo etT € L(X,Y), les proprietes suivantes sont equivalentes.

22



3.1. Théoréme de domination

1). T € N,(X,Y).

2). Il existe une constante C, et deux mesure de Radon u et v sur les boules unités Bx~ et

By, telle que pour tout v € X ety € Y*, on a

(T(@):y)] < C ( / RCEl du(w)y - ( / ol duw));* (3.11)

Démonstration.

<=)On suppose que T vérifier (2), alors pour tout (x;)1<i<n C X et (y})1<i<n C Y*. On

<o ([, oot du(so))’l’ ([ 1oz ww) !

pour tout 1 < i < n. En utilisant I'inégalité de Holder ,on obtient

1
*

gumi);ym < oz( [ o i >>’1°< / W|<y:,¢>rp*du<w>)p

1
F

p P
< (Z/B (@i, )" dule ) (Z /BW i, 0" dv(@ ))
< (@2%12 ;\ Ty, @) ) ( Esua* ;| Yi, )

= C(@i)i<i<nlly o 1 1<i<nll o

Alors T € N,(X,Y)
= )On considére R I’ensemble des probabilités de Radon (p, v)sur C(Bx«)* X C( By« ).soit

M un ensemble des fonctions définies sur R & valeurs dans R de la forme

fi@) ), (vF) Z| (x:);y7)| = C

D) SICRITAS oy T
BY**
(3.1.2)
Condition(a) Soit f € M
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3.1. Théoréme de domination

f est semi continue infireurement évident et on montre que f est convexe .Soit a € [0, 1]

fi@a ) (ap, (1 — a)v)

= Tyl [Z/ zis ) d(ops) + Z (i ¢ <1—a>]

= i(a+(1—a))|<T($z sy = C Z/ (zi,n Z/BY** yr OF du]
Z/B (i, )|P dp + — Z/BY** e O dv)

i=1
E/ (zi,m)|P dp + — Z/ (s, OF du])
BY**

= (Z‘ ‘CL'Z yz |_
= af(@)w) (i v) + (L =) fi@) ., V)

By**

1—04 <Z| J;Z yz|_

Donc f est convexe
Condition(b) M est un cone convexe des fonctions réelles. Soient f,g dans M et

€ [0,1]

Fay oy (1)

§‘<T(a¢)y -C %g/BxK i Z/BY** yt, ¢ dz/]
et

9!yt (1o V)
- ;KT(IE;/)’ Z/ . Z/BW v ¢ *dy]

= Sal(re e [0 [ afae 23 [ (G ]
= ;‘<T(Oz$;),y§*> -C %:1 /BX* <Oz3x;,n> dp+ — Z/B ary, >p*dV]

24



3.1. Théoréme de domination

et

(1 = )g(@)), ) (V)
S - )T (@) 4]
=1

Finalement on a

n

_C %Z/BX* <(1—a)pxl,?7>’ dp+ — Z/B 1—04 yf*,C>p

i=1

*

(af + (1= a)g) (), (115 v

)
ZI (zi);y;)| = C Z/ (s, m)| " dp + — Z/ (y:, )" dy]
Bx By

avecn =k +1 )
arx
(1-a)

. { owi*y’*sil<i<k‘
o (1—oz) yisik+1<i<n

On déduire que ’ensemble M est convexe

si 1<:<k
ZL‘ sik+1<i<n

<0~

3=

et

Condition(c) Il existe yg € By+~ et x§ € Bx~ tels que:

sup (ZI vy ) = (ZK@/ZZ%)

lyll=1 \ ;=1

N
p*
p*)

et

B w
= a
.l@
-~
(]
—_
£}

8
g
=

N~
S =
Il
R
I 3
—_
B

)
S
=

N~
S

Alors f définie comme
fi@w) Oz Ouo)
= En:|<T(wi);y2‘>|—C —Z/ (i, m)|" dooy + — Z/B (i, O dd, ]
i=1 | -
= gKT(xi);y;"H—C 5Z\(xi,:v?})!“rZ;Z\@Ziyoﬂp*]
= il(T(xi);yDI—C E sup (ZI i, & ) +— sup <Z| Yiy )]
=1

| P lax)=1 P Jyll=1
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3.1. Théoréme de domination

On choisie

|

1
o

g1 = sup Z|<$Z,<‘0>|p , 2 = Sup Z| yz?
lell=1 \ 5= llyll=1

ft@ ) (Ozs5 6yp)

n

::znwmxmrmr1mm<§]mwwﬂp+iam<§]@wwjp

i=1 Pllz=j=1 \ ;=4 P Jyli=1

on trouve

Comme T est Cohen p-nucléaire ,alors f((a:i),(y;‘))(éxp dy,) < 0.D’aprés le lemme de Ky

Fan, il existe (u,v) € C tel que
flu,v) <0 pour feM

Si on prend x € X et y* € Y on obtient

f(,u,v) = f(ﬂhy*)(:uay)

* C O * *
= 1@ = [ NP [ o
P JBys P J By
< 0
D’ou
|<T<x>;y>|s—/ P+ < [ (o dv
P JBy- P JByus
On pose:

1
s

A = (/BX*|<9€,77>Ipdu); et Ny = (/BW|<y O dv)’

et on remplagons x par —et y*par §-,on obtient

(T(),y")] < Chudo {E%Ap 1* ; N }
< O
alors | |
(T@.y7<C (/BX o(@)P” du(s0)>p </BY ly(y") p)
|
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3.2. Théoréme de factorisation

3.2 Théoréme de factorisation

Théoréme 3.2.1 (Théoréme de factorisation). Soit T' un opérateur linéaire continue de X

dans 'Y ,alors les deux proprietés suivantes sont équivalentes
1. Lopérateur T dans N, (X,Y)

2. 1l existe un espace de Banach quelconque Z, u : X — Z est p—sommant et v : Z —

Y est fortement p—sommant tel que T’ = vou.

Preuve. 1)== 2) On consideére Popérateur ug : X — L, () (p est une mesure de prob-
abilité sur Bx~) donné par x ——< .,x >, et on remarquer que ||7T'(x)| < C'||ug(x)]|| , pour
tout x € X, soit Z un sous espace fermé d'un L, (1) (Z = ug (X)), et soit u : X — Z
I'opérateur induit. Noton que u € IL, (X, Z) avec 7, (u) < 1. On écrit T = vu, pour certain
ve L(Z)Y).

Si y* € Y™, alors

()| = sup{|(u(z),v* <y*>>r u (@) < 1)
_ sup{|< ¢ 1,0 di (o >s1}
< Ity | cm >>i*

d’apreés le théoréme de domination de Pietsch pour les opérateurs p-sommants, v* € IL,- (Y*, Z*)

et my« (v*) < C. Ce qui implique que v est fortement p-sommant.

(2)=(1). Pour tout x1....,z, € X et yi,...,y5 € Y* on a

n

2 (vou (i), y;)

< §|<u<xi>,v*<y:>>| < gnu(xan o)
Par Holder < (3 Ju(@))F (3 o ()

Puisque u est p—sommant et v*est p*—sommant, on a

< mp(u) sup (ZI(x 2)[P)P 7y (v7) sup (ZI(yw )7

T*€EBxx 1= Y**EByxx 1=

n

2 (ou (1), ;)

=1

1
P

< mp(u)dy(v)

(@)l - ()i

Ce qui implique 7" = vou est un opérateur p—nucléaire et n, (I') < m,(u)dy(v). ®
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3.3. L’adjoint d’un opérateur p-nucléaire

Exemple 3.2.1 Puisque I : l; — ly est p—sommant (1 < p < o0) et aussi I* : ly — lest
fortement p—sommant (1 < p < 00), alors Uopérateur I*1 : Iy — |y est p—nucléaire(1 <

p < o00).

3.3 L’adjoint d’un opérateur p-nucléaire

Avans de donner la relation entre T' et 7™, nous avons donner le théoréme du dualité pour
les espaces £, (X) et £ ° (X) .
Théoréme 3.3.1 pour 1 < p < oo

1. 6y (X)* = €5 (X*) isométéquement.

2. 032 (X)" = Ly "(X™) isométriquement.

Preuve. 1l suffit de montrer (1) seulment. On définit 'application:
foolE <X >— [Im(X)]
(27)ics — F((#))i1) = for
telle que:
for i Y (X)) — K

() — fur (2)0y) = z<>

Il est claire que f est linéaire. D’autre part d’apres le Théoréme de Goldistine, pour tout

(zi)izy € 5 (X) on a:
SUP{ (@7)izt llpw< 1} = Sup{ )izt llpw< 1}
i—1
alors
| for ((za)iey) | < Z |7 ()]
(wl
< Z ‘H(wu o

< supq|Sai(x)
i=1

k3%

| @) e
@)y s 1} D@y o
= s d S| 4 @) D <1} | @) e

= @Dk > - I @i llpw
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3.3. L’adjoint d’un opérateur p-nucléaire

donc, || fur

<|I ()i ll<pr>, d’ou

I ()i = (e

Ce qui implique que f est continue et || f ||< 1.

<|I ()i Ml<pe> -

On va montrer la surjectivité de f, soit fo- € [ (X)*. On pose x} = f,- 01, telle que 1),

est I'injection canonique de X dans [:*(X) avec

¥ (z) = (642);

ou

1 sii=j

0 sii#j
Il est claire que (27)i, € X* et f((27)isy) (wa)iny) = far ((#3)i1) = far ((95524);)

for ((@0)i20) = 2,27 (@2), V(wa)iy € o (X)

donc f((z)™,) ((x_i)?:l) = fo (((x;)™,)), alors f est surjective. Il reste & montrer que
I (@7 )iz [l<pes <l F (7)) || v

rappel que (Principe de réflexivité locale)(voir[6, 10]). Si X un espace de Banach arbitraire.

(52']' =

Pour tout sous-espace E de X** de dimension finie, tout sous-espace F' de X* de dimension
finie ,et tout € > 0, il existe un isomorphisme 7' de E sur un sous-espace T'(F) de X tel que
DITIHITH < 1+e
2)Tgnx = 1dpnx;
3){(p, T(V)) = (¥, @) pour tout ¥ € E et tout ¢ € F.

*%

Maintenent, soient x7*, ..., x* € X** & > 0, et F le sous espace engendré par {z}*, ..., x*} |

cey by

d’apres le prencipe de reflexivité local, il existe S € L(F; X) telle que || S [|[< 1+ € et

xp (Saf")=a (x]),i=1,..,n

Donc
S oar @) =D ar (Sa)| = 1F(Sz)l <N for 1 (S22 s
i=1 i=1
de plus
I (S27)iy lpw = sup {15 (i, Ay <l (M)iy [l < 1}
< (Te)sup {2250 A (] I (M) [l < 13
< @+ | @)k lpew -
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3.3. L’adjoint d’un opérateur p-nucléaire

Ce qui donne

S @] < @) o 1 G D
alors, -
SHP{ZCEZ‘* (@) <[ (277)is [l < 1} < 4e) | for
donc -

I (@7)iy l<pr><II for
D’ou, I'application f,- est isometrique et surjective qui permet d’identifier le dual de [ (X)

avec EZ;S <X*>. m

Théoréme 3.3.2 Soit 1 < p < oo. Alors, T* € Ny (Y*, X*) si seulment si T € N, (X,Y)
et n, (1) =n, (T7%).
Preuve. Soit T € N, (Y*, X*), et soit x € X C X*™ et y* € Y*
" (Tz)| = [z (T"y")]
1
e (1) (i N 2P dp(2))” (S, I
S (fo** |p dﬂ ) <fBY**

1
e

IA

v ) dv())’
) ()’

1
*

RSA

D’ou
T eN,(X,Y) et n, (T) < mny (T7). (*)
(<) Soit T € N, ,(X,Y), alors Popérateur linéaire induit est continu
T: £09(X) — 025 (Y)
()i — T ((x)iey) = (T (2))iy

de plus, (1),

par le théoréeme précédent I'adjoint de T
T LRP(Y") — 40 (XF)
(Y7 )iz — T ((y7)ier) = (1Y) )iy -

est bien définit, ce qui entraine que 7% dans N+ (Y*, X*) et Hf*

= np+(T%).

comme Hf*

= Hf“ on obtient n, (T') = n,(T*). m
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