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Résumé

Dans ce mémoire, on traitera le consept des opérateurs linéaires Cohen (p, q)-nucléaires.

On a déttaillé les propriété élémentaire puis la relation avec quelques opérateurs sommants.

Comme conséquence nous montrons qu’un opérateur linéaire est p-nucléaire si et seule-

ment si leur adjoint est p∗-nucléaire

Mots clés. L’espace de suite fortement p-sommants, les opérateurs sommants, la classe

des opérateurs linéaires (p, q)-nucléaires.
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Introduction

Dans ce mémoire on présente la classe des opérateurs p-nucléaires introduite par J. S.

Cohen en 1973 [5], étudiée ensuite par Apiola [2] et généralisée par Achour-Alouani en 2010

dans [1] pour les opérateurs multinéaires. On a détaillé les propriétés élémentaires puis la

relation avec les autres concepts des opérateurs sommants.

Notre travail de mémoire est divisé en trois chapitres qui sont les suivants:

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques définitions (suite de cauchy,ensemble

convexe,...,etc) et on donne un aperçu général sur les espaces de suites faiblement p-sommables

et l’espace de suites fortement p-sommables, puis on donne des proprietés, enfin on définit les

opérateurs (p, q)-sommants et les opérateurs fortement (p, q)-sommants comme des opéra-

teurs continues entre espaces de suites.

Le deuxième chapitre, on étudie la classe des opérateurs linéaires Cohen (p, q)-nucléaire.

On montrons que les opérateurs Cohen (p, q)-nucléaire est représenté comme des opérateurs

continues entre espaces des suites faiblement q-sommables et espaces des suites fortement

p-sommables. On donnera quelque propriétés et comme conséquence on montrons que la

classe des opérateurs linéaires Cohen (p, q)-nucléaire est un idéal de Banach.

On termine ce travail par le troisième chapitre, on a détaillé les théorèmes de domination

et de factorisation.
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Chapitre 1

Préliminaire

Dans ce chapitre, on rappelle quelque définitions et propriétés qui importante utilisatrice

dans ce mémoire, pour plus détaille voir [4, 8, 12]. Puis on définit l’espace des suites faible-

ment p-sommable et l’espace des suite fortement p-sommable, on donnera la relation entre

les deux et en termine ce chapitre par quelque définitions des opérateurs sommants.

1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.1 (Suite de Cauchy)

Soit (X, d) un espace métrique. On appelle suite de Cauchy dans X une suite (xn)n∈N telle

que

∀ε > 0,∃n0,∀m,n ≥ n0 : d(xm, xn) ≤ ε

Définition 1.1.2 (Espace complet)

Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X est complet si toute suite de Cauchy converge

dans X.

Définition 1.1.3 (Espace vectoriel normé)

Soit X un espace vectoriel. On appelle norme une application ‖.‖ de X dans R+ qui vérifie:

‖λx‖ = |λ| ‖x‖ ∀x ∈ X, ∀λ ∈ R+
‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ X
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1.1. Espace de Banach

On appelle espace vectoriel normé un espace vectoriel muni d’une telle application. C’est

un espace métrique pour la norme d(x, y) = ‖x− y‖

Définition 1.1.4 (Espace de Banach)

On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé complet.

Proposition 1.1.1 SoientX et Y deux espaces vectoriels normés. On note L(X, Y ) l’espace

des applications linéaires continues de X dans Y .C’est un espace vectoriel normé pour la

norme

‖T‖L(X,Y ) = sup
x 6=y

‖T (x)‖Y
‖x‖X

Si Y est complet alors L(X, Y ) est un espace de Banach, lorsque Y = X. On notera sim-

plement L(E) l’espace L(E,E).

Définition 1.1.5 (Ensemble convexe)

Soit X un espace vectoriel et A une partie de X. On dit que A est convexe si

∀x, y ∈ A et ∀λ ∈ [0, 1] : λx+ (1− λ)y ∈ A

Définition 1.1.6 (Semi-continue inferieure)

Soit X un espace topologique .Une fonction ϕ : X −→ ]−∞,+∞[ est dit semi-continue

infieurement si l’une des trois propriétés sont vérifiée:

i) L’épigraphe epi(ϕ) = {(x, y) ∈ X × R, ϕ(x) ≤ λ} est fermé dans X × R.

ii) L’ensemble {x ∈ X,ϕ(x) ≤ λ} est fermé dans X pour tout λ ∈ R

iii) Pour tout x ∈ X, tout suite (xn)n∈N tendant vers x, on a:

lim
n→∞

inf ϕ(xn) = lim
n→∞

(inf
k≥n

ϕ(xk)) ≥ ϕ(x)

Définition 1.1.7 (Convexité)

Soit X un espace vectoriel.Une fonction ϕ : X −→ ]−∞,+∞[ est dite convexe si son

épigraphe est convexe. De façon équivalente, on dira que ϕ est convexe si ∀x, y ∈ X, ∀λ ∈
[0, 1]

ϕ(λx+ (1− λ)y) ≤ λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y)
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1.1. Espace de Banach

Définition 1.1.8 (Adjoint d’une application linéaire continue)

Soient X, Y deux espaces de Banach et T ∈ L(X, Y ). On définit l’adjoint de T comme

l’application T ∗ de Y ∗ dans X∗ définie par :

〈T ∗(y∗), x〉 = 〈y∗, T (x)〉 ,∀x ∈ X et ∀y∗ ∈ Y ∗.

On a T ∗ ∈ L(Y ∗, X∗) et ‖T ∗‖L(Y ∗,X∗) = ‖T‖L(X,Y )

Définition 1.1.9 (Théorème de graphe fermé)

Soient X et Y deux espaces de Banach, alors T : X −→ Y est une application linéaire

continue si et seulement si son graphe G(T ) est fermé dans l’espace de Banach X × Y .

Définition 1.1.10 (Théorème de Banach-Steinhauss)

Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, et (Tn)n une famille de suites dans L(X, Y ).

On suppose que X est complet et que, pour tout x ∈ X,

sup
n∈N
‖Tn(x)‖Y <∞.

On a alors

sup
n∈N
‖Tn‖L(X,Y ) <∞.

Théorème 1.1.1 (Théorème de Hahn Banach, forme géométrique)

Soient C un sous-ensemble convexe, fermé, non vide, et x ∈ X\C. Alors il existe un hyper-
plan fermé qui sépare strictement C et {x}, c’est-à-dire

∃ϕ ∈ X∗,∃ε > 0, 〈ϕ, y〉 ≤ 〈ϕ, x〉 − ε ∀y ∈ C

Théorème 1.1.2 (Théorème de Goldistine.)

La boule unités BX de X est σ (X∗∗, X∗)-dense dans la boule unité BX∗∗ de X∗∗

On dira que deux espaces de Banach X, Y sont isomorphes (X ∼ Y ) s’il existe un

opérateur inversible I (dit isomorphisme) de X dans Y . Un opérateur linéaire continue T :

X −→ Y tel que ‖T (x)‖ ≥ c ‖x‖ pour quelques c > 0 et tout x ∈ X est dit isomorphisme.

Une isométrie est un opérateur linéaire continue I : X −→ Y telle que ‖I (x)‖ = ‖x‖
pour tout x ∈ X. Deux espaces de Banach X, Y sont isométriques (X ' Y ) s’il existe une

isométrie entre X et Y .
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1.2. Espaces de suites

1.2 Espaces de suites

Soit p un nombre réel tel que 1 ≤ p < +∞. Rappelons que `p (N) = `p est l’espace vectoriel

des suites de scalaires x = (xn)n∈N pour lesquelles la série
∑
n∈N
|xn|p converge. Alors `p (N)

est un espace de Banach pour la norme ‖.‖p définie par:
pour tout x = (xn)n∈N ∈ `p, on a:

‖x‖p =

(∑
n∈N

|xn|p
) 1

p

.

L’espace des suites de scalaires x = (xn)n∈N bornées muni de la norme:

‖x‖ = sup
n∈N
|xn|

est un espace de Banach noté `∞ (N) où tout simplement `∞. On notera c0 (N) où tout

simplement c0 le sous-espace fermée de `∞ des suites qui convergent vers zéro.

On désignera par X, Y deux espaces de Banach et X∗, Y ∗sont leurs espaces duaux . Soit

1 ≤ p∗ ≤ ∞ le conjugue de p telle que 1
p

+ 1
p∗ = 1.

Définition 1.2.1 (L’espace des suites p-sommables)

Une suite (xn) (resp.(xi)1≤i≤n) dansX est absolument p-sommables si la suite scalaire (‖xn‖)
(resp.(‖xi‖)1≤i≤n) est dans `p.
On note `p(X) (resp.`np (X)) l’espace de suites (xn) (resp.(xi)1≤i≤n) dans X absolument

p-sommables muni de la norme:

‖(xn)n‖`p(X) = ‖(xn)n‖p =

( ∞∑
n=1

‖xn‖p
) 1

p

si 1 ≤ p <∞

‖(xn)n‖`∞(X) = ‖(xn)n‖∞ = sup
n
‖xn‖ si p =∞

L’espace de suites faiblement p-sommables

Définition 1.2.2 Une suite (xn) (resp.(xi)1≤i≤n) dans X est faiblement p-sommables si la

suite scalaire (x∗(xn)) (resp.(x∗(xi)1≤i≤n) est dans `p pour tout x∗ ∈ X∗.
On note `wp (X)(resp.`nwp (X)) l’espace des suites (xi) (resp.(xi)1≤i≤n) dans X faiblement

p-sommables i.e.

`wp (X) := {(xn)n ⊂ X : 〈x∗, xn〉n ∈ `p, x∗ ∈ X∗} .
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1.2. Espaces de suites

muni de la norme:

‖(xn)n‖`wp (X) = ‖(xn)n‖p,w = sup
x∗∈BX∗

(
n∑
i=1

|〈x∗;xn〉|p)
1
p si 1 ≤ p <∞

‖(xn)n‖`w∞(X) = ‖(xn)n‖∞ = sup
x∗∈BX∗

sup
n
|〈x∗;xn〉| si p =∞

Nous considérons les relations entre les espaces de suites.

Théorème 1.2.1 Soit X un espace de Banach et 1 ≤ p ≤ ∞
i) `w∞(X) = `∞(X),

ii) `p(X) = `wp (X) pour tout 1 ≤ p <∞ si et seulement si dim(X) est finie.

Démonstration.

i)On a:

‖(xn)n‖
`w∞(X)

= sup
x∗∈BX∗

sup
n
|〈x∗;xn〉| = sup

n
sup

x∗∈BX∗
|〈x∗;xn〉|

= sup
n
|〈x∗;xn〉| = sup

n
‖xn‖

= ‖(xn)n‖
`∞(X)

ii)On montre que `wp (X) est un espace de Banach

a) On montre que ‖.‖
`wp (X)

est fini, et pour ce qui nous appliqons le théoreme de graphe

fermé. Soit x = (xn)n ∈ `wp (X), on peut associeé à x l’opérateur

T : X∗ −→ `p

définie par:

T (x∗) = (x∗(xn))n

T est bien définie et linéaire.

Si (x∗n)n converge vers x∗ ∈ X∗, et T (x∗k)k =(x∗k(xn))k est converge vers y = (yi)i ∈ `p pour
tout n ∈ N Par conséquent T est de graphe fermé et donc borné, en d’autre terme

‖T‖ = sup
x∗∈BX∗

‖x∗(xn)‖p = ‖(xn)‖p,w <∞

qui est ce qui nous voulions.

On peut conclure facilement que ‖(xn)n‖`wp (X) est une norme
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1.2. Espaces de suites

b) `wp (X) est complet.

Si p =∞ on a `∞(X) = `w∞(X), il est donc que `w∞(X) est un Banach.

Pour 1 ≤ p <∞.
Soient X est un espace de Banach et xk = (xkn)n∈N une suite de Cauchy ∀ε > 0, ∃N ∈ N tq:
∀K,K ′ ≥ N on a: ∑

n∈N

∣∣∣〈x∗, xkn〉− 〈x∗, xk′n 〉∣∣∣p ≤ εp (1.2.1)

Pour tout x∗ ∈ BX∗ .chaque terme de cette série est dominée par εp,donc pour tout n ∈ N,∥∥∥xkn − xk′n ∥∥∥ = sup
{∣∣∣〈xkn, x∗〉− 〈xk′n , x∗〉∣∣∣ : x∗ ∈ BX∗

}
≤ ε

Ce qui montre que la suite (xkn)n∈N est une suite de Cauchy dans X, comme X est complet,

elle est donc convergente vers une limite xn, ça nous permet d’associer à chaque composante

une limite, donc la suite (xk)k∈N converge vers une limite qui est x = (xn)n

Il reste de vérifier que x ∈ `wp (X).

D’aprés (1.2.1) et soit k tend vers l’infinie .Alors ,quand k ≥ N , on a :

(
∑
n∈N

∣∣〈x∗, xn − xkn〉∣∣p) 1p ≤ ε,∀x∗ ∈ BX∗

donc x− xket x appartient a `wp (X).

Proposition 1.2.1 Soit 1 < p ≤ ∞,on a :
`wp (X) = L(`p∗ , X) isométrique. En d’autre terme , soit v : `p∗ → X un opérateur linéaire

telle que v(ei) = xi et {ei} est la base canonique de `p∗. Alors

‖v‖ = ‖(xn)‖p,w
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1.2. Espaces de suites

Démonstration. Soient {ei} est la base canonique de `p∗ , v(ei) = xi et α =
n∑
i=1

αiei

On a :

‖v‖ = sup
α∈`p∗

‖v(α)‖X

= sup
α∈`p∗

( sup
ε∈BX∗

|〈v(α), ε〉|)

= sup
ε∈BX∗

( sup
α∈`p∗

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

αi 〈v(ei), ε〉
∣∣∣∣∣)

= sup
ε∈BX∗

sup
α∈`p∗

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

αi 〈xi, ε〉
∣∣∣∣∣

= sup
ε∈BX∗

(
∞∑
i=1

|〈xi, ε〉|p)
1
p

=
∥∥(xn)ni=1

∥∥
`wp (X)

Espaces de suites fortement p-sommables

Définition 1.2.3 Soit 1 ≤ p < ∞, une suite (xi)
∞
i=1 est dite fortement p-sommable, si

pour tout (x∗i )
∞
i=1 ∈ `wp∗(X

∗),
∞∑
i=1

x∗i (xi) < ∞ dans ce cas on note `sp〈X〉 l’espace de suites

(xi)
∞
i=1dans X fortement p-sommable.

Proposition 1.2.2 Soit (xi)
∞
i=1une suite dans X, la série

∞∑
i=1

x∗i (xi) est converge pour toute

(x∗i )
∞
i=1 ∈ `wp∗(X∗) si et seulement si la série

∞∑
i=1

|x∗i (xi)| est convergente pour toute (x∗i )
∞
i=1 ∈

`wp∗(X
∗).

Théorème 1.2.2 Pour 1 ≤ p ≤ ∞ ,on a:

1. L’espace `sp 〈X〉 est un espace normé de la norme définie par :

‖(xi)∞i=1‖〈p〉 = sup

{∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

x∗i (xi)

∣∣∣∣∣ : ‖(x∗i )∞i=1‖p∗,w ≤ 1

}
.

De plus (`sp 〈X〉 , ‖.‖〈p〉) est un espace de Banach.
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1.3. Opérateurs sommants

2. `sp 〈X〉 ⊆ `p(X) ⊆ `wp (X) de plus ‖(xi)∞i=1‖p,w ≤ ‖(xi)∞i=1‖p ≤ ‖(xi)∞i=1‖s,p , pour tout
(xi)

∞
i=1 ∈ `sp 〈X〉

3. Si p = 1,on a `s1 〈X〉 = `1(X) et ‖(xi)∞i=1‖1 = ‖(xi)∞i=1‖s,1 .

1.3 Opérateurs sommants

Les opérateurs p-sommants

Nous allons donner la notion des opérateurs p-sommants (voir [7]).Une présentation

générale des "idéaux d’opérateurs " est donne par Pietcsh [13] et étudiée ensuite par J.

Lindenstrauss et A. Pelczynski en 1968 [11] puis par B. Maurey en 1973.

Définition 1.3.1 Soient 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ et X, Y deux espaces de Banach, un opérateur

linéaire T ∈ L (X, Y ) est absolement (p, q)-sommant (où (p, q)-sommant )si:

l’opérateur:

T̃ : `wq (X) −→ `p (Y )

(xi)
∞
i=1 7−→ T̃ ((xi)

∞
i=1) = (T (xi))i

est bien définie

La classe des opérateurs linéaires (p, q)-sommants de X dans Y, noté πp,q (X, Y ) . Pour

p = q, πp,q (X, Y ) = πp (X, Y ) ,la classe des opérateurs p-sommants πp (X, Y )

πp,q (X, Y )est un espace de Banach muni de la norme πp,q(T ) =
∥∥∥T̃∥∥∥

D’après le théorème du graphe fermé, on peut définir l’espace des suites linéaires (p, q)-

sommants comme suit:

πp,q (X, Y ) =

T ∈ L (X, Y ) /∃c > 0 :

(
n∑
i=1

‖T (xi)‖p
) 1

p

≤ c ‖(xi)ni=1‖q,w ,∀ (xi)
n
i=1 ⊂ X


Les opérateurs fortement p-sommants

On présenté la classe des opérateurs fortement p-sommants étudier traité par J.S Cohen.[5]

ensuite H.Apiola [2] donne la notation des opérateurs fortemment (p, q)-sommants

9



1.3. Opérateurs sommants

Définition 1.3.2 Soit X, Y deux espaces de Banach, T ∈ L (X, Y ) et 1 ≤ q, p ≤ ∞. On dit
que T est fortemet (p, q)-sommants s’il existe un opérateur linéaire induite est bien défini:

T̃ : `q (X) −→ `sp〈X〉
(xi)i −→ T̃ ((xi)i) = (T (xi))i(

i.e., T̃ (`q (X)) ⊂ `sp〈X〉
)

On note

Dp,q (X, Y ) = {T : X −→ Y linéaire fortement (p, q) -sommants}

Où bien on dit que T ∈ Dp,q (X, Y ) ,s’il existe une constante positive C, tel que pour tout

n ∈ N, x1, ..., xn ∈ X et y∗1, ..., y
∗
n ∈ Y ∗,on a:

n∑
i=1

|〈T (xi), y
∗
i 〉| ≤ C ‖(xi)1≤i≤n‖q · ‖(y

∗
i )1≤i≤n‖p∗,w

Pour p = 1, on a: D1,q (X, Y ) = L (X, Y ) .

Pour p = q, on note Dp (X, Y ) l’espace des opérateurs linéaires fortement p−sommants.
Dp,q (X, Y ) est un espace de Banach ,muni de la norme définie par dp,q(T ) =

∥∥∥T̃∥∥∥ =

inf C, telle que C la constante qui vérifier la dérniere inégalité

Théorème 1.3.1 Soit T ∈ L(X, Y ) un opérateur entre deux espaces de Banach .Alors T

es fortement p-sommant si et seulement si son adjoint T ∗ ∈ L(Y ∗, X∗) est p∗sommant

de plus on a:πp∗(T ∗) = dp(T )
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Chapitre 2

L’idéal des opérateurs linéaires Cohen

(p,q)-nucléaire

Dans ce chapitre, on présente la classe des opérateurs (p, q)-nucléaires introduite par J.

S. Cohen en 1973 [4] pour p = q et étudiée ensuite par Apiola [2] pour 1 ≤ p, q <∞. On a
détaillé les propriétés élémentaires puis la relation avec les autres concepts des opérateurs

sommants.

2.1 Définition et propriétés

Définition 2.1.1 (Opérateur linéaire de rang fini)

Un opérateur T ∈ L (X, Y ) est de rang fini s’il est somme fini d’opérateurs de la forme:

x∗ ⊗ y : X −→ Y

x −→ x∗ ⊗ y (x) = x∗ (x) y

où x∗ ∈ X∗ et y ∈ Y
L’espace des opérateurs linéaire de rang fini sera noté Lf (X, Y ) .

Définition 2.1.2 (Idéal linéaire)

Un idéal d’opérateur linéaire I est un classe d’opérateurs tels que:
pour tout X et Y Banach, on a:

1. I (X, Y ) est un sous-espace vectoriel de L (X, Y )

11



2.1. Définition et propriétés

2. Lf (X, Y ) ⊂ I (X, Y )

3. propriétés d’ideal:si T ∈ I (X, Y ) , u ∈ L (E,X) et v ∈ L (Y, F ) , on a:

v ◦ T ◦ u ∈ I (E,F )

De plus, si ‖.‖I : I −→ R+ satisfait:

i) (I (X, Y ) , ‖.‖I) est un espace normé (Banach)

ii)

∥∥∥∥∥∥ A : K −→ K

λ −→ A (λ) = λ

∥∥∥∥∥∥
I

= 1

iii) ‖v ◦ T ◦ u‖I ≤ ‖v‖ ‖T‖I ‖u‖ ,

alors, (I (X, Y ) , ‖.‖I) s’appelle idéal de Banach des opérateurs linéaires.

Définition 2.1.3 (Opérateur linéaire Cohen (p, q)-nucléaire)

Soient X et Y deux espaces de Banach, 1 ≤ p, q ≤ ∞ et T ∈ L(X;Y ). On dira que T

est Cohen (p, q)-nucléaire, s’il existe une constante positive C telle que :

pour tout x1, x2, ..., xn ∈ X et y∗1, y
∗
2, ..., y

∗
n ∈ Y ∗

n∑
i=1

|〈T (xi), y
∗
i 〉| ≤ C ‖(xi)ni=1‖q,w ‖(y∗i )ni=1‖p∗,w (2.1.1)

On note:

Np,q(X;Y ) := {T : X −→ Y linéaire Cohen (p, q)-nucléaire}
et

np,q(T ) = inf {C, vérifiant la définition(2.1.1) }

Théorème 2.1.1 Soit T ∈ L(X, Y ) et n ∈ N. Alors T ∈ Np,q(X, Y ) si et seulement si

l’opérateur linéaire induit est bien défini

T̃ : `wq (X) −→ `sp 〈Y 〉

(xn)n 7−→ T̃ ((xn)n) = (T (xn))n

(i.e.;T̃ (`wq (X)) ⊂ `sp 〈Y 〉). Dans ce cas np,q(T ) =
∥∥∥T̃∥∥∥ .
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2.1. Définition et propriétés

Démonstration. On suppose queT̃ (`wq (X)) ⊂ `sp 〈Y 〉 et T /∈ Np,q(X, Y ) Alors pour

chaque n ∈ N, il existe une suite finie (xni )mn
i=1 ⊂ X telle que:

‖(xni )mn
i=1‖q,w ≤ 1

et

‖(T (xni ))mn
i=1‖p,s ≥ 2n

On considère la suite

(xni 2−n)i∈N = (x112
−1, ..., x1m1

2−1, x212
−2..., x2m2

2−2, ...)

On trouve

∥∥(xni 2−n)i∈N
∥∥
q,w

= lim
n→∞

∥∥(xni 2−n)mn
i=1

∥∥
q,w
≤ lim

n→∞

[
n∑
i=1

(
1

2q
)i

] 1
q

= 1.

et ∥∥(T (xni 2−n))
i∈N

∥∥
p,s

= lim
n→∞

∥∥(T (xni 2−n))mn
i=1

∥∥
p,s

=∞.

Donc, contradiction avec l’hypothèse T̃ (`wq (X)) ⊂ `sp 〈Y 〉 .
Inversement. On suppose que T ∈ Np,q(X, Y ). Si (xi)i=1 ∈ `wq (X), alors pour n fixié et

pour tout (y∗i )i ∈ `wp∗(Y ∗) avec ‖(y∗i )i‖p∗,w ≤ 1, on a

∞∑
i=1

|〈T (xi), y
∗
i 〉| = lim

n→∞

n∑
i=1

|〈T (xi), y
∗
i 〉|

≤ np,q(T ) ‖(xi)∞i=1‖q,w . (2.1.2)

Alors, la série
∞∑
i=1

〈T (xi), y
∗
i 〉 est converge et (T (xi))i ∈ `sp 〈Y 〉 . De plus l’inégalité (2.1.2)

implique que T̃ est continu et
∥∥∥T̃∥∥∥ ≤ np,q(T ).

Remarque 2.1.1 Pour p < q, Np,q(X, Y ) = {0}.

Démonstration. Soit (λj)j ∈ ` qp∗
q+p∗
− `1. On suppose que T 6= 0 et T ∈ Np,q(X, Y )

13



2.1. Définition et propriétés

Soient (λjx)j ⊂ X et y∗ ∈ Y
n∑
j=1

|〈T (λjx), y∗〉| =

n∑
j=1

|y∗T (λjx)|

=
n∑
j=1

(
λ
( qp∗
q+p∗ )

1
p∗

j y∗.T (λ
( qp∗
q+p∗ )

1
q

j x)

)
≤ np,q(T )

∥∥∥∥λ( qp∗
q+p∗ )

1
q

j x

∥∥∥∥
q,w

.

∥∥∥∥λ( qp∗
q+p∗ )

1
p∗

j y∗
∥∥∥∥
p∗,w

= np,q(T ) ‖x‖ ‖y∗‖
∥∥∥∥λ( qp∗

q+p∗ )
1
q

j

∥∥∥∥
q

.

∥∥∥∥λ( qp∗
q+p∗ )

1
p∗

j

∥∥∥∥
p∗

Alors

|y∗(T (x))|
n∑
j=1

|λj| ≤ np,q(T ) ‖x‖ ‖y∗‖
(

n∑
j=1

|λj|
qp∗
q+p∗

) 1
q

.

(
n∑
j=1

|λj|
qp∗
q+p∗

) 1
p∗

Donc

‖T‖
n∑
j=1

|λj| ≤ np,q(T )

(
n∑
j=1

|λj|
qp∗
q+p∗

) 1
qp∗
q+p∗

<∞

Donc (λj) ∈ `1 contradiction.
D’ou Np,q(X, Y ) = {0} pour p < q.

Théorème 2.1.2 Soient X, Y deux espaces de Banach et 1 ≤ p, q ≤ ∞

1. Si T ∈ Np,q(X, Y ) alors T est continue et ‖T‖ ≤ np,q(T ).

2. Np,q(X, Y ) est un espace de Banach.

Preuve.

1. On suppose que T ∈ Np,q(X, Y )

n∑
i=1

|〈T (xi), y
∗
i 〉| ≤ np,q(T ) ‖(xi)ni=1‖q,w ‖(y∗i )ni=1‖p∗,w

Pour n = 1, on a:

|〈T (x), y∗〉| ≤ np,q(T ) ‖x‖ ‖y∗‖

≤ np,q(T ) ‖x‖ ‖y∗‖

14



2.1. Définition et propriétés

et on a:

‖T (x)‖ = sup
y∗∈BY ∗

|〈T (x), y∗〉| ≤ sup
y∗∈BY ∗

np,q(T ) ‖x‖ ‖y∗‖

Alors

‖T (x)‖ ≤ np,q(T ) ‖x‖

D’où T est continue et ‖T‖ ≤ np,q(T )

2. Np,q(X, Y ) est un espace de Banach.

(i) Np,q(X, Y ) est un sous-espace vectoriel normé de L(X, Y )

(a) Soit T et S ∈ Np,q(X, Y ). Pour tout (xk)1≤k≤n ⊂ X et (y∗k)1≤k≤n ⊂ Y ∗, on a

n∑
k=1

|〈(T + S)(xk), y
∗
k〉| =

n∑
i=1

|〈T (xk) + S(xk), y
∗
k〉| =

n∑
i=1

|〈T (xk), y
∗
k〉+ 〈S(xk), y

∗
k〉|

≤
n∑
i=1

|〈T (xk), y
∗
k〉|+ |〈S(xk), y

∗
k〉|

=
n∑
i=1

|〈T (xk), y
∗
k〉|+

n∑
i=1

|〈S(xk), y
∗
k〉|

≤ np,q(T ) ‖(xi)ni=1‖q,w ‖(y∗i )ni=1‖p∗,w +

np,q(S) ‖(xi)ni=1‖q,w ‖(y∗i )ni=1‖p∗,w
≤ (np,q(T ) + np,q(S)) ‖(xi)ni=1‖q,w ‖(y∗i )ni=1‖p∗,w

D’où T + S ∈ Np,q(X, Y ) et np,q(T + S) ≤ np,q(T ) + np,q(S)

(b) Soit α ∈ k et T ∈ Np,q(X, Y )

n∑
k=1

|〈(αT )(xk), y
∗
k〉| =

n∑
k=1

|〈T (αxk), y
∗
k〉|

≤ np,q(T ) ‖(αxk)nk=1‖q,w ‖(y∗k)nk=1‖p∗,w
≤ |α|np,q(T ) ‖(xk)nk=1‖q,w ‖(y∗k)nk=1‖p∗,w

Alors αT ∈ Np,q(X, Y ) et

np,q(αT ) ≤ |α|np,q(T )
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2.1. Définition et propriétés

D’autre part

np,q(T ) = np,q(αT.
1

α
) ≤ 1

|α|np,q(αT ), α 6= 0

Ce qui implique que

|α|np,q(T ) ≤ np,q(αT ).

D’où

np,q(αT ) = |α|np,q(T )

(c) Soit T ∈ Np,q(X, Y ) tel que np,q(T ) = 0.

D’après (1) on a :

‖T‖ ≤ np,q(T ) = 0 =⇒ ‖T‖ = 0 =⇒ T = 0.

De (a),(b) et (c) Np,q(X, Y ) est un espace vectoriel normé.

(ii) Np,q(X, Y ) est complet. Soit (Tn)n∈N une suite de Cauchy dans Np,q(X, Y ).

D’après (1) on a:

‖Tn − Tm‖ ≤ np,q(Tn − Tm).

Donc (Tn)n∈N est une suite de Cauchy dans L(X, Y ). Alors converge vers une limite

T ∈ L(X, Y )

Soit ε > 0,

∃n0 ∈ N,∀n,m > n0 : np,q(Tn − Tm) ≤ ε.

Soient l ∈ N,.(x1, ..., xl) ⊂ X et (y∗1, ..., y
∗
l ) ⊂ Y ∗, on a

l∑
k=1

|〈(Tn − Tm)(xk), y
∗
k〉| ≤ np,q(Tn − Tm)

∥∥(xk)
l
k=1

∥∥
q,w

∥∥(y∗k)
l
k=1

∥∥
p∗,w

≤ ε
∥∥(xk)

l
k=1

∥∥
q,w

∥∥(y∗k)
l
k=1

∥∥
p∗,w

.

∀n,m > n0 et pour m tend vers à l’infinie on trouve

l∑
k=1

|〈(Tn − T )(xk), y
∗
k〉| ≤ ε

∥∥(xk)
l
k=1

∥∥
q,w

∥∥(y∗k)
l
k=1

∥∥
p∗,w
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2.1. Définition et propriétés

Donc ∀n > n0, (Tn − T ) ∈ Np,q(X, Y ) et np,q(Tn − T ) ≤ ε, finalement T = (T − Tn) + Tn ∈
Np,q(X, Y )

Alors (Np,q(X, Y );np,q(.)) est un espace de Banach.

Proposition 2.1.1 (Np,q(X, Y );np,q(.)) est un idéal de Banach.

• L’ensemble des opérateurs linéaires de rang fini inclue dans l’ensemble des opérateurs
linéaires Cohen (p, q)-nucléaire (i.e Lf (X, Y ) ⊂ Np,q(X, Y )).

• Propriété d’idéal:

Soient v ∈ L(E,X), T ∈ Np,q(X, Y ) et u ∈ L(Y, F )

np,q(.) satisfait:

i) np,q(u ◦ T ◦ v) ≤ ‖u‖np,q(T ) ‖v‖ .

ii) (Np,q(X, Y );np,q(.)) est un espace de Banach.

iii) ‖A : k→ k;A(x) = x‖ = 1(i.e :np,q(T ) = 1).

Démonstration.

• Soit T ∈ Lf (X, Y )

Il suffi t de montrer que l’opérateur de rang 1 (T (x) = x∗(x)y) est dans Np,q(X, Y )

Soit (xk)1≤k≤n ⊂ X, (y∗k)1≤k≤n ⊂ Y ∗

n∑
k=1

|〈T (xk), y
∗
k〉| =

n∑
k=1

|〈x∗(xk)y, y∗k〉| =
n∑
k=1

|〈x∗, xk〉| |〈y, y∗k〉|

I. H ≤ (

n∑
k=1

|〈x∗, xk〉|p)
1
p (

n∑
k=1

|〈y, y∗k〉|
p∗)

1
p∗
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2.1. Définition et propriétés

D’aprés le théorème d’inclution pour les espaces `p puisque p ≥ qon a `q ⊂ `p et ‖.‖p ≤
‖.‖q donc on obtient:

n∑
k=1

|〈T (xk), y
∗
k〉| ≤ (

n∑
k=1

|〈x∗, xk〉|q)
1
q (

n∑
k=1

|〈y, y∗k〉|
p∗)

1
p∗

≤ ‖x∗‖ ‖y‖
(

n∑
k=1

∣∣∣∣〈 x∗

‖x∗‖ , xk
〉∣∣∣∣q
) 1

q

.

(
n∑
k=1

∣∣∣∣〈 y

‖y‖ , y
∗
k

〉∣∣∣∣p∗
) 1

p∗

≤ ‖x‖ ‖y‖ sup
ξ∈BX∗

(
n∑
k=1

|〈ξ, xk〉|q
) 1

q

sup
ϕ∈BY

(
n∑
k=1

|〈ϕ, y∗k〉|
p∗

) 1
p∗

≤ ‖x‖ ‖y‖ ‖(xk)‖q,w ‖(y∗k)‖p∗,w

D’où T ∈ Np,q(X, Y ) et np,q(T ) ≤ ‖x‖ ‖y‖
D’autre part :

‖x‖ ‖y‖ = ‖T‖ ≤ np,q(T ) ≤ ‖x‖ ‖y‖ . Donc np,q(T ) = ‖x‖ ‖y‖

• Propriété d’idéal:

i) Soient (z1, ..., zn) ⊂ E et (f ∗1 , ..., f
∗
n) ⊂ F ∗

E
u−→ X

T−→ Y
v−→ F

n∑
k=1

|〈(v ◦ T ◦ u)(zk), f
∗
k 〉| =

n∑
k=1

|〈T (u(zk)), v
∗(f ∗k 〉|

≤ np,q(T ) sup
α∈BX∗

(
n∑
k=1

|〈u(zk), α〉|q
) 1

q

sup
β∈BY

(
n∑
k=1

|〈v∗(f ∗k ), β〉|p
∗

) 1
p∗

≤ np,q(T ) sup
α∈BX∗

(
n∑
k=1

|〈zk, u∗(α)〉|q
) 1

q

sup
β∈BY

(
n∑
k=1

|〈f ∗k , v(β)〉|p
∗

) 1
p∗

On pose

u∗ : X∗ −→ E∗

α 7−→ u∗(α)

alors

ξ =
u∗(α)

‖u∗(α)‖ =
u∗(α)

‖u(α)‖ ∈ BE∗
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2.1. Définition et propriétés

et on pose

v :Y −→ F

β 7−→ v(β)

alors

ϕ =
v(β)

‖v(β)‖

n∑
k=1

|〈(v ◦ T ◦ u)(zk), f
∗
k 〉|

≤ np,q(T ) sup
α∈BX∗

‖u∗(α)‖
(

n∑
k=1

∣∣∣〈zk, u∗(α)
‖u∗(α)‖

〉∣∣∣q) 1
q

. sup
β∈BY

‖v(β)‖
(

n∑
k=1

|〈f ∗k , v(β)〉|p
∗
) 1

p∗

≤ ‖u∗‖np,q(T ) ‖v‖ sup
ξ∈BX∗

(
n∑
k=1

|〈zk, ξ〉|q
) 1

q

sup
ϕ∈BY

(
n∑
k=1

|〈f ∗k , ϕ〉|
p∗
) 1

p∗

≤ ‖u‖np,q(T ) ‖v‖ ‖(zk)‖q,w ‖(f ∗k )‖p∗,w

Alors v ◦ T ◦ u ∈ Np,q(X, Y ) et np,q(v ◦ T ◦ u) ≤ ‖u‖np,q(T ) ‖v‖

ii) (Np,q(X, Y );np,q(.))est un espace de Banach

iii) np,q(T ) = 1

D’après le théoreme (2.1.2)on a:

np,q(idk) ≥ ‖idk‖ = 1

Pour montrer légalité,il suffi t de montrer que np,q(idk) ≤ 1

Si (y∗i )1≤i≤n ∈ `wp (X) et (xi)1≤i≤n ∈ `wq (X),on a:

n∑
i=1

|y∗i (idk(xi))| =
n∑
i=1

|y∗i (xi)|

I.H ≤
(

n∑
i=1

|y∗i |
p∗

) 1
p∗
(

n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

D’autre part ona les coincidences `wp∗(k) = `p∗ et `wq (k) = `q, alors:

n∑
i=1

|y∗i (idk(xi))| ≤
(

n∑
i=1

|y∗i |
p∗

) 1
p∗
(

n∑
i=1

|xi|q
) 1

q

≤ ‖(y∗i )1≤i≤n‖p∗ · ‖(xi)1≤i≤n‖q
= ‖(y∗i )1≤i≤n‖p∗,w · ‖(xi)1≤i≤n‖q,w
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2.2. Relation avec Dp,q(X, Y ) et Πp,q(X, Y )

D’où

np,q(idk) = 1.

Théorème 2.1.3 (Théorème d’inclusion)

Soit q1 ≤ q2, p1 ≤ p2, alors Np1,q2(X, Y ) ⊆ Np2,q1(X, Y ) et np2,q1(T ) ≤ np1,q2(T ) pour

tout T ∈ Np1,q2(X, Y ).

Preuve. Soient q1 ≤ q2, p1 ≤ p2 et u ∈ Np1,q2(X, Y ).Pour x1, ..., xn ∈ X et y∗1, ..., y
∗
n ∈ Y ∗

D’aprés les inclusions `wq1(X) ⊂ `wq2(X) et `wp∗2(X) ⊂ `wp∗1(X) on a:

n∑
i=1

|〈uxi, y∗i 〉| ≤ np1,q2(T ) ‖(xi)1≤i≤n‖q2,w · ‖(y
∗
i )1≤i≤n‖p∗1,w

≤ np1,q2(T ) ‖(xi)1≤i≤n‖q2,w ‖(y
∗
i )1≤i≤n‖p∗2,w

≤ np1,q2(T ) ‖(xi)1≤i≤n‖q1,w . ‖(y
∗
i )1≤i≤n‖p∗2,w

alors T ∈ Np2,q1(X, Y ) et np2,q1(T ) ≤ np1,q2(T ).

2.2 Relation avec Dp,q(X, Y ) et Πp,q(X, Y )

Proposition 2.2.1 Soit 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞

1. Np,q(X, Y ) ⊆ Dp,q(X, Y ) et dp,q(T ) ≤ np,q(T )

2. Np,q(X, Y ) ⊆ Πp,q(X, Y ) et πp,q(T ) ≤ np,q(T )

3. Si T ∈ Πp,q(X, Y ) et S ∈ Dp(X, Y ) alors S ◦ T ∈ Np,q(X, Y )

Démonstration. Soient x1, ..., xn ∈ X, y∗1, ..., y∗n ∈ Y ∗et z∗1 , ..., z∗n ∈ Z

1. Soit T ∈ Np,q(X, Y ) alors

n∑
i=1

|〈y∗i , T (xi)〉| ≤ np,q(T ) sup
‖x∗‖≤1

(
n∑
i=1

|〈xi, x∗〉|q
) 1

q

· sup
‖y∗‖≤1

(
n∑
i=1

|〈y∗i , y∗〉|
p∗

) 1
p∗

≤ np,q(T ) ‖(xi)1≤i≤n‖q,w . ‖(y
∗
i )1≤i≤n‖p∗,w
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2.2. Relation avec Dp,q(X, Y ) et Πp,q(X, Y )

D’aprés le théorème (1.2.2) on a:

n∑
i=1

|〈y∗i , T (xi)〉| ≤ np,q(T ) ‖(xi)1≤i≤n‖q · ‖(y
∗
i )1≤i≤n‖p∗,w

alors T ∈ Dp,q(X, Y ) et dp,q(T ) ≤ np,q(T )

D’ou: Np,q(X, Y ) ⊆ Dp,q(X, Y ) et dp,q(T ) ≤ np,q(T )

2. Soit T ∈ Np,q(X, Y )

On a: (
n∑
i=1

‖T (xi)‖p
) 1

p

= sup

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

〈T (xi), y
∗
i 〉
∣∣∣∣∣ : ‖(y∗i )1≤i≤n‖p∗ ≤ 1

}
((**))

D’autre part on a:

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

〈T (xi), y
∗
i 〉
∣∣∣∣∣ ≤

n∑
i=1

|〈y∗i , T (xi)〉|

≤ np,q(T ) ‖(xi)1≤i≤n‖q . ‖(y
∗
i )1≤i≤n‖p∗,w

D’aprés de (**) Si on prend le sup sur la boule unité de `wp∗(Y
∗) on trouve :(

n∑
i=1

‖T (xi)‖p
) 1

p

≤ np,q(T ) ‖(xi)1≤i≤n‖q.w . ‖(y
∗
i )1≤i≤n‖p∗,w

≤ np,q(T ) ‖(xi)1≤i≤n‖q.w

alors T ∈ Πp,q(X, Y ) et πp,q(T ) ≤ np,q(T )

D’où Np,q(X, Y ) ⊆ Πp,q(X, Y ) et πp,q(T ) ≤ np,q(T )

3. On soppose que :T ∈ Πp,q(X, Y ) et S ∈ Dp(Y, Z)

n∑
i=1

|〈ST (xi), y
∗
i 〉| =

n∑
i=1

|〈S(T (xi)), y
∗
i 〉|

≤ dp(S) ‖(T (xi))1≤i≤n‖p . ‖(y
∗
i )1≤i≤n‖p∗,w

≤ dp(S)πp,q(T ) ‖(xi)1≤i≤n‖q,w . ‖(y
∗
i )1≤i≤n‖p∗,w

D’où ST ∈ Np,q(X,Z) et np,q(ST ) ≤ dp(S)πp,q(T ).
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Chapitre 3

Théorèmes de domination et de

factorisation

Dans ce chapitre on a détaillé les théorèmes de domination et de factorisation.

3.1 Théorème de domination

On présente maintenant le théoreme de domination. Avant ceci,on donne le lemme de Ky

Fan, pour la preuve de ce lemme, le lecteure intéresse peut consulte [8].

lemme de Ky Fan

Lemme 3.1.1 Soient E un espace vectoriel topologique sépare, C une partie convexe com-

pacte de E. Soit M un ensemble de fonctions définés sur C à valeurs dans [−∞; +∞]

vérifiant les proprietés suivantes:

a. Toute f ∈M est convexe et semi-continue inférieurement

b. Si g ∈ conv(M),Il existe f ∈M telle que g(x) ≤ f(x),∀x ∈ C

c. Il existe r ∈ R telle que toute f ∈ M prend une valeur ≤ r. Alors il existe x0 ∈ C telle

que f(x0) ≤ r, ∀f ∈M.

Théorème 3.1.1 (théoreme de domination de Pietsch)

Soient 1 < p ≤ ∞ et T ∈ L(X, Y ), les proprietes suivantes sont equivalentes.
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3.1. Théorème de domination

1). T ∈ Np(X, Y ).

2). Il existe une constante C, et deux mesure de Radon µ et ν sur les boules unités BX∗ et

BY ∗∗ , telle que pour tout x ∈ X et y ∈ Y ∗, on a:

|〈T (x); y∗〉| ≤ C

(∫
BX∗

|〈x, ϕ〉|p dµ(ϕ)

) 1
p

·
(∫

BY ∗∗

|〈y∗, ψ〉|p
∗
dν(ψ)

) 1
p∗

(3.1.1)

Démonstration.

⇐=)On suppose que T vérifier (2), alors pour tout (xi)1≤i≤n ⊂ X et (y∗i )1≤i≤n ⊂ Y ∗. On

a:

|〈T (xi); y
∗
i 〉| ≤ C

(∫
BX∗

|〈xi, ϕ〉|p dµ(ϕ)

) 1
p
(∫

BY ∗∗

|〈y∗i , ψ〉|
p∗ dν(ψ)

) 1
p∗

pour tout 1 ≤ i ≤ n. En utilisant l’inégalité de Hölder ,on obtient

n∑
i=1

|〈T (xi); y
∗
i 〉| ≤ C

n∑
i=1

(∫
BX∗

|〈xi, ϕ〉|p dµ(ϕ)

) 1
p
(∫

BY ∗∗

|〈y∗i , ψ〉|
p∗ dν(ψ)

) 1
p∗

≤ C

(
n∑
i=1

∫
BX∗

|〈xi, ϕ〉|p dµ(ϕ)

) 1
p
(

n∑
i=1

∫
BY ∗∗

|〈y∗i , ψ〉|
p∗ dν(ψ)

) 1
p∗

≤ C

(
sup

ϕ∈BX∗

n∑
i=1

|〈xi, ϕ〉|p
) 1

p
(

sup
ψ∈BY ∗∗

n∑
i=1

|〈y∗i , ψ〉|
p∗

) 1
p∗

= C ‖(xi)1≤i≤n‖p,w ‖(y
∗
i )1≤i≤n‖p∗,w

Alors T ∈ Np(X, Y )

=⇒)On considére R l’ensemble des probabilités de Radon (µ, ν)surC(BX∗)
∗×C(BY ∗∗).soit

M un ensemble des fonctions définies sur R à valeurs dans R de la forme

f((xi),(y∗i ))(µ, ν) =
n∑
i=1

|〈T (xi); y
∗
i 〉| − C

[
1

p

n∑
i=1

∫
BX∗

|〈xi, η〉|p dµ+
1

p∗

n∑
i=1

∫
BY ∗∗

|〈y∗i , ζ〉|
p∗ dν

]
(3.1.2)

Condition(a) Soit f ∈M
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3.1. Théorème de domination

f est semi continue infireurement évident et on montre que f est convexe .Soit α ∈ [0, 1]

f((xi),(y∗i ))(αµ, (1− α)ν)

=
n∑
i=1

|〈T (xi); y
∗
i 〉| − C

[
1

q

n∑
i=1

∫
BX∗

|〈xi, η〉|q d(αµ) +
1

p∗

n∑
i=1

∫
BY ∗∗

|〈y∗i , ζ〉|
p∗ d(1− α)ν

]

=
n∑
i=1

(α + (1− α)) |〈T (xi); y
∗
i 〉| − C

[
α

p

n∑
i=1

∫
BX∗

|〈xi, η〉|p dµ+
1− α
p∗

n∑
i=1

∫
BY ∗∗

|〈y∗i , ζ〉|
p∗ dν

]

= α

(
n∑
i=1

|〈T (xi); y
∗
i 〉| − C

[
1

p

n∑
i=1

∫
BX∗

|〈xi, η〉|p dµ+
1

p∗

n∑
i=1

∫
BY ∗∗

|〈y∗i , ζ〉|
p∗ dν

])
+

(1− α)

(
n∑
i=1

|〈T (xi); y
∗
i 〉| − C

[
1

p

n∑
i=1

∫
BX∗

|〈xi, η〉|p dµ+
1

p∗

n∑
i=1

∫
BY ∗∗

|〈y∗i , ζ〉|
p∗ dν

])
= αf((xi),(y∗i ))(µ, ν) + (1− α)f((xi),(y∗i ))(µ, ν)

Donc f est convexe

Condition(b) M est un cône convexe des fonctions réelles. Soient f, g dans M et

α ∈ [0, 1]

f((x′i),(y
′∗
i ))

(µ, ν)

=
n∑
i=1

∣∣∣〈T (x
′

i); y
′∗
i

〉∣∣∣− C [1

p

n∑
i=1

∫
BX∗

∣∣∣〈x′i, η〉∣∣∣p dµ+
1

p∗

n∑
i=1

∫
BY ∗∗

∣∣∣〈y′∗i , ζ〉∣∣∣p∗ dν
]

et

g((x′′i ),(y
′′∗
i ))(µ, ν)

=

n∑
i=1

∣∣∣〈T (x
′′

i ); y
′′∗
i

〉∣∣∣− C [1

q

n∑
i=1

∫
BX∗

∣∣∣〈x′′i , η〉∣∣∣q dµ+
1

p∗

n∑
i=1

∫
BY ∗∗

∣∣∣〈y′′∗i , ζ〉∣∣∣p∗ dν
]

αf((x′i),(y
′∗
i ))

(µ, ν)

=
n∑
i=1

α
∣∣∣〈T (x

′

i); y
′∗
i

〉∣∣∣− C [α
q

n∑
i=1

∫
BX∗

∣∣∣〈x′i, η〉∣∣∣q dµ+
α

p∗

n∑
i=1

∫
BY ∗∗

∣∣∣〈y′∗i , ζ〉∣∣∣p∗ dν
]

=

n∑
i=1

∣∣∣〈T (αx
′

i); y
′∗
i

〉∣∣∣− C [1

q

n∑
i=1

∫
BX∗

∣∣∣〈α 1
qx
′

i, η
〉∣∣∣q dµ+

1

p∗

n∑
i=1

∫
BY ∗∗

∣∣∣〈α 1
p∗ y

′∗
i , ζ

〉∣∣∣p∗ dν]
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3.1. Théorème de domination

et

(1− α)g((x”i ),(y”∗i ))(µ, ν)

=
n∑
i=1

∣∣〈(1− α)T (x”i ); y
”∗
i

〉∣∣− C [1

p

n∑
i=1

∫
BX∗

∣∣∣〈(1− α)
1
px”i , η

〉∣∣∣p dµ+
1

p∗

n∑
i=1

∫
BY ∗∗

∣∣∣〈(1− α)
1
p∗ y

′′∗
i , ζ

〉∣∣∣p∗ dν]

Finalement on a

(αf + (1− α)g)((xi),(y∗i ))(µ, ν)

=
n∑
i=1

|〈T (xi); y
∗
i 〉| − C

[
1

p

n∑
i=1

∫
BX∗

|〈xi, η〉|q dµ+
1

p∗

n∑
i=1

∫
BY ∗∗

|〈y∗i , ζ〉|
p∗ dν

]

avec n = k + l

xi =

{
α
1
px
′
i si 1 ≤ i ≤ k

(1− α)
1
px”i si k + 1 ≤ i ≤ n

et

y∗i =

{
α

1
p∗ y′∗i si 1 ≤ i ≤ k

(1− α)
1
p∗ y∗i si k + 1 ≤ i ≤ n

On déduire que l’ensemble M est convexe

Condition(c) Il existe y0 ∈ BY ∗∗ et x∗0 ∈ BX∗ tels que:

sup
‖y‖=1

(
n∑
i=1

|〈y∗i , y〉|
p∗

) 1
p∗

=

(
n∑
i=1

|〈y∗i , y0〉|
p∗

) 1
p∗

et

sup
‖x∗‖=1

(
n∑
i=1

|〈xi, x∗〉|p
) 1

p

=

(
n∑
i=1

|〈xi, x∗0〉|
p

) 1
p

Alors f définie comme

f((xi),(y∗i ))(δx∗0 , δy0)

=

n∑
i=1

|〈T (xi); y
∗
i 〉| − C

[
1

p

n∑
i=1

∫
BX∗

|〈xi, η〉|p dδx∗0 +
1

p∗

n∑
i=1

∫
BY ∗∗

|〈y∗i , ζ〉|
p∗ dδy0

]

=

n∑
i=1

|〈T (xi); y
∗
i 〉| − C

[
1

p

n∑
i=1

|〈xi, x∗0〉|
p +

1

p∗

n∑
i=1

|〈y∗i , y0〉|
p∗

]

=
n∑
i=1

|〈T (xi); y
∗
i 〉| − C

[
1

p
sup
‖x∗‖=1

(
n∑
i=1

|〈xi, x∗〉|p
)

+
1

p∗
sup
‖y‖=1

(
n∑
i=1

|〈y∗i , y〉|
p∗

)]
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3.1. Théorème de domination

On choisie

q1 = sup
‖ϕ‖=1

(
n∑
i=1

|〈xi, ϕ〉|p
) 1

p

, q2 = sup
‖y‖=1

(
n∑
i=1

|〈y∗i , y〉|
p∗

) 1
p∗

on trouve

f((xi),(y∗i ))(δx∗0 , δy0)

=
n∑
i=1

|〈T (xi); y
∗
i 〉| − C

1

p
sup
‖x∗‖=1

(
n∑
i=1

|〈xi, x∗〉|p
) 1

p

+
1

p∗
sup
‖y‖=1

(
n∑
i=1

|〈y∗i , y〉|
p∗

) 1
p∗


Comme T est Cohen p-nucléaire ,alors f((xi),(y∗i ))(δx∗0 , δy0) ≤ 0.D’aprés le lemme de Ky

Fan, il existe (µ, ν) ∈ C tel que

f(µ, ν) ≤ 0 pour f ∈M

Si on prend x ∈ X et y∗ ∈ Y on obtient

f(µ, ν) = f(x,y∗)(µ, ν)

= |〈T (x); y∗〉| − C

p

∫
BX∗

|〈x, η〉|p dµ+
C

p∗

∫
BY ∗∗

|〈y∗, ζ〉|p
∗
dν

≤ 0

D’où

|〈T (x); y∗〉| ≤ C

p

∫
BX∗

|〈x, η〉|p dµ+
C

p∗

∫
BY ∗∗

|〈y∗, ζ〉|p
∗
dν

On pose:

λ1 =

(∫
BX∗

|〈x, η〉|p dµ
) 1

p

et λ2 =

(∫
BY ∗∗

|〈y∗, ζ〉|p
∗
dν

) 1
p∗

et on remplaçons x par x
λ1
et y∗par y∗

λ2
,on obtient

|〈T (x), y∗〉| ≤ Cλ1λ2

{
1

p

1

λp1
λp1 +

1

p∗
1

λp
∗

2

λp
∗

2

}
≤ Cλ1λ2

alors

|〈T (x), y∗〉| ≤ C

(∫
BX∗

|ϕ(x)|p dµ(ϕ)

) 1
p
(∫

BY ∗∗

|y(y∗)|p
∗
) 1

p∗
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3.2. Théorème de factorisation

3.2 Théorème de factorisation

Théorème 3.2.1 (Théorème de factorisation). Soit T un opérateur linéaire continue de X

dans Y ,alors les deux proprietés suivantes sont équivalentes

1. L’opérateur T dans Np (X, Y )

2. Il existe un espace de Banach quelconque Z, u : X −→ Z est p−sommant et v : Z −→
Y est fortement p−sommant tel que T = vou.

Preuve. 1)=⇒ 2)On considère l’opérateur u0 : X −→ Lp (µ) (µ est une mesure de prob-

abilité sur BX∗) donné par x 7−→< ., x >, et on remarquer que ‖T (x)‖ ≤ C ‖u0(x)‖ , pour
tout x ∈ X, soit Z un sous espace fermé d’un Lp (µ) (Z = u0 (X)), et soit u : X −→ Z

l’opérateur induit. Noton que u ∈ Πp (X,Z) avec πp (u) ≤ 1. On écrit T = vu, pour certain

v ∈ L (Z, Y ) .

Si y∗ ∈ Y ∗, alors

‖v∗(y∗)‖ = sup {|〈u (x) , v∗ (y∗)〉| : ‖u (x)‖ ≤ 1}

= sup

{
|〈T (x) , y∗〉| :

∫
K

|〈x∗, x〉|p dµ (x∗) ≤ 1

}
≤ C(

∫
K

|〈y∗∗, y∗〉|p
∗
dλ (y∗∗))

1
p∗

d’après le théorème de domination de Pietsch pour les opérateurs p-sommants, v∗ ∈ Πp∗ (Y ∗, Z∗)

et πp∗ (v∗) ≤ C. Ce qui implique que v est fortement p-sommant.

(2)⇒(1). Pour tout x1,..., xn ∈ X et y∗1, ..., y
∗
n ∈ Y ∗ on a∣∣∣∣ n∑

i=1

〈vou (xi) , y
∗
i 〉
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ n∑
i=1

〈u(xi), v
∗(y∗i )〉

∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

|〈u(xi), v
∗(y∗i )〉| ≤

n∑
i=1

‖u(xi)‖ ‖v∗(y∗i )‖

Par Hölder ≤ (
n∑
i=1

|u (xi)|p)
1
p .(

n∑
i=1

|v∗ (y∗i )|
p∗)

1
p∗

Puisque u est p−sommant et v∗est p∗−sommant, on a∣∣∣∣ n∑
i=1

〈vou (xi) , y
∗
i 〉
∣∣∣∣ ≤ πp(u) sup

x∗∈BX∗
(
n∑
i=1

|〈x∗, xi〉|p)
1
p .πp∗(v

∗) sup
y∗∗∈BY ∗∗

(
n∑
i=1

|〈y∗i , y∗∗〉|
p∗)

1
p∗ .

≤ πp(u)dp(v) ‖(xi)ni=1‖p,w · ‖(y∗i )
n
i=1‖p∗,w

Ce qui implique T = vou est un opérateur p−nucléaire et np (T ) ≤ πp(u)dp(v).
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3.3. L’adjoint d’un opérateur p-nucléaire

Exemple 3.2.1 Puisque I : l1 → l2 est p−sommant (1 ≤ p < ∞) et aussi I∗ : l2 → l∞est

fortement p−sommant (1 < p ≤ ∞), alors l’opérateur I∗I : l1 → l∞ est p−nucléaire(1 <
p <∞).

3.3 L’adjoint d’un opérateur p-nucléaire

Avans de donner la relation entre T et T ∗, nous avons donner le théorème du dualité pour

les espaces `n wp (X) et `n sp 〈X〉 .

Théorème 3.3.1 pour 1 ≤ p ≤ ∞

1. `n wp (X)∗ = `n sp∗ 〈X∗〉 isométéquement.

2. `n sp 〈X〉
∗ = `n wp (X∗) isométriquement.

Preuve. Il suffi t de montrer (1) seulment. On définit l’application:

f : lnsp∗ < X∗ >−→
[
lnwp (X)

]∗
(x∗i )

n
i=1 7−→ f ((x∗i )

n
i=1) = fx∗

telle que:

fx∗ : ln,wp (X) −→ K

(xi)
n
i=1 7−→ fx∗ ((xi)

n
i=1) =

n∑
i=1

x∗i (xi).

Il est claire que f est linéaire. D’autre part d’après le Théorème de Goldistine, pour tout

(xi)
n
i=1 ∈ lnwp (X) on a:

sup

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗∗i (x∗i )

∣∣∣∣∣ :‖ (x∗∗i )ni=1 ‖p,w≤ 1

}
= sup

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗i (xi)

∣∣∣∣∣ :‖ (xi)
n
i=1 ‖p,w≤ 1

}
,

alors

| fx∗ ((xi)
n
i=1) | ≤

n∑
i=1

|x∗i (xi)|

≤
n∑
i=1

∣∣∣ x∗i (xi)
‖(xi)ni=1‖p,w

∣∣∣ ‖ (xi)
n
i=1 ‖p,w

≤ sup

{∣∣∣∣ n∑
i=1

x∗i (xi)

∣∣∣∣ :‖ (xi)
n
i=1 ‖p,w≤ 1

}
‖ (xi)

n
i=1 ‖p,w

= sup

{∣∣∣∣ n∑
i=1

x∗∗i (x∗i )

∣∣∣∣ :‖ (x∗∗i )ni=1 ‖p,w≤ 1

}
· ‖ (xi)

n
i=1 ‖p,w

= ‖ (x∗i )
n
i=1 ‖<p∗> · ‖ (xi)

n
i=1 ‖p,w
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3.3. L’adjoint d’un opérateur p-nucléaire

donc, ‖ fx∗ ‖≤‖ (x∗i )
n
i=1 ‖<p∗>, d’où

‖ f ((x∗i )
n
i=1) ‖= ‖fx∗‖ ≤‖ (x∗i )

n
i=1 ‖<p∗> .

Ce qui implique que f est continue et ‖ f ‖≤ 1.

On va montrer la surjectivité de f, soit fx∗ ∈ ln,wp (X)∗ . On pose x∗i = fx∗ ◦ψi, telle que ψi
est l’injection canonique de X dans ln,wp (X) avec

ψi (x) = (δijx)j

où

δij =

 1 si i = j

0 si i 6= j

Il est claire que (x∗i )
n
i=1 ∈ X∗ et f ((x∗i )

n
i=1) ((xi)

n
i=1) = fx∗ ((xi)

n
i=1) = fx∗((δijxi)j)

fx∗ ((xi)
n
i=1) =

n∑
i=1

x∗i (xi),∀(xi)ni=1 ∈ lnp,w (X)

donc f ((x∗i )
n
i=1) ((xi)

n
i=1) = fx∗ (((xi)

n
i=1)), alors f est surjective. Il reste à montrer que

‖ (x∗i )
n
i=1 ‖<p∗>≤‖ f ((x∗i )

n
i=1) ‖ .v

rappel que (Principe de réflexivité locale)(voir[6, 10]). Si X un espace de Banach arbitraire.

Pour tout sous-espace E de X∗∗ de dimension finie, tout sous-espace F de X∗ de dimension

finie ,et tout ε > 0, il existe un isomorphisme T de E sur un sous-espace T (E) de X tel que

1)‖T‖ ‖T−1‖ ≤ 1 + ε

2)T|E∩X = IdpE∩X ;

3)〈ϕ, T (Ψ)〉 = 〈Ψ, ϕ〉 pour tout Ψ ∈ E et tout ϕ ∈ F.
Maintenent, soient x∗∗1 , ..., x

∗∗
n ∈ X∗∗, ε > 0, et F le sous espace engendré par {x∗∗1 , ..., x∗∗n } ,

d’après le prencipe de reflexivité local, il existe S ∈ L(F ;X) telle que ‖ S ‖≤ 1 + ε et

x∗i (Sx∗∗i ) = x∗∗i (x∗i ) , i = 1, ..., n

Donc ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗∗i (x∗i )

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗i (Sx∗∗i )

∣∣∣∣∣ = |f((Sx∗∗i )ni=1)| ≤‖ fx∗ ‖‖ (Sx∗∗i )ni=1 ‖p,w

de plus

‖ (Sx∗∗i )ni=1 ‖p,w = sup {‖S (
∑n

i=1 λix
∗∗
i )‖ :‖ (λi)

n
i=1 ‖p∗≤ 1}

≤ (1 + ε) sup {‖
∑n

i=1 λix
∗∗
i ‖ :‖ (λi)

n
i=1 ‖p∗≤ 1}

≤ (1 + ε) ‖ (x∗∗i )ni=1 ‖p,w .
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3.3. L’adjoint d’un opérateur p-nucléaire

Ce qui donne ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗∗i (x∗i )

∣∣∣∣∣ ≤ (1 + ε) ‖ fx∗ ‖‖ (x∗∗i )ni=1 ‖p,w

alors,

sup

{
n∑
i=1

x∗∗i (x∗i ) :‖ (x∗∗i )ni=1 ‖p,w≤ 1

}
≤ (1 + ε) ‖ fx∗ ‖

donc

‖ (x∗i )
n
i=1 ‖<p∗>≤‖ fx∗ ‖ .

D’où, l’application fx∗ est isometrique et surjective qui permet d’identifier le dual de ln,wp (X)

avec `n,sp∗ < X∗ > .

Théorème 3.3.2 Soit 1 < p <∞. Alors, T ∗ ∈ Np∗ (Y ∗, X∗) si seulment si T ∈ Np (X, Y )

et np (T ) = np∗ (T ∗) .

Preuve. Soit T ∗ ∈ Np∗ (Y ∗, X∗) , et soit x ∈ X ⊂ X∗∗ et y∗ ∈ Y ∗

|y∗ (Tx)| = |x (T ∗y∗)|

≤ np∗ (T ∗)
(∫

BX
|〈x, ϕ〉|p dµ(ϕ)

) 1
p
(∫

BY ∗∗
|〈y∗, ψ〉|p

∗
dν(ψ)

) 1
p∗

≤ np∗ (T ∗)
(∫

BX∗∗
|〈x, ϕ〉|p dµ(ϕ)

) 1
p
(∫

BY ∗∗
|〈y∗, ψ〉|p

∗
dν(ψ)

) 1
p∗
.

D’où

T ∈ Np (X, Y ) et np (T ) ≤ np∗ (T ∗) . (*)

(⇐=) Soit T ∈ Np,q (X, Y ) , alors l’opérateur linéaire induit est continu

T̃ : `n,wp (X) −→ `n sp 〈Y 〉
(xi)

n
i=1 −→ T̃ ((xi)

n
i=1) = (T (xi))

n
i=1

de plus,
∥∥∥T̃∥∥∥ = np,q (T ) ,

par le théorème précédent l’adjoint de T̃

T̃ ∗ : `n,wp∗ (Y ∗) −→ `n,sp∗ 〈X∗〉
(y∗i )

n
i=1 7−→ T̃ ∗ ((y∗i )

n
i=1) = (T ∗y∗i )

n
i=1 .

est bien définit, ce qui entraine que T ∗ dans Np∗ (Y ∗, X∗) et
∥∥∥T̃ ∗∥∥∥ = np∗(T

∗).

comme
∥∥∥T̃ ∗∥∥∥ =

∥∥∥T̃∥∥∥ on obtient np (T ) = np∗(T
∗).
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