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Notations

N : Ensemble des nombres entiers naturels,

R : Ensemble des nombres réels,

C : Ensemble des nombres complexes,

Ω : Domaine borné dans Rn,

∂Ω = Γ =frontière de Ω,

Lp : Espace des fonctions mesurables de puissance p ∈ [1,+∞[, intégrables sur Ω,

L∞(Ω) : Espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur Ω,

C(Ω) : Espace des fonctions continues sur Ω,

Cn(Ω) : Espace des fonctions f : Ω −→ R dérivables n fois et f(x) continues,

L(E,F ) : espace des opérateurs linéaires continues de E dans F ,

N(A) : noyant d’un opérateur A,

R(A) : image d’un opérateur A,

M⊥ : orthogonal de M,

p.p : presque partout,

(−∆)s : Opérateur Laplacien fractionnaire.
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Introduction

Le calcul fractionnaire est un domaine à la fois ancien et rècent, si ses origines remontent

aux XVIIe et XVIIIe siècles, ses détails n’ont duré qu’une trentaine d’années à une cin-

quantaine d’années au plus, cependant, la recherche dans ce domaine progresse rapidement.

Un intérêt particulier pour la dérivation fractionnaire est lié à la modélisation mécanique

des gommes et des caoutchoucs, en bref toutes sortes de matériaux qui conservent la mémoire

des déformations passées et dont le comportement est dit viscoélastique. En effet, la dérivation

fractionnaire s’y introduit naturellement.

Par ce procédé on peut définir les opérateurs pseudo-différentiels. En analyse mathéma-

tique, un opérateur pseudo-différentiel est une extension du concept d’opérateur différentiel.

Les opérateurs pseudo-différentiels sont largement utilisés dans la théorie des équations aux

dérivés partielles et de la théorie des champs quantiques. En termes plus simples, la définition

d’un opérateur pseudo-différentiel dé pend de la transformée de Fourier, mais Certaines de ces

opérateurs peuvent être définies sous forme intégrative.

Parmis ces opérateurs, on trouve :

(−∆)s u(x) = C(N,S)pv

∫

RN

(u(x)− u(y))

|x− y|n+sp
dy

avec s ∈]0, 1[, cet opérateur et plus généralement les opérateurs pseudo- différentiels que font

partie aux dérivéés partielles pendant longtemps.

Cet opérateur (connu sous le nom de Laplacien fractionnaire) conduite à étudier un pro-

blème non local avec condidtions de Neumann :

{
(−∆)su = f sur Ω
Nsu = g Dans Rn�Ω

telle que :Nsu est une nouvelle "dérivée normale non local ", donnée par :
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Nsu = cn,s

∫

Ω

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dy , x ∈ Rn�Ω.

Dans ce travail, on donne de quelqus résultas théoriques et appliquées de l’opérateur La-

placien fractionnaire sur un domaine borné Ω. Pour des résultas importants permettant l’ap-

profondissement de l’étude de cet opérateur seront par ailleurs rappelés voir ([9],[11]) .

Notre mémoire est composé de trois chapitres :

�Dans le premier chapitre, on va rappeler quelques résultats sur des espaces fonctionels

usuels, et on va donner des notions sur la théorie spectral.

�Dans le deuxième chapitre, on introduit les espaces de Sobolev fractionnaires Hs, qui

sont le cadre fonctionnel des équations liées à l’opérateur Laplacien fractionnaire.

�Dans le troisiéme chapitre, nous considérons la structure variate du problème elliptique

non local associé, nous montrons un résulta d’existence et d’unicité. Aussi, nous donnons une

description d’une sorte de valeurs propres généraliseés de (−∆)s avec des conditions aux li-

mites de Neumann nulles.

Par similitude avec le cas classique, on est tenté de considérer les λi, et uici-dessus, comme

des valeurs propres généralisées et des fonctions propres .Bien que le mot "généralisé" soit

désormais omis par souci de briéveté nous remarquons que cette notion spectrale n’est pas tout

à fait standard, puisque nos fonctions propres ui , soit définies dans l’ensemble de Rn mais

vérifient l’équation (−∆)s ui = λiui uniquement dans le domaine Ω.

�Finalement, on va donner une liste des références utilisées dans ce travail.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRE

Ce premier chapitre a pour objet la présentation des notions et des résultat d’analyse fonc-

tionnelle utilisés dans les duex chapitres suivants (espaces de Lebesgue, espaces de de

Sobolev, Opérateurs compacts ...). Dans toute la suite, Ω désigne un ouvert de Rn muni de la

mesure de Lebesgue dx .

1.1 Espaces Lp

Définition 1.1. [3]

Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞ ; on pose

Lp(Ω) =

{
f : Ω→ R; fmesurable et

∫

Ω

|f |pdx <∞
}
.

Pour p =∞, on définit L∞(Ω) comme suit :

L∞(Ω) = {f : Ω→ R; fmesurable et sup essΩ|f | <∞} .

Remarque 1.1.

Pour 1 ≤ p <∞ l’espace Lp(Ω) est un espace de Banach pour la norme :

‖f‖Lp =

[∫

Ω

|f |pdx
]1/p

L2(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f, g) =

∫

Ω

f.g dx

L∞(Ω) est un espace de Banach pour la norme :

‖f‖L∞ = sup essΩ|f |

4



1.1. ESPACES LP 5

Inégalité de Hölder [3]

Pour 1 ≤ p ≤ ∞, on désigne par p′ l’exposant conjugué de p i.e.
1

p
+

1

p′
= 1.

Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω). Alors fg ∈ L1(Ω) et on a :

‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp .‖g‖Lp′ .

Inégalité de Cauchy-Schwartz

Pour p = p′ = 2 on a :

‖fg‖L1 ≤ ‖f‖L2 .‖g‖L2 .

Théorème 1.1 (Lemme de Fatou). [3]

Soit (fn) une suit de fonction de L1 telle que

pour chaque n, fn ≥ 0 p.p sur Ω.

sup
n

∫
fn <∞. pour chaque x ∈ Ω on pose f(x) = lim inf

n→∞
fn(x).

alors f ∈ L1(Ω) et ∫
f ≤ lim inf

n→∞
fn(x).

Théorème 1.2 (Fubini). [3]

Soit Ω1,Ω1 ⊂ Rn, et soit F ∈ L1(Ω1 × Ω2). Alors :

Pour presque par tout x ∈ Ω1,

F (x, y) ∈ L1
y(Ω2)et

∫

Ω2

F (x, y)dy ∈ L1
x(Ω1).

De même, pour presque par tout y ∈ Ω2,

F (x, y) ∈ L1
x(Ω1)et

∫

Ω1

F (x, y)dx ∈ L1
y(Ω2).

De plus on a :
∫

Ω1

dx

∫

Ω2

F (x, y)dy =

∫

Ω2

dy

∫

Ω1

F (x, y)dx =

∫

Ω1

∫

Ω2

F (x, y)dxdy.

Théorème 1.3 (Représentation de Riesz). [3]

Soit 1 < p <∞ et soit ϕ ∈ (Lp)′.

Alors il existe u ∈ Lp′ unique tel que

〈ϕ, f〉 =

∫
uf ∀f ∈ Lp.

De plus ona

||u||Lp′ = ||ϕ||(Lp)′ .

Université de M’sila
NADJI Manel
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1.2. RAPPELLE SUR LES ESPACES DE SOBOLEV 6

1.2 Rappelle sur les espaces de Sobolev

Dans cette section, on fait un bref rappel sur les espaces de Sobolev. Pour une présentation

plus détaillé de ces espaces, on refére l’ouvrage de [3] ou [8].

Pour α = (α1, α2, · · ·+ αn) ∈ Nn, on pose :

|α| = α1 + α2 + · · ·+ αn.

Dα =
∂|α|

∂α1
x1 · · · ∂αn

xn

.

Définition 1.2. Soit m ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞. On pose :

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω)|Dαu ∈ Lp(Ω),∀|α| ≤ m},

ou les dérivées Dαu sont prises au sens des distributions sur Ω.

Si p = 2, on ait dans les espaces :

Wm,p(Ω) = Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω)|Dαu ∈ L2(Ω),∀|α| ≤ m},

Remarque 1.2. L’espace Wm,p(Ω) est un espace de Banach pour la norme :

‖u‖Wm,p =


∑

|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)




1/p

(1.1)

Hm est un espace de Hilbert, avec le produit scalaire

(u, v)Hm(Ω) =
∑

|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω).

Remarque 1.3. [9]

Pour Ω = Rn, il y’a une autre représenation des espaces Hm en utilisant la transformation de

Fourier, précisement nous pouvons définir :

Hm (Rn) = {u ∈ L2(Rn) :

∫

Rn

(1+ | ζ |)2m | Fu(ζ) |2 dx <∞}. (1.2)

1.3 Les injections de type Sobolev

Soient E et F deux espaces vectoriel [3]

— E s’inject d’une maniére continue dans F , signifie que l’injection canonique j : E → F

est continue et on le note par E ↪→ F .

Université de M’sila
NADJI Manel
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1.4. NOTIONS SUR LA THÉORIE SPECTRALE 7

— E s’injecte d’une manière compacte dans F , signifie que l’injection j : E → F est com-

pacte et on le note par E ↪→c F .

Si 1 ≤ p ≤ N , l’exposant de Sobolev de p est définie par :

p∗ =
NP

N − P
oú

1

p∗
=

1

P
− 1

N

Théorème 1.4. Soit 1 ≤ p ≤ ∞. On suppose que Ω est un ouvert de classe C1, borné

1. Si 1 ≤ p < N , alors W 1,p(Ω) ↪→ Lp
∗ ,

2. Si p = N , alors W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [p,+∞[,

3. Si p > N , alors W 1,p(Ω) ↪→ L∞.

Théorème 1.5. (Rellich-Kondrachov)[3] On suppose que Ω borné da classe C1. On a

1. Si p < N , alors W 1,p(Ω) ↪→c L
p(Ω), ∀q ∈ [1, p∗[,

2. Si p = N , alors W 1,p(Ω) ↪→c L
q(Ω),∀q ∈ [1,+∞[,

3. Si p > N , alors W 1,p ↪→c C(Ω).

1.4 Notions sur la théorie spectrale

Définition 1.3. [6] soitA ⊂ (x, d), l’ensembleA est dit compact si et seulement si toute suit (xn)n

dans A contiens une sous suite convergente dans A

Aest compact⇐⇒
{

∀(xn)n ⊂ A
∃(xnk)ksous suite de (xn)net(xnk)k −→ x ∈ A

Définition 1.4. [6] L’ensemble A est dit relativement compact si A est compact

Aest relativement compact⇐⇒
{

∀(xn)n ⊂ A
∃(xnk)ksous suite de (xn)net(xnk)k −→ x ∈ A

Définition 1.5. [6] soient E,F deux espaces normés et T : E → F un opérateur borné (conti-

nue).On dit que T est un opérateur de rang finie si Im(A) est de dimension finie c-á-d

Rang(T ) = dim(Im(T )) < +∞

L’ensemble des opérateurs de rang finie est un sous espace de L(E,F )

Université de M’sila
NADJI Manel
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1.4. NOTIONS SUR LA THÉORIE SPECTRALE 8

Soient E et F deux espaces de Banach et T : E −→ F un opérateur borné.[3]

Définition 1.6. [6]

On dit que T est un opérateur compacte si l’image par T de la boule unité BE est relativement

compacte dans F

T est compacte⇔ T (BE) est compact dans F

Proposition 1.1. [6] soient H1, H2 deux espace de Hilbert .Pour tout T ∈ L(H1, H2), il existe un autre

opérateur noté T ∗ et applé l’adjoint de T , tq : < φ, Tx >H2=< T ∗φ, x >H1 pour tout x ∈ H1 et tout

φ ∈ H2

De plus ‖T‖L(H1,H2) = ‖T ∗‖H2,H1

Remarque 1.4. :

N(I − T ) : noyant d’un opérateur(I − T ).

R(I − T ) : image d’un opérateur (I − T ).

M⊥ = {f ∈ E∗;< f, x >= 0,∀x ∈Mtq : M ⊂ E}.
L(H) est l’espace de fonction réel et continue

Théorème 1.6. de L’Alternative de Fredholm([3]).

Soit T ∈ K(E). Alors

1. N(I − T ) est de dimension finie.

2. R(I − T ) est fermé, et plus précisément

R(I − T ) = N(I − T ∗)⊥.

3. N(I − T ) = {0} ⇔ R(I − T ) = E

4. dimN(I − T ) = dimN(I − T ∗)

on suppose que E = H est un espace de Hilbert et que T ∈ L(H).

Identifiant H ′ et H on peut condidérer que T ∗ ∈ L(H)

Définition 1.7.

On dit qu’un opérateur T ∈ L(H) est auto-adjoint si T ∗ = T , c’est -à-dire

(Tu, v) = (u, Tv) ∀u, v ∈ H

Théorème 1.7 (Hilbert-Schmidt). [3]

Pour tout opérateur linéaire compact auto-adjoint T dans un espace de Hilbert H , il existe un système

Université de M’sila
NADJI Manel
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1.5. DÉRIVÉ D’UN FONCTIONNELLE ET POINT CRITIQUES 9

orthonormè {ϕn} de vecteurs propres, associés aux valeurs propres non nulles{λn}, tel que tout élément

ξ ∈ H peut s’écrire de manière unique sous la forme

ξ =
∑

k

ckϕk + ξ′

oú ξ′ ∈ kerA, c’est-á-dire Aξ′ = 0, en outre :

Aξ =
∑

k

λkckϕk,

et si le systéme {ϕn} est infini on a :

lim
n→∞

λn = 0

.

1.5 Dérivé d’un fonctionnelle et point critiques

Dérivé au sens de Gateaux[7]

Définition 1.8. SoitE un espace de Banach, Ω ⊆ E un ensemble ouvert et I : Ω → R une

fonctionnelle.On dit que I est différentiable au sens de Gâteaux (G-différentiable) en u ∈ Ω, s’il

existe A ∈ E ′ (linéaire et continue), noté par I ′G(u) tel que pour tout v ∈ E, oú I(u + tv) existe

pour t > 0 assez petit, la dérivée directionnelle DI(u) existe c’est á dire :

lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)

t
=< A, v >

Si I est différentiable au sens de Gâteaux en u.

Dérivé au sens de Fréchet[7]

Définition 1.9. Soit tE un espace de Banach, Ω ⊆ E un ensemble ouvert et I : Ω → R une

fonctionnelle.On dit que I est différentiable au sens de Fréchet en u ∈ Ω, s’il existe A ∈ E ′ tel

que :

lim
‖v‖→0

I(u+ v)− I(u)− Av
‖v‖ = 0

où

I(u+ v)− I(u) = Av + o(‖v‖).

Si I est différentiable, alors A est unique et on note I ′ = A. L’ensemble des fonctions différen-

tiables sera noté C1(Ω,R).

Université de M’sila
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1.5. DÉRIVÉ D’UN FONCTIONNELLE ET POINT CRITIQUES 10

Proposition 1.2. Soit Ω un ouvert d’un espace de Banach E.Soit I : Ω→ R une fonctionnelle Gâteaux

différentiable dans un voisinage de u ∈ Ω, alors l’application u 7−→ I ′G(u) est continue au voisinage de

u.Alors Iest Fréchet différentiable et on a

I ′G(u) = I ′(u)

Remarque 1.5. L’importance de la proposition 1.2 réside dans le fais qu’il est souvent tech-

niquement plus facile de calculer la dérivée au sens Gâteaux et ensuite de prouver qu’il est

continue, plutôt que prouver directement la différentiabilité au sens de Féchet.

Point critique

Définition 1.10. Soit φ : X −→ R une fonctionnelle de classe C1 :

On dit que u ∈ X est un point critique de φ si φ′(u) = 0 i.e < φ′(u), v >= 0,∀v ∈ X

De nombreux problèmes sont équivalents á :

Au = 0 (1.3)

avec A : X −→ Y est un opérateur entre deux espaces de Banach.

Lorsque le problème est variationnel, alors il existe une fonction différentiable ϕ : X −→ R

telle que A = ϕ′, c-á-d :

< Au, v >= lim
t→0

ϕ(u+ tv)− ϕ(u)

t

L’espace Y correspond alors á l’espace dual X ′ de X , et nous avons l’équation (1.3) est équi-

valent á ϕ′(u) = 0, c-á-d :

< ϕ′(u), v >= 0, ∀v ∈ X (1.4)

ce qui implique que tout point critique de ϕ est une solution faible de (1.3).

Université de M’sila
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CHAPITRE 2

ESPACE DE SOBOLEV FRACTIONNAIRE

D ans ce chapitre, on s’intéresse á introduire les espaces de Sobolev fractionnaires Hs, Hs
Ω,g,

qui forment un cadre fractionnaire du problème qu’on va ètudier dans le dernier cha-

pitre. On va donner aussi quelques notions sur l’ opérateur qui concerne de ces espaces.

2.1 Espace de Sobolev fractionnaire W s,p

On va donner la définition des espaces W s,p(Ω), où 0 < s < 1 et 1 < p < +∞.

Définition 2.1. [9].

soit Ω un ouvert de Rn, et soient s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,∞[. On définit l’espace de Sobolev fraction-

naire W s,p(Ω) par :

W s,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω),

|u(x)− u(y)|
|x− y|N+sp

∈ Lp(Ω× Ω)

}
. (2.1)

C’est un espace vectoriel, on le muni par la norme :

‖u‖W s,p(Ω) :=
(
‖u‖pLp(Ω) + [u]ps,p

) 1
p

(2.2)

avec

[u]s,p =

(∫

Ω

∫

Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+sp

) 1
p

(2.3)

est la semi norme de Gagliardo.

Proposition 2.1. .

soit Ω un ouvert de Rn, s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,∞[, nous avons alors :

— W s,p(Ω) est un espace de Banach, séparable pour tout 1 6 p < +∞.

— W s,p(Ω) est un espace réflexif et uniformément convexe pour tout 1 < p < +∞.

11
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Définition 2.2. Soit p ∈]1; +∞[ et s ∈]0; 1[, alors on définit le p-laplacien factionnaire par :

(−∆)spu(x) = 2 lim
ε→0

∫

Rn\B(x,ε)

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|N+ps
dy

= 2pv

∫

Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|N+sp
dy

Proposition 2.2. soit s ∈]0, 1[ et p ∈]1,+∞[.alors :

(−∆)sp : W s,p
0 (Rn) −→ (W s,p

0 (Rn))′

est bien défini, et de plus :

1. ∀u, v ∈ W s,p
0 (Rn) nous avons :

< (−∆)spu, v >=

∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+sp
dxdy

2. ∀u, v ∈ W s,p
0 (Ω) :

< (−∆)spu, v >6 [u]p−1
s,p [v]s,p

et par suite : ‖(−∆)spu‖∗ 6 ‖u‖p−1
W s,p

Démonstration. .

1) puisque u ∈ W s,p
0 (Rn) alors l’intégrale dans la définition de (−∆)sp existe, donc :

(−∆)spu(x) =

∫

Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|N+sp
dy

alors ∀u, v ∈ W s,p
0 (Rn) nous avons :(on utilise Fubini) :

< (−∆)spu, v > = 2

∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|N+2s
dyv(x)dx (2.4)

= 2

∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|N+2s
v(x)dxdy (2.5)

D’autre part on a :
∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|N+2s
v(x)dxdy

=

∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy

+

∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|N+2s
v(y)dxdy
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dans le second intégral nous changeons le rôle entre x et y i.e : x −→ y et y −→ x nous avons

alors :
∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|N+2s
v(x)dxdy

=

∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy

−
∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|N+2s
v(x)dxdy,

et par suite :

2

∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))v(x)

|x− y|N+2s
dxdy =

∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy

et d’après 2.4 nous avons :

< (−∆)spu, v >=

∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dyv(x)dx

2) Pour tous u, v ∈ Xs nous avons par l’inégalité de Holder :

< A(u), v > =

∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dydx

6
∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|p−1(v(x)− v(y))

|x− y|(N+2s)( p−1
p

)|x− y|(N+sp)( 1
p

)
dydx

6

(∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+sp

dxdy

) p−1
p

×
(∫

Rn

∫

Rn

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+sp

dxdy

) 1
p

= [u]p−1
s,p [v]s,p

2.2 Injection de Type Sobolev

Dans cette section, on considéré les résultat des injection continue et compact dans l’espace

W s,p(Ω) avec s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[ . Pour plus de détaillé sur ses injection voir [12]

Injection continue de Sobolev fractionnaire

Nous avons trois cas :
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Première cas :sp < N

Soit Ω une ouvert bornée de RN alors :

W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω)∀q ∈ [1, p∗]

avec p∗ = Np
N−sp

Deuxième cas :sp = N

Soit Ω une ouvert bornée de RN alors :

W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω)∀q ∈ [1,+∞[

Troisième cas :sp > N

Soit Ω une ouvert de RN de classe C0,1, de frontière borné alors :

W s,p(Ω) ↪→ L∞(Ω) ∩ C0,N− s
p (Ω) = C

0,N− s
p

b (Ω)

Injection compact de Sobolev fractionnaire

Théorème 2.1. Soit Ω un ouvert borné, de classe C0,1 de frontière borné, et soit s ∈]0, 1[, p ∈]1,+∞[ et

N ≥ 1. Alors nous avons :

— Si sp < N alors W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) est compact ∀q 6 Np
N−sp

— Si sp = N alors W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) est compact ∀q < +∞
— Si sp > N alors W s,p(Ω) ↪→ C0,α

b (Ω) est compact ∀α ≤ s− N
s

2.3 L’espace Hs et l’opérateur Laplacien fractionnaire

Dans cette section on s’intéresse à le cas particulier, c’est le cas oú p = 2,et on définie l’opér-

teur Laplcien fractionnaire et ses propriétés

Définition 2.3. Soit Ω un ouvert de Rn, et soient s ∈]0, 1[ et p = 2. L’espace Hs(Ω) est défini par :

Hs(Ω) = W s,2(Ω)
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Proposition 2.3. On définit le produit scalaire sur Hs(Ω) par :

< u, v >Hs(Ω)=

∫

Ω

u(x)v(x)dx+

∫

Ω×Ω

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy,∀u, v ∈ Hs(Ω)

L’espace Hs(Ω) est un espace de Hilbert.

Clairement, pour tout s ∈]0, 1[, on a :

Hs(Rn) = W s,2(Rn) = {u ∈ L2(Rn) : [u]s,2 < +∞}

oú[u]s,2 est donné par la formule (2.3).

Définition 2.4. soit s ∈]0, 1[. On définit l’opérateur Laplacien fractionnaire par :

(−∆)su(x) = c(n, s)pv

∫

Rn\B(x,ε)

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dy = c(n, s) lim

ε→0+

∫

Rn\B(x,ε)

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dy, ∀x ∈ Rn

(2.6)

Oú B(x, ε) est la boule centrée en x de rayon ε, et c(n, s) est la constante de normalisation

(positive) suivant :

c(n, s) :=

(∫

Rn

1− cos(ξ1)

|ξ|n+2s
dξ

)−1

(2.7)

Proposition 2.4. soit s ∈]0, 1[ et soit (−∆)s le Laplacien fractionnaire définie par (2.6). Alors, pour

tout u ∈ C

(−∆)su(x) = −1

2
c(n, s)

∫

Rn

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s
dy, ∀x ∈ Rn (2.8)

Démonstration. l’équivalence de les définition dans (2.6) et 2.8 suit immédiatement par la for-

mule variable de changement standard.

En effet,on choisissant z = y − x, on a :

(−∆)su(x) = −c(n, s)pv
∫

Rn

u(y)− u(x)

|x− y|n+2s
dy

= −c(n, s)pv
∫

Rn

u(x+ z)− u(x)

|z|n+2s
dz

De plus, par substitution z̃ = −z dans le dernier terme de l’égalité ci-dessus, on obtient

pv

∫

Rn

u(x+ z)− u(x)

|z|n+2s
dz = pv

∫

Rn

u(x− z̃)− u(x)

|z̃|n+2s
dz̃. (2.9)
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et donc après avoir renommé z̃ par z

2pv

∫

Rn

u(x+ z)− u(x)

|z|n+2s
dz (2.10)

= pv

∫

Rn

u(x+ z)− u(x)

|z|n+2s
dz + pv

∫

Rn

u(x− z)− u(x)

|z|n+2s
dz (2.11)

= pv

∫

Rn

u(x+ z) + u(x− z)− 2u(x)

|z|n+2s
dz. (2.12)

D’ou, si on renomée z comme y dans ?? et 2.10, on peut écrire le Laplacien fractionnaire dans

(2.6) comme

(−∆)su(x) = −1

2
c(n, s)pv

∫

Rn

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s
dy.

Une approche par la transformée de Fourier

Définition 2.5. L’espaceHs(Rn) peut être défini de manière alternative via une transformée de

Fourier comme suivant :

Ĥs(Rn) = {u ∈ L2(Rn) :

∫

Rn

(1 + |ξ|2s)|Fu(ξ)|2dξ < +∞}

Proposition 2.5. Soit s ∈]0, 1[ et soit (−∆)s : C → L2(Rn) l’opérateeur de Laplacien fractionnaire que

définie par (2.6).D’ou pour tout u ∈ C,

(−∆)su = F−1(|ξ|2s(Fu))∀ξ ∈ Rn. (2.13)

elle est provée dans [9]

2.4 Espace de Sobolev fractionnaire Hs
Ω,g

Dans ce qui suit, on prend Ω un ouvert de Rn, g ∈ L1(Rn\Ω), et u, v : Rn → R deux fonctions

mesurables.

Définition 2.6. L’espace Hs
Ω,g est défini par :

Hs
Ω,g = {u : Rn → Rmesurable : ‖u‖Hs

Ω,g
< +∞}
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muni de la norme

‖u‖Hs
Ω,g

=

(
‖u‖2

L2(Ω) + ‖|g|1/2u‖2
L2(Rn\Ω) +

∫

R2n\(CΩ)2

|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy)

)1/2

. (2.14)

On peut considérer Hs(Ω) comme Hs
Ω,0 i.e. Hs

Ω,g avec g ≡ 0

Proposition 2.6. Hs
Ω,g est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire

(u, v)Hs
Ω,g

=

∫

Ω

uvdx+

∫

Rn\Ω
|g|uvdx+

∫

R2n\(CΩ)2

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dxdy (2.15)

Démonstration. .

Premièrement : on montre 2.15 définit un produit scalaire

il claire que 2.15 est un forme bilinéaire et ‖u‖Hs
Ω,g

= ((u, v)Hs
Ω,g

)1/2.

Alors, si ||u||Hs
Ω,g

= 0, il s’ensuit que ‖u‖L2(Ω) = 0, d’ou u = 0 p.p dans Ω et
∫

R2n\(CΩ)2

|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy = 0.

Alors |u(x)− u(y)| = 0 pour tout (x, y) ∈ R2n\(CΩ)2, en particulier, p.p x ∈ CΩ et y ∈ Ω, donc :

u(x) = u(x)− u(y) = 0

d’oú u = 0 p.p dans Rn .

Deuxièmement, on montre que Hs
Ω,g est complet.

Pour cela, soit (uk) une suit de Cauchy pour la norme 2.14.

En particulier, (uk) est une suite de Cauchy dans L2(Ω). Supposons que (uk) converge vers

u ∈ L2(Ω) et p.p dans Ω. Plus explicitement, il existe Z1 ⊂ Rn tel que

|Z1| = 0 et uk(x)→ u(x) pour chaque x ∈ Ω\Z1. (2.16)

Étant donné U : Rn → R, pour tout (x, y) ∈ R2n on définit

EU(x, y) =
(U(x)− U(y))χR2n\(CΩ)2 (x,y)

|x− y|(n+2s)/2
(2.17)

En remarquant que

Euk(x, y)− Euh(x, y) =
(uk(x)− uh(x)− uk(y) + uh(y))χR2n\(CΩ)2 (x,y)

|x− y|(n+2s)/2

Par conséquence, (uk) est une suit de Cauchy dans Hs
Ω,g, donc pour tout ε > 0, il existe Nε ∈ N

tel que si h, k ≥ Nε on ait

(ε)2 ≥
∫

R2n\(CΩ)2

|(uk − uh)(x)− (uk − uh)(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy = ||Euk − Euh ||2L2(R2n).
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Donc, Euk est une suite de Cauchy dans L2(R2n), et pour une sous suite, on suppose que Euk
converge vers certains E ∈ L2(Ω) et p.p dans Ω, plus explicitement, il existe Z2 ⊂ Rn tel que

|Z2| = 0 et Euk(x, y) −→ Eu(x,y) pour chaque (x, y) ∈ R2n\Z2. (2.18)

Maintenant, pour tout x ∈ Ω, on définit

Sx = y ∈ Rn : (x, y) ∈ R2n\Z2

W = (x, y) ∈ R2n : x ∈ Ωety ∈ Rn\Sx

V = x ∈ Ω/|Rn\Sx| = 0.

On remarque que

W ⊆ Z2. (2.19)

En effet, si (x, y) ∈ W alors y ∈ Rn\Sx, donc (x, y) /∈ R2n\Z2, alors (x, y) ∈ Z2, ce qui donne

(2.19).

À l’aide de 2.18 et (2.19), nous obtenons que |W | = 0, d’après théoréme de Fubini on a :

0 = |W | =
∫

Ω

|Rn\Sx|dx,

ce qui implique que |Rn\Sx| = 0 pour x ∈ Ω.

Par conséquent, nous concluons que |Ω\V | = 0. Ceci et (2.16) implique que :

|Ω\(V \Z1)| = |(Ω\V )
⋃

Z1| ≤ |Ω\V |+ |Z1| = 0

En particulier V \Z1 6= ∅, on peut fixer x0 ∈ V \Z1.

Puisque x0 ∈ Ω\Z1, l’équation (2.16) implique

lim
k−→+∞

uk(x0) = u(x0)

. En outre, d’après x0 ∈ V on a |Rn → Sx0| = 0. Par conséquence, y ∈ Rn (pour chaque yp.p ∈ Sx),

on a (x0, y) ∈ R2n\Z2, alors

lim
k→+∞

Euk(x0, y) = E(x0, y),

grâce a (2.18).

On remarque aussi que Ω× (CΩ)2, ainsi d’après (2.17), on obtient :

Euk(x0, y) =
uk(x0)− uk(y)

|x0 − y|(n+2s)/2
,
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pour p.p y ∈ CΩ.

Ainsi, on a

lim
k−→+∞

uk(y) = lim
k−→+∞

{uk(x0)−|x0−y|(n+2s)/2Euk(x0, y)} = u(x0)−|x0−y|(n+2s)/2E(x0, y) y ∈ CΩ

Ceci et (2.16) permit nous de dire que uk converge p.p dans Rn.

Faisant un changement de notation, on peut dir que uk converge p.p dans Rn vers certains u.

En utilisant uk comme une suite de Cauchy dans Hs
Ω,g, pour ε > 0 fixé il Nε ∈ N tel que pour

tout h > Nε :

ε2 ≥ lim inf
k−→+∞

||uh − uk||2Hs
Ω,g

≥ lim inf
k→+∞

∫

Ω

(uh − uk)2 + lim inf
k→+∞

∫

CΩ

|g|(uh − uk)2

+ lim inf
k→+∞

∫

R2n→(CΩ)2

|(uh − uk)(x)− (uh − uk)(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy

≥
∫

Ω

(uh − u)2 +

∫

CΩ

|g|(uh − u)2

+

∫

R2n→(CΩ)2

|(uh − u)(x)− (uh − u)(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy

= ‖uh − u‖2
Hs

Ω,g
,

Oú le lemme de Fatou a été utilisé.cela dit que uh converge vers u dansHs
Ω,g,montrant queHs

Ω,g

est complet.

Théorème 2.2. (Inégalité de poincaré)

Soit Ω ⊂ Rn une domaine bornée lipschitzien, et soit s ∈]0, 1[. Alors, pour toute fonction u ∈ Hs(Ω),

nous avons ∫

Ω

|u− −
∫

Ω

u|2dx ≤ CΩ,s

∫

Ω

∫

Ω

|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy.

oú −
∫

Ω

u =
1

|Ω|

∫

Ω

|u(x)|dx.

La constante CΩ,s > 0 ne dépend que de Ω et s.

Démonstration. Par contradiction, supposons que l’inégalité n’a pas vérifier. Alors, il existe une

suite de fonction (uk) ∈ Hs(Ω) vérifie

−
∫

Ω

uk = 0, ‖uk‖L2(Ω) = 1. (2.20)

et ∫

Ω

∫

Ω

|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy <
1

k
. (2.21)
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en particulier, la fonction {uk}k≥1 est bornée dans Hs(Ω).

On utilise le fait que Hs(Ω) ↪→ L2(Ω) avec compacité [?] , il existe une sous suite {ukj}j≥1

converge vers une fonction u ∈ L2(Ω),

on outre, on déduire á partir de (2.20) que

−
∫

Ω

u = 0 ||u||L2(Ω) = 1 (2.22)

et ∫

Ω

∫

Ω

|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy = 0.

Donc , uest une constante de Ω , ceci contradiction d’après (2.22).
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CHAPITRE 3

PROBLÈME AUX LIMITES ASSOCIÉE Á
L’OPÉRATEUR (−∆)s AVEC CONDITION DE

NEUMANN

D ans ce chapitre, on va étudier l’existence et l’unicité de solution d’un problème non local

avec des conditions de Neumann pour l’opérateur Laplacien fractionnaire.

3.1 Position du problème et quelques propriétés

Soit Ω un ouvert borné assez régulier de Rn, f ∈ L2(Ω), g ∈ L1(Rn\Ω) et s ∈]0, 1[.

On considère le problème non local suivant :
{

(−∆)su = f dans Ω,
Nsu = g dans Rn\Ω, (3.1)

ou :

Nsu(x) = cn,s

∫

Ω

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dy, x ∈ Rn\Ω (3.2)

La constante de normalisation cn,s est celle apparaissant dans la définition du Laplacien frac-

tionnaire

(−∆)su(x) = cn,spv

∫

Rn

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dy. (3.3)

Proposition 3.1. Soit u une fonction de classse C2 dans Rn, alors
∫

Ω

(−∆)su = −
∫

Rn\Ω
Nsu

21
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Démonstration. Notons que le rôle de x et y dans les intégrales ci-dessus est symétrique, alors :
∫

Ω

∫

Ω

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dxdy =

∫

Ω

∫

Ω

−(u(x)− u(y))

|x− y|n+2s
dxdy

=

∫

Ω

∫

Ω

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dxdy.

Donc, on a :
∫

Ω

(−∆)sudx =

∫

Ω

cn,spv

∫

Rn

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dydx

= cn,s

∫

Ω

lim
ε→0

∫

Rn\B(x,ε)

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dydx

= cn,s

∫

Ω

lim
ε→0

[∫

Ω\B(x,ε)

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dy +

∫

Rn\(Ω\B(x,ε))

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dy

]
dx

= cn,s

∫

Ω

∫

Rn\Ω

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dydx.

On applique le théorème de Fubini, on obtient :
∫

Ω

(−∆)sudx = cn,s

∫

Ω

∫

Rn\Ω

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dxdy

= −
∫

Rn\Ω
Nsu(y)dy

Proposition 3.2. Soient u et v deux fonctions de classe C2 dans Rn, alors

cn,s
2

∫

R2n\(CΩ)2

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dxdy =

∫

Ω

v(−∆)su+

∫

Rn\Ω
vNsu.

Démonstration. On commence la démonstration par la discrétisation de l’intervalle
∫

R2n\(CΩ)2

(figure 3.1) :

D’ou on a :

1

2

∫

R2n\(CΩ)2

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dxdy =

1

2

∫

Ω

∫

Rn

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dxdy

+
1

2

∫

Rn\Ω

∫

Ω

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dxdy.

on pose :

I =
1

2

∫

Ω

∫

Rn

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dxdy.

J =
1

2

∫

Rn\Ω

∫

Ω

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dxdy.
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FIGURE 3.1 – ceci la descritisation de l’intrevale

D’oú

I =
1

2

∫

Ω

∫

Rn

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dxdy

=
1

2

∫

Ω

∫

Rn

(u(x)− u(y))v(x)

|x− y|n+2s
dxdy − 1

2

∫

Ω

∫

Rn

(u(x)− u(y))v(y)

|x− y|n+2s
dxdy

Faisant le changement de Rolle entre x et y, on obtient :

I =
1

2

∫

Ω

∫

Rn

(u(x)− u(y))v(x)

|x− y|n+2s
dydx+

1

2

∫

Ω

∫

Rn

(u(x)− u(y))v(x)

|x− y|n+2s
dydx

=

∫

Ω

∫

Rn

(u(x)− u(y))v(x)

|x− y|n+2s
dydx,

et

J =
1

2

∫

Rn\Ω

∫

Ω

(u(x)− u(y))v(x)

|x− y|n+2s
dxdy − 1

2

∫

Rn\Ω

∫

Ω

(u(x)− u(y))v(y))

|x− y|n+2s
dxdy

=
1

2

∫

Rn\Ω

∫

Ω

(u(x)− u(y))v(x)

|x− y|n+2s
dydx+

1

2

∫

Rn\Ω

∫

Ω

(u(x)− u(y))v(x)

|x− y|n+2s
dydx

=

∫

Rn\Ω

∫

Ω

(u(x)− u(y))v(x)

|x− y|n+2s
dydx.

En utilisant les expressions dans (3.2)et (3.3), on obtient :

cn,s
2

∫

R2n\(CΩ)2

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dxdy =

∫

Ω

v(−∆)su+

∫

Rn\Ω
vNsu
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Remarque 3.1. Rappelons que si l’ on prend ∂vu = 1, alors on peut obtenir le périmètre de Ω,

en intégrant cette condition de Neumann sur ∂Ω.

En effet

|∂Ω| =
∫

∂Ω

dx =

∫

∂Ω

∂vudx. (3.4)

De manière analogue ,on peut définirÑsu, on normalisant Nsu par le facteur

ωs,Ω(x) = cn,s

∫

Ω

dy

|x− y|n+2s
,

alors

Ñsu(x) =
Nsu(x)

ωs,Ω(x)
pour toutx ∈ Rn\Ω (3.5)

Maintenant , on remarquer que si Ñsu(x) = 1 pour tout x ∈ Rn\Ω, alors on trouve le pèrimétre

fractionnaire [4], en intègrant sur Rn\Ω, i.e

Pers(Ω) = cn,s

∫

Ω

∫

Rn\Ω

dxdy

|x− y|n+2s
=

∫

Rn\Ω
ωs,Ω(x)dx

=

∫

Rn\Ω
ωs,Ω(x)Ñsu(x)dx =

∫

Rn\Ω
Nsu(x)dx,

3.2 Solution faible

Définition 3.1. soient f ∈ L2(Ω) et g ∈ L1(Rn\Ω). On dit que u ∈ Hs
Ω,g est un solution faible de

{
(−∆)su = f dans Ω,
Nsu = g dans Rn\Ω, (3.6)

si
cn,s
2

∫

R2n\(CΩ)2

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dxdy =

∫

Ω

fv +

∫

Rn\Ω
gv (3.7)

pour tout fonction test v ∈ Hs
Ω,g.

Proposition 3.3. Soit f ∈ L2(Ω) et g ∈ L1(Rn\Ω) soit I : Hs
Ω,g → R. La fonctionnelle définie pour

tout u ∈ Hs
Ω,g, comme suivant :

I[u] =
cn,s
4

∫

R2n\(CΩ)2

|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy −
∫

Ω

fu−
∫

Rn\Ω
gu.

Alors : tout point critique de f est une solution faible de (3.1).
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Pour montrer cette proposition, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1. La fonctionnelle

I[u] =
cn,s
4

∫

R2n\(CΩ)2

|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy −
∫

Ω

fu−
∫

Rn\Ω
gu.

est bien définie.

Démonstration. Soit u ∈ Hs
Ω,g. En utilisant Cauchy Schwartz :

∣∣∣∣
∫

Ω

fu

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

|f |.|u|

≤ ‖f‖L2(Ω).‖u‖L2(Ω)

≤ c‖u‖Hs
Ω,g
.

‖f‖L2(Ω) ≤ c car f ∈ L2(Ω)

‖u‖L2(Ω) ≤ ‖u‖Hs
Ω,g

par définition.

et
∣∣∣∣
∫

Rn\Ω
gu

∣∣∣∣ ≤
∫

Rn\Ω
|g|1/2|g|1/2|u|

≤
(∫

Rn\Ω
(|g|1/2)2

)1/2(∫

Rn\Ω
(|g|1/2u)2

)1/2

≤
(∫

Rn\Ω
|g|
)1/2(∫

Rn\Ω
(|g|1/2u)2

)1/2

≤ ||g||1/2L2(Rn\Ω)|||g|1/2u||L2(Rn\Ω)

≤ c||u||Hs
Ω,g
.

carg ∈ L2(Rn\Ω)

d’ou , si u ∈ Hs
Ω,g on a

|I[u]| ≤ c||u||Hs
Ω,g

< +∞.

Donc I est bien définie

Démonstration. de proposition 3.3

Premièrement, on calcule la déivé de I , pour ce la on écrit
I[u+ εv]− I[u]

ε
pour |ε| < 1 et

v ∈ Hs
Ω,g, puis on passe à la limite.
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I[u+ εv] =
cn,s
4

∫

R2n\(CΩ)2

|u+ εv(x)− u+ εv(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy

−
∫

Ω

f(u+ εv)−
∫

Rn\Ω
g(u+ εv)

=
cn,s
4

∫

R2n\(CΩ)2

|u(x)− u(y)|2 + ε2|u(x)− u(y)|2 − 2ε((u(x)− u(y))(v(x)− v(y)))

|x− y|n+2s
dxdy

−
∫

Ω

fu−
∫

Rn\Ω
gu− ε(

∫

Ω

fv −
∫

Rn\Ω
gv)

= I[u] +
cn,s
4

∫

R2n\(CΩ)2

ε2|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy

− ε(
∫

Ω

fv +

∫

Rn\Ω
gv +

cn,s
2

∫

R2n\(CΩ)2

((u(x)− u(y))(v(x)− v(y)))

|x− y|n+2s
dxdy),

d’ou

lim
ε→0

I[u+ εv]− I[u]

ε
= lim

ε→0
[
cn,s
4

∫

R2n\(CΩ)2

ε2|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy

− ε((
∫

Ω

fv +

∫

Rn\Ω
gv) +

cn,s
2

∫

R2n\(CΩ)2

((u(x)− u(y))(v(x)− v(y)))

|x− y|n+2s
dxdy)]

=
cn,s
2

∫

R2n\(CΩ)2

((u(x)− u(y))(v(x)− v(y)))

|x− y|n+2s
dxdy +

∫

Ω

fv +

∫

Rn\Ω
gv.

Donc

I ′[u](v) =
cn,s
2

∫

R2n\(CΩ)2

((u(x)− u(y))(v(x)− v(y)))

|x− y|n+2s
dxdy +

∫

Ω

fv +

∫

Rn\Ω
gv.

Alors, si u est un point critique de I, u est un solution faible de (3.1), selon la définition pré-

sident.

Proposition 3.4. soient f ∈ L2(Ω)et g ∈ L1(Rn\Ω).soit u une fonction de Hs
Ω,gsatisfait au sens faible :

{
(−∆)su = f dans Ω
Nsu = g dans Rn\Ω

avec f ≥ 0 et g ≥ 0.

Alors, u est une constante.

Démonstration. D’abord, ona la fonction v ≡ 1 appartiennent à Hs
Ω,g, on peut donc l’utiliser

comme fonction de test dans 3.7, d’ou pour v ≡ 1 :
cn,s
2

∫

R2n\(CΩ)2

(u(x)− u(y))(1− 1)

|x− y|n+2s
dxdy =

∫

Ω

f +

∫

Rn\Ω
g.
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Alors :
∫

Ω

f = −
∫

Rn\Ω
g,

et on a d’après les hypothèse f ≥ 0 et g ≥ 0 ,alors 0 ≤
∫

Ω

f = −
∫

Rn\Ω
g ≤ 0 ⇒ f = 0 dans Ω et

g = 0 dans Rn\Ω.

Si on prend v ≡ u comme fonction test dans 3.7, on en déduit que :
∫

R2n\(CΩ)2

|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy = 0

et donc u doit être une constante.

3.3 Existence et unicité

Dans cette section, on donne le résulta d’existence et d’unicité, puis on donne une appli-

cation (décomposition spectrale de l’opérateur laplacien fractionnaire), aussi un rèsultat sur le

comportement assymptotique de solution.

Théorème 3.1. soit Ω ⊂ Rn un domaine borné lipschitzienne, et soit f ∈ L2(Ω), g ∈ L1(Rn\Ω).

Supposons qu’il existe une fonction ψ de classe C2 telle que Nsψ = g dans Rn\Ω. Alors, le probléme

(3.1) admet un solution faible dans Hs
Ω,g si et seulement si

∫

Ω

f = −
∫

Rn\Ω
g. (3.8)

De plus, la solution est unique á une constante additive prés.

Pour montre cette théorème on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 3.2. Étant donné h ∈ L2(Ω), et soit v ∈ Hs
Ω,g une solution faible du problème

∫

Ω

vϕ+

∫

R2n\(CΩ)2

(v(x)− v(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|n+2s
dxdy =

∫

Ω

hϕ, (3.9)

pour tout ϕ ∈ Hs
Ω,g,

avec condition de Neumann homogène Nsv = 0 dans Rn\Ω.

Alors, v est unique .

Démonstration. on va utiliser la théorème de représentation de Riesz pour montrer l’unicité de

la solution (Notons que Hs
Ω,g est un espace de Hilbert).
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On considère la fonction

F(ϕ) : Hs
Ω,g −→ R

ϕ 7−→ F =

∫

Ω

hϕdx.

On montre que F est une forme linéaire continue :

il est évidente que F est linéaire (d’aprés la linéarité de l’intégrale).

F est continue :

|F(ϕ)| =
∣∣∣∣
∫

Ω

hϕ

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

|h||ϕ|

≤ ||h||L2(Ω)||ϕ||L2(Ω) (inégalité de Cauchy schwartz)

≤ ||h||L2(Ω)||ϕ||Hs
Ω,g

(définition de la norme dansHs
Ω,g)

≤ c||ϕ||Hs
Ω,g

(carh ∈ L2(Ω)).

Donc, F est une forme linéaire continue.

D’oú, et d’aprés la représentation de Riesz, il existe unique v ∈ Hs
Ω,g telle que pour toute ϕ ∈

Hs
Ω,g on a :

F(ϕ) =< v, ϕ >

=

∫

Ω

hϕdx

=

∫

Ω

vϕ+

∫

R2n\(CΩ)2

(v(x)− v(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|n+2s
dxdy.

Lemme 3.3. On a :

||v||Hs
Ω,g

(Ω) ≤ C||h||L2(Ω). (3.10)

Démonstration. on substitue dans le problème (3.9) ϕ par v on trouve :∫

Ω

|v|2 +

∫

R2n\(CΩ)2

|v(x)− v(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy ≤
∫

Ω

|h||v|,

donc : ‖v‖2
Hs(Ω) ≤ ‖h‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ≤ ‖h‖L2(Ω)‖v‖Hs(Ω),

alors : ‖v‖2
Hs(Ω) ≤ ‖h‖L2(Ω). D’ou le rèsultat.

Soit maintenant l’opèrateur compact T0 : L2 −→ Hs tel que T0h = v, et on ècrit la restriction

de T dans Ω comme suit :Th = T0h|Ω.

On prod Th pour être sa restriction dans Ω peut prendre comme T : L2(Ω) −→ L2(Ω).

Lemme 3.4. T est compact.
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Démonstration. :

Soit {hk}k∈N une suit bornée dans L2(Ω), d’après le lemme 3.3 on endèduit que {hk}k∈N bornée

dans Hs.

Donc on peut extraire une sous-suite bornée dans L2, d’ou T est compact.

Lemme 3.5. T est auto-adjoint.

Démonstration. Soit h1, h2 ∈ C∞0 . On utilise la formulation faible (3.9) pour tout ϕ,Φ ∈ Hs
Ω,g, :

∫

Ω

T0h1ϕ+

∫

R2n\(CΩ)2

(T0h1(x)− T0h1(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|n+2s
dxdy =

∫

Ω

h1ϕ, (3.11)

et ∫

Ω

T0h2Φ +

∫

R2n\(CΩ)2

(T0h2(x)− T0h2(y))(Φ(x)− Φ(y))

|x− y|n+2s
dxdy =

∫

Ω

h2Φ. (3.12)

•Posons ϕ = T0h2 et Φ = T0h1 , on obtient :
∫

Ω

Φϕ+

∫

R2n\(CΩ)2

(Φ(x)− Φ(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|n+2s
dxdy =

∫

Ω

h1ϕ.

∫

Ω

ϕΦ +

∫

R2n\(CΩ)2

(ϕ(x)− ϕ(y))(Φ(x)− Φ(y))

|x− y|n+2s
dxdy =

∫

Ω

h2Φ.

Donc :
∫

Ω

h1T0h2 =

∫

Ω

T0h1h2 pour tout h1, h2 ∈ C∞0 (Ω).

Comme T0h1 = Th1 et T0h2 = Th2 dans Ω, on a :
∫

Ω

h1Th2 =

∫

Ω

Th1h2 (3.13)

pour tout h1, h2 ∈ C∞0 (Ω), ,si h1, h2 ∈ L2(Ω).

il existe des suites de fonctions h1,k et h2,k dans C∞0 (Ω) tel que :h1,k −→ h1 et h2,k −→ h2 dans

L2(Ω), k −→∞ et on a : ∫

Ω

h1,kTh2,k =

∫

Ω

Th1,kh2,k. (3.14)

Alors, d’après lemme (3.3) on déduire que Th1,k −→ Th1 et Th2,k −→ Th2 dans Hs si k −→ ∞,

d’ou ∫

Ω

h1,kTh2,k −→
∫

Ω

h1Th2

et ∫

Ω

Th1,kh2,k −→
∫

Ω

Th1h2.

Les deux dernières formules et (3.14) signifient que
∫

Ω

h1Th2 =

∫

Ω

Th1h2 pourtouth1eth2 ∈ L2(Ω) (3.15)

Donc : T est auto-adjoint.
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Lemme 3.6. ker(Id− T ) consist de fonction constante .

Démonstration. .

On va preuver que la constante est dans ker(Id−T ), pour cela on prend une fonction constante

c , on obtient :

(−∆)sc+ c = c

d’ou

(−∆)sc = 0 dansΩ et Ns = 0 dansRn\Ω.

Donc T0c = c dans Rn et Tc = c dans Ω, alors c ∈ ker(Id− T ).

On preuve maintenant que si v ∈ ker(Id− T ) ⊆ L2(Ω), alors v est une constante.

On considère T0v ∈ Hs
Ω,g. Par construction :

(−∆)s(T0v) + T0v = v dans Ω (3.16)

au sens faible, et

Ns(T0v) = 0 dansRn\Ω. (3.17)

D’autre part, puisque v ∈ ker(Id− T ), on a :

v = Tv = T0v dans Ω. (3.18)

Par conséquent, d’après (3.16) on a :

(−∆)s(T0v) = 0 dans Ω.

En utilisant (3.17) et lemme 3.4, on obtient que T0vest constante.

Ainsi, d’après (3.18) on obtient que v est constante dans Ω et ceci a complété la démontration.

Démonstration. du théorème 3.1 :

On a les deux cas suivants

Cas homogène : On considère le problème suivant :
{

(−∆)s u = f sur Ω
Nsu = 0 dans Rn\Ω (3.19)

On montre que si
∫

Ω

f = 0, alors le problème (3.19 ) admet une solution faible.

On utilise l’opérateur T qui á déja définie , et d’après les deux lemme 3.4 et 3.5, elle est claire-

ment cette opérateur est compat et auto-adjoint.
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Graçe le lemme 3.6 et l’alterntive de Fredholme, on conclure que :

Im(Id− T ) = Ker(Id− T )⊥ = {fonction constante}⊥ ,

avec

Im(Id− T ) =

{
f ∈ L2(Ω), telle que :

∫

Ω

f = 0

}
.

Donc, il existe w ∈ L2(Ω) telle que f = w − Tw.

On monter que le problème (3.19 ) admet une solution faible implique que :
∫

Ω

f = 0.

Soit u une solution de 3.19, on utilise le chengement suivant :

w = f + u. (3.20)

Maintenant, on pose
∫

Ω

f = 0, alors il existe w ∈ L2(Ω) tq : f = w − Tw.

On pose u = T0w, alors T0w est vérifie le probléme (3.1) i.e.
{

(−∆)s(T0w) + T0w = w dans Ω,
Nsu = 0 dans Rn\Ω,

Par conséquent :

f = w − Tw = w − T0w = (−∆)s(T0w) = (−∆)su. dans Ω,

on a trouvé alors la solution dans ce cas.

Réciproquement, si on a une solution u ∈ Hs
Ω,g de (−∆)su = f dans Ω, avec Nsu = 0 dans

Rn\Ω, on pose w = f + u et on observe que :

(−∆)su+ u = f + u = wdansΩ.

par conséquent, on a u = T0w dans Rn, d’ou u = Tw dans Ω, alors :

(Id− T )w = w − u = f dans Ω,

alors, f ∈ Im(Id− T ). On obtient que
∫

Ω

f = 0.

Ceci établit la démonstration du théorème (3.1) lorsque g ≡ 0.

Cas non homogène :

D’après les hypothèses, il existe une fonction ψ de classe C2 satisfais Nsψ = g dans Rn\Ω.

Soit u = u− ψ ⇒ u = u+ ψ, alors, u satisfait :
{

(−∆)s(u+ ψ) = f dans Ω,
Ns(u+ ψ) = g dans Rn\Ω,
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⇒
{

(−∆)su = f − (−∆)sψ = f dans Ω,
Nsu = g −Nsψ = g − g = 0 dans Rn\Ω, avec f = f − (−∆)sψ.

On a déjá prouvé que ce problème admet une solution ssi
∫

Ω

f = 0, c’est-à-dire ,si

0 =

∫

Ω

f =

∫

Ω

f −
∫

Ω

(−∆)sψ. (3.21)

Mais, d’après le lemme (3.1) on a :
∫

Ω

(−∆)sψ = −
∫

Rn\Ω
Nsψ = −

∫

Rn\Ω
g.

d’aprè ça et (3.21) on conclure que la solution existe ssi (3.8) est vérifie.

Finalement, la solution est unique á une constante additive grâce au lemme (3.8).

3.4 Décomposition spectral du problème

Théorème 3.2. : Soit Ω ⊂ Rn un domaine bornée Lipschitzienne. Alors , il existe une suite des valeurs

positives

0 = λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ .....

et une suite des fonctions ui : Rn → R tel que :
{

(−∆)sui(x) = λiui pour tout x ∈ Ω,
Nsui = 0 pour tout x ∈ Rn\Ω,

Aussi, la fonction ui (quand restreint á Ω) fournit un système orthogonal complet dans L2(Ω).

Démonstration. :

On définit

L2
0{u ∈ L2(Ω) :

∫

Ω

u = 0}

Ainsi l’opéreteur T0 est définie par T0f = u, tel que u est la solution unique du probléme :
{

(−∆)su = f dans Ω,
Nsu = 0 dans Rn\Ω.

Selon la définition(3.1), on a l’existence et l’unicité de quel solution est une conséquence du fait

que f ∈ L2
0 et théorème (3.1). Alors, on définie T la restriction de T0 dans Ω, d’ou :

Tf = T0|Ω.
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dans ce cas : T : L2
0(Ω)→ L2

0(Ω).

On va montrer que l’opérateur T est compact et auto-adjoint.

T est compact :

En effet, on prend v = u = T0f dans la formulation faible de problème (3.7), on obtient :

cn,s
2

∫

R2n\(CΩ)2

|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy =

∣∣∣∣
∫
fu

∣∣∣∣ (3.22)

≤ ||f ||2L2(Ω)||u||2L2(Ω) (3.23)

Maintenant, on utilise l’inégalité de poincaré qui définie dans 2.2 (rappeler que −
∫

Ω

u = 0), alors :

||u||L2(Ω) ≤ c(

∫

Ω

∫

Ω

|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy)1/2, (3.24)

d’ou, d’après 3.23 et (3.24) on obtient

‖u‖L2(Ω) ≤ c

(∫

Ω

∫

Ω

|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy

)1/2

≤ ‖f‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω),

donc (∫

Ω

∫

Ω

|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy

)1/2

≤ c||f ||L2(Ω). (3.25)

Maintenant, on prend une suite {fk}k∈N bornée dans L2(Ω). D’après (3.26) et (3.25) on obtient

que uk = Tfk est bornée dans Hs(Ω).

De l’injection Hs ↪→ L2 est compact, alors il existe une sous-suite que converge dans L2.

D’ou T est compact.

T est auto-adjoint dans L2
0 :

Pour montrer que T est auto-adjoint, on prend f1 et f2 dans C∞0 (Ω) tq −
∫

Ω

f1 = −
∫

Ω

f2 = 0.

D’après la formulation faible dans (3.7) on a pour tout u,w ∈ Hs
Ω,g :

cn,s
2

∫

R2n\(CΩ)2

(T0f1(x)− T0f1(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dxdy =

∫

Ω

f1v, (3.26)

et
cn,s
2

∫

R2n\(CΩ)2

(T0f2(x)− T0f2(y))(w(x)− w(y))

|x− y|n+2s
dxdy =

∫

Ω

f1w. (3.27)

Alors, on peut trouver v = T0f2 dans (3.26) et w = T0f1 dans (3.27) (rappelons que T0fi = T0fi

dans Ω), on obtient que :
∫

Ω

f1Tf2 =

∫

Ω

f2Tf1,pour toutf1, f2 ∈ C∞0 (Ω). (3.28)
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Maintenant, si f1, f2 ∈ L2
0(Ω) on peut trouver une suites des fonctions f1,k, f2,k ∈ C∞0 (Ω) tels que

f1,k −→ f1 et f2,k −→ f2 dans L2(Ω) lorsque k →∞. Alors, d’après (3.28), on a :
∫

Ω

f1,kTf2,k =

∫

Ω

f2,kTf1,k, (3.29)

Grâce a (3.24) et 3.25 : Tf1,k → Tf1 et Tf2,k → Tf2 dans L2(Ω) lorsque k → ∞, alors d’après

(3.29) on obtient : ∫

Ω

f1Tf2 =

∫

Ω

f2Tf1.

Donc T est auto-adjoint dans L2
0.

D’après le théorèm spectral, il existe une suite de valeurs propres {µi}i≥2 de T , et ses fonctions

propres {ei}i≥2 correspondantes forment un système orthogonal complet dans L2
0.

On remake que :

µi 6= 0. (3.30)

En effet , supposons par contradiction que µi = 0, alors

0 = µiei = Tei = T0ei dans Ω (3.31)

par contradiction ,Ns(T0ei) = 0 dans Rn\Ω.Ceci et ((3.31)) donner que

T0ei(x) =

∫
Ω

T0ei(y)
|x−y|n+2sdy∫

Ω
dy

|x−y|n+2s

= 0 dans Rn\Ω.

En utilisant ceci et (3.31) encore une fois, nous concluons que T0ei ≡ 0p.p dans Rn. D’ou

0 = (−∆)s(T0ei) = ei dans Ω,

ceci donne que ei = 0 dans Ω, ainsi il n’est pas une fonction propre.

D’après (3.30) on peut poser

λi = µ−1
i ,

aussi, on pose ui = T0ei, et nous affirmons que u2, u3, u4, ... est le système souhaite de fonctions

propres avec les valeurs propres correspondantes λ2, λ3, ... .

En effet,

ui = T0ei = Tei = µiei, dans Ω, (3.32)

par conséquence, l’orthogonalité et les propriétés de complétude de u2, u3, ... dans L2
0(Ω) suivre

de ceux de e2, e3, ...

En outre, dans le domaine Ω on a :

(−∆)sui = (−∆)sT0ei = ei = λiui,
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quiest utilisée dans le dernier étape, et ceci prouves la propriété spectrale désirée .

Maintenant, on remarque que

λi > 0 pour tout i ≥ 2. (3.33)

En effet , le correspondant fonctions propres ui solution de
{

(−∆)sui(x) = λiui pour tout x ∈ Ω,
Nsui = 0 pour tout x ∈ Rn\Ω, (3.34)

alors, si on prend ui comme une fonction test dans la formulation faible de (3.34), on obtient :

cn,s
2

∫

R2n\(CΩ)2

|ui(x)− ui(y)|2
|x− y|n+2s

dxdy = λi

∫

Ω

u2
i ,

ceci implique que λi ≥ 0.

On suppose par contradiction que λi = 0, alors d’après lemme 3.4 ui est constante. D’autre

part, on a ui ∈ L2
0(Ω), et ceci implique que ui ≡ 0, qui est contredit le fait que ui est une fonction

propre, cela établit (3.33).

D’aprés, (3.33), on peut supposer que 0 < λ1 < λ2 ≤ ≤ ..., et ses fonctions propres corres-

pondantes sont un système orthogonal complet dans L2(Ω).

Le systéme {ei}i≥1 est orthogonal dansL2(Ω), puisque nous avons déjà vu que le système {ei}i≥2

est orthogonal, et chaque ei est orthogonale à e1 pour tout i ≥ 2, puisque ei ∈ L2
0(Ω) et e1 ≡ 1.

pour vérifie que le système {ei}i≥1 est complet dans L2, on on pos pout tout γ ∈ L2(Ω) :

γ1 =

∫

Ω

γ et γ̃ = γ − γ1,

alors , γ̃ ∈ L2
0(Ω) et puisque {ei}i≥2 est un système orthogonal complet dans L2

0(Ω), il existe une

suite de nombres réels {γ̃i}i≥2 tel que :

lim
N→+∞

||γ̃ −
N∑

i=2

γiei||L2(Ω) = 0.

Par conséquent, puisque γ̃ = γ − γ1e1 on a :

lim
N→+∞

||γ −
N∑

i=2

γiei||L2(Ω) = 0.

Comme γ est une fonction arbitraire dans L2(Ω), nous montrons que le système {ei}i≥1 est

complet dans L2(Ω), ceci conclure le preuve de théorème (3.2).
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Remarque 3.2. En remarquant que la notion de fonctions propres dans théorème (3.2) n’est pas

complètement standard. En effet, les fonctions propres ui correspondant a ces valeurs propre λi

sont définie dans Rn, mais ils satisfaisaient une unique condition orthogonal dans L2.

Alternativement, on peut penser que le domaine "naturel" de la définition pour ui est Ω elle

même. Puisque il a lieu l’équation de les valeurs propres (−∆)sui = λiui, avec la condition

d’orthogonalité, alors ui est "naturellement" étendu à l’extérieue Ω via la condition de Neu-

mann non-local. En outre, la condition Nsui = 0 dans Rn\Ω équivaut à la prescription de ui à

l’extérieur de Ω à l’intérieur de la valeur Ω selon la formule

ui(x) =

∫

Ω

ui(x)

|x− y|n+2s
dy

∫

Ω

dy

|x− y|n+2s

por tout x ∈ Rn\Ω.

3.5 Comportement asymptotique

Proposition 3.5. Soit Ω ⊂ Rn un domaine bornée, et soit u ∈ Hs
Ω,g une solution faible (selon la

définition (3.1)) du problème :
{

(−∆)su(x) = f dans Ω,
Nsu = 0 dans Rn\Ω,

alors

lim
|x|→∞

u(x) =
1

|Ω|

∫

Ω

u uniformément

Démonstration. D’abord, puisque Ω est bornée il existe R > 0 tel que Ω ⊂ BR. Si y ∈ Ω on a :

|x| −R ≤ |x− y| ≤ |x|+R,

alors :

1− R

|x| ≤
|x− y|
|x| ≤ 1 +

R

|x| .

D’ou, pour ε > 0, il existe R > R tel que pour tout |x| ≥ R on a :

|x|n+2s

|x− y|n+2s
= 1 + γ(x, y),

il vient que |γ(x, y) ≤ ε.
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D’après la définition deNsu, en utilisant le fait queNsu = 0 dans Rn\Ω, on obtient pour tout

x ∈ Rn\Ω :,

u(x) =

∫

Ω

u(y)

|x− y|n+2s
dy

∫

Ω

dy

|x− y|n+2s

=

∫

Ω

|x|n+2su(y)

|x− y|n+2s
dy

∫

Ω

|x|n+2sdy

|x− y|n+2s

=

∫

Ω

(1 + γ(x, y))u(y)dy
∫

Ω

(1 + γ(x, y))dy
=

∫

Ω

u(y)dy +

∫

Ω

γ(x, y)u(y)dy

|Ω|+
∫
Ω γ(x, y)dy

.

On pose

γ1 = −
∫

Ω

γ(x, y)u(y)dy et γ2 = −
∫

Ω

γ(x, y)dy,

Notons que |γ1(x)| ≤ Cε et |γ2(x)| ≤ ε, pour certain C > 0.

Alors, on a pour tout x ∈ Rn\Ω :

|u(x)− −
∫

Ω

u(y)dy| = |
−∫

Ω
u(y)dy + γ1(x)

1 + γ2(x)
− −
∫

Ω

u(y)dy|

=
|γ1(x)− γ2(x)−

∫
Ω
u(y)dy|

1 + γ2(x)
≤ Cε

1− ε.

Faisons ε→ 0 (i.e |x| → +∞), on obtient le résultat souhaité.
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ملخص
الصيغة: ذات المحلية غير الناقصية الحدية المسألة بدراسة قدمنا العمل هذا في

{
(−∆)su = f : Ωفي
Nsu = g : Rn⧹Ωفي

.Rn من محدود ميدان Ω حيث
اللازم الشرط منها g و f الدالتان تحققها شروط تحت المعطاة المسألة لحلول والوحدانية الوجود بدراسة قمنا

التجانس: بشرط ∫المسمى

Ω

f =

∫

Rn⧹Ω

g

نيومان. شرط ، محلي غير مؤثر ، الـكسرية لابلاس مؤثر ، الرتبة كسري سوبولاف فضاء : مفتاحية كلمات

Résumé
Dans ce travail, nous avons étudié le problème aux limiteses elliptiques non locales de la

forme : {
(−∆)su = f : Ω dans
Nsu = g : Rn⧹Ω dans

ou Ω est un domaine borné de Rn.
Nous avons étudié l’existence et l’unité des solutions au problème donné sous des conditions
remplies par les fonctions f et g, y compris la condition nécessaire appelée condition de com-
patibilité : ∫

Ω

f =

∫

Rn⧹ Ω

g

Mots clés : Espaces de Sobolev fractionnaires, Laplacien fractionnaire, Opérateur non-locale,
condition de Neumann.

Abstract
In this work, we have studied the nonlocal elliptical boundary problem of the form:

{
(−∆)su = f : inΩ
Nsu = g : inRn⧹Ω

where Ω is a bounded domain of Rn.
We have studied the existence and unity of solutions to the given problem under conditions
satisfied by the functions f and g, including the necessary condition called the compatibility
condition: ∫

Ω

f =

∫

Rn⧹ Ω

g

Keywords: Fractional Sobolev space, fractional Laplacien, non-local operator, Neumann con-
dition.
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