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Introduction

0.1 Introduction générale

La supersymétrie(SUSY), est une symétrie supposée de la physique des particules qui

montre une relation profonde entre les fermions (particules de spin demi-entier ) qui con-

stituent la matière et les bosons (particules de spin entier) qui véhiculent les interactions.

Dans le cadre de la SUSY , chaque fermion est associé à un ou plusieurs « super-partenaires

» de spin entier, alors que chaque boson est associé à un ou plusieurs « super-partenaires

» de spin demi-entier.elle est l�une des puissantes méthodes algébriques qui a largement

contribué dans l�étude des systèmes quantiques et qui a conduit les physiciens à établir un

nouveau domaine qui est connu maintenant par le nom de la mécanique quantique super

symétrique ( SUSYQM). C�est une symétrie extraordinaire puisque les fermions et les bosons

ont des propriétés di¤érentes.

La SUSY a été utilisée pour la première fois dans la théorie des champs dans les années

soixante-dix(1970) par plusieurs auteurs [1; 2; 3; 4], dans le but d�obtenir une description

uni�ée des interactions fondamentales de la nature.

Au cours des 10 dernières années, les idées de la SUSY ont stimulé de nouvelles approches

à d�autres branches de la physique, telles que des applications de la SUSY dans l�atomique,

la matière condensée et la physique statistique[4].

En 1983, le concept d�un potentiel invariable de forme dans la structure de laMQSUSY

a été présenté par Gendenshtein [5]. On l�a bientôt réalisé que le formalisme de laMQSUSY

plus l�invariance de forme ont été intimement reliés à la méthode de factorisation d�Infeld

et Hull [2].

La méthode de factorisation a été présentée la première fois par Schrödinger [6] pour

résoudre algébriquement le problème d�atome d�hydrogène . Plus tard, Infeld et Hull ont

généralisé cette méthode et ont obtenu une classe large des potentiels solubles en considérant

six di¤érentes formes de factorisation.

Il s�avère que la méthode de factorisation aussi bien que les méthodes de la MQSUSY

comprenant le concept de l�invariance de forme, sont les deux reformulations [7] de l�idée

de 4 Riccati pour employer l�équivalence entre les solutions de l�équation de Riccati et

1



0.1. Introduction générale

l�équation di¤érentielle linéaire de second ordre relative. Cette méthode a été employée

pour la première fois par Bernoulli, et l�histoire est discutée en détail par Stahlhofen [7].

Dans un autre développement, plusieurs personnes ont prouvé que la SUSYMQ o¤re

une manière simple d�obtenir des potentiels isospectrals en employant l�une des techniques

de Darboux [8] ou d�Abraham-Moses [9] ou de Pursey [10], de ce fait o¤rir un aperçus

du profond raccordement entre les méthodes de la di¤usion inverse quantique [11], et la

MQSUSY .

Des méthodes approximatives basées sur la SUSYMQ ont été également développées.

. Plusieurs aspects de l�équation de Dirac ont été également étudiés dans le formalisme de

la SUSYMQ [12], [13] et [14]. Le problème célèbre de la particule de Dirac dans un champ

coulombien a été également résolu algébriquement en employant les concepts de la SUSY et

de l�invariance de forme [15].

Le potentiel de type exponentiel ( potentiel de Morse [16,], Hulthén déformé, Woods-

Saxon) a été très utile dans de nombreux domaines de la physique et de la chimie qui

comprennent, entre autres, la physique nucléaire [17], la physique moléculaire, et la chimie

quantique .

En 1999, Sun avait proposé un nouveau potentiel dépendant de quatre paramètres comme

modèle destiné à remplacer le potentiel de Morse pour ajuster les courbes RKR (Rydberg

- Klein - Rees) [18� 19� 20] expérimentales de l�énergie potentielle et pour déterminer les
niveaux d�énergie des états de rotation et des états de vibration des molécules diatomiques

avec une meilleure précision des résultats théoriques comparés aux données expérimentales.

Il y a une littérature très abondante sur l�utilisation du potentiel de Hulthèn [21] comme

approximation du potentiel d�interaction entre deux corps dans de nombreux domaines de la

physique, entre autres la physique nucléaire , la physique atomique et la physique moléculaire

.

Durant ces dernières années, il y a eu un regain d�intérêt pour la recherche des solutions

exactes de l�équation de Klein-Gordon avec des potentiels vecteur et scalaire dont la forme

est une modi�cation du potentiel de Hulthén ou de celui de Woods-Saxon [22] en utilisant

des techniques de résolution di¤érentes.
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0.1. Introduction générale

Le problème d�une particule chargée dans des potentiels vecteur et scalaire standard de

Hulthén à été étudié à travers la résolution de l�équation de Klein-Gordon pour les états s et

dans le cadre de l�intégrale de chemin [23]. les solutions des états s de l�équation de Klein-

Gordon avec des potentiels vecteur et scalaire du type Hulthén modi�é ont été obtenues

dans l�approche de la mécanique quantique supersymétrique.

Ce mémoire comporte trois chapitres, est organisée comme suit :

Le première chapitre est consacré à un rappel succinct de la l�algebre et la formulation

de la supersymétrie en mécanique quantique en insistant particulièrement sur la méthode de

factorisation et la condition d�invariance de forme avec translation des paramètres qui nous

permettent de déterminer le spectre d�énergie et les fonctions d�onde du système quantique.

Le sujet principal dans le deuxième chapitre l�étude quantique d�un système physique

exactement soluble par la structure supersymétrique dans le domaine relativiste. En parti-

culier nous étudions l�équation Klien-Gordon, nous allons voir que pour quelque problème

physique ont été étudiés par la méthode SUSY QM , nous transformons l�équation de Klien-

Gordon en forme de l�équation de Schrödinger a�n de résoudre ce problème par la structure

de la supersymétrie.

le troisième chapitre concerne un commentaire sur le traitement du problème des états

liés d�une particule chargée en présence d�un champ à symétrie sphérique composé d�un

potentiel scalaire et d�un potentiel vecteur égaux et dont la forme est celle de exponentiel.

Nous terminons ce travail par une conclusion genérale.

3



Chapitre 1

la supersymétrie en mécanique

quantique non relativiste

1.1 introduction

La supersymétrie SUSY est une symétrie supposée de la physique des particules qui

postule une relation profonde entre les particules de spin demi-entier (les fermions) qui

constituent la matière et les particules de spin entier (les bosons) véhiculant les interactions.

Dans le cadre de la SUSY, chaque fermion est associé à un « superpartenaire » de spin entier,

alors que chaque boson est associé à un « superpartenaire » de spin demi-entier. Elle a été

introduite dans la physique des hautes énergies dans le but d�obtenir une description uni�ée

de toutes les interactions fondamentales de la nature.

En mécanique quantique, la supersymétrie peut être considérée comme un procédé math-

ématique qui permet de construire de nouvelles formes de potentiels solubles analytiquement.

La base du développement de la mécanique quantique supersymétrique (MQSUSY) est la

méthode de factorisation de Schrödinger [1].

Dans ce Chapitre, nous décrirons la forme générale de la supersymétrie pour déterminer

la solubilité exacte d�un système physique en mécanique quantique; cette forme est basée

sur la factorisation du système.
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1.2. la théorie supersymétrique

1.2 la théorie supersymétrique

La mécanique quantique supersymétrique est apparue il y a une vingtaine d�années avec

les travaux de Nicolai et Witten . Un système supersymétrique est caractérisé par une

décomposition de l�espace de Hilbert en deux sous-espaces en somme directe (un espace dit

« bosonique » et un espace dit « fermionique » ) et un opérateur Q qui transforme les états

bosoniques en états fermioniques et vice-versa.

mais à un système constitué d�un nombre indéterminé ou variable de particules, on le

décrit par un vecteur d�un espace de Fock associé à l�espace de Hilbert.

1.2.1 Dé�nitions

Un système quantique (H; H) est dit supersymétrique s�il existe un nombre �ni d�opérateurs
auto-adjoints Qi (i 2 f1; 2; ::::Ng) ainsi qu�une involution (c�est-à-dire un opérateur auto-
adjoint non borné) agissant sur satisfaisant :

fQi ; Qjg = �i; jH avec i; j 2 f1; 2; :::N g (1.1)

[Qi ; H] = 0 avec i 2 f1; 2; :::N g (1.2)

Les opérateurs Qi sont aussi appelés supercharges.

H est alors supersymétrique.en ce sens qu�il commute avec les opérateurs de super-

charges, c�est-a-dire qu�il est inchangé par les transformations engendrées par Q et Q+:

Cette symétrie permet d�expliquer certaines dégénérescences dans le spectre de H et elle

permet d�appliquer des méthodes algébriques pour déterminer ce spectre. A partir de (1.1),

on peut écrire :

H = 2Q2i i 2 f1; 2; :::Ng (1.3)

Le hamiltonien de ce système supersymétrique, dé�ni comme suivant :

H =
2

N

NX
i

Q2i (1.4)

5



1.3. Formulation de la supersymétrie

1.2.2 Algeber de la SUSY

Comme on vu précédemment, la SUSY QM peut être dé�nie par les données de deux

opérateurs auto-adjoints Q1 et Q2 qui véri�ent (1.1). Maintenant nous allons introduire une

paire d�opérateurs, appelés Supercharges complexes, Q et Q+, dé�nis par :

8<: Q =
(Q1+iQ2)p

2

Q+ = Q1�iQ2p
2

(1.5)

On peut démonter que ces nouveaux opérateurs, avec l�Hamiltonien, obéissent aux

relations suivantes, qui découlent directement de (1.1), et (1.5) :

Q2 =
�
Q+
�2
= 0 (1.6)

et 8<: fQ;Q+g = H

[ Q;H] = [Q+; H] = 0
(1.7)

Dans ce cas, l�ensemble fH; Q; Q+;Hg est alors supersymétrique. en ce sens qu�il
commute avec les opérateurs des charges.

Un système supersymétrique véri�e plusieurs propriétés :

�Son spectre est entièrement positif .

�L�espace des états peut se décomposer en somme directe :H = Hb
Hf .

�Qi envoie un état Hb sur un état deHf et réciproquement.

1.3 Formulation de la supersymétrie

1.3.1 Factorisation d�un Hamiltonien quelconque

Depuis l�introduction de l�équation fondamentale de la mécanique quantique par Schrödinger,

on n�a pas cessé d�essayer de lui trouver des méthodes de résolution adéquates. De nos jours

plusieurs techniques existent, chacune peut être mieux adaptées à une situation particulière.

6



1.3. Formulation de la supersymétrie

La méthode de factorisation, qui fut établie par Schrödinger en 1941 [24] pour résoudre le

problème de l�atome d�Hydrogène et qui a connue des rami�cations plus tard par Hull et

Infeld est l�une des plus anciennes. Elle s�applique principalement dans les problèmes à une

dimension de l�espace ou lorsque le potentiel est central.

Considérons un potentiel à une dimension V (x), dé�ni sur un intervalle (a, b) � R et

satisfaisant aux contraintes d�existence d�états localisés. Soient f (x)g et fEng l�ensemble
des fonctions propres localisées et les énergies correspondantes d�une particule de masse m

placée dans ce potentiel. L�équation de Schrödinger relative dans le cas générale s�écrit

comme :

H 	n (x) =

�
� ~

2

2m

d2

d2x
+ V (x)

�
	n (x) = En	n (x) (1.8)

avec l�hamiltonien à une dimension

H = � ~
2

2m

d2

d2x
+ V (x) (1.9.1)

D�une particule de masse m sous la forme d�un produit de deux opérateurs di¤érentiels

du premier ordre.

Si  0 (x) (l�état fondamental) tend vers zéro pour x ! �1 et ne possède aucun prob-

lème, et si on choisit l�énergie de l�état fondamental de l�Hamiltonien H�comme étant zéro

(E�0 = 0). Alors L�équation de Schrödinger (1.8) est alors équivalente à une nouvelle équa-

tion de Schrödinger à l�état fondamental , donnée par :

H�	0 (x) =

�
� ~

2

2m

d2

d2x
+ V� (x)

�
	0 (x) = 0 (1.9.2)

En mécanique quantique supersymétrique, et dans un but de résolution de l�équation

de Schrödinger par cette approche (invariace de forme), on choisit toujours
�
E�0 = 0

�
, A

partir de cette équation, on trouve facilement une expression de V� (x)

V� (x) = �
~2

2m

 "0 (x)

 0 (x)
(1.9.3)

7



1.3. Formulation de la supersymétrie

Il est maintenant très simple de factoriser l�hamiltonien en utilisant A et A+ :

H� = A+A (1.10)

= � ~
2

2m

d2

dx2
+ V� (x)

où

A =
~p
2m

d

dx
+ w (x) (1.11)

A+ = � ~p
2m

d

dx
+ w (x) (1.12)

Les opérateurs de création et d�annihilation A+ et A sont une généralisation des opéra-

teurs a+ et a .

Ils sont dépendent du potentiel V (x) et de l�énergie E0 du niveau fondamental. satisfait

la relation suivent

h
Â; Â+

i
= 2

~p
2m

dw (x)

dx
(1.13)

Donc la relation de commutation de ces opérateurs A ; A+ n�est pas en général égale à

l�unité comme le cas des opérateurs (a+; a) de l�oscillateur harmonique ([a ; a+] = 1).

Ceci nous permet d�identi�er par substituions (1.11) et (1.12) dans((1.10)) on trouve

V� (x) = w2 (x)� ~
2m

dw (x)

dx
(1.14)

Cette équation est l�équation bien connue de " Riccati ". Où w (x) est généralement

connu sous le nom de �superpotentiel�en littérature de la SUSYMQ ,le superpotentiel

w(x) est un solution de l�équation du type Riccati.

La solution pour w(x) en termes de fonction d�onde d�état fondamental est obtenue que

la condition (A 0 = 0) est satisfaite :

w (x) = � ~p
2m

	00 (x)

	0 (x)
(1.15)

La fonction propre de l�état fondamental de H� peut être facilement obtenu à partir de

fA 0(x) = 0g où :

H� 0 = A+A 0 = 0 (1.16)

8



1.3. Formulation de la supersymétrie

En e¤et, en reportant (1.15) dans l�équation précédent et après intégration, on obtient :

	0 (x) = 	
�
0 (x) = N0 exp

0@�p2m
~

xZ
�x

w
�
x
0
�
dx

0

1A (1.17)

N0 est une constante de normalisation.

Nous considérons maintenant les opérateurs superchargesQ etQ+ sous la formeQ = af+

et Q+ = a+f dans un cadre général [32], ce qui est équivalent à :

Q =

0@ 0 0

A 0

1A ; Q+ =

0@ 0 A+

0 0

1A (1.18)

avec f +et f espectivement, des opérateurs de création et d�annilation fermionique de

la méme maniére que les opérateurs bosoniques a et a+.

On peut maintenant écrire et considérer une matrice hamiltonienne SUSY de la forme:

Hsusy =

0@ A+A 0

0 AA+

1A �

0@ H1 0

0 H2

1A (1.19)

Cette matrice hamiltonienne fait partie d�une algèbre fermée qui contient les opérateurs

bosoniques et fermioniques avec des relations de commutation et d�anti-commutation.

Les états propres de Hsusy s�écrivent eux aussi en notation à deux composantes :

	n (x) =

�
	
(�)
n (x)

	
(+)
n (x)

�
(1.20)

alors

Hsusy	n (x) =

�
E
(�)
n

E
(+)
n

�
	n (x) (1.21)

1.3.2 Lien entre les valeurs et fonctions propres des hamiltoniens

partenaires :

La prochaine étape en construisant la théorie SUSY liée à l�hamiltonien original H� est

de dé�nir l�opérateur H+ = AA+ obtenu en renversant l�ordre de A et de A+. Une peu de

simpli�cation prouve que l�opérateur H+est en fait la correspondance hamiltonienne à un

nouveau potentiel V+ (x).

9



1.3. Formulation de la supersymétrie

H+ = AA+ (1.1.21)

=
~2

2m

d2

dx2
+ V+ (x)

Notez que les valeurs propres d�énergie deH� et deH+ sont semi-dé�nies positif (E�; E+ �
0).

8<:
�
E
(�)
n ; 	

(�)
n (x)

�
�
E
(+)
n ; 	

(+)
n (x)

� (1.22)

Pour n > 0, l�équation de Schrödinger pourH�Ainsi :

H� 
(�)
n (x) = A+A	(�)n (x) = E(�)n 	(�)n (1.23)

implique

H+ 
(+)
n (x) = AA+	(+)n (x) = E(+)n 	(+)n (1.24)

Nous montrons les relations que si l�on connaît toutes les fonctions propres de H� ; on

peut déterminer les fonctions propres de H+ en appliquant l�opérateur A à l�equation 1.23

, et si l�on connaît toutes les fonctions propres de H+ ; on peut déterminer les fonctions

propres deH� (mis à part l�état fondamental, qui n�a pas de SUSY-partenaire) en appliquant

l�opérateur A+ à l�équation 1.24 comme suit:

H+

�
A	(�)n (x)

�
= AA+A 	(�)n (x)

= AH�	
(�)
n (x)

= E(�)n

�
A	(�)n (x)

�
(1.25)

et

H�
�
A+	(+)n (x)

�
= A+AA+	+n (x)

= A+H+	
(+)
n (x)

= E(+)n

�
A+	(+)n (x)

�
(1.26)
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1.3. Formulation de la supersymétrie

D�aprés les éqs ( 1.25) et (1.26) et du fait que
�
E�0 = 0

�
, il est clair que les valeurs propres

E�n ,E
+
n et les fonctions propres 	

(�)
n (x) , 	(+)n (x) des deux hamiltoniens H� et H+ sont

reliées par :

E
(�)
n+1 = E(+)n pour n = 0; 1; 2::: (1.27)

	(+)n (x) = N
(�)
n+1A	

(�)
n+1 (x) (1.28)

	
(�)
n+1 (x) = N (+)

n A+	(+)n (x) (1.29)

N
(�)
n+1 et N

(+)
n sont des constantes de normalisation.

la norme de la fonction propre A	(�)0 (x) = 0

k A	(�)0 (x) k2= 0 (1.30)

ce qui ne se réalise que si la fonction elle-même est nulle

A	
(�)
0 (x) = 0 (1.31)

En normalisant à l�unité toutes les fonctions propres, on utilise la relation (1.28)Z +1

�1
	(+)�n (x)	(+)n (x) dx = j N (�)

n+1 j2
Z +1

�1
	
(+)�
n+1 (x)

�
A+A

�
	
(�)
n+1 (x) dx (1.32)

= j N (�)
n+1 j2 E

(�)
n+1

Z �1

�1
	
(�)�
n+1 (x)	

(�)
n+1 (x) dx

donc

j N
(�)
n+1 j = 1q

E
(�)
n+1

(1.33)

de la même manière on utilise(1.29)

j N (+)
n j= 1q

E
(+)
n

(1.34)

On peut alors réécrire (1.28)et(1.29)comme:

	(+)n (x) =
1q
E
(�)
n+1

A	
(�)
n+1 (x) (1.35)

11



1.4. Hiérarchie d�Hamiltoniens partenaires supersymétriques

et

	
(�)
n+1 (x) =

1q
E
(+)
n

A+	(+)n (x) (1.36)

En conclusion, la connaissance des fonctions propres de l�un des hamiltoniens partenaires

su¢ t pour déterminer celles de l�autre, par action des opérateurs A et A+:

1.4 Hiérarchie d�Hamiltoniens partenaires supersymétriques

Dans le paragraphe précédent nous avons trouver qu�une fois qu�on connait la fonction

d�onde de l�état fondamental qui correspond à H1, on peut trouver le superpotentiel de

l�équation (1:15). On sait aussi que la fonction d�onde de l�état fondamental du partenaire

hamiltonien H2 est déterminée par le premier état excité H1 en appliquant l�opérateur A1,

donc on vient de voir qu�on peut déterminer H2 si l�on connaît H1. On peut dès lors aussi

refactoriser H2 pour déterminer son partenaire H3, puis refactoriser H3 pour déterminer son

partenaire H4, et ainsi de suite. Chaque nouvel Hamiltonien a un état lié de moins que le

précédent. fH1; H2.....:HN g pour simpli�er les expressions on prend ~ = 2m = 1

Soit donc le hamiltonien de départ :

H1 = �
d2

dx2
+ V1 (x) = A+1 A1 + E

(1)
0 (1.37)

Où E(1)0 l�énergie de son niveau fondamental, A+1 et A1 sont deux opérateurs adjoint l�un de

l�autre, dé�nis par : 8<: A1 =
d
dx
+ w1 (x)

A+1 = � d
dx
+ w1 (x)

(1.38)

tel que w1 (x) est la solution de l�équation de Riccati

w21(x)�
dw1 (x)

dx
= V1(x)� E

(1)
0 (1.39)

Une fois l�équation (1.39) résolue, on obtient la fonction de l�état fondamental a partir de

cette expression

w1 (x) = �
d

dx
ln
�
	
(1)
0 (x)

�
(1.40)

12



1.4. Hiérarchie d�Hamiltoniens partenaires supersymétriques

Le partenaire SUSY Hamiltonien est donné alors :

H2 = A1A
+
1 + E

(1)
0 = � d2

dx2
+ V2 (x) (1.41)

où

w21 (x) +
dw1 (x)

dx
= V2 (x)� E

(1)
0 (1.42)

donc

V2 (x) = V1 (x) + 2
dw1 (x)

dx
(1.43)

on remplace w1 (x) on trouve :

V2 = V1 � 2
d2

dx2
ln
�
	10 (x)

�
(1.44)

On doit introduire la notion E(m)n , n est le niveau d�énergie et m refert le m� i�eme

hamiltonien Hm.Les valeurs propres et les fonctions propres des deux hamiltoniens H1 et

H2 : 8>>>>><>>>>>:
E
(1)
n+1 = E

(2)
n

	
(2)
n (x) = A1r�

E
(1)
n+1�E

(1)
0

�	(1)n+1 (x)
	
(1)
n+1 (x) =

A+q
E
(2)
n �E(1)0

	
(2)
n (x)

pour n = 1; 2::: (1.45)

Maintenant commençant par factoriser l�hamiltonien H2 dont l�énergie fondamentale

est E(2)0 = E
(1)
1 ; pour déterminer son partenaire H3. d�aprés ceci nous pouvons écrire H2

sous la forme :

H2 = A1A
+
1 + E

(1)
0

= A+2 A2 + E
(1)
1 (1.46)

où

A2 =
d

dx
+ w2 (x) (1.47)

A+2 = �
d

dx
+ w2 (x) (1.48)

w2 (x) satisfait l�équation de Riccati :

w22 (x)�
dw2 (x)

dx
= V2 (x)� E

(2)
0 (1.49)
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1.4. Hiérarchie d�Hamiltoniens partenaires supersymétriques

et

w2 (x) = �
d

dx
ln
�
	
(2)
0 (x)

�
(1.50)

On continuant de la même manière on obtient :

H3 = A2A
+
2 + E20 = A2A

+
2 + E

(1)
1 (1.51)

et on a :

H3 = �
d2

dx2
+ V3 (x) (1.52)

D�après les relations (1:47) ; (1:48) ; (1:51) ; (1:52) on trouve :

V3 = w22 (x) +
dw2 (x)

dx
� E

(2)
0 (1.53)

= V2 (x) + 2
dw2 (x)

dx

= V2 (x)� 2
d2

dx2
ln
�
	
(2)
0 (x)

�
(1.54)

= V1 (x)� 2
d2

dx2
ln
�
	
(1)
0 (x)	

(2)
0 (x)

�
(1.55)

Donc on peut écrire les relation entre les valeurs propres et les fonctions propres de H1

et H 2 et H3 comme :

E
(1)
n+2 = E

(2)
n+1 = E(3)n pour n = 0; 1; 2:::::::::::::::::: (1.56)

	(3)n (x) =
�
E
(2)
n+1 � E

(2)
0

�� 1
2
A2	

(2)
n+1 (x)

=
�
E
(1)
n+2 � E

(1)
1

�� 1
2
A2	

(2)
n+1 (x) (1.57)

=
�
E
(1)
n+2 � E

(1)
1

�� 1
2
�
E
(1)
n+2 � E

(1)
0

�� 1
2
A2A1	

(1)
n+2 (x)

et ainsi de suite , chaque nouvel Hamiltonien à un état lié de moins que le précédant.

	
(2)
n+1 (x) =

A+2q
E
(3)
n � E

(2)
0

	(3)n (x)

=
A+2q

E
(1)
n+2 � E

(1)
1

	(3)n (x) (1.58)

Dans le classement des Hamiltoniens H2; H3; H4; :::;chaque nouvel Hamiltonien a un

état lié de moins que le précédent. Si l�Hamiltonien de départ H1 a un nombre p d�états liés,

14



1.4. Hiérarchie d�Hamiltoniens partenaires supersymétriques

aux valeurs propres E(1)n et aux fonctions propres  (1)n avec 0 � n � p�1, alors nous pouvons
toujours générer une hiérarchie de (p� 1) Hamiltoniens H1; H2; H3; :::; Hp telle que Hm (où

m = 2; 3; :::; p) a le même spectre des valeurs propres que H1, à l�exception que Hm n�a pas

les (m� 1) premières valeurs propres de H1 [33� 34] . Pour 2 � m � p, l�Hamiltonien Hm

est alors donné par la relation suivante :

Hm = � d2

dx2
+ Vm (x)

= A+mAm + E
(1)
m�1 (1.59)

où 8<: Am =
d
dx
+ wm (x)

A+m = � d
dx
+ wm (x)

(1.60)

on a aussi :

wm (x) = �
d

dx
ln
�
	
(m)
0 (x)

�
(1.61)

Donc

w2m (x)�
dwm (x)

dx
= Vm (x)� E

(m)
0 (1.62)

Où	(m)0 (x)est la fonction propre de l�état fondamental deHm .

De la factorisation (1.59) résulte l�hamiltonien partenaire Hm+1tel que

Hm+1 = AmA
+
m + E

(m)
0 (1.63)

Les énergies propres et fonctions propres des hamiltoniens Hm et Hm+1sont reliées par :

E(m)n = E(m+1)n (1.64)

les relations entre les valeurs propres et les fonctions propres des m Hamiltoniens de la

hiérarchie est :8>>><>>>:
E
(m)
n = E

(m�1)
n+1 = :::: = E

(1)
n+m�1

	
(m)
n (x) =

�
E
(1)
n+m�1 � E

(1)
m�2

�� 1
2
:::
�
E
(1)
n+m�1 � E

(1)
0

�� 1
2
Am�1:::A1	

(1)
n+m�1 (x)

Vm (x) = V1 (x)� 2 d
2

dx2
ln
�
	
(1)
0 :::	

(m�1)
0

�
:

(1.65)

Dans ce chemin, connaître tout les valeurs propres et fonctions propres de H1 on sera

directement tout les valeurs propres d�énergie et les fonctions propres de la hiérarchie de

(p� 1) Hamiltonien.
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1.5. Invariance de forme:

1.5 Invariance de forme:

L�invariance de forme pour une potentiel stationnaire à une dimension a été introduite

en 1983 par Gendshtein [25].Cette propriété fondamentale, combinée aux résultats de la

hiérarchie abordés dans la section précédente, permet d�obtenir toutes les énergies quanti�ées

de l�hamiltonien par une formule simple et uni�ée. Les fonctions propres associées aux

niveaux excitées peuvent également être déduites directement de la fonction propre de l�état

fondamental.

1.5.1 Dé�nition

Considérons que le potentiel supersymétrique de départ dépend de certains paramètres

qu�on dénote simplement par a1.Il s�écrit donc explicitement V� (x; a1). Les équations de

Riccati pour les potentiels partenaires associés à V+ (x; a2) s�écrivent donc comme suit :

V� (x; a1) = w2 (x; a1)�
~p
2m

w0 (x; a1) (1.66)

et

V+ (x; a2) = w (x; a2) +
~p
2m

w0 (x; a2) (1.67)

Donc la même forme et ne di¤èrent que par un ensemble �ni des paramètres, on dit

que ce sont des "potentiels invariants de formes". Simplement, l�invariance de forme se

caractérise par la relation suivante :

V+ (x; a1) = V� (x; a2) +R (a1) (1.68)

où R (a1) est une fonction indépendante de x, appelée " Reste ".

Où a1 et a2 sont deux jeux �nis des paramètres, reliés par :

a2 = f (a1) (1.69)

La fonction f peut être une fonction quelconque, mais jusqu�à présent toutes les études

e¤ectuées sur les di¤érents potentiels connus qui sont analytiquement solubles, ont conduit

seulement à trouver deux formes principales.
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1.5. Invariance de forme:

La première forme relie a1 et a2 par une relation de translation, de la forme:

a2 = a1 + � (1.70)

où � est une constante �nie arbitraire.

La plupart des potentiels que nous pouvons rencontrer dans les études des systèmes

quantiques (non relativistes) appartiennent à la première catégorie.

La seconde forme relie a1 et a2 par un facteur d�échelle sous la forme :

a2 = qa1 avec 0 < q < 1 (1.71)

Il existe, toutefois, d�autres possibilités pouvant, peut être, conduire à d�autres classes des

potentiels invariants de forme. L�une est une généralisation de la seconde forme, considérée

ci-dessus :

a2 = qap1 avec 0 < q < 1etp = 2; 3; 4; ::::: (1.72)

Une autre relation est proposée sous la forme :

a2 =
qa1
1 + p�

avec 0 < q < 1et p�n 1 (1.73)

1.5.2 Invariance de forme et hiérarchie de potentiels superparte-

naires

On peut dès lors appliquer le concept d�invarance de forme à la SUSY. supposons que

les deux potentiels partenaires V1 et V2 , déjà dé�nis par (1.66) , sont invariants de formes

on peut donc écrire :

V2 (a1) = V1 (a2) +R (a1) (1.74)

Les relations (1:41) et (1:74) entraînent que :
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1.5. Invariance de forme:

H2(a1) = � d2

dx2
+ V2 (x; a1)

= � d2

dx2
+ V1 (x; a2) +R (a1)

= H1 (a2) +R (a1) (1.75)

Qui signi�e le spectre de H2(a0) est le même que celui de H1(a1) mais décalé d�un facteur

constant R(a0). Ceci veut dire aussi que les fonctions propres  
(2)
n (x; a1) et  

(1)
n (x; a2) sont

identiques, on écrit : 8<:  (2)n (x; a1) =  (1)n (x; a2)

E
(2)
n (a1) = E

(1)
n (a2) +R (a1)

(1.76)

maintenant cette relation Combinant sous la forme :

A+2 (a1)A2 (a1) + E
(2)
0 = A+1 (a2)A1 (a2) + E

(1)
0 +R (a1) (1.77)

ce qui permet d�écrire : 8<: E
(2)
0 = E

(1)
1 = R (a1)

A2 (a1) = A1 (a2)
(1.78)

Appliquons encore une fois la condition d�invariance de forme aux deux partenaires V2

et V3. On trouve :

V3 (x; a1) = V2 (x; f (a1)) +R (a1)

= V1 (x; f (f (a1))) +R (f (a1)) +R (a1) (1.79)

= V1 (x; a3) +R (a2) +R (a1)

de même méthode en peut écrire H3 (a0) en fonction H1 (a2) sous la forme :

H3 (a1) = � d2

dx2
+ V2 (x; a2) +R (a1)

= H2 (a2) +R (a1) (1.80)

= H1 (a2) +R (a1) +R (a2)
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1.5. Invariance de forme:

Nous avons exprimer les caractéristiques de H3(a0) en fonction de H1(a2) comme :8<:  (3)n (x; a1) =  (1)n (x; a3)

E
(3)
n (a1) = E

(1)
n (a2) +R (a0) +R (a1)

(1.81)

maintenant cette relation Combinant sous la forme :

A+3 (a1)A3 (a1) + E
(3)
0 (a1) = A+1 (a3)A1 (a3) + E

(1)
0 (a3) +R (a1) +R (a2) (1.82)

Il vient que : 8<: E
(3)
0 (a1) = E

(1)
2 (a1) = R (a1) +R (a2)

A3 (a1) = A1 (a3)
(1.83)

On peut à présent procéder à une généralisation en considérant deux potentiels parte-

naires successifs Vm+1 et Vm de la hiérarchie. On peut écrire donc :

Vm+1 (x; a1) = Vm (x; f (a1)) +R (a1)

= Vm�1
�
x; f 2 (a1)

�
+R (f (a1))R (a1)

= Vm�2
�
x; f 3 (a1)

�
+R

�
f (2) (a1)

�
+R (f (a1)) +R (a1) (1.84)

...

= V1
�
x; f (m) (a1)

�
+
P
R
�
f (k) (a1)

�
= V1 (x; am+1) +

X
R (ak+1)

Ce qui conduira, par analogie :

Hm+1 (x; a1) = � d2

dx2
+ Vm+1 (x; a1)

= Am (a1)A
+
m (a1) + E

(m)
0 (1.85)

= A+m�1 (a1)Am�1 (a1) + E
(m�1)
0

Par conséquent, on obtient

�nalement :

Hp (x; a1) = � d2

dx2
+ V1 (x; ap) +

p�1X
k=0

R (ak)

= H1 (ap) +

p�1X
k=0

R (ak)
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1.5. Invariance de forme:

où ap = fp�1(a1)est la fonction f appliquée (p� 1)fois.

8>>>><>>>>:
E
(1)
n (a1) =

p�1P
k=0

R (ak)

 (p+1)n (x; a1) =  (1)n (x; ap) avec n � 1
Ap+1 (a0) = A1 (ap)

(1.87)

E
(p)
0 =

p�1X
k=1

R (ak) (1.88)

Alors,on obtient les spectres et les fonctions propres de l�Hamiltonien original H sous la

forme :

8>><>>:
 n(x; a1) =

nQ
k=1

�h
En (a1)� E

(1)
k�1

i� 1
2
A+1 (ak�1)

�
 
(1)
0 (x; an) avec n � 1

En (a1) = E0 +
n�1P
k=0

R (ak)
(1.89)

En�n, on arriveé à une résultat très intéressant; pour obtenir tous les niveaux excités

de H1, il su�t d�obtenir la fonction d�onde  
(1)
0 (x; a0) de son état fondamental par le biais

de (1:17), puis calculer  (1)0 (x; an), et après on applique la condition d�invariance de forme

pour trouver les restes R(ak).

20



Chapitre 2

La supersymétrie en méquanique

quantique relativiste

2.1 Introduction

Depuis la fondation de la mécanique quantique au début du siècle dernier, un développe-

ment considérable est réalisé dans la construction de modèles des potentiels pour décrire des

interactions nucléaires en physique nucléaire ou des interactions interatomiques en physique

atomique ou moléculaire et en chimie quantique grâce à de nombreuses méthodes de réso-

lution des équations d�onde employées dans le cadre non relativiste ou dans un contexte

relativiste.

En mécanique quantique, la SUSY est une nouvelle technique qui permet de résoudre

une classe de potentiel en introduisant des superhamiltoniens qui permettent le passage

d�une potentiel vers une autre. C�est une méthode assez puissante qui permet de retrouver

presque tous les résultats déjà obtenus par les méthodes habituelles. Le sujet principal dans

ce mémoire est de revoir cette technique dans le domaine relativiste.

Dans la structure mathématique relative à la physique à deux dimensions, les solu-

tions exactes , de l�équation de Dirac et l�équation de Klein-Gordon et leur spectres ont

un intérêt particulier. Beaucoup d�études ont été faite sur le mouvement des particules de

Klein-Gordon et de Dirac. Nous Utilisons ici des techniques standard de mécanique quan-

tique supersymétrique pour résoudre exactement l�équation de Klein-Gordon et l�équation
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2.2. La supersymétrie et l�équation de Dirac

de Dirac. Dans ce travail, nous allons présenter un schéma généralisé de supersymétrie

en mécanique quantique (SUSYMQ) pour obtenir des solutions exactes et les spectres

d�énergie.

2.2 La supersymétrie et l�équation de Dirac

L�équation de Dirac permet de décrire les problèmes mécaniques quantiques de façon

relativiste.Une procédé matriciel unidimentionnel supersymmetrique, du même type que

précédemment, a été utilisé entre les équations de Dirac et les équations de Schrodinger

dans la physique des particules qui est décrit dans les limites générales. Par ce moyen, nous

pouvons présenter le procédé qui est une prolongation du raccordement supersymmetrique

connu entre l�équation matricielle de Dirac et l�équation de Schrodinger [26]. Une discussion

détaillée sur l�équation de Dirac par l�approche supersymmetrique est fournie par Cooper

et autres.

En 1988 [27], qui a montré que L�équation de Dirac avec un potentiel scalaire de Lorentz

est associée à une paire supersymétrique d�Hamiltoniens de Schrodinger.

Plusieurs aspects de l�équation de Dirac ont été également étudiés dans le formalisme

de la MQ SUSY [28], [29] . Le problème célèbre de la particule de Dirac dans un champ

coulombien a été également résolu algébriquement en employant les concepts de la SUSY et

de l�invariance de forme [30]. La SUSY de l�électron de Dirac dans un champ magnétique

monopole a été également étudié[31].

2.3 La supersymétrie et l�équation de Klein-Gordon

2.3.1 introduction

Il est bien connu que la solution analytique de l�equation de Klein-Gordon et l�équation de

Dirac jouent un rôle important dans Mécanique quantique relativiste, car la fonction d�onde

Contient toutes les informations à la description d�un système quantique. Ces dernières

années, il y a eu beaucoup de discussions sur l�équation de Klein Gordon avec les divers

types de potentiels en utilisant des méthodes variées pour résoudre l�équation et obtenir
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2.3. La supersymétrie et l�équation de Klein-Gordon

le spectre du système. Seulement, quelques problèmes physiques ont été étudiés par la

méthodes SUSYMQ. Il s�agit de transformer l�équation de Klein Gordon en une forme

similaire à l�équation de Schrödinger utilisant la supersymétrie en mécanique quantique.

2.3.2 La formulation de l�Hamiltonien de SUSY QM et la méth-

ode de factorisation

En mécanique relativiste, la solution de L�équation de Klein-Gordon joue un rôletres

important de la physique nucléaire et d�autres domaines . Cette équation relativiste conti-

ennent deux objets, Le vecteur V (x) et le potentiel scalaire S(x)( c = ~ = 1 ). Alors cette

equation avec les potentiels scalaires et vectoriel peut être écrite comme Suit:

[
d2

dr2
+ (E � V (r))2 � (M + S(r))2)] (x) = 0 (2.1)

Avec M est la masse de la particule ,et E l�énergie. Dans le cas où le potentiel vectoriel

est égal au potentiel scalaire, c�est-à-dire V (x) = S(x), donc l�équation (2:1) devient une

équation de Schrödinger bien connue :

[
d2

dr2
+ E2 �M2 � 2(E +M)V (x)] (x) = 0 (2.2)

avec

Veff (x) = 2 (E +M)V (x) (2.3)

Alors l�équation(2.1) prend la forme suivante :

�
� d2

dr2
+ Veff (x)

�
 (x) = � (x) (2.4)

Où � est le paramètre d�énergie donné par :

� =M2 � E2 (2.5)

Pour résoudre l�équation (2.4),Dans le cadre de la supersymétrie en mécanique quantique,

la fonction d�onde réduite de l�état fondamental est dé�nie par :
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2.4. L�équation de Klein-Gordon tridimensionnelle

 0(x) = Nexp

�Z
W (x) dx

�
(2.6)

Où N est une constante de normalisation et W (x) est le superpotentiel dé�ni par :

W 2 (x)�W 0 (x) = Veff (x)� �0 (2.7)

Où �0 est l�énergie de l�état fondamental. L�équation(2.7) est une équation de Riccati

non-linéaire qui donne les fonctions d�onde du système.

2.4 L�équation de Klein-Gordon tridimensionnelle

En général, l�équation de Klein-Gordon pour une potentiel scalaire S(r) et une potentiel

vectorielle V (r) à symétrie sphérique s�écrit dans le système d�unités naturelles ~ = c = 1

sous la forme suivent :

�
r2 + (V (r)� E))2 + (S(r) +M)2

�
 (r; �; ') = 0 (2.8)

où E est l�énergie, M est la masse de la particule ,  (r; �; ') est la fonction d�onde, r2

est l�opérateur de Laplace.

Comme V (r) et S(r) sont des potentiels à symétrie sphérique, il convient de chercher

les solutions particulières de l�équation (2:8) par séparation des variables en coordonnées

sphériques.

L�expression de laplacien en coordonnées sphériques est :

r2 = � =
1

r2
@

@r

�
r2
@

@r

�
+

1

r2 sin2 �

�
sin �

@

@�

�
sin �

@

@�

�
+

@2

@'2

�
(2.9.1)

Si l�on utilise l�expression du carré du moment cinétique orbital
�!
L2, en coordonnées

sphériques est :
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2.4. L�équation de Klein-Gordon tridimensionnelle

�!
L2 = � 1

sin2 �

�
sin �

@

@�

�
sin �

@

@�

�
+

@2

@'2

�

Lz =
1

i

@

@'

On voit que laplacien peut se mettre sous la forme :

� =
1

r2
@

@r

�
r2
@

@r

�
�
�!
L2

r2

Où

8>>><>>>:
H = E 

L2 = l (l + 1) ~2 

Lz = m~ 

(2.9.2)

Finalement, l�équation de Klein-Gordon avec les coordonnées sphériques deviennent

comme suite :

"
1

r2
@

@r
(r2

@

@r
)�

�!
L2

r2
� 2 fEV (r) +MS(r)g+ V 2(r)� S2(r) + E2 �M2

#
 (r; �; ') = 0

(2.10)

Si on attribue la fonction d�onde totale sphérique correspondante :

 (r; �; ') =
R(r)

r
Ylm(�; ') (2.11)

Où

Ylm(�; ') = �(�)�(') (2.12)

Ensuite, L�équation (2.10) séparée en variables , les équations résultantes deviennent :
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2.4. L�équation de Klein-Gordon tridimensionnelle

d2R(r)

dr2
+ [E2 �M2 � 2fEV (r) +MS(r)g+ V 2(r)� S2(r)� �

r2
]R(r) = 0 (2.13)

d2�(�)

d�2
+ cot �

d�(�)

d�
(�� m2

sin2�
)�(�) = 0 (2.14)

d2�(')

d'2
+m2�(') = 0 (2.15)

Où m2 et � = l(l + 1) sont des constantes de séparation.
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Chapitre 3

Les états d�une particule de

Klein-Gordon dans des potentiels

scalaire et vectorielle du type

exponentiel

Dans ce chapitre nous réexaminons la solution du problème d�une particule relativiste sans

spin (spin = 0), de masse M qui se déplace sous l�action d�un champ à symétrie sphérique

composé d�un potentiel scalaire S(r) et d�un potentiel vectorielle V (r) égaux.

L�équation de Klein-Gordon décrit le mouvement d�une particule de Spin�zero [32�33].
Les niveaux d�énergie et les valeurs propres de L�équation de Klein-Gordon a déterminé avec

une simple Potentiel .

Il est clair que cette équation di¤érentielle n�admet aucune solution exacte pour les états

de moment cinétique orbital l di¤érent de zéro à cause du terme centrifuge. Les solutions

de cette équation peuvent être trouvées uniquement pour les ondes s (l = 0) dans le cas des

potentiels de Hulthèn ou de Woods-Saxon déformés [34� 35].
En réalité, l�équation de Klein-Gordon dans le cas (l 6= 0) est trop compliquée et ne se

laisse pas traiter exactement. Il faut alors avoir recours à une résolution basée sur une

méthode d�approximation qui permet d�obtenir analytiquement une solution approchée de

l�équation.
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3. Les états d�une particule de Klein-Gordon dans des potentiels scalaire et vectorielle du
type exponentiel

Les potentiels de type exponentiel comme le potentiel de Titz � Wei jouent un rôle

très important en physique microscopique car ils sont largement utilisés comme une bonne

approximation du potentiel d�interaction dans de nombreux domaines de la physique et de

la chimie notamment en physique nucléaire, physique atomique et moléculaire et en chimie

quantique.

Le potentiel Titz-Wei est de la forme [36]

V (r) = v0

�
1� e�2�r

1� qe�2�r

�2
(3.1)

Où V0 est une profondeur potentiele, q paramètre de déformation ( 0 < q < 1; l�introduction

du paramètre q peut servir comme un paramètre supplémentaire dans la description des

interactions inter-atomiques).

Le but de ce travail est de résoudre approximativement l�équation de Klein-Gordon pour

les états l avec la méthode de SUSY et la symétrie de spin (dans l�équation de Klein-

Gordon et l�équation de Dirac la symétrie de spin :�(r) = V (r)�S(r) = const, la symétrie

de pseudospin:
P
(r) = V (r) + S(r) = const; ):

Pour expliquer les caractéristiques des noyaux déformés et la super déformation, les con-

cepts des symétries de spin et de pseudospin sont introduits dans la théorie nucléaire[37; 38]

) dans les potentiels des types exponentiel.

Danc la solution de l�équation de Klein-Gordon pour les états l d�une particule dans

des potentiels scalaire et vecteur du type exponentiel donne d�apres la substitution de

l�expression (3.1) dans l�équation (2.13) . la Partie radiale de l�équation de Klein-Gordon

pour la symétrie de spin, elle vient :

d2R(r)

dr2
+

 
E2 �M2 � 2 (E +M)V0

�
1� e�2ar

1� qe�2ar

�2
� �

r2

!
R(r) = 0 (3.2)

Nous savons bien que cette équation n�admet pas de solutions analytiques pour (l 6= 0) à
cause du potentiel centrifuge. Mais, à défaut de la résolution rigoureuse de cette équation,

nous pouvons utiliser des méthodes d�approximation qui permettent d�obtenir analytique-

ment des solutions approchées de l�équation (3:2).

28



3. Les états d�une particule de Klein-Gordon dans des potentiels scalaire et vectorielle du
type exponentiel

Nous pouvons par exemple remplacer le potentiel centrifuge par une expression sem-

blable aux termes du potentiel contenu dans l�équation (l�approximation de Pekeris). Il est

commode de prendre[39]
1

r2
�= 4�2

�
C0 +

e�2ar

(1� qe�2ar)2

�
(3.3)

Où C0 est une constante sans dimension.

Donc l�équation (3:2) devient une équation du type Schrödinger.

En substituant l�expression (3:3) dans l�équation (3:2), il vient :

d2R(r)

dr2
+

"
E2 �M2 � 2 (E +M)V0

�
1� e�2ar

1� qe�2ar

�2
� �4�

�
C0 +

e�2ar

(1� qe�2ar)2

�#
R(r) = 0

(3.4)

On peut écrire l�equation (3:4) comme l�equation de Schrödinger :

"
� d2

dr2
+ V1

e�2ar

(1� qe�2ar)2
+ V2

�
1� e�2ar

1� qe�2ar

�2#
R(r) = E0R(r) (3.5)

avec 8>>><>>>:
V1 = 4�

2�

V2 = 2 (E +M)V0

E0 = E2 �M2 � 4�2�C0

(3.6)

3.0.1 Spectre d�énergie de l�équation de Klein-Gordon avec le po-

tentiel de Titz-Wei

Nous appliquerons la supersymétrie en mécanique quantique et nous utiliserons l�approche

de l�invariance de forme avec le potentiel du type exponentiel à six paramètres (SPEP) pour

déterminer le spectre d�énergie du système.

Comparer l�equation. (3:5) avec l�equation (1:14), on obtient :

V� (r) =W 2(r)� dW (r)

dr
= V1

�
e�2�r

(1� qe�2�r)2

�
+ V2

�
1� e�2�r

1� qe�2�r

�2
� E0 (3.7)
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3. Les états d�une particule de Klein-Gordon dans des potentiels scalaire et vectorielle du
type exponentiel

L�équation (3.7) équivalente à une équation de Riccati non-linéaire si en utilisant la

méthode de SUSY nous pouvons mettre le superpotentiel comme suite :

W (r) =W (x� xe)

= �
�
Q1 +

Q2

e
b(x�xe)�qebxe

�
= �

�
Q1 +

Q2e
�b(x�xe)

(1�qe�b(x�2xe))

� (3.8)

Avec r = x� xe et xe est constante sans dimension .

Donc

W 2 (x)�W
0
(x) = Q21 + 2Q1Q2

�
e�b(x�xe)

1� qe�b(x�2xe)

�
+

�
Q2e

�b(x�xe)
�2 � be�b(x�xe)

(1� qe�b(x�2xe))
2 (3.9)

En identi�er les deux équations (3:7) et (3:9)on obtiennent :

8><>:
Q1 =

1
qQ2

�
q(2V2(q � 1)ebxe + V1e

bxe) + (V2(q � 1)2e2bxe + V1e
2bxe)�Q22

�
Q2 = q

�
� b
2
�
h
b2

4
+ 1

q2
(V2(q � 1)2e2bxe + V1e

2bxe)
i 1
2

� (3.10)

Par conséquence

8>><>>:
V+(x� xe) =W 2(x) + dW (x)

dr
=

�
Q1 +

Q2e
�b(x�xe)

(1�qe�b(x�2xe))

�2
+ bQ2e

�b(x�xe)

(1�qe�b(x�2xe))
2

V�(x� xe) =W 2(x)� dW (x)
dx

=

�
Q1 +

Q2e
�b(x�xe)

(1�qe�b(x�2xe))

�2
� bQ2e

�b(x�xe)

(1�qe�b(x�2xe))
2

(3.11)

les potentiels V�(x; a2) et V+(x; a1) satisfont la condition de l�invariance de forme :

V+ (x; a1) = V� (x; a2) +R (a1) (3.12)

Alors les niveaux d�enrgie donné comme suit :

En = V2 �
(1�q2)b2
16q

�
"

V2
b2

4

�
2n+1+ 1

q

q
q2+

4(q�1)
b2

V2+
4q

b2
V1

� + (2n+ 1 + 1
q

q
q2 + 4(q�1)

b2
V2 +

4q
b2V1

)

#2 (3.13)

avec n = 0; 1; 2; 3; ::::::::
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3. Les états d�une particule de Klein-Gordon dans des potentiels scalaire et vectorielle du
type exponentiel

En remplacent l�equation (3:13) dans l�equation (3:6) on trouve :

E2 +M2 � 4��C0 = 2(E +M)V0 �
(1�q2)b2
16q

�
"

2(E+M)V0

� b2

4

�
2n+1+ 1

q

q
q2+

8(q�1)
b

(E+M)V0+
16q

b2
�2�

� + (2n+ 1 + 1
q

q
q2 + 8(q�1)

b2
(E +M)V0 +

16q
b2V1

�2�)

#2
(3.14)

si (q = 0; 1) ,
�
C0 =

1
12

�
et (l = 1) en remplacent les conditions précédent dans

l�equation (3:14) :

E2 �M2 � 2
3
�2 = 2 (E +M)V0 � 2:475�2

�
�

2(E+M)V0

��2
�
2n+1+10

q
0:18� 1:98

�2
(E+M)V0

� + �2n+ 1 + 10q0:18� 1:98
�2
(E +M)V0

��2 (3.15)

3.0.2 Les Fonctions d�onde

Par le changement

y = e�2ar (3.16)

on réduit (3.5) à (3:16) on obtienent :

�
�y2 d

2

d2y
� y

d

dy
+

1

(2�)2 (1� qy)2

�
(V1 � 2V2) y + V2y

2 � E0(1� qy)2 + V2
��
R(y) = 0

(3.17)

Posons ensuite :

R(y) = y
�
2 (1� qy)

1+�
2 (1� 2qy)F (y) (3.18)

avec

� = 2i
q

E0
4�2

� =
q

1
4
� 1

4�2
(E2 �M2) + E0

4�2
+ V1

4�2
q2 + V2

4q�2V0

(3.19)

Ou bien
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� = 2i
q

1
4�2
(E2 �M2)� l (l + 1)C0

� =
q

1
4
� l (l + 1) (C0 + q2) + 1

2q�2
(E +M)

(3.20)

Aprés quelques calculs on trouve F (y) véri�er l�équation di¤érentielle de legendre, donc la

solution de l�équation (3:5) comme une fonction de legendre Pn :

R(r) = N
�
e�2�r

��
2
�
1� qe�2�r

� 1+�
2 P (�+�)n �

�
1� 2qe�2�r

�
(3.21)

N canstant de normalization.

Alors la fonction d�onde totale  (r; �; ') pour le potentiel Titz �Wei sous la forme :

 (r; �; ') = N
�
e�2�r

��
2
�
1� qe�2�r

� 1+�
2 P (�+�)n �

�
1� 2qe�2�r

�
Yl;m (�; ') (3.22)

En�n ,nous considérons en méquanique quantique la fonction d�onde contient tout les

iformation de duscription d�un systeme quantique.il trés inportant dans plusieurs branches

de la physique théorique ainsi qu�en chimie quantique. parce qu�ils sont plus général et utile

pour étudier le rayon de charge nucléaire, le spin, Di¤usion nucléaire et etc.

Conclusion 3.0.1
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3.1 Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons présenté un traitement précis de l�équation de klien Gor-

don avec une potentiele de forme expenentielle par la méthode supersymétrique où la con-

nexion supersymétrique entre l�équation de Klein- Gordon et l�équation de Schrödinger et

l�application de cette technique dans le domaine relativiste.

Nous avons étudié ce système dans une formulation basée sur l�équation de Klein-Gordon

pour déterminer la condition de quanti�cation transcendante pour les niveaux d�énergie et

les fonctions d�onde des états liés.

Nous concerne la résolution de l�équation de de Klein-Gordon pour une particule sans

spin qui se déplace sous l�action d�un champ à symétrie sphérique composé d�un potentiel

scalaire et d�un potentiel vectorielle égaux généralisant le potentiel de type exponentielle.

Nous avons examiné l�extension de ce traitement au cas des ondes l 6= 0 au moyen d�une

expression approximative(l�approximation de Pekeris) du potentiel centrifuge.

Les niveaux d�énergie du système ont été obtenus ainsi que les fonctions d�onde pour le

potentiel de Titz-Wei.Les résultats obtenus sont importants dans plusieurs branches de la

physique théorique ainsi qu�en chimie quantique.parce qu�ils sont plus général et utile pour

étudier le rayon de charge nucléaire, le spin, Di¤usion nucléaire et etc.

............................................................................................................................................
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 ملخص

 يتعلق هذا العمل بتذكير للتناظر الفائق في ميكانيكا الكمي غير النسبي والنسبي .

في إطار الميكانيك النسبي قمنا بدراسة معادلة كلين جوردن في وجود كمون أسي بواسطة التناظر الفائق 

    . وذلك بواسطة تقريب مناسب للكمون الطارد المركزي في حالة الامواج 

 مفتاحية :كلمات 

 . titz-wei, كمون  invariance de forme جوردن, طريقة-التناظر الفائق , معادلة كلين

 

 

 

Résumé 

      Ce travail Concerne un rappel sur la supersymétrie en mécanique quantique non 

relativiste et relativiste. 

    Dans le cadre de la mécanique quantique relativiste, nous avons étudié l'équation de Klein-

Gordon avec potentiel de type exponentielle, par la méthode de supersymétrie au moyen d'une 

approximation appropriée du potentiel centrifuge dans le cas des ondes   𝑙    .  

     Mots clés : 

 Supersymétrie, équation de Klein-Gordon , invariance de forme, le potentiel de Titz-wei . 

 

Abstract 
 
    This work is concerned with a reminder of supersymmetry in non-relativistic and 

relativistic quantum mechanics. 

    In the framework of relativistic quantum mechanics, we studied the Klein-Gordon 

equation with exponential potential, By the supersymmetry method by means of an appropriate 

approximation of the centrifugal potential in the case of waves  𝑙    . 

    

 Keywords : 

Supersymetry, the Klein-Gordon equation , Shape invariance, potential  titz-wei . 


