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Résumé

Dans ce mémoire, on essaie de présenter la notion mathématique des suites (p, q)-
sommants & celle d’opérateurs linéaires. Aussi I’étude de quelques propriétés relatives aux
opérateurs linéaires.

Mots-clés : espace de suites, Opérateurs (p, ¢)-sommant, suites (p, ¢)-sommants, suites

d’opérateurs (p, ¢)-sommats.

Abstract

In this memory, we try to present the mathematical notion of (p, ¢)-summing sequences
are in that of linear operators. Also the study of some properties related to linear operators.
Keywords : sequences space, (p,q)-summing operators, (p,q)-summing sequences,

(p, ¢)-summing sequences of operators.
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Notations générale

X,V
X*

Deux espaces de Banach.

Le dual topologique de X.

La boule unité fermé de X.

Espace des opérateurs linéaire de X dans Y.

Espace des opérateurs linéaire continue de X dans Y.

Espace des suites (x;)1<i<, dans X absolument p-sommables.

Espace des suites (z;)1<i<, dans X faiblement p-sommables.

Espace de Banach des opérateurs linéaire (p, ¢)-sommants de X dans Y.
Espace de Banach des opérateurs linéaire p-sommants de X dans Y.
Espace de Banach des suites (p, ¢)-sommants

Espace de Banach des suites d’opérateurs (p, ¢)-sommants

iii



Introduction

Les travaux de ce mémoire se situent dans le cadre de la théorie de sommabilité. Ils
portent essentiellement sur les suites (p, ¢)-sommants. Ces derniéres sont bien étudies par
José Luis Arregui et Oscar Blasco [2]. Historiquemen, Précisément, dans ce travail, on
s’intéresse a ce dernier concept dont on étudiera les suites (p, ¢)- sommants et les suites
des opérateurs (p, q)- sommants. Le mémoire s’articule autour de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous allons commencer par donnant un apargu général sur
les opérateurs (p, q)-sommants, ’espace des suites p - sommables et 'espace des suites
faiblements p - sommables. On terminera par rappeler la définition des opérateurs linéaires
(p, q)-sommants ( ceux sont des opérateurs entre des espaces de Banach, qui tansforment
les suites faiblement ¢ - sommables en des suites fortement p - sommables ).

Dans le deuxiéme chapitre, on étudiera les suites (p, ¢)-sommants pour p,q € [1,00).
La suite (z;); dans un espace de Banach X est (p,q) - sommants si pour toute suite
faiblement g- sommable (z7); dans un espace dual on obtient une suite p- sommante des
scalaires (7(7;));.

Dans le troisiéme chapitre, on introduit I’espace des suites d’opérateurs linéaires (p, q)-
sommants, qui a été bien étudié par [3]. Dans lequel, on va traiter ’espace des suites mul-
tiplicateurs ayaur pour symbole (E(X), F(Y)) ou E(X) et F(Y) sont deux espaces des
suites (X et Y, E(X), F(Y) des espaces de Banach ). On dit que (u,,) est une suite d’opéra-
teurs multiplicateurs entre F(X) et F/(Y) s’il existe C' > 0, tel que Vn € NVz4,...,z, € X.
On a

[(wj () j=1llrvy < Cll(@5) 7=l px)-



SLEY)=/4,(Y)et E(X)=/("(X),1<¢g<p<o0.0na

q
(i) || e,cv) < Cll(5)]]ew(x)-

On dira que (u;) est une suite d’opérateurs linéaires (p,q) - sommants. On termine par

donner quelques propriétés.



Chapitre 1

Opérateurs (p, g)—sommants

1.1 Espaces de suites

Soit p un nombre réel tel que 1 < p < +oo. Rappelons que ¢,(N) = ¢, est 'espace

vectoriel des suites de scalaires * = (,)nen pour lesquelles la série Z |x,|P converge.
neN
Alors ¢,(N) est un espace de Banach pour la norme ||.||, définie par : pour tout z =

(Tp)nen € £p, on a

Izl = (3 Jzal?)7.

neN

L’espace des suites de scalaires © = (z,,),en bornées muni de la norme

]| = sup |y
neN
est un espace de Banach noté /,,(N) ou tout simplement /. On notera ¢o(N) ou tout
simplement ¢, le sous-espace fermée de ¢, des suites qui convergent vers zéro. On désignera
par X,Y deux espaces de Banach et X*, Y* sont leurs espaces duaux . Soit 1 < p* < oo

le conjugue de p telle que 713 + 1% =1

Espaces des suites p-sommable

Tout d’abord, si X un espace de Banach, nous noterons X" espace de toute les suites



(z;); d’¢léments de X. L’ensemble X est espace vectoriel lorsqu’il est muni de la loi
d’addition
()i + (9i)i == (@i + w0
et la loi

)\(xz)z = ()\xi)i,ou A e K.

Définition 1.1.1 (L’espace de suites p-sommables) Une suite (x,,) (resp.(x;)1<i<n) dans
X est absolument p-sommables si la suite scalaire (||x,||) (resp.(||xil|)1<i<n) est dans C,.
On note £,(X)(resp.l; (X)) lespace des suites (x,,) (resp.(i)i<i<n) dans X absolument

p-sommables muni de la norme :
> 1
l@adnlle o, = I@adall, = QO llal)r s 1<p<oo
n=1

[@n)nllo ) = (@n)nllo = sup[lzall st p=o0
Espaces de suites faiblement p-sommable

Définition 1.1.2 (L’espace de suites faiblement p-sommables)

Une suite (x,)(resp.(x;)1<i<n) dans X est faiblement p-sommables si la suite scalaire
(x*(24,)) (resp.(x*(z:)1<i<n) est dans ¢, pour tout x* € X*.

On note £;)(X) (resp.t;, (X)) Uespace des suites (x;) (resp.(7;)1<i<n) dans X faiblement

p-sommables telle que
(X)) = {(zn)n C X 2 ((&%,20))n € £y, 0" € X7}
muni de la norme :

_ _ . 1 .
1@)allyw = 1 @)allwon = sup QK™ z))r si 1<p<oo

e*E€Bxx =1

1@ )nllew (x) = sup sup [(z7, z)] si p=00
z*€EBxyx M



Nous considérons les relations entre les espaces de suites p-sommables (voir par exemple
[4])-
Théoréme 1.1.3 i) (2 (X) = ((X),

i) £;)(X) est un espace de Banach ;

i) Soit 1 < p < 00, alors, £,(X) C £)(X) de plus £,(X) = £)(X) si et seulement si
dim(X) est finie.
Proposition 1.1.4

1-Si1<p<oo;ona

[(@n)nll, = sup{
n=1

particuliérement, pour X =K ; on a

|\<an>n||p—sup{ > o

2- H(mn)n = SUP{

)|+ (n)nty € X7 ()2

n

- < 1} : (1.3.2)

)

OO

L

1- Si1 < p < oo, on a ly(X) = L({y; X) isometriquement.

nxn

Proposition 1.1.5

2-Sip=1ona/ly(X)=L(co; X) isometriquement.

1.2 Opérateurs (p,¢)—sommants

1.2.1 Définitions et propriétés

Définition 1.2.1 Soient 1 < p,q < oo et X,Y deux espaces de Banach, un opérateur
linéaire u € L(X,Y) est absolument (p, q)-sommant (ou (p,q)-sommant) si (u(x,))s, €
0,(Y) pour tout ()2, € Lyw(X) i.e : I’ opérateur
U LX) — G(Y)
(

To)oey — (u(@n))il



est bien définit
La classe des opérateurs linéaires (p, q)-sommants de X dans Y, noté I1,, ,(X,Y). Pour

p = q, on note IL,(X,Y) l’espace des opérateurs linéaires p-sommants de X dansY .

Example 1.2.2 Soit K un espace compact de Hausdorff, et ;1 une mesure positive sur
K. On concédere 1 < p < 00, alors

L’opérateur Diagonal

Dy: ly — l,
(7% — ()\nan)

est p - sommant de plus 7,(Dy) = ||Al],

Théoréme 1.2.3 (Théoréme d’inclusion)
Soient X, Y deux espaces de Banach et 0 < p < ¢ < 00. on a IL,(X,Y) CII,(X,Y), et
pour tout u € IL,(X,Y), m,(u) < mp(u).

Proposition 1.2.4 Soit u € L(X,Y) les propriétés suivantes sont équivalentes
i) u est (p,q)-sommants
i1) il existe une constante k > 0 telle que

1
Z |u(z)||”) P <k sup Z lo(xk)|h), (1.4)

PEBx*

pour tout suite xq,...,x, dans X et pour tout n € N.

i11) il existe une constante k > 0 telle que

l
ZHuxk I)> <k sup Z|@0xk ‘,

pEBx*

pour  (x)72; € Lyw(X).

iv) il existe k > 0 telle que

- 1 1
O llu(z)lP)? <k sup ZI@O xp)|")a,
k=1

pEBx*



pour ()52, € lyu(X).
ol
lou(X) = Uw5)7%0 € bpu(X); Tim |[(25)72[|pw = 0}
v) (w(wp))ily € L(Y) quand (21)72; € 4u(X).
on pose

Tpq (0) = inf{k vérifiant 1.4},

de plus on a m,, (u) = ||l

Démonstration. (i) = (ii) supposons que u est (p,q) - sommant et on suppose que
(z%)%2, converge vers x = (1,)°2, dans £,,,(X) et a(z*)) converge vers y = (y,,)°%, dans

,(Y).comme (x*))% converge vers (z,,)>;, pour tout € > 0, il existe N € N telle que

B> N= sup (3|l - 2)|")7 = [+ = 2lly <,

pEB x* el

on obtient

Z !go(x,(f) — xn)’q <eP (1.5)

n=1
pour tout ¢ € Bx-x.
On a alors

2N = o 2] = sup Jo(e —z,)| <e
pEB X«
(k)

et pour chaque valeur de n € N, on a (x5 '), converge vers x, dans X et comme u est
continue donc

lim wu(z®™) = u(z,) (1.6)

k—00
pour tout n € N et comme (ﬂ(x;k)))?:l converge vers y = (y,)n>, dans £,(Y), il existe
N’ telle que
k>N = |la@®) —yl, <e,
et donc

k>N = || a(=P)2) — (y2)2 ], < e

n=1 "



alors
B2 N = (3 llu(@) - ya|P)F <.
n=1
Par suite

k2N = Ju(z®) -yl <e,

pour tout n € N.

Donc

lim u(z®) =y, (1.7)

k— 00

pour tout n € N. D’apres (1.6) et (1.7) on a u(z,) = y, pour tout n € N. De sorte

u(x) = (u(wn))iZy = (Yn)oi = v-

Comme u est linéaire et par le théoréme du graphe fermé, u est continue et pour toute

suite fini ()7, dans X, on a

S eI = I, (18)
(@)l

<l @)l

— Jal sup (3 Lol 1)

veBxs o1

De plus

Tpq(w) < |lul]

(1) = (i4i) supposons que pour xy,...,z, dans X et n € N

O~ @)l < K sup (3 olan)|")e.

@EBx*



Soit ()5 € £4.,(X), donc

)il = Znu (r0)llr)7 = s Znu w)lP)? (19)

1
< Sup[K sup (Y lp(ax)|") 7]

pEBX* 1

= K sup sup Z|<p )| )%

pEBx* n 1

1 o0
= K sup Z|s0 )| = K[(zn)ozllgw

peBxx 1

(1) = (i) De toute évidence de (i77) que (u(x,))s>; € £,(Y), alors ()22, € £4.,(X).

_ _ . > 1
all = sup  [[(a(@a))pyll, = sup (O [lu(za)|?)? (1.10)
(@) llqw<l l(@n)o2llgwsl =
< sup  K|[(zn)52 g
H(zn)zo:ﬂ‘q,wgl
= k.
De plus
@] < 7pq(u). (1.11)

De (1.8) et (1.11) on trouve m,,(u) = ||ul|.
(i11) = (iv) est évidente.

(iv) = (v) évidente.
(

v) = (i) soit (u(zk))p_; € £p(Y) telle que (x)52, € €,..(X), I'applicatoion
W Ly u(X) — G(Y), (2r)iZs — al(wr)izr) = (ulzn))iz

est bien définie, de la meme fagon de (i) = (ii), @ est continue. On remarque que, si
x1,...,Tn, € X on prend

(1, %2, ..; £, 0,0, ...) € £y, (X).



Alors

O )P =l (u(e))illy
k=1

= llaler)izlly

< llallll(zr)i= 1||qw

l
= |all sup ZI@O wi)|") e

@EBx*

Remarque 1.2.5 Sip < q et u est un opérateur (p, q)-sommant, alors u = 0.
En effet, soit X # {0}, p < q et soit (A\,)32, dans ly,—{,. Pour0 # x € X, (M\2)2y € Ly

On supppose que u # 0 est absolument (p, q)-sommant, alors il existe K > 0 telle que

1

Zuu (Mex)[P)3 < K sup ero () )

PEBx*

pour toute n € N

n

||U($)|I(Z|Ak|”)f’ <K swp o O w7,

k=1 pebxH k=1

alors
1 1
lu@)IO - IM”)r < Kz (O 1Ml
k=1 k=1

on prend sup on obtient
flz]|<1

. 1 . 1
lall Y IMP)7 < K 1Al
k=1 k=1
donc (Ag)32, € £y, (absurd).

Remarque 1.2.6 Comme myq(u) = ||l et [[a((zr)iZ)llp < [[ullll(z)iillguw, on a

> 1 ;
O lu(z)lP)? < mpg(u) sup leo zy)|*).
k=1

pEBx* k=1

10



Proposition 1.2.7 (IL, ,(X,Y), m,,(.)) est un espace vectoriel normé.

Démonstration. Soient u,v € I, ,(X,Y) et A € K.on a :

O lu@)P)F < mpaw) sup (3 o)),

veBxx 2y

Q@) )F < mpg(v) sup (37 lelw)|")r.

(pEBX* i—

pour tout xq, ..., x,;,, dans X, par I'inégalité de Minkowski nous donne

@ 1 @ 1
O M+ ) @)M)r < O (@) + o) )?)»
i=1 i=1
— 1 — 1
< O lu@)P)r + AL O llv(@)|P)»
i=1 i=1
“ 1
< (mpg(u) + A g (v) sup (D Jip(:)|")
pEBx* i—1
donc u + \v € I, (X, Y).
Soit u € I, ,(X,Y) et A € K, on a
Tpq(Au) = [[Aull = [A|al] = [A] 7p,q(u)
et m,q(u) >0,
o) =0& |t =0 u1=0«u=0.
De sorte que m,, est une norme. ®
Remarque 1.2.8 Pour tout u € I, ,(X,Y), on a
[ull < 7pq(w).
En effet, pour n =1 dans (1.4), on a
lul| = sup [Ju(z)[| < sup m,4(u) sup |p(z)|
[lzll<1 flzll<1 pEBx
= Tpg(u) sup [[zf| = mpq(u).
flzl<1

11
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1.2.2 L’Idéal des opérateurs linéaire

Définition 1.2.9 (opérateur de rang fini) un opérateur linéaire u continue de X dansY

est de rang fini s’il est somme fini d’opérateur de la forme
u: X — Y

r o=zt (x)y
oux* € X ety €Y. L'espace des opérateurs linéaires de rang fini sera noté L;(X,Y).

Définition 1.2.10 (Idéal des opérateurs linéaires) . Un Idéal des opérateurs linéaires 1
est un classe d’opérateurs linéaires borné telle que pour tout X etY des espaces de Banach
on a :

(a) L’ensemble 1I(X,Y") est un sous ecpace de L(X,Y) qui contient L;(X,Y).

(b) Propriété d’idéal :siu € L(X,Y) ,v e I(Y,G) ett € L(G,H) alors tovou € I(X, H).
De plus, si ||.|; : I — R satisfait :

(2) (L(X,Y),||-ll1) est un Banach.

(1) ||idk|| = 1 tel que idx : K — K donné par idy(z) = .

(17i) |[tovoullr < |[t||v]l7]|wll, alors (I(X,Y),||.|l1), s’appelle idéal de Banach des opéra-

teurs linéaires.

Théoréme 1.2.11 Soit 1 < g < p < oo,alors (11, ,(X,Y), 7, 4(.)) est un idéal normé (de

Banach ) des opérateurs linéaires.

Démonstration. D’apreés la proposition (1.2.7), ensemble IT, ,(X, Y") est un sous espace
vectoriel normé. Il suffit de montrer que :

(i) Ly(X,Y) C 11, ,(X,Y), il suffit de montrer que tout opérateur de rang 1 est (p, q)-
sommant. Soit v : X — Y donné par u = ¢(.)y, pour tout 0 # ¢ € X* et y € Y.

12



Soit z1, ..., x,, dans X.

S lu@)l?) = (3 lwe@)lP)F = ( Zuyupl:"oll (ea) )} (1.13)

= HyHHwH(Z ’“0 ‘7”" v < llllell sup O ()P

YEBxx

n=1

1
< lwllell sup ZW zp)[*)7,

eX*nl

alors u € T1,4(X,Y') et de plus m,4(u) < [ly[l[l¢]l, d’autre part [[y[[[lo]l = [ull < 7p4(u),

donc
ylllell = mp,q(u).

pour v : X — Y est un opérateur de rang fini on a

v= Z ©;()y;

onp; € X ety; €Y, j=1,...,m.Comme p;(.)y; € II,,(X,Y) pour tout j =1,...,m., et
comme IT, ,(X,Y") est un espace vectoriel, alors v € I, ,(X,Y).
(17) Propriété d’ideal.
Soient w € L(Xo,Y),v € 1L, ,(X,Y) et u € L(Y,Y)). On considere les opérateurs
W Lgw(Xo) — Lgw(X) 5 00 Leu(X) — LY) et ut: G,(Y) — £(Yo)

Nous avons que || 0"| = ||w]|, ||0|| = 7p4(v) et ||@®|| = ||u]|, on obtient
T+ £y 0(Xo) — £,(Yo).
Soit ()0 € £4,(Xo) on obtient

uow® ((zn)psy) = wo((w((zn)iiy))

Alors nous voyons que wvw est bien défini, donc wvw € II, ,(Xo, Yp) et

Tpg(wow) = [[avw|| < @ (|| [} = [Jullrp.q () |wl]

13



(i) mpq(idy) = 1.

Pour toute x dans K, on a
|z = [/(z,0,0,..)], = ||(¢dyx, idx0, idx0, ...) |, (1.14)

< Mg (i) [ (2,0, 0, ) lg0 = 7p.q (idic) [ ]],

donc 7, ,(idyx) > 1. Comme ¢ < p on a
(O lide(z;)P)r < (Y lidu(ay)|")s (1.15)
j=1 J=1
= (X layl)s
j=1

= sup (3 le(@)|) 7, V()2 € (k).

@€ By =

alors
1 §(1.14) ﬂ_p,q(idﬂ() §(1.15) 1

v) Soit (uy,)2>, une suite de cauchy dans (IL, ,(X,Y), 7, 4(.)). on a ||.|| < m,4(.), donc
(u,)22 ; est une suite de cauchy dans £(X,Y). on pose lim u, =u € L(X,Y)

je démontre que u € I, ,(X,Y). u, est (p, ¢) - sommant, alors on défini

u: lyw(X) — LY

(@h)i — (ulzn))i

notez que « est un opérateur linéaire fini, comme ¢ < p ; on a
[a((ze)iZ) lpw = [[(u(ze)) i llpaw < Nullll(@r)iZ llgw

pour toute n € N, soit



est bien défini, de plus ||@,|| = 7p4(un); (@,)52; une suite de cauchy dans £(€,.,(X), 4,(Y))
et comme /,(Y") est complet, alors L(¢,,,(X),?,(Y)) est un espace de Banach. et (u,)>,

converge pour w € L(€,.,(X),¢,(Y)) On pose, pour tout (zx)72, € £,.,(X) soit € > 0,

alors il existe N € N telle que
N € N = [[tn((zx)iZ1) — w((zr)iZi)llp < e

soit
(Yr)oz1 = w((zr)p2q) € L (V).
alors

n> N = (3 fun(we) = vel?)r = | (un(20))i2s — (e)illy < =

pour toute £ € N, on a

n=N=|lup(zi) —uill <e, (1.16)
alors
Hm u,(2x) = Y, (1.17)

pour toute k£ € N comme u,, — u dans £(X,Y") alors

lim w,(zr) = y (1.18)

n—-:uao

pour toute k£ € N. de (1.17) et (1.18) on a

(u(z))izs = (We)iza € (V)

donc
u((zr)pZy) = (wrr)iZy = (Ye)izs = w((w)is)
pour tout (x)32; € lg.(X). alors, & = w € L({y,(X),0,(Y)) est bien défini et u €

I1,,(X,Y), donc I, ,(X,Y') est un idéal de Banach. m

Corollary 1.2.12 Soient X, un sous espace d’un Banach X et u € II, ,(X,Y). Alors,

U/x, € I,4(Xo,Y) et 7Tp,q(u/Xo) < Tpglu).

15



Proposition 1.2.13 Soient 1 < g < p < ¢ et X,Y deux espaces de Banach. Alors, les

propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) L’opérateur u est (p, q)- sommant et m,,(u) < C.

(2) Pour tout n € N et tout v € L(£., X) on a uv € Il o(£1.,Y) et 7, 4(uv) < Cllv].
Démonstration. =) Supposons u € II, ,(X,Y) et m,,(u) < C. Soit n € N et v :
(g — X, d’apreés la Propriété d’idéale on a wv € I, 4(€.,Y) et mp (uv) < mpq(u)||v]]
ot mpy,(u) < C

donc 4 (uv) < Cllv].

<) Soit n € N et {xy,...,z,} C X. On définit v par v(e;) = z;, j € {1,...,n} ou (e;) est

la base canonique de 7. On a

n

e (X) = CSUP (Z (25, O)7)s.

EBX* ]:1

Q=

[v]l = |z
D’ou

O uas|P)e = (3 Juvtes) )7,

< Clof,
< C su xi, O 7.
< ceBE*(;§;|< 35 O

Donc u € I, ,(X,Y) et mp4(u) < C. m

Théoréme 1.2.14 (théoréme d’inclusion) Soit X et Y deux espaces de Banach. Suppo-

sons que 1 < q; < p; < oo (j =1,2) satisfait

q < ¢
P1 < D2 (1.19)
11 .11

alors

HPl»ql (X7 Y) C sz#]z (X’ Y)

De plus, on a mp, 4 (1) < Tp, 4 (w).pour tout u € 11, ., (X,Y).
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Démonstration. Soit ¢1 = ¢2 = ¢; le,Q(Xv Y) - sz,(I(Xv Y) est clair (CaI‘ gpl (Y) -
lpy(Y)).
Si g1 < g2, p1 < p2., quand q; < o, 00 2

1 1 1 1
—— —>———>0.

P P2 1 G2

On définie les indices 1 < ¢, p < oo par

1 1 1 .1 1 1
e et =—— —, (1.20)

q q1 q2 p P1 P2

Soit w € II,, ,,(X,Y) et z4,...,x, dans X, pour tout n € N, et posons A\, = ||wc;.€||p?2
(1 <k <n), donc

a1 = [lu(llum)l| > 2™

et

(pgpm )+p1 — Hu(fﬂk)sz

(@)@l )™ = fu(a)|

comme u est (p,q;) - sommant, alors

1 1
ZHU%H” )P Z\Iu M) [P) 7 <y g () sup ZX“ o) | )

k=1 PEBx

Puisque, + + - = 1, alors en appliquant I'inégalité de Holder sur les indices —et ” , on
q1 q1

a .

3

pEBx*

Tpra (U )H(Ak)kzlHqH(:Uk)k:lHqg,w-

n
1
O Muael™)7 < w3 A sup ZI@O )|)e
k=1 k=1

Comme p < ¢, on a

n

1
D lluzg[=)7 < mpy g (1 ZA ? 1 r )iz llga -
k=1

1
= Wpl,ql(U)(Z [uzi||P)7 [ (k) k=1l go.00
k=1

17



et = =L — 1 alors
b2 p1 p

n
1
(D a7z < w0 () (20) izt Nl
k=1

Donc u € I, ,(X,Y) et 7y, g0 (1) < 7py gy (u).
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Chapitre 2

Espace de suites (p, g)—sommants

2.1 L’espace (; (X)

Tpyq
Définition 2.1.1 Soient 1 < p,q < co; X un espace de Banach et (z;) une suite dans
X. On dit que (x;) est (p,q) - sommant si

1C' > 0, telle que Vn € N,Vai,...,x) € X*

Ol <€ sup (3

J=1 J=1

()|

On note

lr, (X)) = {des suites (x;) C X, (p,q)-sommants},
et mpqlxj, X| = mp4lx;] = inf{C,vérifiant la définition 2.1.1}.
Remarque 2.1.2
1- L’espace lr, (X) est un espace de Banach muni de la norme m,,. comme un sous
espace fermé de L(€q.,(X*), £p).

2- les modéfications évidentes dans la définition pour p = oo ou ¢ = oo font un sense,

mais alors clairement U, (X) = £,(X).

Notation 2.1.3 Sip = q, on note {, (X) =l (X) et m,,|x;| = 7plx;].

19



Définition 2.1.4 Soit X un espace de Banach et 1 < p,q < oo, (ZL';) C X* est une suite

(p, q)— sommant si et seulement st
4C' >0, telle que Vn €N, ‘v’xl, vy € X

(

J=1 J=1

en particulier, ly, (X) = lr, (X)) Nl(X).

Remarque 2.1.5
(1) Soit X un espace de Banach et 1 < q < p < o0, (x;) suite dans X. On dit que (x;)

suite (p,q) - sommante si et seulement si
4C' >0, telle que Vn € N, ‘v’x’{,. xy € X*
Zsup\a:k z;)|") » < C sup Z\xk %

z€BXx
(2)Sip=o0(resp.q=00)onal, (X)=1_0x(X) (resp.ly, (X)="1,(X)).
Lemme 2.1.6 soit 1 < p,q < 00.(a;) € K et € X.alors mp,[o;x] = |(o)]],. ||| - O
1_(1_ 1
=G )"

Proposition 2.1.7 Soient X un espace de Banach et 1 < p,q < 0co. Si % = (]1J — %)*, on

a
p(X) € b, ,(X) C £(X). (2.1)
Lemme 2.1.8 Soient X un espace de Banach, 1 < q¢ < p < oo et r tel que + = é — 11?.
Alors, pour tout x7,...,z; € X*, on a
z 1 z . 1

O M=) = sup{ > [ @5a; 197, 11(25)5lle. o) = 13-

j=1 j=1
Démonstration. Pour ¢ = 1 c’est juste la dualitée £,(X*) = ({,.(X))*. Pour le cas

général, soit
n

n n
(O foss 9% = smp (> fagasas| = ol = 1),
Jj=1 j=1

j=1

20



Notons que, £,.(X) = £,¢,(X). Donc,

sup{z |ozjx;-xj} : Z |ozj|q* =1,||(z;);
P =1

o) =1}

n

n
= sup{z ’x;ajxj| : Z |
j=1

Jj=1

T =L@l = 1}

On pose y; = a;z;, donc

sup{>_ [wragrs| o Y eyl =L))o o = 1}
j=1 j=1
= sup{>_ [+ D il = 13,
j=1 =1

= sl

D’ou,
n n

sup{ (3 |t |7 el 2y ], o= 11 = O |

j=1 j=1

p)%‘

*
Ly
Ce qui démontre le lemme m

Théoréme 2.1.9 Soient 1 < p < q < 0o, X un espace de Banach. Alors les propriétés
sutvantes sont équivalentes.

(1) L’espace X est de dimension finie.

(2) br,,(X) = £(X), ot =

1
.

1
p
Démonstration. (1)=—(2)

On suppose que X est de dimension finie, donc £,(X*) = £(X*), voir [DJT95, p. 33].

n

QN7 = sup{(y_

Jj=1

73 ()] ") llallx = 1}

Soit (z;) € £,(X), d’aprés le lemme (2.1.8) on a

n

Q_llaslns = sup{(3_

j=1

25(x) )7, 1) ey = 1)

= sup{(}_ |5 (@)[")7: lallx = 13,

21



donc
n n

O |ty < sup{(>

Jj=1 J=1

73 (@)]")7s llallx = 1}

Ce qui implique(z;) € 45, (X), et par conséquent
0 (X) C ly, (X). (2.2)

D’apres (2.1) et (2.2), on a

2)=)

On suppose que £, (X) = £.(X), ot & =+ — %. Donc d’apres le Lemme (2.1.1) on a

SRl

n . . n . .
D N5l = sup{ (Y |25 () )7 @) lle. o) = 1}
j=1 j=1

comme(x;) € £, (X), alors

x;“(x)|q)%,x € Bx},

1@, ce) < Csun{(Y
j=1

< Cll@))llepx)-

Donc

(2(X7) C 4,(X7). (2.3)

On a aussi vu le proposition (1.3.3)

D’aprés (2.3) et (2.4) on a

Donc X est de dimension finie. =
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Proposition 2.1.10 Soit (x;) une suite borneé dans X, et soit 1 < p, q. alors m, 4T ;)] =
Tp.qlz;| pour tout bijection o : N — N.

la preuve découle de la définition et du fait que p-norm et les g-norm faibles sont
réordonner invariant

Quand p > q nous pouvons en dire plus :

Proposition 2.1.11 Soit (x;) une suite borneé dans X, et soit 1 < g < p < 0. alors

TpalTo(i)] < Tpgl;] pour tout application o : N — N

Démonstration. on donne z7,...,x; € X*, on a

X lw5p? = Q0O frn )

ko og)y=Fk
< (O bt
ko o=k
P
l N
= (Z ( Z QT )(xk) )p ( Ou (aj)(r(j>:k € Bﬁq/)
kol o=k
1
= O_li=))?  (avecyp = > ar; € X7)
k o) =k
< Mpglai] ||(yk)||1zw (x+) = TpglT;]  sup Zﬁk?/k

BRIl <1

Z ajﬁa(j>y;

J

= TpelT;] sup
1Bl <1

IN

TpqlTs]  sup = Tpq[T] H (xg )

[GRlINES

)

Le résultat netient pas si 1 < p < ¢ : prendre ¢ une application constante.
Proposition 3 implique que tous les suites (p,q) - sommant satisfont quelque chose

apparemment plus fort que la condition dans la définition 1 :
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2.2 Théorémes d’iclusion

Proposition 2.2.1 (Inclusion) Soient X un espace de Banach, 1 < p; < poet1 < q <
¢2,1 <p < q<oo. Alors

(1) lry, (X)) Clry, (X)), et Ty, glx] < mpy gl

(2) lry 0y (X) € L, (X)), €l Ty g [25] < Tpgs 5],

(3) br,(X) C lr, (X), et mqla;] < mpla;],

en particulier, pour 1 < p,q < 0o, on a

U (X) €y (X) € L (X, (X).

Démonstration. (1) Soient 1 <p; <pyet 1 <g<oo, () € lr, ,(X), on a
- 1 " 1
Ol < (O Jas(an) [y,
j=1 j=1
. 1
< Tpalr) sup (Y |25()]")7,
rEBx j=1

Dong, (r;) € gﬂpQ,q (X) et mp, g[z5] < 7y gl25]-
(2) Soient 1 < ¢ < ga et 1 < p < oo, (75) € by, (X),
alors

n

F@))F < Tl sup (3

()™,
rEBx j=1

2

< 7TP7Q2[xj] sSup (Z

1
3 (@)")
rEBx

=1
On conclut, (1) € lr, , (X) et 74 [25] < Tpg0[75] -

(3) Claire d’apres le Théoréeme d’inclusion (1.2.3). =

Théoréme 2.2.2 Soient X un espace de Banach; 1 < p,q,r,s < oo tels que p < r et
1,1 1,1
.t <5+ Alors, br, (X) C Ly, (X).

Tr— P
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Démonstration. (a) Si 1 < s < gona, ((X*) CL°(X"). Si1<p<rona, ,(X)C

0.(X). Soit (x;) € £, (X), alors

n

()"

IA

Tpalj] [l () ||é};(X*),
j=1

IN

Wp,q[%’]”(x;) £w(X*)s

donc (z;) € £, (X) .

Tp,s

lry (X)) C by, (X).

Aussi pour 1 < p < r et d’apres la Proposition (2.2.1) (1), on a

D’apres (2.5) et (2.6) on a
lr, (X) C Uy, (X).

(2.6)

(b) Si1 < ¢ < sous=o0our = oo.Daprés la Remarque (2.1.5) et la Proposition

(2.1.7), on a
sis=o00
gﬂ'pq(X> g gﬂ'r,oo (X) = €T<X)
D’ou
lr, (X) C1(X)
Sir=o00
E?Tp,q (X) C Eﬂ'oo,s (X) = EOO(X)
D’ou
lr, (X) C loo(X)
(c)Sil<g<setrs< oo, alors
1<p<r 1<z r s
= P =1<--<x
1<qg<s 1< 3 b q

[\
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Soit a le conjugué de }—’; et b le conjugué de 2, alors

1
Lop_

L q
-+-=-=1
a 1 b + S
Pour la suite (z;) € {r, (X) il existe C > 0, Vi, ..., z; € X*, telles que
Q_le@|")r <c Sup (D |75 @)
j=1 TE€Bxx i
ce qui implique que 7, ,[z;] < C.
Maintenant soient o; > 0, telle que Z aj = 1. Alors
B ryl = 1 P 1
O =@ = O |wiajz))| ),
=1 j=1
n 1 q 1
< Tpglzs] sup (Z atofz| ),
CI?*GBx* jzl

n

n 1

< Mpglag]sup(y_af |o*(2)[%)e.
j=1

Posons ap < bqg = a < %q donc Z oy, d’apres I'inégalité de Holder £ + % =1
j=1

Y

on a

n

- * N 3o\ 2p - * 1
Sl @) < maled(af ) s (3l ()
j=1 j=1 TrEBxe =1

0 =

< Tpqlzi] sup (Z|x*(%)|s> :

*
T*EBx* j=1

On déduit que (z;) € £y, (X) donc by, (X) C by, (X) et 7, [x;] < mpgle;]. m

Proposition 2.2.3 [DJT 95, p.53]

Soient X, Y deux espaces de Banach, v € II,(X,Y) et 1 < p,q,r < oo telle que % =
%+ %.Alors pour tout (z,) € (;(X) il existe (0,) € £y €t (yn) € £)(X), Vo = [(@n)llpw(x) »
on a

(1) v(x,) = 0p.Yn, Vn € N.
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(2) (ea)ll, <71
(3) (yn)lley < ~"7P.7q(v).

Pour la démonstration, on pourra consulter le livre [DJT 95, p.53].

Lemme 2.2.4 Soit X un espace de Banach, et 1 < p < 00, on a {{(X) = (0. (X) si et
seulement si L(co, X) = 11,(co, X).

Démonstration. =)On suppose que (1'(X) = £, (X) et soit u € L(co, X), u(e;) = z;

ot (7;) € £(X), et (e;) est la base canonique de co, u(e;) = oz} = x; telle que (a;) € £,

et (77) € £.(X).

On pose u = wv telle que v € L(cy, ¢,) avec v(ej) = ajej, et w € L(cp,¥p) . On a v un
opérateur diagonal, donc d’aprés L’exemple (1.2.2) on a v est p - sommant. Donc u

est un opérateur p - sommant, d’aprés la Propriété d’idéal telle que v € II,(co, ¢,) et

w e L({,, X) . Ce qui implique
E(Co,X) = Hp(C[),X).

<=)On suppose que L(cg, X) = I, (co, X), et (z;) € £{(X). Soit u € L(cy, X) telle
que
w: ¢ — X
(ej) r— ule;) = x;
donc soit (e;) € ¢ (co) et u € II,(co, X), on a d’apreés la Proposition (2.2.3), u(e;) =

ari = x5 ou (o) € £, et (7)) € £,.(X). alors, ({(X) = £,00.(X). =

Proposition 2.2.5 Soit X un espace de Banach, telle que L(co, X*) = g (co, X*) pour

tout 1 < s < oo. Alors Uy, (X) C lr, ,(X) pourtout1 < p,q,r,s,t < oo avec %—é =1_2

vl

Théoréme 2.2.6 Soit X un espace de Banach,telle que L(co, X*) = g (co, X*) pour

tout 1 < s < 0o. Alors U, (X) =Ly, (X) pour toutl <p,q,r,5,t <00 avecl <p<r et

3 =

® =

D=
Q=
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Démonstration. D’apres le théoréeme (2.2.2) on a

le, (X) C Ly (X). (2.7)

Tp,q

D’apres la proposition (2.2.5) on a

£y (X) €y, (). (2.8)

Alors, d’apres (2.7) et (2.8) on a

‘€7rr,s (X) - gﬂ'p,q (X) .

Proposition 2.2.7 [2/Soient X un espace de Banach, 1 < q < p < oo et r > p*. Alors

les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) Idx- est (p,q)-sommante et wpq(Idx-) = sup{msq[x;| : ||(z;)]|e.(x) = 1}
(2) 0(X) C b, (X)pour tout 1 < s <r ou + =141

T p

Démonstration. (1)=(2)

Supposons que Idx~ est (p, q)- sommante. Donc pour tout x3, ...,z dans X* on a
i 1 i 1
O -3 < mpa(dc-) sup (3 [(G )"
jzl €EbXx 321

D’ou

Q5177 < T (Tdx)[[(@5) g e, (2.9)
j=1

Soit () € By(x)ysit =21+ % on a

- % 1 = % s\ 1
O N7 = sup{(Q_ |25(@)[)* = @)oo = 13-
j=1 j=1
Ceci implique que

O x5 < (Tl )5, (2.10)
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et par conséquent d’apres (2.9) et (2.10) on a

Qo lz@) < Qo lsin,

< 7T}D,q(IdX*)

@) g

D’ou
* s\ 1 % 1
O i @)]) s < mpgdxe) sup (O |25 (2)] ). (2.11)
j=1 veBx oy
Ce qui implique (z;) € lx, (X) donc £,(X) C 4y, (X)tql<s<reti=1+ ]l).
Aussi
Tsqlxj] = inf{m,(Idx~), vérifiant (2.11)},
et
Tpa(Ldx+) = sup{ms q[2;], [[(2;)[le,x) = 1}
(2) = (1)

Soit £(X) Clr, (X)avecl1 <s<retl=1+ %. Soit () € x, ,(X) . On a

QO 5[ < magleg) sup (3 |5 @),
j=1 TEEX =1
et .
sup{(Y_ 5 ()7 @)l = 1}
j=1
< sup{msqleih Illecn =13 mp O |5
Aussi . .
Q3177 < sup{maglesl: 5o = 1} sup (3 fo5@)|)+.
j=1 j=1
D’ou . .
Qs IP)> < sup{msglas]s @)l oo = 1} sup (3 [3(@)]"):.
j=1 j=1
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Ce qui implique que Idy- est un opérateur (p, q)- sommant et

Tpq(Ldx+) = sup{ms o[2;], [ (x5)]le.x) = 1}
Ceci termine la démonstration. =

Proposition 2.2.8 (Fonction de Rademacher)
On définit les fonctions de Rademacher r, : [0;1] — R, n € N,
par

rn(t) = sign(sin(2"nt)).

La caractéristique la plus importante de ces fonctions est qu’elles ont des propriétés
d’orthogonalités.

On peut ajouter d’ou elles viennent :

Sin < m, r, est constant sur chacun des "Périodes” de r,, et frn.rm = 0.

Sing <ng < ..<nyg etpy,ps,... pr Sont positifs ou nuls, alors

1 1 si tous les p; sont pairs
/0 P21 ()P (1)t =

0 st non

Une conséquence immédiate est que les r,, forment une suite orthonormale dans L3[0; 1]

/01 ;anrn(t)

Théoréme 2.2.9 Soit X un espace de Banach, si ¢ < p et Si = % — ]—1) on a, (¥(X) C
lr, (X).

eton a :

2
dt =" lan|* V(o) € by

Démonstration. Si ¢ < p on aura Si > ( donc

11 1 1 1 1 1
T T T T AT T T
p P g q P ¢ q p s
et
1 1 1 1 1 11 1
prind i Gl M S Gl
P s pros ¢ pr g
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Soit (7;) C X, (zj) C X* on a

(Z |m;(:€])|p)% = sup Z ‘ajx xj‘
j=1

llesllp= =1

S 1 1
Au58181];:5—*+q—*0na

n

(

(€))7 = sup sup Zw
]1

j=1 ”B [l sx= 1”)‘ Hq +=1

= sup sup ZK)‘J%’ﬂ%M

18,5 =1 [[Aj][gx=1
/ <Z7’j A, x],Zrk )5 x]>

= sup
18115+ =11l Hq »=1

D’apres [DJT95, Proposition 11.10] on a

< e o ([ [Eons

j=1 118, Hs* LIX Hq
> i) By

)(/01 | rasa| dn®,
er(t)/\jx;

< sup sup sup
1811+ =1 [IAjll g+ =1 te[0,1]

I

k x Il 7 X*
< ||$j||ZgJ(X) sup  sup ( k() ATk |])-
1A llgx=1 tefo,1) k
<l llew ol ew x
. :

z€EBx
Ceci implique que (z;) € l, (X) et mp4[z;] <

l (X). m

w(x), €t par conséquent (¥ (X) C

Tp,q

Tp,q

Corollary 2.2.10 Soit X un espace de Banach, alors (;(X) C lr,,(X) pour tout 1 <

p < 0.

Démonstration. D’aprés le Théoréeme (2.2.9) on a

(1)Sis=petg=1ona

0 (X) Clr,  (X) tel que p > 1 et mpa[z;] < ||l lew(x)-
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(2) Sip=1ona
(Y (X) C Ly (X)

Cecl termine la démonstration. =
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Chapitre 3

Les espace des suites d’opérateurs

linéaires (p, ¢)-sommants

3.1 L’espace /; (X,Y)

Cette section s’article sur [3].

Définition 3.1.1 Soient X,Y deux espaces de Banach, E(X), F(Y) deux espaces de
suites de Banach et (u;)1<j<n une suite dans L(X,Y). On dit que (u;j)1<j<, est une suite

d’opérateurs multiplicateurs entre E(X) et F(Y)si

{ dC' > 0, telle que Vn € N, Vxq,...,x, € X

13 @)=l iy < C @)l ey

On note

(E(X),F(Y)) = {(uj)i1<j<n € L(X,Y), suites d’opérateurs multiplicateurs}.

Définition 3.1.2 Soient 1 < ¢ < p < oo, et X,Y deux espaces de Banach, (u;); suite

dans L(X,Y). On dit que (u;) est une suite d’opérateurs (p,q)-sommants ( ou bien suite
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d’opérateurs multiplicateurs (p, q)-sommants ) si
3C > 0, telle que Vn € N, Vxq,...,x, € X
a 1 - 1
sl <€ sup (3l )5
=1 TrEBx =1

On note

le, (X,Y) ={(u;) € L(X,Y), suites d’opérateurs (p,q)-sommants},

Tp,q

et
Tpqltj] = mpq[u;; X, Y] = inf{C, vérifiant la définition 3.1.2}.

Notation 3.1.3 Sip = q onnote, b, (X,Y) =l (X,Y) et mp,[u;; X, Y] = mplu;; X, Y]
Remarque 3.1.4 Sip =00 ouqg=00 on a
U (X,Y) = U (L(X,Y)) et £y oo(X,Y) = £,(L(X,Y)).

En effet, sip = o0 et (u;) € r, (X,Y) on a

l
sup [[u;z;| < C sup Z!iﬁ z;)|")7,

J T*EBx*

IN

o0,

donce (uj) € loo(L(X,Y)).
Siq=o00 et (u;) € ly, (X,Y) ona

x EBX*j 1

O lu(zplP)yr < Csup sup Zp: z;)|),
j=1

IN

d’ou (u;) € €,(L(X,Y)).

Proposition 3.1.5 Soient X,Y deux espaces de Banach et 1 < g < p < oco. Alors
(1) Sip<qona I (X,Y)={0}.
(2) (br, ,(X,Y),m,,) est un espace de Banach.
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Remarque 3.1.6 L’ inégalité

I (i (@)1 ey < Clia) i e

implique que

(65 (X), £p(Y)) = b, (X, Y).

Proposition 3.1.7 Soient X,Y deux espaces de Banach et 1 < q < p < oo. Alors

(Uj) el

Tp,q

WPQ[UJ’X Y| = sup{m; q[)‘ uj; X, Y] ”/\ |

Kp* - }

Démonstration. =) Soit (u;) € ¢,, (X,Y). Par conséquent

Tp,q
L 1
O lluy(z)IP)» = sup ZH)\ u;(z;)]
j=1 (A lep.=1
1
< Tpglus] sup Zlm ()|,
T*EBx* j=1
donc
n
Z [Ajuj(zp)l < sup  (mpq[Ajwy]) sup Z % (2;)]
i— (X)L =1 a*€Bxx T
D’ou,

(Ajus) € Uy (X, Y) et 7y g[uy; X, Y] < sup{m, o[ Ajuzs X, YT [(A5) ey,

(2) <=) Soit (Aju;) € r, (X,Y). Donc

Q=

ZH)‘juj(xj)H < mig[Ajuy] sup Z|I z;)|)e,
j=1

.Z‘EBX* J 1

SUP{(Z [ A () 1)s 1A ]

X5 lleps =1 z*EBxx

1

QD lusplP)yr < sup (mig[Ayuy]) sup Z!w ;)]
=1

X5l epe =1 z*EBxx

ce qui implique (u;) € x, (X, Y) et m,4[u;; X, Y] < sup{miq[Nju;; X, Y], [ Ajlle,, =
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q .

(X,Y) si et seulement si (A\ju;) € £, (X,Y) pour tout (A;) € €y et

—1}.

0, = 1} < sup  (mig[Auy]) sup Z|x zj)| %

1
q

Y

1.



3.2 Propriétés
Théoréme 3.2.1 Soient X,Y deux espaces de Banach et 1 < p. Alors,
GL(XY)) C ol  (X,Y).

Démonstration. On suppose que uq, ...,u, € L(X,Y) et z1,...,z, € {¥(X). Alors,
(Zn: luj(z)[P)r = supf Zn:<“j($j)>y}‘> Yyl
=1 j=1

— sup{ i@j,u;yﬁ >yl
<Zm]r] Zu yiri(t > dt : Z 7117
sl [ Zu i Ollde 3 g
<Zugy]m >‘ Z [

j=1

<Z w;(z)r;(t), y]*> :

Soit u; € £5(L(X,Y)). Ceci implique

Y

b

I

IN

IN

— 1, ol = 1, € [0,1]}

125l ) sup{

Donc

“=1,|z|| = 1,t € [0,1]}.

- 1
(D s (@) IP)e < Nlwjlepx supf
j=1

1

- 1 1
O lui@plPyr < Jlagllepx) sup ZH% NP7,
j=1

[[=f|=1

IN

sup ZH% )7 s e

f[=]|=1

1
< sup ZH% )|[7)7 sup ZVC ;)|

l[=]l=1 z*EBxx

Donc (u;) € £y, (X,Y). =
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Proposition 3.2.2 (Inclusion ) Soient X,Y deux espaces de Banach, et 1 < q < p; <
Pp<oo,l<qgi<gp<p<ooetl <p<q<oo. Alors,

(1) £ry, ,(X.Y) C by, (X,7).

(2) lr, , (X,Y) C Uy, (X,Y).

(3) r,)(X,Y) C U (X,Y).

(4) £ (X,Y) C ry(X,Y) C £, (X, ) C by, (X, ).
La preuve est évidente d’apres la Proposition (2.2.1).

Théoréme 3.2.3 Soient X,Y deux espaces de Banach, 1 <p <retl<gq,s et % +

S e
IA

% + % Alors
lr, (X,Y) Clr (X)Y).

Pour la démonstration, on utilise le Théoréeme (2.2.2).

Proposition 3.2.4 Soit X un espace de Banach tel que L(cq, X) = g« (co, X). Alors

1 1 1 1
(X7Y)7 OalgpaQ7r75<OO et ——— = — — —.

gﬂ'hs <X7 Y) g g
' p q 1T s

Tp,q

Pour tout espace de Banach'Y.

La preuve est évidente d’apres la Proposition (2.2.5).
On peut donner le Théoréme suivant d’aprés le Théoreme (3.2.3) et la Proposition

(3.2.4).

Théoréme 3.2.5 Soit X un espace de Banach telle que L(co, X) = Ig«(co, X). Alors

1 1 1
br, (X,Y) =L (X,Y),001<p,qrs<ooet———=-—.
| | poq T
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