
 

République Algérienne Démocratique Et Populaire 

Université Mohamed BoudiafDe M’sila 

Faculté Des Mathématiques Et De L’informatique 

Département De Mathématiques 

Promotion : 2017 / 2018 
 

 

MMEEMMOOIIRREE  DDEE  FFIINN  DD''EETTUUDDEE  

Présenté pour l'obtention du Diplôme de MASTER  

Domaine : Mathématiques et Informatique 

Filière:Mathématiques 

Option : Analyse Fonctionnelle 

 

Par 

Soltani Housseyne  
 

Sujet 

Les suites (p,q) - sommants  

 

 

 
 

Date de soutenance :19 Juin 2018 

Devant le jury : 

Mr. DahiaElhadj M.C.A. U. de M'sila Président 

Mr. Achour Dahmen Prof.     U. de M'sila Rapporteur 

Mr. Heraiz Rabeh M.C.B. U. de M'sila Examinateur 



Table des matières

Introduction 1

1 Opérateurs (p; q)�sommants 3

1.1 Espaces de suites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 Opérateurs (p; q)�sommants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.1 Dé�nitions et propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.2 L�Idéal des opérateurs linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2 Espace de suites (p; q)�sommants 19

2.1 L�espace `�p;q (X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 Théorèmes d�iclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3 Les espace des suites d�opérateurs linéaires (p; q)-sommants 33

3.1 L�espace `�p;q(X; Y ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.2 Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

1



Remerciements

Avant tout, j�adresse mes remerciements en premier lieu,à ALLAH tout puissant pour la

volonté, la santé, le courage et la patience qu�il m�a donné durant toutes ces longues

annéesde formation.

Je tiens à remercier sincérement prof.ACHOUR Dahmane, pour avoir accepté de

diriger ce mémoire, pour les conseils qu�il m�a prodigué et pour les e¤orts qu�il a consenti

tout au long de la réalisation de ce travail, qu�il trouve ici toute ma gratitude et ma

reconnaissance.

Mes remerciements vont également à tous les membres de jury qui m�ont fait l�honneur

de participer au jury de mon mémoire et examiner ce travail.

Je tiens à exprimer toute ma gratitude à mes collègues, et pour leurs aides et leurs

encouragements.

En�n je ne voudrais pas oublier de remercier toute personne m�a aidé de loin ou de près

à réaliser ce travail.

Merci



Résumé
Dans ce mémoire, on essaie de présenter la notion mathématique des suites (p; q)-

sommants à celle d�opérateurs linéaires. Aussi l�étude de quelques propriétés relatives aux

opérateurs linéaires.

Mots-clés : espace de suites, Opérateurs (p; q)-sommant, suites (p; q)-sommants, suites

d�opérateurs (p; q)-sommats.

Abstract
In this memory, we try to present the mathematical notion of (p; q)-summing sequences

are in that of linear operators. Also the study of some properties related to linear operators.

Keywords : sequences space, (p; q)-summing operators, (p; q)-summing sequences,

(p; q)-summing sequences of operators.
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Notations générale

X; Y Deux espaces de Banach.

X� Le dual topologique de X.

BX La boule unité fermé de X.

L(X;Y ) Espace des opérateurs linéaire de X dans Y .

L(X; Y ) Espace des opérateurs linéaire continue de X dans Y .

`np (X) Espace des suites (xi)1�i�n dans X absolument p-sommables.

`np;w(X) Espace des suites (xi)1�i�n dans X faiblement p-sommables.

�p;q(X;Y ) Espace de Banach des opérateurs linéaire (p; q)-sommants de X dans Y .

�p(X; Y ) Espace de Banach des opérateurs linéaire p-sommants de X dans Y .

`p;q(X) Espace de Banach des suites (p; q)-sommants

`p;q(X; Y ) Espace de Banach des suites d�opérateurs (p; q)-sommants
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Introduction

Les travaux de ce mémoire se situent dans le cadre de la théorie de sommabilité. Ils

portent essentiellement sur les suites (p; q)-sommants. Ces dernières sont bien étudies par

José Luis Arregui et Oscar Blasco [2]. Historiquemen, Précisément, dans ce travail, on

s�intéresse à ce dernier concept dont on étudiera les suites (p; q)- sommants et les suites

des opérateurs (p; q)- sommants. Le mémoire s�articule autour de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous allons commencer par donnant un aparçu général sur

les opérateurs (p; q)-sommants, l�espace des suites p - sommables et l�espace des suites

faiblements p - sommables. On terminera par rappeler la dé�nition des opérateurs linéaires

(p; q)-sommants ( ceux sont des opérateurs entre des espaces de Banach, qui tansforment

les suites faiblement q - sommables en des suites fortement p - sommables ).

Dans le deuxième chapitre, on étudiera les suites (p; q)-sommants pour p; q 2 [1;1).

La suite (xj)j dans un espace de Banach X est (p; q) - sommants si pour toute suite

faiblement q- sommable (x�j)j dans un espace dual on obtient une suite p- sommante des

scalaires (x�j(xj))j.

Dans le troisième chapitre, on introduit l�espace des suites d�opérateurs linéaires (p; q)-

sommants, qui a été bien étudié par [3]. Dans lequel, on va traiter l�espace des suites mul-

tiplicateurs ayaur pour symbole (E(X); F (Y )) où E(X) et F (Y ) sont deux espaces des

suites (X et Y;E(X); F (Y ) des espaces de Banach ). On dit que (un) est une suite d�opéra-

teurs multiplicateurs entre E(X) et F (Y ) s�il existe C > 0, tel que 8n 2 N,8x1; :::; xn 2 X.

On a

k(uj(xj))nj=1kF (Y ) � Ck(xj)nj=1kE(X):

1



Si F (Y ) = `p(Y ) et E(X) = `wq (X), 1 � q � p <1. On a

k(ujxj)k`p(Y ) � Ck(xj)k`wq (X):

On dira que (uj) est une suite d�opérateurs linéaires (p; q) - sommants. On termine par

donner quelques propriétés.

2



Chapitre 1

Opérateurs (p; q)�sommants

1.1 Espaces de suites

Soit p un nombre réel tel que 1 � p < +1. Rappelons que `p(N) = `p est l�espace

vectoriel des suites de scalaires x = (xn)n2N pour lesquelles la série
X
n2N

jxnjp converge.

Alors `p(N) est un espace de Banach pour la norme k:kp dé�nie par : pour tout x =

(xn)n2N 2 `p, on a

kxkp = (
X
n2N

jxnjp)
1
p :

L�espace des suites de scalaires x = (xn)n2N bornées muni de la norme

kxk = sup
n2N

jxnj

est un espace de Banach noté `1(N) ou tout simplement `1. On notera c0(N) ou tout

simplement c0 le sous-espace fermée de `1 des suites qui convergent vers zéro. On désignera

par X; Y deux espaces de Banach et X�; Y � sont leurs espaces duaux . Soit 1 � p� � 1

le conjugue de p telle que 1
p
+ 1

p� = 1:

Espaces des suites p-sommable

Tout d�abord, si X un espace de Banach, nous noterons XN espace de toute les suites
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(xi)i d�éléments de X. L�ensemble XN est espace vectoriel lorsqu�il est muni de la loi

d�addition

(xi)i + (yi)i := (xi + yi)i

et la loi

�:(xi)i := (�xi)i; ou � 2 K:

Dé�nition 1.1.1 (L�espace de suites p-sommables) Une suite (xn) (resp:(xi)1�i�n) dans

X est absolument p-sommables si la suite scalaire (kxnk) (resp.(kxik)1�i�n) est dans `p.

On note `p(X)(resp.`np (X)) l�espace des suites (xn) (resp:(xi)1�i�n) dans X absolument

p-sommables muni de la norme :

k(xn)nk`p(X) = k(xn)nkp = (
1X
n=1

kxnkp)
1
p si 1 � p <1

k(xn)nk`1(X) = k(xn)nk1 = sup
n
kxnk si p =1

Espaces de suites faiblement p-sommable

Dé�nition 1.1.2 (L�espace de suites faiblement p-sommables)

Une suite (xn)(resp.(xi)1�i�n) dans X est faiblement p-sommables si la suite scalaire

(x�(xn)) (resp:(x�(xi)1�i�n) est dans `p pour tout x� 2 X�:

On note `wp (X)(resp.`
n
p;w(X)) l�espace des suites (xi) (resp.(xi)1�i�n) dans X faiblement

p-sommables telle que

`wp (X) := f(xn)n � X : (hx�; xni)n 2 `p; x� 2 X�g

muni de la norme :

k(xn)nkp;w = k(xn)nk`wp (X) = sup
x�2BX�

(
nX
i=1

jhx�; xnijp)
1
p si 1 � p <1

k(xn)nk`w1(X) = sup
x�2BX�

sup
n

jhx�; xnij si p =1
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Nous considérons les relations entre les espaces de suites p-sommables (voir par exemple

[4]).

Théorème 1.1.3 i) `w1(X) = `1(X);

ii) `wp (X) est un espace de Banach ;

iii) Soit 1 � p < 1, alors, `p(X) � `wp (X) de plus `p(X) = `wp (X) si et seulement si

dim(X) est �nie.

Proposition 1.1.4

1- Si 1 � p <1 ; on a

k(xn)nkp = sup

(�����
1X
n=1

x�n(xn)

����� : (x�n)1n=1 2 X�; k(x�n)1n=1kp� � 1
)
; (1.3.2)

particuliérement, pour X = K ; on a

k(�n)nkp = sup

(�����
1X
n=1

�n�n

����� : k(�n)1n=1kp� � 1
)
:

2- k(xn)nkp;w = sup

(





1X
n=1

�nxn






 : k(�n)1n=1kp� � 1
)

Proposition 1.1.5

1- Si 1 � p <1, on a `wp (X) = L(`p� ;X) isometriquement.

2- Si p = 1 on a `wp (X) = L(c0;X) isometriquement.

1.2 Opérateurs (p; q)�sommants

1.2.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 1.2.1 Soient 1 � p; q < 1 et X; Y deux espaces de Banach, un opérateur

linéaire u 2 L(X; Y ) est absolument (p; q)-sommant (ou (p; q)-sommant) si (u(xn))1n=1 2

`p(Y ) pour tout (xn)1n=1 2 `q;w(X) i.e : l�opérateur

�u : `q;w(X) �! `p(Y )

(xn)
1
n=1 �! (u(xn))

1
n=1:
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est bien dé�nit

La classe des opérateurs linéaires (p; q)-sommants de X dans Y , noté �p;q(X; Y ): Pour

p = q, on note �p(X; Y ) l�espace des opérateurs linéaires p-sommants de X dans Y .

Example 1.2.2 Soit K un espace compact de Hausdor¤, et � une mesure positive sur

K. On concèdere 1 � p <1; alors

L�opérateur Diagonal

D� : `1 �! `p

an �! (�nan)

est p - sommant de plus �q(D�) = k�kp

Théorème 1.2.3 (Théorème d�inclusion)

Soient X;Y deux espaces de Banach et 0 < p < q <1: on a �p(X; Y ) � �q(X; Y ), et

pour tout u 2 �p(X; Y ), �q(u) � �p(u).

Proposition 1.2.4 Soit u 2 L(X; Y ) les propriétés suivantes sont équivalentes

i) u est (p; q)-sommants

ii) il existe une constante k > 0 telle que

(
nX
k=1

ku(xk)kp)
1
p � k sup

'2BX�
(
nX
k=1

j'(xk)jq)
1
q ; (1.4)

pour tout suite x1; :::; xn dans X et pour tout n 2 N:

iii) il existe une constante k > 0 telle que

(
1X
k=1

ku(xk)kp)
1
p � k sup

'2BX�
(
1X
k=1

j'(xk)jq)
1
q ;

pour (xk)
1
k=1 2 `q;w(X):

iv) il existe k > 0 telle que

(
1X
k=1

ku(xk)kp)
1
p � k sup

'2BX�
(
1X
k=1

j'(xk)jq)
1
q ;
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pour (xk)1k=1 2 `q;u(X):

où

`q;u(X) = f(xj)1j=1 2 `p;w(X); lim
n�!1

k(xj)1j=1kp;w = 0g:

v) (u(xk))
1
k=1 2 `p(Y ) quand (xk)

1
k=1 2 `q;u(X):

on pose

�p;q (u) = inffk véri�ant 1:4g;

de plus on a �p;q (u) = k�uk:

Démonstration. (i) =) (ii) supposons que u est (p; q) - sommant et on suppose que

(xk)1k=1 converge vers x = (xn)
1
n=1 dans `q;w(X) et �u(x

(k)) converge vers y = (yn)1n=1 dans

`p(Y ):comme (x(k))1k=1 converge vers (xn)
1
n=1; pour tout " > 0, il existe N 2 N telle que

k � N =) sup
'2BX�

(
1X
k=1

��'(x(k)n � xn)
��q) 1q = kx(k) � xkq;w < ";

on obtient
1X
n=1

��'(x(k)n � xn)
��q < "p (1.5)

pour tout ' 2 BX� :

On a alors

k � N =) kx(k)n � xnk = sup
'2BX�

��'(x(k)n � xn)
�� < "

et pour chaque valeur de n 2 N; on a (x(k)n )1k=1 converge vers xn dans X et comme u est

continue donc

lim
k�!1

u(x(k)n ) = u(xn) (1.6)

pour tout n 2 N et comme (�u(x(k)n ))1k=1 converge vers y = (yn)1n=1 dans `p(Y ); il existe

N
0
telle que

k � N
0
=) k�u(x(k))� ykp < ";

et donc

k � N
0
=) k( �u(x(k)n ))1n=1 � (yn)1n=1kp < ";

7



alors

k � N
0
=) (

1X
n=1

ku(x(k)n )� ynkp)
1
p < ":

Par suite

k � N
0
=) ku(x(k)n )� ynk < ";

pour tout n 2 N:

Donc

lim
k�!1

u(x(k)n ) = yn (1.7)

pour tout n 2 N. D�après (1.6) et (1.7) on a u(xn) = yn pour tout n 2 N: De sorte

�u(x) = (u(xn))
1
n=1 = (yn)

1
n=1 = y:

Comme �u est linéaire et par le théorème du graphe fermé, u est continue et pour toute

suite �ni (xk)nk=1 dans X, on a

(
nX
k=1

ku(xk)kp)
1
p = k(u(xk))nk=1kp (1.8)

= k�u((xk))nk=1kp

� k�ukk(xk))nk=1kq;w

= k�uk sup
'2BX�

(
nX
k=1

j '(xk) jq)
1
q :

De plus

�p;q(u) � k�uk:

(ii) =) (iii) supposons que pour x1; :::; xn dans X et n 2 N

(
nX
k=1

ku(xk)kp)
1
p � K sup

'2BX�
(
nX
k=1

j'(xk)jq)
1
q :
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Soit (xn)1n=1 2 `q;w(X); donc

k(u(xk))1k=1kp = (

1X
k=1

ku(xk)kp)
1
p = sup

n
(

nX
k=1

ku(xk)kp)
1
p (1.9)

� sup
n
[K sup

'2BX�
(

nX
k=1

j'(xk)jq)
1
q ]

= K sup
'2BX�

sup
n
(
nX
k=1

j'(xk)jq)
1
q

= K sup
'2BX�

(
nX
k=1

j'(xk)jq)
1
q = Kk(xn)1n=1kq;w

(iii) =) (i) De toute évidence de (iii) que (u(xn))1n=1 2 `p(Y ); alors (xn)1n=1 2 `q;w(X):

k�uk = sup
k(xn)1n=1kq;w�1

k( �u(xn))1n=1kp = sup
k(xn)1n=1kq;w�1

(

1X
n=1

ku(xn)kp)
1
p (1.10)

� sup
k(xn)1n=1kq;w�1

Kk(xn)1n=1kq;w

= k:

De plus

k�uk � �p;q(u): (1.11)

De (1.8) et (1.11) on trouve �p;q(u) = k�uk:

(iii) =) (iv) est évidente:

(iv) =) (v) évidente.

(v) =) (ii) soit (u(xk))nk=1 2 `p(Y ) telle que (xk)1k=1 2 `q;u(X); l�applicatoion

�u : `q;u(X) �! `p(Y ); (xk)
1
k=1 �! �u((xk)

n
k=1) = (u(xk))

n
k=1

est bien dé�nie, de la meme façon de (i) =) (ii); �u est continue. On remarque que, si

x1; :::; xn 2 X on prend

(x1; x2; :::; xn; 0; 0; :::) 2 `q;u(X):

9



Alors

(

nX
k=1

ku(xk)kp)
1
p = k(u(xk))nk=1kp

= k�u(xk)nk=1kp

� k�ukk(xk)nk=1kq;w

= k�uk sup
'2BX�

(

nX
k=1

j'(xk)jq)
1
q :

Remarque 1.2.5 Si p < q et u est un opérateur (p; q)-sommant, alors u = 0:

En e¤et, soit X 6= f0g, p < q et soit (�k)1k=1 dans `q�`p: Pour 0 6= x 2 X; (�kx)1k=1 2 `q;w:

On supppose que u 6= 0 est absolument (p; q)-sommant, alors il existe K > 0 telle que

(
nX
k=1

ku(�kx)kp)
1
p � K sup

'2BX�
(
nX
k=1

j'(�kx)jq)
1
q

pour toute n 2 N

ku(x)k(
nX
k=1

j�kjp)
1
p � K sup

'2BX�
j'(x)j (

nX
k=1

j�kjq)
1
q ;

alors

ku(x)k(
nX
k=1

j�kjp)
1
p � Kkxk(

nX
k=1

j�kjq)
1
q

on prend sup
kxk�1

on obtient

kuk(
nX
k=1

j�kjp)
1
p � K(

nX
k=1

j�kjq)
1
q ;

donc (�k)1k=1 2 `p (absurd).

Remarque 1.2.6 Comme �p;q(u) = k�uk et k�u((xk)1k=1)kp � k�ukk(xk)1k=1kq;w; on a

(
1X
k=1

ku(xk)kp)
1
p � �p;q(u) sup

'2BX�
(

1X
k=1

j'(xk)jq)
1
q :

10



Proposition 1.2.7 (�p;q(X; Y ); �p;q(:)) est un espace vectoriel normé.

Démonstration. Soient u; v 2 �p;q(X;Y ) et � 2 K:on a :

(
mX
i=1

ku(xi)kp)
1
p � �p;q(u) sup

'2BX�
(
mX
i=1

j'(xi)jq)
1
q ;

(

mX
i=1

kv(xi)kp)
1
p � �p;q(v) sup

'2BX�
(

mX
i=1

j'(xi)jq)
1
q ;

pour tout x1; :::; xm dans X; par l�inégalité de Minkowski nous donne

(
mX
i=1

k(u+ �v)(xi)kp)
1
p � (

mX
i=1

(ku(xi)k+ k�v(xi)k)p)
1
p (1.12)

� (

mX
i=1

ku(xi)kp)
1
p + j�j (

mX
i=1

kv(xi)kp)
1
p

� (�p;q(u) + j�j�p;q(v)) sup
'2BX�

(
mX
i=1

j'(xi)jq)
1
q

donc u+ �v 2 �p;q(X; Y ):

Soit u 2 �p;q(X;Y ) et � 2 K; on a

�p;q(�u) = kf�uk = j�j k�uk = j�j�p;q(u)
et �p;q(u) � 0;

�p;q(u) = 0, k�uk = 0, �u = 0, u = 0:

De sorte que �p;q est une norme.

Remarque 1.2.8 Pour tout u 2 �p;q(X; Y ), on a

kuk � �p;q(u):

En e¤et, pour n = 1 dans (1.4), on a

kuk = sup
kxk�1

ku(x)k � sup
kxk�1

�p;q(u) sup
'2BX�

j'(x)j

= �p;q(u) sup
kxk�1

kxk = �p;q(u):
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1.2.2 L�Idéal des opérateurs linéaire

Dé�nition 1.2.9 (opérateur de rang �ni) un opérateur linéaire u continue de X dans Y

est de rang �ni s�il est somme �ni d�opérateur de la forme

u : X �! Y

x 7! x�(x)y

où x� 2 X et y 2 Y: L�espace des opérateurs linéaires de rang �ni sera noté Lf (X; Y ):

Dé�nition 1.2.10 (Idéal des opérateurs linéaires) . Un Idéal des opérateurs linéaires I

est un classe d�opérateurs linéaires borné telle que pour tout X et Y des espaces de Banach

on a :

(a) L�ensemble I(X; Y ) est un sous ecpace de L(X;Y ) qui contient Lf (X;Y ):

(b) Propriété d�idéal :si u 2 L(X;Y ) , v 2 I(Y;G) et t 2 L(G;H) alors t�v�u 2 I(X;H):

De plus, si k:kI : I �! R+satisfait :

(i) (I(X; Y ); k:kI) est un Banach.

(ii) kidKk = 1 tel que idK : K �! K donné par id|(x) = x:

(iii) kt � v � ukI � ktkkvkIkuk, alors (I(X; Y ); k:kI), s�appelle idéal de Banach des opéra-

teurs linéaires.

Théorème 1.2.11 Soit 1 � q � p <1;alors (�p;q(X; Y ); �p;q(:)) est un idéal normé (de

Banach ) des opérateurs linéaires.

Démonstration. D�après la proposition (1.2.7), l�ensemble �p;q(X; Y ) est un sous espace

vectoriel normé. Il su¢ t de montrer que :

(i) Lf (X; Y ) � �p;q(X;Y ); il su¢ t de montrer que tout opérateur de rang 1 est (p; q)-

sommant. Soit u : X �! Y donné par u = '(:)y, pour tout 0 6= ' 2 X� et y 2 Y:
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Soit x1; :::; xm dans X.

(
mX
n=1

ku(xn)kp)
1
p = (

mX
n=1

ky'(xn)kp)
1
p = (

mX
n=1

kykpk'kk'k j'(xn)j
p)

1
p (1.13)

= kykk'k(
mX
n=1

j'(xn)jp

k'k )
1
p � kykk'k sup

 2BX�
(
mX
n=1

j (xn)jp)
1
p

� kykk'k sup
 2BX�

(
mX
n=1

j (xn)jq)
1
q ;

alors u 2 �p;q(X; Y ) et de plus �p;q(u) � kykk'k; d�autre part kykk'k = kuk � �p;q(u);

donc

kykk'k = �p;q(u):

pour v : X �! Y est un opérateur de rang �ni on a

v =

mX
n=1

'j(:)yj

où 'j 2 X� et yj 2 Y; j = 1; :::;m:Comme 'j(:)yj 2 �p;q(X;Y ) pour tout j = 1; :::;m:; et

comme �p;q(X;Y ) est un espace vectoriel, alors v 2 �p;q(X; Y ):

(ii) Propriété d�idéal.

Soient w 2 L(X0; Y ); v 2 �p;q(X; Y ) et u 2 L(Y; Y0): On considere les opérateurs

ŵw : `q;w(X0) �! `q;w(X) ; v̂ : `q;w(X) �! `p(Y ) et �us : `p(Y ) �! `p(Y0)

Nous avons que kŵwk = kwk; kv̂k = �p;q(v) et k�usk = kuk; on obtient

�usv̂ŵw : `q;w(X0) �! `p(Y0):

Soit (xn)1n=1 2 `q;w(X0) on obtient

�usv̂ŵw((xn)
1
n=1) = �usv̂((w((xn)

1
n=1))

= �us(vw((xn)
1
n=1))

= (uvw(xn))
1
n=1:

Alors nous voyons que duvw est bien dé�ni, donc uvw 2 �p;q(X0; Y0) et

�p;q(uvw) = kduvwk � k�uskkv̂kkŵwk = kuk�p;q(v)kwk:
13



(iii) �p;q(id|) = 1:

Pour toute x dans K; on a

kxk = k(x; 0; 0; :::)kp = k(id|x; id|0; id|0; :::)kp (1.14)

� �p;q(id|)k(x; 0; 0; :::)kq;w = �p;q(id|)kxk;

donc �p;q(id|) � 1: Comme q � p on a

(
1X
j=1

jid|(xj)jp)
1
p � (

1X
j=1

jid|(xj)jq)
1
q (1.15)

= (
1X
j=1

jxjjq)
1
q

= sup
'2B|�

(
1X
j=1

j'(xj)jq)
1
q ; 8(xj)1j=1 2 `p;w(|):

alors

1 �(1:14) �p;q(id|) �(1:15) 1:

v) Soit (un)1n=1 une suite de cauchy dans (�p;q(X; Y ); �p;q(:)). on a k:k � �p;q(:); donc

(un)
1
n=1 est une suite de cauchy dans L(X; Y ). on pose lim

n�!1
un = u 2 L(X; Y )

je démontre que u 2 �p;q(X;Y ): un est (p; q) - sommant, alors on dé�ni

�u : `q;w(X) �! `p;w(Y )

(xk)
1
k=1 �! (u(xk))

1
k=1

notez que �u est un opérateur linéaire �ni, comme q � p ; on a

k�u((xk)1k=1)kp;w = k(u(xk))1k=1kp;w � kukk(xk)1k=1kq;w

pour toute n 2 N; soit
�un : `q;w(X) �! `p(Y )

(xk)
1
k=1 �! (u(xk))

1
k=1

14



est bien dé�ni, de plus k�unk = �p;q(un); (�un)
1
n=1 une suite de cauchy dans L(`q;w(X); `p(Y ))

et comme `p(Y ) est complet, alors L(`q;w(X); `p(Y )) est un espace de Banach. et (�un)1n=1
converge pour w 2 L(`q;w(X); `p(Y )) On pose, pour tout (xk)1k=1 2 `q;w(X) soit " > 0;

alors il existe N 2 N telle que

N 2 N =) k�un((xk)1k=1)� w((xk)
1
k=1)kp < ":

soit

(yk)
1
k=1 = w((xk)

1
k=1) 2 `p(Y ):

alors

n � N =) (

1X
k=1

kun(xk)� ykkp)
1
p = k(un(xk))1k=1 � (yk)1k=1kp < ":

pour toute k 2 N; on a

n � N =) kun(xk)� ykk < "; (1.16)

alors

lim
n�!1

un(xk) = yk; (1.17)

pour toute k 2 N comme un �! u dans L(X;Y ) alors

lim
n�!1

un(xk) = yk (1.18)

pour toute k 2 N: de (1.17) et (1.18) on a

(u(xk))
1
k=1 = (yk)

1
k=1 2 `p(Y )

donc

�u((xk)
1
k=1) = (uxk)

1
k=1 = (yk)

1
k=1 = w((xk)

1
k=1)

pour tout (xk)1k=1 2 `q;w(X): alors, �u = w 2 L(`q;w(X); `p(Y )) est bien dé�ni et u 2

�p;q(X;Y ); donc �p;q(X; Y ) est un idéal de Banach.

Corollary 1.2.12 Soient X0 un sous espace d�un Banach X et u 2 �p;q(X; Y ). Alors,

u=X0 2 �p;q(X0; Y ) et �p;q(u=X0) � �p;q(u).
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Proposition 1.2.13 Soient 1 � q < p < 1 et X; Y deux espaces de Banach. Alors, les

propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) L�opérateur u est (p; q)- sommant et �p;q(u) � C:

(2) Pour tout n 2 N et tout v 2 L(`nq� ; X) on a uv 2 �p;q(`nq� ; Y ) et �p;q(uv) � Ckvk.

Démonstration. =)) Supposons u 2 �p;q(X; Y ) et �p;q(u) � C. Soit n 2 N et v :

`nq� ! X , d�après la Propriété d�idéale on a uv 2 �p;q(`nq� ; Y ) et �p;q(uv) � �p;q(u)kvk

où �p;q(u) � C

donc �p;q(uv) � Ckvk.

() Soit n 2 N et fx1; :::; xng � X. On dé�nit v par v(ej) = xj, j 2 f1; :::; ng où (ej) est

la base canonique de `nq : On a

kvk = kxjk`nwq (X) = sup
�2BX�

(

nX
j=1

jhxj; �ijq)
1
q :

D�où

(
nX
j=1

kuxjkp)
1
p = (

nX
j=1

kuv(ej)kp)
1
p ;

� Ckvk;

� C sup
�2BX�

(
nX
j=1

jhxj; �ijq)
1
q :

Donc u 2 �p;q(X; Y ) et �p;q(u) � C:

Théorème 1.2.14 (théoréme d�inclusion) Soit X et Y deux espaces de Banach. Suppo-

sons que 1 � qj � pj <1 (j = 1; 2) satisfait8>>><>>>:
q1 � q2

p1 � p2

1
q1
� 1

p1
� 1

q2
� 1

p2

(1.19)

alors

�p1;q1(X; Y ) � �p2;q2(X;Y ):

De plus, on a �p2;q2(u) � �p1;q1(u):pour tout u 2 �p1;q1(X; Y ):

16



Démonstration. Soit q1 = q2 = q; �p1;q(X; Y ) � �p2;q(X; Y ) est clair (car `p1(Y ) �

`p2(Y )):

Si q1 � q2; p1 � p2:; quand q1 � q2; on a

1

p1
� 1

p2
� 1

q1
� 1

q2
> 0:

On dé�nie les indices 1 < q; p <1 par

1

q
=
1

q1
� 1

q2
et
1

p
=
1

p1
� 1

p2
: (1.20)

Soit u 2 �p1;q1(X; Y ) et x1; :::; xn dans X, pour tout n 2 N; et posons �k = kuxkk
p2
p

(1 � k � n); donc

ku(�kxk)kp1 = ku(ku(xk)k
p2
p xk)k

p1

et

(ku(xk)kku(xk)k
p2
p )

p1 = ku(xk)k(
p2p1
p
)+p1 = ku(xk)kp2

comme u est (p1; q1) - sommant, alors

(
nX
k=1

kuxkkp2)
1
p1 = (

nX
k=1

ku(�kxk)kp1)
1
p1 � �p1;q1(u) sup

'2BX�
(
nX
k=1

�q1k j'(xk)j
q1)

1
q1 :

Puisque, 1
q
q1

+ 1
q2
q1

= 1; alors en appliquant l�inégalité de Hölder sur les indices q
q1
et q2

q1
; on

a :

(
nX
k=1

kuxkkp2)
1
p1 � �p1;q1(u)(

nX
k=1

�qk)
1
q sup
'2BX�

(
nX
k=1

j'(xk)jq2)
1
q2

= �p1;q1(u)k(�k)nk=1kqk(xk)nk=1kq2;w:

Comme p � q; on a

(
nX
k=1

kuxkkp2)
1
p1 � �p1;q1(u)(

nX
k=1

�pk)
1
pk(xk)nk=1kq2;w:

= �p1;q1(u)(

nX
k=1

kuxkkp2)
1
pk(xk)nk=1kq2;w

17



et 1
p2
= 1

p1
� 1

p
; alors

(

nX
k=1

kuxkkp2)
1
p2 � �p1;q1(u)k(xk)nk=1kq2;w:

Donc u 2 �p2;q2(X; Y ) et �p2;q2(u) � �p1;q1(u):
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Chapitre 2

Espace de suites (p; q)�sommants

2.1 L�espace `�p;q (X)

Dé�nition 2.1.1 Soient 1 � p; q < 1 ; X un espace de Banach et (xj) une suite dans

X. On dit que (xj) est (p; q) - sommant si8>><>>:
9C � 0; telle que 8n 2 N;8x�1; :::; x�n 2 X�

(
nX
j=1

��x�j(xj)��p) 1p � C sup
x2BX

(
nX
j=1

��x�j(x)��q) 1q :
On note

`�p;q (X) = fdes suites (xj) � X; (p; q) -sommantsg;

et �p;q[xj; X] = �p;q[xj] = inffC;véri�ant la dé�nition 2:1:1g:

Remarque 2.1.2

1- L�espace `�p;q(X) est un espace de Banach muni de la norme �p;q. comme un sous

espace fermé de L(`q;w(X�); `p):

2- les modé�cations évidentes dans la dé�nition pour p =1 ou q =1 font un sense,

mais alors clairement `�p;1 (X) = `p(X):

Notation 2.1.3 Si p = q, on note `�p;p(X) = `�p(X) et �p;p[xj] = �p[xj].
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Dé�nition 2.1.4 Soit X un espace de Banach et 1 � p; q <1,
�
x�j
�
� X� est une suite

(p; q)- sommant si et seulement si8>><>>:
9C � 0; telle que 8n 2 N; 8x1; :::; xn 2 X

(
nX
j=1

��x�j(xj)��p) 1p � C sup
x�2BX�

(
nX
j=1

jx�(xj)jq)
1
q :

en particulier, `�p;q (X) = `�p;q (X
��) \ `1(X):

Remarque 2.1.5

(1) Soit X un espace de Banach et 1 � q � p < 1, (xj) suite dans X. On dit que (xj)

suite (p; q) - sommante si et seulement si8>><>>:
9C � 0; telle que 8n 2 N; 8x�1; :::; x�n 2 X�

(

nX
k=1

sup
j
jx�k(xj)j

p)
1
p � C sup

x2BX
(

nX
k=1

jx�k(x)j
q)

1
q :

(2) Si p =1 ( resp. q =1 ) on a `�1;q(X) = `1(X) ( resp.`�p;1(X) = `p(X)):

Lemme 2.1.6 soit 1 � p; q < 1:(�j) � K et x 2 X:alors �p;p[�jx] = k(�j)kr kxk :Où
1
r
= (1

p
� 1

q
)+:

Proposition 2.1.7 Soient X un espace de Banach et 1 � p; q <1. Si 1
r
= (1

p
� 1

q
)+, on

a

`p(X) � `�p;q(X) � `r(X): (2.1)

Lemme 2.1.8 Soient X un espace de Banach, 1 � q � p < 1 et r tel que 1
r
= 1

q
� 1

p
.

Alors, pour tout x�1; :::; x
�
n 2 X�, on a

(
nX
j=1

kx�jkp)
1
p = supf(

nX
j=1

j x�jxj jq)
1
q ; k(xj)jk`r(X) = 1g:

Démonstration. Pour q = 1 c�est juste la dualitée `p(X�) = (`p�(X))
�. Pour le cas

général, soit

(
nX
j=1

��x�jxj��q) 1q = supf nX
j=1

���jx�jxj�� : nX
j=1

j�jjq
�
= 1g:
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Notons que, `p�(X) = `q�`r(X). Donc,

supf
nX
j=1

���jx�jxj�� : nX
j=1

j�jjq
�
= 1; k(xj)jk`r(X) = 1g

= supf
nX
j=1

��x�j�jxj�� : nX
j=1

j�jjq
�
= 1; k(xj)k`r(X) = 1g:

On pose yj = �jxj, donc

supf
nX
j=1

��x�j�jxj�� :
nX
j=1

j�jjq
�
= 1; k(xj)k`r(X) = 1g

= supf
nX
j=1

��x�jyj�� : nX
j=1

kyjkp
�
= 1g;

= (
nX
j=1



x�j

p) 1p :
D�où,

supf(
nX
j=1

��x�jxj��q) 1q :k xj k`r(X)= 1g = ( nX
j=1



x�j

p) 1p :
Ce qui démontre le lemme

Théorème 2.1.9 Soient 1 � p � q < 1, X un espace de Banach. Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes.

(1) L�espace X est de dimension �nie.

(2) `�p;q(X) = `r(X); où 1
r
= 1

p
� 1

q
.

Démonstration. (1)=)(2)

On suppose que X est de dimension �nie, donc `q(X�) = `wq (X
�), voir [DJT95, p. 33].

(
nX
j=1

kx�jkq)
1
q = supf(

nX
j=1

��x�j(x)��q) 1q ; kxkX = 1g:
Soit (xj) 2 `r(X), d�après le lemme (2.1.8) on a

(
nX
j=1

kx�jkq)
1
q = supf(

nX
j=1

��x�j(xj)��) 1p ; k(xj)k`r(X) = 1g;
= supf(

nX
j=1

��x�j(x)��q) 1q ; kxkX = 1g;
21



donc

(

nX
j=1

��x�j(xj)��p) 1p � supf( nX
j=1

��x�j(x)��q) 1q ; kxkX = 1g:
Ce qui implique(xj) 2 `�p;q(X), et par conséquent

`r(X) � `�p;q(X): (2.2)

D�après (2.1) et (2.2), on a

`�p;q(X) = `r(X):

(2)=)(1)

On suppose que `�p;q(X) = `r(X), où 1
r
= 1

p
� 1

q
. Donc d�après le Lemme (2.1.1) on a

(
nX
j=1

kx�jkq)
1
q = supf(

nX
j=1

��x�j(xj)��p) 1p ; k(xj)k`r(X) = 1g;
comme(xj) 2 `�p;q(X), alors

k(x�j)k`q(X�) � C supf(
nX
j=1

��x�j(x)��q) 1q ;x 2 BXg;

� Ck(x�j)k`wq (X�):

Donc

`wq (X
�) � `q(X

�): (2.3)

On a aussi vu le proposition (1.3.3)

`q(X
�) � `wq (X

�): (2.4)

D�après (2.3) et (2.4) on a

`wq (X
�) = `q(X

�):

Donc X est de dimension �nie.

22



Proposition 2.1.10 Soit (xj) une suite borneé dans X, et soit 1 � p; q: alors �p;q[x�(j)] =

�p;q[xj] pour tout bijection � : N �! N:

la preuve découle de la dé�nition et du fait que p-norm et les q-norm faibles sont

réordonner invariant

Quand p � q nous pouvons en dire plus :

Proposition 2.1.11 Soit (xj) une suite borneé dans X, et soit 1 � q � p < 1: alors

�p;q[x�(j)] � �p;q[xj] pour tout application � : N �! N

Démonstration. on donne x�1; :::; x
�
n 2 X�; on a

(
X
j

��x�j(x�(j))��p) 1p = (
X
k

(
X
�(j)=k

��x�j(xk)��p)) 1p
� (

X
k

(
X
�(j)=k

��x�j(xk)��q) pq ) 1p
= (

X
k

������(
X
�(j)=k

�jx
�
j)(xk)

������
p

)
1
p ( Où (�j)�(j)=k 2 B`

q
0 )

= (
X
k

jy�k(xk)j
p)

1
p (avec y�k =

X
�(j)=k

�jx
�
j 2 X�)

� �p;q[xj] k(y�k)k`wq (X�) = �p;q[xj] sup
k(�k)kq0�1






X
k

�ky
�
k







= �p;q[xj] sup

k(�k)kq0�1






X
j

�j��(j)y
�
j







� �p;q[xj] sup

k(
j)kq0�1






X
j


jx
�
j






 = �p;q[xj]


(x�j)

`wq (X�)

:

Le résultat netient pas si 1 � p < q : prendre � une application constante.

Proposition 3 implique que tous les suites (p; q) - sommant satisfont quelque chose

apparemment plus fort que la condition dans la dé�nition 1 :
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2.2 Théorèmes d�iclusion

Proposition 2.2.1 (Inclusion) Soient X un espace de Banach, 1 � p1 � p2;et 1 � q1 �

q2; 1 � p � q <1. Alors

(1) `�p1;q(X) � `�p2;q(X), et �p2;q[xj] � �p1;q[xj];

(2) `�p;q2 (X) � `�p;q1 (X), et �p;q1 [xj] � �p;q2 [xj];

(3) `�p(X) � `�q(X), et �q[xj] � �p[xj];

en particulier, pour 1 � p; q <1; on a

`�1;q(X) � `�1(X) � `�p(X)`�p;1(X):

Démonstration. (1) Soient 1 � p1 � p2 et 1 � q <1 , (xj) 2 `�p1;q(X), on a

(
nX
j=1

��x�j(xj)��p2) 1
p2 � (

nX
j=1

��x�j(xj)��p1) 1
p1 ;

� �p1;q[xj] sup
x2BX

(
nX
j=1

��x�j(x)��q) 1q ;
Donc, (xj) 2 `�p2;q(X) et �p2;q[xj] � �p1;q[xj].

(2) Soient 1 � q1 � q2 et 1 � p <1, (xj) 2 `�p;q2 (X),

alors

(
nX
j=1

��x�j(xj)��p) 1p � �p;q2 [xj] sup
x2BX

(
nX
j=1

��x�j(x)��q2) 1q2 ;
� �p;q2 [xj] sup

x2BX
(
nX
j=1

��x�j(x)��q1) 1q1 :
On conclut, (xj) 2 `�p;q1 (X) et �p;q1 [xj] � �p;q2 [xj] .

(3) Claire d�après le Théorème d�inclusion (1.2.3):

Théorème 2.2.2 Soient X un espace de Banach ; 1 � p; q; r; s < 1 tels que p � r et
1
q
+ 1

r
� 1

p
+ 1

s
Alors, `�p;q(X) � `�r;s(X).
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Démonstration. (a) Si 1 � s � q on a, `ws (X
�) � `w

q
(X�). Si 1 � p � r on a, `p(X) �

`r(X). Soit (xj) 2 `�p;q(X), alors

(
nX
j=1

��x�j(xj)��p) 1p � �p;q[xj]k(x�j)k`wq (X�);

� �p;q[xj]k(x�j)k`ws (X�);

donc (xj) 2 `�p;s(X) :

`�p;q(X) � `�p;s(X): (2.5)

Aussi pour 1 � p � r et d�après la Proposition (2.2.1) (1), on a

`�p;s(X) � `�r;s(X): (2.6)

D�après (2.5) et (2.6) on a

`�p;q(X) � `�r;s(X):

(b) Si 1 � q < s où s = 1 ou r = 1.D�après la Remarque (2.1.5) et la Proposition

(2.1.7), on a

si s =1

`�p;q(X) � `�r;1(X) = `r(X):

D�où

`�p;q(X) � `r(X):

Si r =1

`�p;q(X) � `�1;s(X) = `1(X):

D�où

`�p;q(X) � `1(X):

(c) Si 1 � q < s et r; s <1, alors

1 � p � r

1 � q < s
=)

8<: 1 � r
p

1 � s
q

=) 1 � r

p
;
s

q
<1

9=; :
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Soit a le conjugué de r
p
et b le conjugué de s

q
, alors

1

a
+
p

r
=
1

b
+
q

s
= 1:

Pour la suite (xj) 2 `�p;q(X) il existe C > 0, 8x�1; :::; x�n 2 X�, telles que

(

nX
j=1

��x�j(x)��p) 1p � C sup
x�2BX�

(

nX
j=1

��x�j(x)��q) 1q
ce qui implique que �p;q[xj] � C.

Maintenant soient �j � 0, telle que
X

�aj = 1. Alors

(

nX
j=1

��x�j(xj)��r) 1r = (

nX
j=1

����x�j(� 1
p

j xj)

����p) 1p ;
� �p;q[xj] sup

x�2BX�
(
nX
j=1

����x�� 1
p

j xj

����q) 1q ;
� �p;q[xj] sup(

nX
j=1

�
q
p

j jx�(xj)j
q)

1
q :

Posons ap � bq =) a � bq
p
donc

nX
j=1

�
q
p
b

j , d�après l�inégalité de Hölder
q
s
+ 1

b
= 1,

on a

(
nX
j=1

��x�j(xj)��r) 1r � �p;q[xj](
nX
j=1

�
q
p
b

j )
p
q
b sup
x�2BX�

(
nX
j=1

jx�(xj)js)
1
s ;

� �p;q[xj] sup
x�2BX�

(
nX
j=1

jx�(xj)js)
1
s :

On déduit que (xj) 2 `�r;s(X) donc `�p;q(X) � `�r;s(X) et �r;s[xj] � �p;q[xj].

Proposition 2.2.3 [DJT 95; p:53]

Soient X, Y deux espaces de Banach, v 2 �q(X; Y ) et 1 � p; q; r < 1 telle que 1
r
=

1
p
+ 1

q
:Alors pour tout (xn) 2 `wr (X) il existe (�n) 2 `q et (yn) 2 `wp (X); 
n = k(xn)k`wr (X) ;

on a

(1) v(xn) = �n:yn, 8n 2 N.
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(2) k(�n)kq � 
r=q.

(3) k(yn)k`wp � 
r=p.�q(v).

Pour la démonstration, on pourra consulter le livre [DJT 95; p:53]:

Lemme 2.2.4 Soit X un espace de Banach, et 1 < p <1, on a `w1 (X) = `p`
w
p�(X) si et

seulement si L(c0; X) = �p(c0; X):

Démonstration. =))On suppose que `w1 (X) = `p`
w
p�(X) et soit u 2 L(c0; X); u(ej) = xj

où (xj) 2 `w1 (X); et (ej) est la base canonique de c0; u(ej) = �jx
�
j = xj telle que (�j) 2 `p,

et (x�j) 2 `wp�(X):

On pose u = wv telle que v 2 L(c0; `p) avec v(ej) = �jej, et w 2 L(c0; `p) . On a v un

opérateur diagonal, donc d�après L�exemple (1.2.2) on a v est p - sommant. Donc u

est un opérateur p - sommant, d�après la Propriété d�idéal telle que v 2 �p(c0; `p) et

w 2 L(`p; X) . Ce qui implique

L(c0; X) = �p(c0; X):

(=)On suppose que L(c0; X) = �p(c0; X), et (xj) 2 `w1 (X): Soit u 2 L(c0; X) telle

que

u : c0 �! X

(ej) 7�! u(ej) = xj

donc soit (ej) 2 `w1 (c0) et u 2 �p(c0; X), on a d�après la Proposition (2.2.3), u(ej) =

�jx
�
j = xj où (�j) 2 `p et (x�j) 2 `wp�(X): alors, `w1 (X) = `p`

w
p�(X):

Proposition 2.2.5 Soit X un espace de Banach, telle que L(c0; X�) = �s�(c0; X
�) pour

tout 1 < s <1: Alors `�r;s(X) � `�p;q(X) pour tout 1 � p; q; r; s; t <1 avec 1
p
� 1
q
= 1

r
� 1

s
:

Théorème 2.2.6 Soit X un espace de Banach,telle que L(c0; X�) = �s�(c0; X
�) pour

tout 1 < s <1: Alors `�r;s(X) = `�p;q(X) pour tout1 � p; q; r; s; t <1 avec 1 � p � r et
1
p
� 1

q
= 1

r
� 1

s
:
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Démonstration. D�après le théorème (2.2.2) on a

`�p;q(X) � `�r;s(X): (2.7)

D�après la proposition (2.2.5) on a

`�r;s(X) � `�p;q(X): (2.8)

Alors, d�après (2.7) et (2.8) on a

`�r;s(X) = `�p;q(X):

Proposition 2.2.7 [2]Soient X un espace de Banach, 1 � q � p < 1 et r � p�. Alors

les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) IdX� est (p; q)-sommante et �p;q(IdX�) = supf�s;q[xj] : k(xj)k`r(X) = 1g:

(2) `r(X) � `�s;q(X)pour tout 1 � s � r où 1
s
= 1

r
+ 1

p
:

Démonstration. (1)=)(2)

Supposons que IdX� est (p; q)- sommante. Donc pour tout x�1; :::; x
�
n dans X

� on a

(
nX
j=1

kIdX�x�jkp)
1
p � �p;q(IdX�) sup

�2BX
(
nX
j=1

��
�j; x�j���q) 1q :
D�où

(
nX
j=1

kx�jkp)
1
p � �p;q(IdX�)k(x�j)k`wq (X�) : (2.9)

Soit (xj) 2 B`r(X) si
1
s
= 1

r
+ 1

p
on a

(
nX
j=1

kx�jkp)
1
p = supf(

nX
j=1

��x�j(xj)��s) 1s : k(xj)k`r(X) = 1g:
Ceci implique que

(
nX
j=1

��x�j(xj)��s) 1s � ( nX
j=1

kx�jkp)
1
p ; (2.10)
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et par conséquent d�après (2.9) et (2.10) on a

(
nX
j=1

��x�j(xj)��s) 1s � (
nX
j=1

kx�jkp)
1
p ;

� �p;q(IdX�)k(x�j)k`wq (X�) :

D�où

(
nX
j=1

��x�j(xj)��s) 1s � �p;q(IdX�) sup
x2BX

(

nX
j=1

��x�j(x)��q) 1q : (2.11)

Ce qui implique (xj) 2 `�s;q(X) donc `r(X) � `�s;q(X) tq 1 � s � r et 1
s
= 1

r
+ 1

p
:

Aussi

�s;q[xj] = inff�p;q(IdX�); véri�ant (2:11)g;

et

�p;q(IdX�) = supf�s;q[xj]; k(xj)k`r(X) = 1g:

(2) =) (1)

Soit `r(X) � `�s;q(X) avec 1 � s � r et 1
s
= 1

r
+ 1

p
. Soit (xj) 2 `�s;q(X) . On a

(
nX
j=1

��x�j(xj)��s) 1s � �s;q[xj] sup
x2BX

(
nX
j=1

��x�j(x)��q) 1q ;
et

supf(
nX
j=1

��x�j(xj)��s) 1s : k(xj)k`r(X) = 1g
� supf�s;q[xj]; k(xj)k`r(X) = 1g sup

x2BX
(
nX
j=1

��x�j(x)��q) 1q :
Aussi

(
nX
j=1

kx�jkp)
1
p � supf�s;q[xj]; k(xj)k`r(X) = 1g sup

x2BX
(
nX
j=1

��x�j(x)��q) 1q :
D�où

(
nX
j=1

kIdX�x�jkp)
1
p � supf�s;q[xj]; k(xj)k`r(X) = 1g sup

x2BX
(

nX
j=1

��x�j(x)��q) 1q :
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Ce qui implique que IdX� est un opérateur (p; q)- sommant et

�p;q(IdX�) = supf�s;q[xj]; k(xj)k`r(X) = 1g:

Ceci termine la démonstration.

Proposition 2.2.8 (Fonction de Rademacher)

On dé�nit les fonctions de Rademacher rn : [0; 1] �! R, n 2 N,

par

rn(t) = sign(sin(2n�t)):

La caractéristique la plus importante de ces fonctions est qu�elles ont des propriétés

d�orthogonalités.

On peut ajouter d�où elles viennent :

Si n < m, rn est constant sur chacun des "Périodes" de rn, et
R
rn:rm = 0.

Si n1 < n2 < ::: < nk et p1; p2,... pk sont positifs ou nuls, alorsZ 1

0

rp1n1(t):::r
pk
nk
(t)dt =

8<: 1 si tous les pj sont pairs

0 si non

Une conséquence immédiate est que les rn forment une suite orthonormale dans L2[0; 1]

et on a : Z 1

0

�����X
n

�nrn(t)

�����
2

dt =
X
n

j�nj2 8(�n) 2 `2:

Théorème 2.2.9 Soit X un espace de Banach, si q < p et 1
s� =

1
q
� 1

p
on a, `ws (X) �

`�p;q(X).

Démonstration. Si q < p on aura 1
s� > 0 donc

1

p
+
1

p�
=
1

q
+
1

q�
=) 1

p�
� 1

q�
=
1

q
� 1
p
=
1

s�
;

et
1

p�
� 1

q�
=
1

s�
=) 1

p�
=
1

s�
+
1

q�
;
1

p�
>
1

q�
:
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Soit (xj) � X; (x�j) � X� on a

(

nX
j=1

��x�j(xj)��p) 1p = sup
k�jkp�=1

(
nX
j=1

���jx�jxj��):
Aussi si 1

p� =
1
s� +

1
q� on a

(
nX
j=1

��x�j(xj)��p) 1p = sup
k�jks�=1

sup
k�jkq�=1

(
nX
j=1

���j�jx�jxj��);
= sup

k�jks�=1
sup

k�jkq�=1
(

nX
j=1

��
�jx�j ; �jxj���);
= sup

k�jks�=1
sup

k�jkq�=1
(

�����
Z 1

0

*X
j

rj(t)�jx
�
j ;
X
k

rk(t)�jxj

+�����):
D�après [DJT95, Proposition 11.10] on a

(
nX
j=1

��x�j(xj)��p) 1p � sup
k�jks�=1

sup
k�jkq�=1

(

Z 1

0




X rj(t)�jx
�
j




2 dt)(Z 1

0




X rk(t)�kxk




2 dt) 12 ;
� sup

k�jks�=1
sup

k�jkq�=1
sup
t2[0;1]






X
k

rk(t)�kxk







X






X
j

rj(t)�jx
�
j







X�

;

� kxjk`ws (X) sup
k�jkq�=1

sup
t2[0;1]

(






X
k

rk(t)�kx
�
k






):
� kxjk`ws (X)kx

�
jk`wq (X�);

� kxjk`ws (X) sup
x2BX

(
X��x�j(x)��q) 1q :

Ceci implique que (xj) 2 `�p;q(X) et �p;q[xj] � kxjk`ws (X); et par conséquent `ws (X) �

`�p;q(X).

Corollary 2.2.10 Soit X un espace de Banach, alors `wp (X) � `�p;1(X) pour tout 1 �

p <1:

Démonstration. D�après le Théorème (2.2.9) on a

(1) Si s = p et q = 1 on a

`wp (X) � `�p;1(X) tel que p > 1 et �p;1[xj] � kxjk`wp (X):
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(2) Si p = 1 on a

`w1 (X) � `�1(X)

Ceci termine la démonstration.
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Chapitre 3

Les espace des suites d�opérateurs

linéaires (p; q)-sommants

3.1 L�espace `�p;q(X; Y )

Cette section s�article sur [3].

Dé�nition 3.1.1 Soient X; Y deux espaces de Banach, E(X), F (Y ) deux espaces de

suites de Banach et (uj)1�j�n une suite dans L(X; Y ): On dit que (uj)1�j�n est une suite

d�opérateurs multiplicateurs entre E(X) et F (Y )si8<: 9C > 0; telle que 8n 2 N; 8x1; :::; xn 2 X

(uj(xj))nj=1

F (Y ) � C


(xj)nj=1

E(X) :

On note

(E(X); F (Y )) = f(uj)1�j�n 2 L(X; Y ), suites d�opérateurs multiplicateurs}.

Dé�nition 3.1.2 Soient 1 � q � p � 1; et X; Y deux espaces de Banach, (uj)j suite

dans L(X; Y ): On dit que (uj) est une suite d�opérateurs (p; q)-sommants ( ou bien suite
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d�opérateurs multiplicateurs (p; q)-sommants ) si8>><>>:
9C > 0; telle que 8n 2 N;8x1; :::; xn 2 X

(
nX
j=1

kuj(xj)kp)
1
p � C sup

x�2BX�
(
nX
j=1

jx�(xj)jq)
1
q :

On note

`�p;q(X; Y ) = f(uj) 2 L(X; Y ); suites d�opérateurs (p; q)-sommantsg;

et

�p;q[uj] = �p;q[uj;X; Y ] = inffC; véri�ant la dé�nition 3.1.2g:

Notation 3.1.3 Si p = q on note, `�p;p(X; Y ) = `�p(X; Y ) et �p;p[uj;X;Y ] = �p[uj;X; Y ]:

Remarque 3.1.4 Si p =1 ou q =1 on a

`�1;q(X; Y ) = `1(L(X; Y )) et `p;1(X; Y ) = `p(L(X;Y )):

En e¤et, si p =1 et (uj) 2 `�p;q(X; Y ) on a

sup
j
kujxjk � C sup

x�2BX�
(
nX
j=1

jx�(xj)jq)
1
q ;

� 1;

donc (uj) 2 `1(L(X; Y )).

Si q =1 et (uj) 2 `�p;q(X; Y ) on a

(
nX
j=1

kuj(xj)kp)
1
p � C sup

j
( sup
x�2BX�

nX
j=1

jx�(xj)j);

� 1;

d�où (uj) 2 `p(L(X; Y )).

Proposition 3.1.5 Soient X; Y deux espaces de Banach et 1 � q < p <1. Alors

(1) Si p < q on a `�p;q(X; Y ) = f0g:

(2) (`�p;q(X; Y ),�p;q) est un espace de Banach.
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Remarque 3.1.6 L�inégalité

k (uj(xj))nj=1 k`p(Y )� Ck(xj)nj=1k`wq (X)

implique que

(`wq (X); `p(Y )) = `�p;q(X; Y ):

Proposition 3.1.7 Soient X; Y deux espaces de Banach et 1 � q < p <1. Alors

(uj) 2 `�p;q(X; Y ) si et seulement si (�juj) 2 `�1;q (X; Y ) pour tout (�j) 2 `p� et

�p;q[uj;X; Y ] = supf�1;q[�juj;X; Y ]:k�jk`p� = 1g:

Démonstration. =)) Soit (uj) 2 `�p;q(X; Y ). Par conséquent

(

nX
j=1

kuj(xj)kp)
1
p = sup

k(�j)k`p�=1

nX
j=1

k�juj(xj)k

� �p;q[uj] sup
x�2BX�

(
nX
j=1

jx�(xj)jq)
1
q ;

donc
nX
j=1

k�juj(xj)k � sup
k(�j)k`p�=1

(�p;q[�juj]) sup
x�2BX�

(
nX
j=1

jx�(xj)jq)
1
q .

D�où,

(�juj) 2 `�1;q(X; Y ) et �1;q[uj;X;Y ] � supf�p;q[�juj;X; Y ]; k(�j)k`p� = 1g:

(2) (=) Soit (�juj) 2 `�1;q(X; Y ). Donc
nX
j=1

k�juj(xj)k � �1;q[�juj] sup
x�2BX�

(
nX
j=1

jx�(xj)jq)
1
q ;

supf(
nX
j=1

k�juj(xj)k); k�jk`p� = 1g � sup
k�jk`p�=1

(�1;q[�juj]) sup
x�2BX�

(
nX
j=1

jx�(xj)jq)
1
q ;

(
nX
j=1

kuj(xj)kp)
1
p � sup

k�jk`p�=1
(�1;q[�juj]) sup

x�2BX�
(
nX
j=1

jx�(xj)jq)
1
q ;

ce qui implique (uj) 2 `�p;q(X; Y ) et �p;q[uj;X;Y ] � supf�1;q[�juj;X; Y ]; k�jk`p� = 1g.
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3.2 Propriétés

Théorème 3.2.1 Soient X; Y deux espaces de Banach et 1 < p. Alors,

`sp(L(X; Y )) � `�p;1(X; Y ):

Démonstration. On suppose que u1; :::; un 2 L(X; Y ) et x1; :::; xn 2 `w1 (X): Alors,

(
nX
j=1

kuj(xj)kp)
1
p = supf

�����
nX
j=1



uj(xj); y

�
j

������ :X ky�jkp
�
= 1g;

= supf
�����
nX
j=1



xj; u

�
jy
�
j

������ :X ky�jkp
�
= 1g;

= supf
Z 1

0

�����
*

nX
j=1

xjrj(t);

nX
j=1

u�jy
�
j rj(t)

+����� dt :X ky�jkp
�
= 1g;

� kxjk`w1 (X)supf
Z 1

0

k
nX
j=1

u�jy
�
j rj(t)kdt :

X
ky�jkp

�
= 1g;

� kxjk`w1 (X)supf
�����
*

nX
j=1

ujy
�
j rj(t); x

+����� :
nX
j=1

ky�jkp
�
= 1; kxk = 1; t 2 [0; 1]g

Donc

(
nX
j=1

kuj(xj)kp)
1
p � kxjk`w1 (X)supf

�����
*

nX
j=1

uj(x)rj(t); y
�
j

+����� :
nX
j=1

ky�jkp
�
= 1; kxk = 1; t 2 [0; 1]g:

Soit uj 2 `sp(L(X; Y )). Ceci implique

(

nX
j=1

kuj(xj)kp)
1
p � kxjk`w1 (X) sup

kxk=1
(
nX
j=1

kuj(x)kp)
1
p ;

� sup
kxk=1

(

nX
j=1

kuj(x)kp)
1
pkxjk`w1 (X);

� sup
kxk=1

(
nX
j=1

kuj(x)kp)
1
p sup
x�2BX�

(

nX
j=1

jx�(xj)j):

Donc (uj) 2 `�p;1(X; Y ):
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Proposition 3.2.2 (Inclusion ) Soient X; Y deux espaces de Banach, et 1 � q � p1 �

p2 <1; 1 � q1 � q2 < p <1 et 1 � p � q <1. Alors,

(1) `�p1;q(X; Y ) � `�p2;q(X; Y ):

(2) `�p;q2 (X; Y ) � `�p;q1 (X; Y ).

(3) `�p(X; Y ) � `�q(X; Y ).

(4) `�1;q(X;Y ) � `�1(X;Y ) � `�p(X; Y ) � `�p;1(X;Y ):

La preuve est évidente d�après la Proposition (2.2.1).

Théorème 3.2.3 Soient X; Y deux espaces de Banach, 1 � p � r et 1 � q; s et 1
q
+ 1

r
�

1
p
+ 1

s
. Alors

`�p;q(X; Y ) � `�r;s(X; Y ):

Pour la démonstration, on utilise le Théorème (2.2.2).

Proposition 3.2.4 Soit X un espace de Banach tel que L(c0; X) = �S�(c0; X). Alors

`�r;s(X;Y ) � `�p;q(X; Y ); où 1 � p; q; r; s <1 et
1

p
� 1
q
=
1

r
� 1
s
:

Pour tout espace de Banach Y:

La preuve est évidente d�après la Proposition (2.2.5):

On peut donner le Théorème suivant d�après le Théorème (3.2.3) et la Proposition

(3.2.4):

Théorème 3.2.5 Soit X un espace de Banach telle que L(c0; X) = �S�(c0; X). Alors

`�p;q(X; Y ) = `�r;s(X; Y ); où 1 � p; q; r; s <1 et
1

p
� 1
q
=
1

r
:
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