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NOTATIONS

C([a; b)) L’espace des fonctions continue sur U'intervalle [a, b]
[a; b] Intervalle réel

® Fonction inconnue

o* Solution approximée

Opérateur linéaire

A

H Espace de Hilbert

X Espace normé

1 Opérateur d’identité
K(z,t) Noyau de l'intégrale linéaire

K(z,t,0(t)) Noyau de l'intégrale Non linéaire

T Opérateur linéaire compact

T Opérateur Linéaire ou T =1 — A :

EILV Equations Intégrales Linéaire de Volterra
EINLV Equations Intégrales Non Linéaire de Volterra
EILF Equations Intégrales Linéaire de Fredholm
EINLF Equations Intégrales Non Linéaire de Fredholm



Introduction générale

Les méthodes numériques de résolution des équations intégrales jouent un role trés im-
portant dans plusieurs investigations scientifiques. Avec I'avantage des machines de com-
putation numérique, notamment les ordinateurs, ces méthodes sont devenues aujourd’hui
un outil essentiel pour attaquer les différents problémes fondamentaux de notre assimila-
tion des phénomeénes scientifiques qui sont difficiles, a savoir impossible & résoudre dans le

passé.

Ainsi, en ce qui concerne notre sujet, il existe un grand nombre de méthodes numériques
utilisées dans les différentes branches de la recherche scientifique, de ce fait, il est impossible
alors de recouvrir le tout, ce qui implique que notre présentation ne se veut ni exhaustive,
ni trop théorique, cependant le but est d’insister sur la pluridisciplinarité des méthodes
rencontrées que l'on peut regrouper :

- La théorie mathématique, essentiellement l’analyse fonctionnelle des équations
intégrales qui permet d’analyser le probléme, de prouver I’existence de solution et surtout
d’exhiber des méthodes efficaces d’approximation.

— L’analyse numérique, qui étudie ces méthodes, principalement dans le cadre des
mathématiques discrétes (approximation des quantités qui se présentent sous le signe inté-
grale via des régles de quadratures, interpolation polynomial,...) et la résolution itérative
des systémes linéaires.

- La programmation sur machine, qui retranscrit ses méthodes sous forme d’algo-

rithmes efficaces.

Nous avons commencé dans le premier chapitre par une classification entre les équa-
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tions intégrales linéaires et non-linéaires, comme nous avons donné quelques concepts aux
opérateurs.

Le deuxiéme chapitre, quant a lui, démontre I’existence et 'unicité de la solution desé-
quations intégrales linéaires et non linéaires de Fredholm de deuxiéme espeéce.

Dans notre dernier chapitre nous allons procédera une résolution numérique de ces
équations intégrales linéaires et non linéaires de Fredholm par différentes méthodes puis

faire une comparaison avec la solution exacte.



Chapitre 1

Définitions et classifications des Equations

intégrales

Introduction
Ce chapitre présente les définitions de base de ’analyse fonctionnelle,l’espace des fonc-
tions continues sur un intervalle fermé. Nous donnons donc quelques concepts aux opéra-

teurs, et classification des équations intégrales.

1.1 Notions fonctionnelle

1.1.1 Espace Ly([a,b])
Définition 1.1.1 On dit qu’une fonction f est carrée intégrable sur [a,b] si l'intégrale

b

/f2(1‘)d$ < 00

a

On désigne par La([a,b]) 'ensemble de toutes les fonctions carrée intégrable sur
[a,b]
1.1.2 Espace C*([a,b])

Définition 1.1.2 Les élement de cet espace sont touts les fonctions définies est possédant

sur cet intervalle [a,b] des dérivées continues jusqu’a l'order k, la morme d’un élement



f € C*([a,b)) est définit par la formule

k

171=3 sup | (@)

i=0 4=T=
1.1.3 Espace complets

Définition 1.1.3 Une suite (z,,) de X est de Cauchy si et seulement si
Ve > 0 Ing Yn,m > ngona  d(xn, ) < €

Il est aisé de voir que toute suite convergente est de Cauchy. L’inverse n’est pas

forceément vérifie. Puisqu’il existe des suite de cauchy qui ne convergent pas, a savoir :

Exemple 1.1.1 Dans X =|—1,1], la suite {1 — %} est de Cauchy puisque la méme suite

converge vers 1 dans R mais 1 ¢ X

Lemme 1.1.1 Soit x,, une suite de Cauchy dans un espace normé (E,||.||) contient une
sous suite T, convergente vers x alors la suite x, est aussi convergente vers le méme

élément x.

Preuve. Soit z,, une suite de Cauchy alors il vient
Ve > 0 3ng Vn,m > ngona  d(zp,Tm) < €

et comme x,, une suite de Cauchy dans un espace normé (E, ||.||)
Ve >0 dng Vn,m >npona |z, —zn| <e

en particulier pour ng > ng, on a

Vng, m > ng |Zm — xn, || <e

avec la convergence de la suite z,, vers x

Vg >mno o, — x| <€

D’ou la convergence de la suite x,, vers ’élément x



Vg, m=no  |[em =zl = [2m — 2+ 20, — 2,
< wm = 2y [+ 20y — 2l <27 m
Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dit complet, si toute suite de

Cauchy x,, d’éléments de E est une suite convergente dans FE.
Lemme 1.1.2 [1] Tout espace normé (E, ||||) de dimension finie est complet.

Preuve. Soit z,, une suite de Cauchy dans un espace de dimension finie cette derniére est
bornée drou, on peut extraire une sous suite z,, convergente vers x ce qui implique a son

tour que la suite x,, est aussi covergente vers x. D/ou 'espace F est complet m

1.2 Notions sur les opérateurs

1.2.1 Opérateurs intégrales linéaires

Définition 1.2.1 Soit K : C[a,b] x Cla,b] — R une fonction continue, l’'opérateur intégral

linéaire A sur Cla,b] est définit par :

A:p € Cla,b] — Ap e Cla,b

b
(A0) () = [ K000

ou la fonction K(z,t) s’appelle noyau de 'opérateur intégrale A.

Définition 1.2.2 Soit G un sous-ensemble de espace normé E est dit compactes si de tout

recouvrement ouvert de G on peut extraire un sous recouvrement finie C’est a dire :

VH = {uj,j € J;u; ouvert} telles que ,G C ,OLj)lui
1=
JH, = {uji,jk=1,2...n} telles que G C .Gluik
1=



1.2.2 Opérateurs compacts

Définition 1.2.3 Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace normé
F , on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G dans E &

un ensemble relativement compact A(G) dans F.Auterement dit, la fermeteur A(G) est

compact .

Définition 1.2.4 On dit qu’un Opérateur A € L(E, E) est compact si et seulement si pour

toute suite (Tn)nen bornée de E, (Axy), .\ contient une sous suite (AZy) ), e CONVETGE

nenN

de F
Théoréme 1.2.1 Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est fausse.

Théoréme 1.2.2 Un combinaison linéaire A = Al + A2 des opérateurs compacts est un

opérateur compact

Théoréme 1.2.3 (opérateur complétement continu) L opérateur A est dit complé-

tement continu, s’il est continu et compact.

Théoréme 1.2.4 le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si l'un des

opérateurs A ou B est compact.

La condition nécessaire et suffisante pour que la famille des fonctions continues défi-
nies sur l'intervalle compact [a, b] soit compacte dans C([a,b]), est que cette famille soit

uniformément compacte.

Théoréme 1.2.5 L’opérateur intégral A deG(G)dans G(G) a noyau continu est un opé-

rateur compact.

Preuve. [1] =



1.2.3 Opérateurs adjoints

Définition 1.2.5 Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert Hy & valeurs
dans un espace de Hilbert Hz [’opérateur linéaire noté A* défini de H2dans Hi est dit

opérateur adjoint de A si l’on a pour tout ¢ € Hy ettp € Ho

<A907 ¢>H2 = <907 A*¢>H1

1.3 Classification des équations intégrales

1.3.1 Equations intégrales de Volterra

Définition 1.3.1 On appelle équation intégrale de Volterra non linéaire (EINV) de se-

conde espéce une équation de la forme

o (z) = A/K (2,10 (1)) dt + f (2) (1.1)

o p (z) est une fonction inconnue et K (z,t) et f (x) sont des fonctions connues et A

un parameétre reél

1. Une équation de la forme

T

/K (z,t, o (t))dt = f(x) (1.2)

a
ol ¢ (t) est une fonction inconnue est appelée équation intégrale de Volterra non
linéaire de premiére espéce .

2. On appelle une équation intégrale linéaire de Volterra (EIV)de seconde espéce une

équation de la form

o (z) = A/K (. 8) 0 (£) dt + f (2) (1.3)



ol ¢ (x) est une fonction inconnue et K (x,t) et f (x) sont des fonctions connues et

A un parameétre reél.
3. si f (z) = 0 Péquation s’écrit.

xT

MK @ e i =@

a

elle est appelée équation intégrale linéaire homogéne de Volterra de seconde espéce.

4. Une équation & une inconnue ¢ (z) , de la forme

est appelée équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espéce.

Equations intégrales linéaires non homogeénes de Volterra de la seconde et premiére

espece
€T
v () —)\/ (2?2 —at) o (t)dt = 2*+1
0
x
—A/ (z%* —at) p () dt = 2?+1
0
Equations intégrales linéaires homogénes de Volterra de la seconde et premiére espéce
x
)\/ (:132t2 —zt)p(t)dt = ¢(z)
0
x
/\/ (2* —at)p(t)dt = 0
0

Remarque 1.3.1 L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de l’équation in-

tégrale de Fredholm,il suffit de prendre le noyau K(z,t) = 0 pour t > x.



1.3.2 Equations intégrales de Fredholm

On appelle une équation intégrale de Fredholm non linéaire (EINF) de seconde espece

une équation de la forme

b
cp(x):)\/K(x,t,ap(t))dt+f(9:), x € [a,b] (1.4)

ol ¢ (x) est une fonction inconnue et K (z,t) et f (x) sont des fonctions connues et A
un parameétre reél.

Si f (z) = 0 'équation s’écrit

b
/\/K (z,t,0(t)dt = ¢ (x), x € [a,b] (1.5)

elle dite équation intégrale de Fredholm non linéaire de seconde espéce homogeéne, si
dans le cas contraire
Si f (x) # 0 elle est dite équation intégrale de Fredholm non linéaire de seconde espece

non homogeéne.

1. On appelle une équation intégrale linéaire de Fredholm (EIF)de seconde espéce une

équation de la forme

b
ap(x)—)\/K(m,t)cp(t)dt—i—f(x),:ce[a,b] (1.6)

ou ¢ (z) est une fonction inconnue et K (z,t) et f (x) sont des fonctions connues et
A un parameétre reél.
Si f(x) =0 léquation s’écrit

b
)\/K(J:,t)cp(t)dt:gp(m), x € a, b

a



elle est dite équation intégrale de Fredholm de seconde espéce homogene si dans le cas
contraire f(x) # 0 elle est dite équation intégrale de Fredholm lin¢aire de seconde non

homogéne.

2. Une équation de la forme

b
—A/K(x,w(t)dt:f(x), v € [a,b]

est appelée équation intégrale linéaire de Fredholm de premiére espéce.

Equations intégrales linéaires non homogeénes de Fredholm de la seconde espéce et la

premieére espeéce

1
<p(x)—)\/(a:2—t)g0(t)dt = 22 -1, z€[-1,1]
1
—)\/(:Uz—t)go(t)dt = 22+1, ze[-1,1]

1.3.3 Equations intégrales de singulier

On dit q’une équation intégrale est singuliére si I'une ou les deux limites d’intégration

sont infinies, ou bien le noyau devient infini au voisinage des limites de I'intégration.

Définition 1.3.2 Considérons [’équation intégrale suivante
P @)= 1@+ [ Mlnt) K@) o
T

On dit que (3.20) est singuliére si M (x,t) admet une singularité ou le domaine T n’est

pas bornée.

Singularité de type Volterra et Fredholm



On considére I’équation intégrale de deuxiéme espéce de la forme
x
@(m):f(:n)jL/M(x,t) K (z,t) ¢ (t)dt, a <z < 0. (1.7)
a

ou K (z,t) est faiblement singulier, en générale K (x,t) donnons par

lz—t|™, 0<a<l
K (z,t) =
log |z — |

Alors

i) L’équation (1.7) est de Volterra.

ii) Si z = b, I’équation (1.7) est de Fredholm.

iii) Le cas ou K (z,t) = |z —t|” %, 0 < a < 1 s’appelle singularité algébriques.

iv) Le cas ou K (z,t) = log |z — t|, s’appelle singularité logarithmiques.

1.3.4 Equations intégrales de Hammerstein

On appelle une équation intégrale non-linéaire de Hammerstein une équation de la

forme :

b
R @)+ A [ K (@) F o) = £ () (1.9
1.3.5 Equations intégrales de Hammerstein-Volterra

on appelle une équation intégrale non-linéaire de Hammerstein-Volterra une équation

de la forme :

h(z)p(z)+ )\/K(:n,t)F(t,cp(t))dt = f(x) (1.9)
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1.3.6 Equations intégrales de Lalesco

on appelle une équation intégrale non-linéaire de Lalesco une équation de la forme :

T

o (2) :)\/ (K1 (2,0) 0 () + Ko (2,0) 0 () + K (2, 8) " (0)] di + £ () (110)

a

11
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Chapitre 2

Existence et unicité des solutions des équations

intégrales

Introduction
Le deuxiéme chapitre, présente une etude I’existence et I'unicité de la solution de I’équa-

tion intérale linéaire et non- linéaire de Fredholm.

2.1 Existence de la solution pour des EILF

2.1.1 Théorie de Riesz et ’alternative de Fredholm

Soit un opérateur compact A : E — E tel que E est un espace normé.
Alors Popérateur L = I — A, (Popérateur étudié dans le cadre des équation intégral) a
les propriétés suivantes :

-Ker(L) est de dimention finie.

Ker(L)={p € E: Lp =0}

-Im(L) est fermé, et de co-dimention fini.

Im(L)={Lyp:pc E}

-1l existe un unique r € N appelé nombre de Riesz de 'opérateur A,



{0} C Ker (LO) C Ker (Ll) C Ker (L2) C...C Ker(L") = Ker (LTH) = Ker (LT“) = ..
et

w=Im(L™?) = Im(L™) = Im(L") C ... c Im(L') c Im(L°) C E

D’autre part, on a la somme directe

E=Ker (L") @ Im(L")
Théoréme 2.1.1 De méme conditions dans les théorémes précédents, alors

1. Théoréme 2.1.2 (a) I — A est injectif si et seulement s’il est surjectif.
(b) Si I — A est injectif, alors l'opérateur inverse (I — A)~! : E — E est borné.

Preuve. [1] =
Théoréme 2.1.3 (Alternative de Fredholm) [5]

.On consideére les équations intégrales homogeénes duales, I'une de 'autres, issues d’un

noyau K : [a, b]2 — R,qui sont donc définies par :

b
trouver ¢ € [a,b] tel que ¢ (x) — / K (x,t) ¢ (t)dt=0 (2.1)

b
trouver ¢ € [a,b] tel que ¥ (z) — / K (t,x) ¥ (t)dt=0 (2.2)

a
On considére pour f € Cla,b] et g € Cla,b] les équations intégrales avec seconds

membres
b

trouver ¢ € [a,b] tel que ¢ (z) — / K (z,t) ¢(t)dt = f(x) (2.3)

a

13



b
trouver ¢ € [a,b] tel que ¢ (x) — / K (t,z) ¢ (t)dt =g (x) (2.4)

a

Théoréme 2.1.4 Alors on a lalternative :

- Ou bien les équations (2.1) et (2.2) n’ont que les solutions triviales ¢ = 0 et ¥ = 0,
et dans ces cas les équations (2.3) et (2.4) admettent une unique solution ¢ € [a,b] et
¥ € [a,b] pour chaque f € Cla,b] et g € C[a,b].

- Ou bien les équations (2.1) et (2.2) ont le méme nombre fini m de solutions linéai-
rement indépendantes, et dans ce cas, les équations (2.3) et (2.4) sont résolubles si et

seulement si pour toute solution ¢ de (2.1) et toute solution ¢ de (2.2) on a

b

/bf(w)w(w)de/g(w)w(:v)dw=0

a

Dans ces conditions, la solution générale de (2.3) s’écrit sous la forme :

m
p=0+) aip
i=1

ol  est une solution particuliere de (2.3) et les (¢;)g<;<,, forme une famille libre de

solution de (2.1).

2.2 Existence de la solution pour des EINLF|[[Abdul — Majid Wazwaz] Linear and N

2.2.1 Théoréme du point fixe de Banach

Définition 2.2.1 Soit L un opérateur d’un espace de Banach E dans lui méme, L est une

contraction (ou application contractante), S’il existe une constante 0 < k < 1 telle

que, pour tout f,g € E, on’ait

|Lf— Lgl| < K| f — 4l

14



L = N distance between images

o L£ ' becomes smaller

e/ T E

soit S entre un sous-ensemble de I'espace de Banach M S C M et S # ¢ et soit :
L : S — S opérateur contractant s’il existe une constante 0 < k£ < 1

cet séquence des approximations successives { fn|fr, = fn—1, fo € S} converges vers points
fixe unique f € S, f = Lf ,soit fo € S une fonction arbitraire f, — f and the following

estimate is valid

k’n

1w = I < S0 = fusall < 2 Wifo = £l

1—-k

Preuve.
— L’utilisation de 'induction mathématique, montrent que || f, — fot1ll < K™ || fo — f1l]
Pour vérifier n=0 : | fo— fill = K°|fo — fill = || fo — f1| Vrai
Supposons que pour n: || fn = fatal < K™ [ fo = fu
Pour afficher n +1: || for1 — farell < K™ | fo — full

En effet, || fnt1 — fot2ll = | Lfn — Lfns1]] définition de la s.a.

15



< K || fn — fn+1]|condition Lipschitz
< KK" | fo — fill hypothese
=K""fo— fill =

— Montrez que {f,}est un ordre Cauchy, c’est-a-dire.

lim Hfm - fn”
n,m— 00

Envisager
fm—fo=fm—Lfm +Lfm —Lfn+ Lf,— fn (ajoutez et soustrayez)
Appliquez I'inégalité Minkowski deux fois
[fm = Sl < [[fm = Lfmll + |1 Lfm = Lfall + [ Lfn = fall

<\Wfm — Lfmll + K || foo — foll + |1 Lfn — fnll  condition Lipschitz
Il fm =L fm I+ Lfr—fnll
-K

IN

IN

||fm—Lfm+11H_+[§an_fn+1 I hypothése

K™ fo—fill+K™[[fo—f1ll
1-K

IA

= Krlnfé(n |fo— fill — 0 quand m,n — oo
— Parce que l'espace vectoriel M est complet,séquence de Cauchy {f,} Converge vers
certains f € M.et parce que f, € S et ensemble S est fermé (comprend tous les
points limitant),f € S

Donc dans une limite, ’équation d’approximations successives

fot1=Lfo= lim fu,1 = lim Lf,
n—oo n—oo

= lim fusa = L Jim 1)

Converge vers

f=Lf
et donc, f € S est un point fixe
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2.2.2 Existence de la solution pour des EINLF

Les conditions spécifiques dans lesquelles il existe une solution pour I’équation intégrale
de Fredholm non linéaire sont :

— La fonction f(x)est bornée,f |(x)] < R,in a <z <b.

— La fonctionK (z,t, p(t)) est intégrable et borné ou |K(z,t, o(t))| < d,in a <z <b.

— La fonction K(x,t,¢(t)) satisfait la condition Lipschitz |K(z,t,z2) — K(x,t,2")| <

M|z — z|.

En utilisant la méthode d’approximations successives, il est prouvé dans [H.T. Davis,
Introduction to Nonlinear Differential and Integral Equations, Dover Publications, New
York, (1962).] que la série obtenue par cette méthode converge uniformément pour toutes

les valeurs de A pour :

1

A< S0—a)

R
Ou 6 est le plus grand des deux nombres K 1+ ———— | et M
A6 (b—a)
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Chapitre 3
Analyse numérique des équations intégrales

Introduction

Dans cette partie essentiellement pratique, nous exposerons en détail quelques méthodes
tres usuelles pour la résolution numérique des équations intégrales( non linéaire , linéaire
), toute en élucident les étapes de la discrétisation de I’équation, et pour chaque méthode,
on donne un exemple d’application numérique. Ainsi, dans 1'objectif d’interpréter nos ré-
sultats, il est commode de 'est schématisé,dans ce dernier, nous comparons les résultats

des méthodes numériques.

3.1 Meéthode des approximations successives

Définition 3.1.1 soit S un sous-ensemble de l’espace de Banach M S C M et soit

L : S — Soperator

Des approximations successives est une séquence { fo,f1,f2...., } Construit de la maniére
suivante :

foesS

fi=Lfo

fa=Lf

fn+1 = fn



Des approximations successives peuvent étre utilisées pour la solution de I’équation de

Popérateur f = Lf

TS
;n hH & -\.al
A {\ ‘l
L‘F- zﬁ' -~

Exemple 3.1.1 les approximations successives convergent vers le fixe point

L+ $=Lf

Remarque 3.1.1 Mais ils ne convergent pas toujours vers le point fixe de ’équation de

lopérateur.

Cet exemple montre que méme le choix du point de départ proche du point fixe donne
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la séquence divergente d’approximations successives (apparemment elles ne sont pas trés

successives)

#felf

3.2 Intégration numérique

soit f:x € [a,b] — f(z) € Rune fonction continuer donné sur un intervalle [a, b] Nous

L L. . b .
désirons approcher numériquement la quantité fa f(z)dz pour ce faire,nous commengons

parpartitionner l'intervalle [a, b] en petits intervalles [x; xii1],i = 0,1,

,N—1 tels que

a=20<x] <T2<..<xy_1<zxn =DbSoit h=uz;11 — x;, le réel positif caractérisant la

finesse de la partition.Il est claire que lorsque N augmente,nous pouvons placer les points

x; de sorte & ce que h soit petit.

b—a

Nous posons h =

et x; =a+1ih aveci=0,1,

, IN. il est naturel d’écrire



3.3 Equations intégrales de Fredholm linéaire

3.3.1 Meéthode de Trapéze
régle de trapéze

La méthode de trapéze, Simpson, ...etc sont des méthode d’intégration numérique qui
consiste & approcher , sur un intervalle I = [a,b], une fonction fpar un polynéme Pn(x)
de degré n prenant les mémes valeurs que f aux points d’abscisses x;, pour déterminer
ce polyndéme soit on utilise le polynéme d’interpolation de Lagrange, soit le polyndéme
d’interpolation de Newton.

Soit a < b € R. On divise l'intervalle (a,b) en n sous-intervalles de longueurs égale
h = %% on note z; = a+ (i—1)h, 1 < i < N+ Lalors la méthode de trapéze s’écrit comme

suit :

L’erreur de cette méthode :

)3
B < E00 M = max| ()|

12n2 [a,b]
Meéthode Trapéze

Pour la solution numérique de I’équation intégrale de Fredholm linéaire de .Le choix des

points avec équidistante Considérons ’équation intégrale de Fredholm de deuxiéme espéce

b
cp(a:):)\/K(:zz,t)cp(t)dt+f(w),x€ [a, b]

Tout d’abord, on commence par la discrétisation de l'intervalle [a, b] en sous intervalles
[zi,zit1] i = 1, N+ 1 | c’est a dire nous choisissons des points z; , i = 1,.... N + 1

(desNeouds) tell que
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a=21<.<T;<TNy1 =0

la méthode des Trapéze,nous améne & une seconde discrétisation par rapport a la va-

riable d’intégration ¢ :

On pose t = (i) ;<41 » il vient

N41 Titt
o(xi) = (@) + XY | k(ait)p(t)dt
=1 g
utilisons la méthode de Trapeéze
\p Nt
(i) = fl@i) + =5 D k(@i tir)e(tirn) + k(@i t)e(t)]
j=1
On simplifie la formule, on obtient :
AR AR al
(i) = fl@i) + 5 k(xi t)e(t) + 5 k(@i tvea)e(tve) + AR (i, t)(t;)
=2

f(x;) et kij = k(z4,t;)alors la formule précédente devient :

On notons ¢; = ¢(x;), fi =

N
AR
Yi T o kiper +kiNt19oN+1 + Z kijo; | = fi
j=2

A cette fin, on obtient le syséme linéaire suivant

Remarque 3.3.1 Une condition suffisante de convergence du processus itératif ( 3.1)est
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que la matrice q soit & diagonale dominante. Ce qui équivalent & dire ||g|| < 1.

Exemple

considérons 1’équation

la solution exacte de cette équation est :

n X
1 —1.000000
2 —0.800000
3 —0.600000
4 —0.400000

—0.200000
0.000000

5

6

7 0.200000
8 0.400000
9

0.600000
10 0.800000

¢ (2) =

Solution exac
—1.000000
—0.800000
—0.600000
—0.400000
—0.200000

0.000000
0.200000
0.400000
0.600000
0.800000

t

Solution app
—1.000000
—0.800000
—0.600000
—0.400000
—0.200000

0.000000
0.200000
0.400000
0.600000
0.800000

Frreur
2.220446e — 16
0.000000e 4+ 00
1.110223e — 16
1.665335e — 16
0.000000e 4+ 00
0.000000e + 00
2.498002e — 16
1.110223e — 16
2.220446e — 16
0.000000e 4+ 00

(3.2)

TAB-1-Comparaision entre la solution exacte et la solution approchée de 1’équation
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3.3.2 Meéthode de Simpson

régle de Simpson

[t@de =3 | @+ 3 s +2 Y s+ £0)
b

z‘impair 7;pa.i'r

En utilisant cette approximation pour résoudre 1’équation intégrale de Fredholm

Méthode de Simpson

Dans cette partie nous allons appliquer la méthode de Simpson généralisée pour la réso-
lution numérique des équations intégrales de Fredholm de second espéce & noyau régulier.

Soit ’équation :
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b
cp(x):)\/K(x,t)cp(t)dt+f(m),me[a,b] (3.3)

ona d’apres la régle de Simpson concernant l’estimation de ’erreur sur un sous-intervalle[r, 74
2h] .

Notre objectif est de chercher la solution approchée de cette équation sur un ensemble
de points de [a, blen utilisant la régle de quadrature de Simpson cétée dans le paragraphe

précédent :

T+2h
/ K (z,t) ¢ (t)dt = )\—;[K(QJ,T)@(T)+4K(1:7T—|—h)<p(7'+h)+2K(:1:7T+2h)g0(7'+2h)]

T

soit a = g < w1 < 22 < ... < x2j_1 < x2; < ... < won une subdivision de 'intervalle

[a,b]. En exigeant que I’équation (3.4) soit vérifiée sur chaque nceud xg; , et on écrit :

b

o (225) — A / K (227.8) 0 (£) dt = f (237)

a

qui s’écrit aussi :

N—1 b

o (w2~ A Y / K (w27, ) (1) dt = f (27)
=0

Dans la suite, pour la simplicité on utilise les notations f (x2j) = fo;, K (z25,t2) =

Kaj2i, ¢ (T25) = g

En utilisant la régle de Simpson alors :

N-1
Ah
Paj = Jaj + A Z 3 [K2j2ip2; + 4K2j2i 119241 + Kaj2i+202i42]
i=0

cette fin,on obtient le systéme linéaire suivant :
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Exemple

considérons 'équationSimFre(0,1,10,-1,’sqrt(x.*t)’,’sqrt(x)’,’(2.*sqrt(x))./3)

1
sa<m>:\/a?—/mso<t>dt
0

la solution exacte de cette équation est :

o (1) = VT

n X Solution exact Solution app Erreur

1 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

2 0.100000 0.210819 0.210819 8.326673e — 17
3 0.200000 0.298142 0.298142 5.551115e — 17
4 0.300000 0.365148 0.365148 5.551115e — 17
5 0.400000 0.421637 0.421637 3.330669¢ — 16
6  0.500000 0.471405 0.471405 3.330669¢ — 16
7 0.600000 0.516398 0.516398 0.000000e + 00
8 0.700000 0.557773 0.557773 1.110223e — 16
9  0.800000 0.596285 0.596285 0.000000e + 00
10 0.900000 0.632456 0.632456 1.110223e — 16
11 1.00000 0.666667 0.666667 0.000000e + 00

TAB-2-Comparaision entre la solution exacte et la solution approchée
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3.3.3 Meéthode de Simpson Modifiée

Dans cette partie nous allons appliquer la méthode de Simpson modifiée généralisée
pour la résolution numérique des équations intégrales de Fredholm de second espéce a

noyau régulier. Soit ’équation :

b
cp(x):)\/K(x,t)cp(t)dt—i—f(m),xe[a,b] (3.4)

ona d’apres la régle de Simpson concernant l’estimation de ’erreur sur un sous-intervalle[r, 74
2h] .

Notre objectif est de chercher la solution approchée de cette équation sur un ensemble
de points de [a, blen utilisant la régle de quadrature de Simpson cétée dans le paragraphe

précédent :
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T+2h
/ K (z,t) @ (t)dt = A—:[K(m,T)cp(T)+4K(m,7’+h)g0(7’+h)+2K(m,7+2h)<p(7+2h)]

p
soit a = g < 1 < 22 < ... < X2j—1 < T2; < ... < wan une subdivision de 'intervalle

la,b]. En exigeant que 'équation (3.4) soit vérifiée sur chaque nceud x5 , et on écrit :

b
0 (2) = [ K (21, 1) o (0 dt = f (22)
qui s’écrit aussi :

N—1 b

o(wa) - A / K (227.8) 0 (£) dt = f (237)
1=0

Dans la suite, pour la simplicité on utilise les notations f (x2j) = fo;, K (z25,t2) =

Kaj2i, 0 (125) = ¥y

En utilisant la régle de Simpson alors :

N-1
Ah
o5 =foi +A Y 3 [K2j2ip2; + 4K2j2i1102;41 + Kaj2it202i40]
i=0

pourh suffisamment petit, une approximation de ¢y; devient possible, en approchant

) 140
la solution ¢y, nceud z2;41 par la moyenne P21 TP2% qoncon a:

V241 T+ P2

5 + Kaj2i1202i 12

plgpy
Pa; = faj + A ; 5 [KZj,%SOQi +4K3j2i+1

V) BV
= fai+ A 5 (K2j2i + 2K2j2i41) ¢ai + > 5 (2Kzj2i-1+ K2j2i) 0o
=0 =1

on écrit :
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Ah Ah 20
P = f2j+? (K250 + 2K3j1) vot5 (2K2j2i—1 + Kaj2i) po;+ g 5 (2K2j2i-1 + Kajoi + Koj2i+1) ¢o
i=1

D’ou, pourj =1, .......

Ah Ah = 2
9 |1 — 5 (2K2j2i-1 + Koj2i) | = f2j+? (Kaj0 + 2K2j1) @04—2 5 (2K2j2i-1 + Kaj2i + Kaj2it1) ¢
i=1
(3.5)

A cette fin,on obtient le systéme linéaire suivant :
AP =B

Ou la matrice A = (a;;),0 <4,j < 2N est donnée par :

1 apl ag 2N

a10 a1

a20 a21 a22

G2N,1  G2N,1 2N 2N
avec :
( ALK
apo = agNaN = 1 — =54
aj; =1— % si i impair
ajjzl—% sii pair
ARK .
aji = —~5% 1<j<2N
ANRK L .
aj = ——5" si i impair
2ARK S
aj = —="3 si i pair

B=[f(r1=0a).f(®),....f (zay = b))
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5:[90(1‘1:a),so($2)7--~,s0(952N)]T

Exemple

considérons 1’équation

la solution exacte de cette équation est :

e (z) =1+ %0562

n b Solution exact Solution app Erreur

1 —1.000000 2.111111 2.119370 8.258460e-03
2 —0.800000 1.711111 1.716397 5.285414e-03
3 —0.600000 1.400000 1.402973 2.973046e-03
4 —0.400000 1.177778 1.179099 1.321354e-03
5 —0.200000 1.044444 1.044775 3.303384¢e-04
6  0.000000 1.000000 1.000000 0.000000e+-00
7 0.200000 1.044444 1.044775 3.303384e-04
8  0.400000 1.177778 1.179099 1.321354e-03
9  0.600000 1.400000 1.402973 2.973046e-03
10 0.800000 1.711111 1.716397 5.285414e-03
11 1.000000 2.111111 2.119370 8.258460e-03

TAB-3-Comparaision entre la solution exacte et la solution approchée de 1’équation
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exacte

Figure-3-

3.3.4 Meéthode adaptative 1

L’intérét de cette méthode est de diminuer ’erreur de précision, dans le but d’obtenir
une solution plus fine.

dans chaque étape ¢, qui correspond & une solutiongp;,on applique la méme subdivision
que la méthode de Trapéze sur l'intervalle z; = a + (j — 1)h,1 < j < N + 1.Sauf sur le
dernier sous intervalle,il intervient un nouveau neoud intermédiaire 1en fait cette
méthode applique un raffinement plus fine sur la méthode de Trapeze.

— On subdivise I'intervalle [a, b] en Nsous-intervalles équidistants, avec 1 = a, z,,, =
b—a

b, eth =
?e N

N
— On écrit ff f(z)dx = Z f;j?“ f (x) dz puis on applique la régle de trapéze a chaque
j=1

sous-intervalle.
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N+§ TN+1

/bK(x,t b di = /K:z:t £ dt + / K (3,1) o (1) dt + / K (2,1) o (1) di

N+3
utilisons la méthode de Trapéze

Ky (@) oy + K, (@) 9, +2 3 K; (@) 9| + 7 [Kni1 (@) onys + Ky (@),

2

h
7 By @) oy + Ko @ 0|

On simplifie la formule, on obtient :

N-1

h 3
/K($,t)(p(t)dt:2 Kz1$01+ KIN()ON+KN+190N+1 + K,N+1SDN+1 +22Kl](10j
7j=2

pour remplacer dans (1.6)

N-1

Ah 3
‘Pi_? K11$01+ KZNSDN+K2N+1SDN+1+ K,N+1‘:0N+1+22KZJSDJ = fi
j=2

on note par ¢; = ¢ (x;), fi = f (), K (z4,tj) = K; j,pour 1 <i,j < N +1

A cette fin, on obtient le syséme linéaire suivant
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Exemple

considérons 1’équation

1
p(z) = 27+3 + /e%_gtgo (t)dt
0

la solution exacte de cette équation est :

o (2) = &

n X Solution exact Solution app Erreur

1 0 1.000000 0.999976 2.396943e-05
2 0.100000 1.221403 1.221373 2.927633e-05
3 0.200000 1.491825 1.491789 3.575819e-05
4 0.300000 1.822119 1.822075 4.367516e-05
5 0.400000 2.225541 2.225488 5.334495e-05
6  0.500000 2.718282 2.718217 6.515567e-05
7 0.600000 3.320117 3.320037 7.958132e-05
8 0.700000 4.055200 4.055103 9.720085e-05
9 0.800000 4.953032 4.952914 1.187214e-04
10 0.900000 6.049647 6.049502 1.450066e-04

TAB-4-Comparaision entre la solution exacte et la solution approchée
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3.3.5 Meéthode adaptative 2

L’intérét de cette méthode est de diminue l'erreur de précision, dans le but d’obtenir
une solution plus fine

dans chaque étapet, qui correspond & une solution ¢, , on applique la méme subdivi-
sion que la méthode de Trapéze sur U'intervalle [z1, 2] sauf sur le dernier sous intervalle
(i.e.[zn,zN+1]) , On subdivise l'intervalle [z, zn11] en m sous-intervalles équidistants,

en fait cette méthode applique un raffinement plus fine sur la méthode de Trapeze.
b TN+1

/K(az,t)gp(t)dt: / K (z,t)p(t)dt

a
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TN+1

:/K(w,t)gp(t)dt—l— / K (z,t) ¢ (t) dt

utilisons la méthode de Trapéze

= 2 (KN (@) on + K, (z) ¢, + 2]\,[22119 () %‘>
i=

h m
+ ] (KN+1 (@) on1 + Ky (@) ¢y + 2321 KN+,,{—L () ¢N+nf+h1>

2(m+1

On simplifie la formule, on obtient :

h m + 2 N-1 1 m
=5 Ko+ Koy +2 ]gz Kijoj+ —— | Kin+ (2) ng1 + 2321 KNy Oy it

alors

Ah m+ 2 N=1 1 m
Pim o B T THKi,N(pN +2 ]22 Kijpj + p— Kint1 () onyr + 2;:1 KLN—G-"fLQDN—&-% ’

On notons ¢; = ¢ (z;), fi = f (7)), K (2i,tj) = Kij,pour 1 <i,j <N +1

A cette fin, on obtient le syséme linéaire suivant

Exemple

considérons I’équationadpm_ trapFre(0,1,10,10,-1,"(x)*exp(t)’,’exp(-x)’, exp(-x)-(x/2)’)

1
plx)=e"— /xetgo (t)dt
0
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la solution exacte de cette équation est :

o (x)=¢e"— g,mzf)

n b Solution exact Solution app Erreur

1 0.000000 1.000000 1.000000 0.000000e+-00
2 0.100000 0.854837 0.854914 7.651722¢-05
3 0.200000 0.718731 0.718884 1.530344e-04
4 0.300000 0.590818 0.591048 2.295517e-04
5 0.400000 0.470320 0.470626 3.060689¢-04
6 0.500000 0.356531 0.356913 3.825861e-04
7 0.600000 0.248812 0.249271 4.591033e-04
8 0.700000 0.146585 0.147121 5.356206e-04
9  0.800000 0.049329 0.049941 6.121378e-04
10 0.900000 -0.043430 -0.042742 6.886550e-04
11 1.00000 -0.132121 -0.131355 7.651722e-04

TAB-5-Comparaision entre la solution exacte et la solution approchée
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3.4 Equations intégrales de Fredholm non linéaire

3.4.1 Meéthode des approximations successives

La méthode des approximations successives peut, a priori, étre appliquée tous les pro-
blémes non linéaires.

On consideére I’équation intégrale non linéaire de Fredholm

b

(@) = f(z) + / K, 1, (1)) dt (3.8)

a

La méthode des approximations successives introduit la Relation réccurente

b
oot (@) = f(2) + A / Kot oy (D)t N > 1 (3.9)
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Nous commengons toujours par une estimation initiale pour ¢;(x) , la plupart du
temps nous sélectionnons 0, 1, x pour ¢, (z), et en utilisant (1.4), plusieurs approximations
successives @y, k> 1

sera déterminé comme

b
/
p3(x) = flx) +/\/bk($at)<ﬂz(t)dt
b
/

b
onii(@) = f(z) +A / ke, Do (£)dt

par conséquent

3.4.2 Meéthode de Trapeéze

Pour le faire, on a toujours besoin de discrétiser I'intervalle [a,b] en sous intervalles

[€i;iv1], i =1: N + 1 équidistants, i.e :

zi=a+(@—1)h i=12..,n+1

Rappelons que I’équation non linéaire de Fredholm (I'EIFNL) s’écrit comme suit :
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b

o(z) = f(z) + A / B, £, (1)) dt

a

Maintenant, on applique la méthode des approximations successives sur cette équation :

b
orp1(x) = f(z) + )\/k(:p,t,cpl(t))dt tel que I =1,2,....,m

a
Notons qu’on va calculer la solution approchée en tous les noeuds z; ;i =1,2,..., N +1,

donc on écrit ’équation comme suit :

b
Y (x) = )+ A/kz Xyt (t tel que 1 =1,2,...,n+1

Approchons numériquement l'intégrale en utilisant la méthode du trapéze

TN+1

praa(z) = A / kot (D)t + ()

1

N
Pri1(w:) = A [k(ﬂfiatla%(tl)) + k(@i tvn, i(tn)) +2 ) k(i b)) | + f(x)

2 -
=2

On simplifie la formule, on obtient :

+ fi

\h N-1
P = 5 [k‘i,l,zl + EiN+1,iy g T2 Z Kij;
1=2

Il est clair qu’on peut calculer la solution & partir de cet algorithme, mais a condition

qu’on donne une valeur initiale, on prend
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Exemple

considérons 1’équation

1

gp(x):em—(e2+1)1$;2+418 wtp? (t) dt
0
la solution exacte de cette équation est :
" (z) =€
n X Solution exact Solution app Erreur
1 0.000000 1.000000 1.000000 0.000000e + 00
2 0.100000 1.105171 1.105209 3.784934e — 05
3 0.200000 1.221403 1.221478 7.569868¢ — 05
4 0.300000 1.349859 1.349972 1.135480e — 04
5 0.400000 1.491825 1.491976 1.513974e — 04
6 0.500000 1.648721 1.648911 1.892467e — 04
7 0.600000 1.822119 1.822346 2.270960e — 04
8 0.700000 2.013753 2.014018 2.649454e — 04
9  0.800000 2.225541 2.225844 3.027947¢ — 04
10 0.900000 2.459603 2.459944 3.406441e — 04
11 1.000000 2.718282 2.718660 3.784934e — 04

TAB-6-Comparaision entre la solution exacte et la solution approchée
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3.4.3 Meéthode adaptative 1

Comme dans la méthode des Trapéze,Le probléme a de trouver la fonction ¢ (la solu-
tion)

Considérons ’EIFNL de la forme

b
o(x) = f(z) + A / B, £, (1)) dt

Alors
TN mN+% TN+1
o= fit / k(e b, o(t)dt + / K, t, (1)) dt + / koot o(8))dt
X1 TN xNJr%

41



Maintenant, on applique la méthode des approximations successives sur cette équation :

TN xN"'% TN+1
i = i+ / Kz b, oy(8)dt + / kai,t, oi(t))dt + / koit () dt
X1 TN .Z'NJF%

utilisons la méthode de Trapeéze

N-1

h h
vra(@) = flz)+5 k(i b, o(En)) + K@t 00(t)) + 2 k(@i ty, @i(ty)) + k(@i ty, ot)
j=2
h
7 (i bt ultas)) + K@ity 1 @1l ) + bl b, @i(tin)
h N-—1
= flzj) + 5 | k@i tv, eitn)) + k(i 1, e(t)) + 2 > k(@i ty, (1))
j=2
h h
+ 7 (26 tyn @ty n))) 7 st @r(tn) + k(s b, @)

On simplifie la formule,on obtient :
h = 3 1
i1 = i+ 5 ki +2 Z kjivu + iki,N,l + k@N%,l + §ki,N+1,l
j=2

On notons ¢y, 1; = @i 1(xi) 5 fi = fmi) et kiji = k(i t), ¢,(t5))

Il est clair qu’on peut calculer la solution & partir de cet algorithme, mais a condition

qu’on donne une valeur initiale, on prend

p1(z) = f(x)
Exemple
considérons 1’équation
1
p(x) =€ — (62 +1) x—z + 1 ztp? (t) dt
192 48
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la solution exacte de cette équation est :

¢ () =€

n X Solution exact Solution app Erreur

1 0.000000 1.000000 1.000000 0.000000e+-00
2 0.100000 1.105171 1.105200 2.876120e-05
3 0.200000 1.221403 1.221460 5.752240e-05
4 0.300000 1.349859 1.349945 8.628359e-05
5 0.400000 1.491825 1.491940 1.150448e-04
6  0.500000 1.648721 1.648875 1.542040e-04
7 0.600000 1.822119 1.822304 1.850448e-04
8 0.700000 2.013753 2.013969 2.158856e-04
9 0.800000 2.225541 2.225788 2.467263e-04
10 0.900000 2.459603 2.459881 2.775671e-04
11 1.000000 2.718282 2.718590 3.084079e-04

TAB-7-Comparaision entre la solution exacte et la solution approchée
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3.4.4 Meéthode adaptative 2

L’intérét de cette méthode est de diminue l'erreur de précision, dans le but d’obtenir
une solution plus fine

dans chaque étape ¢, qui correspond a une solution ¢, , on applique la méme subdivi-
sion que la méthode de Trapéze sur Uintervalle [z1, 2] sauf sur le dernier sous intervalle
(i.e.[xn,zN+1]) , On subdivise intervalle [z, xn 1] en r sous-intervalles équidistants, en

fait cette méthode applique un raffinement plus fine sur la méthode de Trapeze.

b
o) = f@) + ) [ K.t (o)
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Alors

TN TN+1
o= fit / kit o(t))dt + / K(oi.tp(t))dt
xr1 TN

Maintenant, on applique la méthode des approximations successives sur cette équation :

TN TN+1
orirs = fi+ / k(i b)) dt + / k(i 1, (1)) dt
1 TN

utilisons la méthode de Trapeéze

N-1
h
pr(@) = flzi)+5 k(i tn, o(tn) + (it (t)) + 2 K(xi,t, 0(55))
=2
h k k s k
+m (i, tn, o (tN) + ($i»tN+1a901(tN+1)+22 (miatN+%7@l(tN+%))

J=1

Il est clair qu’on peut calculer la solution & partir de cet algorithme, mais a condition

qu’on donne une valeur initiale, on prend

3.4.5 Meéthode de simpson

Rappelons que I’équation non linéaire de Fredholm (I'EIFNL) s’écrit comme suit :

b
o(z) = f(z) + A / B, 1, o(t))dt

Alors
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Maintenant, on applique la méthode des approximations successives sur cette équation :

zaN+1
ora@) = f@) 4 [ ke L)
T
N 20+l
b = 1@ +2Y [ ke o)
J=1951
N
Ah
Prpa(z) = f(x)‘*‘? Z k(x ,toji1, o1(tajv1)) + k(x, taj 1, 0(taj—1)) + 4k(z , 25, o (t2;))
=1
utilisons la méthode de simpson
N
Ah
Pr41(T2i-1) s > k(waio1 s tajn,y(taen) + kw1, taj-1, @(taj-1)) + 4k(wai1 , tag, 0y (t25))
=1
+f(r2i-1)

Il est clair qu’on peut calculer la solution & partir de cet algorithme, mais a condition

qu’on donne une valeur initiale, on prend

p1(z) = f(x)
Exemple
considérons 1’équation
2 1 9
¢ (x) = cos(z) — Y + B Lo (t)dt

0

la solution exacte de cette équation est :

¢ () = cos(x)
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X
0.000000
0.314159
0.628319
0.942478
1.256637
1.570796
1.884956
2.199115
2.513274
2.827433
3.141593

Solution exact
1.000000
0.951057
0.809017
0.587785
0.309017
0.000000
-0.309017
-0.587785
-0.809017
-0.951057
-1.000000

Solution app
1.000000
0.951057
0.809017
0.587785
0.309017
0.000000
-0.309017
-0.587785
-0.809017
-0.951057
-1.000000

Erreur
0.000000e + 00
0.000000e+-00
0.000000e4-00
0.000000e+-00
0.000000e+-00

5.721189e-18
0.000000e+-00
0.000000e+-00
0.000000e4-00
0.000000e+-00
1.110223e-16

TAB-8-Comparaision entre la solution exacte et la solution approchée
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0.6

0.4

0.2

-0.2
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-0.8

* app

exacte
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Figure-8-

3.4.6 Meéthode de simpson Modifiée

Rappelons que I’équation non linéaire de Fredholm (I'EIFNL) s’écrit comme suit :

b
o(x) = f(z) + A / B, 1, (1)) dt

Alors

TN

(@) = f(z) + A / k(e b (t))dt

xr1

Maintenant, on applique la méthode des approximations successives sur cette équation :

ToN+1
oa@) = f@) 4 [ ke o)
1
2541
PCii1(z +)\Z/ z ¢, ¢(t))dt.
J=19;74
A | &
eri1(@) = f($)+? Zk(fcat2j+1780z(t2j+1))‘i‘k(x,t%—la@l(t%—l))
=1
N
2)\h
T3 ka taj, pi(ta;))
7=1

utilisons la méthode de simpson

A
6 |5

+f(x2-1)

Or1(T2i-1) =

48
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Pr2j+1 T Pr2j—1

une approximation de ¢,; devient possible par la moyenne

2
donc on a :
N
Ah
pria(t2i-1) = fl@2i-1) + D k(w1 stajns ¢i(tj)) + k(@2io1, tajo1, @i(t2-1))
j=1
2L Qo1+
' ~PL2j+1 1,2j—1
+3jzlk(33211 ,taj, 5 )

Il est clair qu’on peut calculer la solution & partir de cet algorithme, mais a condition

qu’on donne une valeur initiale, on prend

Exemple

considérons I'équation
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n X Solution exact Solution app Erreur

1 0.000000 1.000000 1.000000 0.000000e + 00
2 0.100000 1.105171 1.105178 7.488364e — 06
3 0.200000 1.221403 1.221418 1.497673e — 05
4 0.300000 1.349859 1.349881 2.246509¢ — 05
5 0.400000 1.491825 1.491855 2.995346e — 05
6 0.500000 1.648721 1.648759 3.744182e — 05
7 0.600000 1.822119 1.822164 4.493018e — 05
8 0.700000 2.013753 2.013805 5.241855e — 05
9 0.800000 2.225541 2.225601 5.990691e — 05
10 0.900000 2.459603 2.459671 6.739528¢e — 05
11 1.000000 2.718282 2.718357 7.488364e — 05

TAB-9-Comparaision entre la solution exacte et la solution approchée
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3.5 Implémentations numeériques et comparaisons

Une étude comparative de cinq méthodes : Dans cette partie, nous allons tester

Iefficacité d’une méthode par rapport a 'autre,

0.6

3.5.1 Les équations intégrales de Fredholm linéaire

Example 1

soit I’équation intégrale
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Avec la solution exacte est

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

erreur Trapéze
0.000000e + 00
9.223064e — 05
1.844613e — 04
2.766919¢ — 04
3.689225e — 04
4.611532¢ — 04
5.533838e — 04
6.456145e — 04
7.378451e — 04
8.300757e — 04
9.223064e — 04

12

les solutions approchées
: :

et =e

erreur adp_ 1
0.000000e + 00
8.034908e — 05
1.606982e — 04
2.410472e — 04
3.213963e — 04
4.017454e — 04
4.820945e — 04
5.624436e — 04
6.427927e — 04
7.231417e — 04
8.034908e — 04

(—z) _

z

2

erreur adp_m
0.000000e + 00
7.651722¢ — 05
1.530344e — 04
2.295517¢e — 04
3.060689¢ — 04
3.825861e — 04
4.591033e — 04
5.356206e — 04
6.121378e — 04
6.886550e — 04
7.651722e — 04

TAB-11-

08Nt

0o

04 oot

02

exacte
* apptap
o appadp
o appadp
+ app SimpM
O app Simp

-02 L L

Figure-11-
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erreur simpson M

0.000000e + 00
4.166851e — 05
8.333702e — 05
1.250055e — 04
1.666740e — 04
2.083426e — 04
2.500111e — 04
2.916796e — 04
3.333481e — 04
3.750166e — 04
4.166851e — 04

erreur simpson
0.000000e + 00
1.091620e — 07
2.183240e — 07
3.274860e — 07
4.366480e — 07
5.458100e — 07
6.549721e — 07
7.641341e — 07
8.732961e — 07
9.824581e — 07
1.091620e — 06

S les erreurs
.

09

08

071

06

errtrap
erradp,

err adpm

err SimpM
O errSimp




comparaison des temps

1. temp de Trapéze :2.832613e — Ols

2. temp de adaptative 1 :

2.561659¢ — O1s

3. temp de simpson Modifiée :3.339624e — O1s

4. temp de adaptative m :4.434941e — Ols

5. temp de simpson :2.289026e — 01s

Example 2

soit I’équation intégrale

Avec la solution exacte est

n X
1 -1.0
2 =08
3 —0.6
4 =04
5 =02
6 0.0
7 02
8§ 04
9 06
10 0.8
11 1.0

erreur Trapéze
7.471478e — 02
4.781746e — 02
2.689732¢ — 02
1.195437e — 02
2.988591e — 03
0.000000e + 00
2.988591e — 03
1.195437¢ — 02
2.689732¢ — 02
4.781746e — 02
7.471478e — 02

erreur adp 1
7.292186e — 02
4.825016e — 02
2.862213e — 02
1.403776e — 02
4.497048e — 03
0.000000e + 00
5.466136e — 04
6.136889¢ — 03
1.677083e — 02
3.244842e — 02
5.316968e — 02

erreur adp m
7.234557e — 02
4.838197e — 02
2.916561e — 02
1.469650e — 02
4.974626e — 03
0.000000e + 00
2.273816e — 04
4.292481e — 03
1.355959¢ — 02
2.75739%4e — 02
4.633553e — 02

TAB-12-
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erreur simpson M

8.258460e — 03
5.285414e — 03
2.973046e — 03
1.321354e — 03
3.303384¢e — 04
0.000000e + 00
3.303384¢e — 04
1.321354e — 03
2.973046e — 03
5.285414e — 03
8.258460e — 03

erreur simpson
7.906857¢ — 04
5.060389¢ — 04
2.846469¢ — 04
1.265097e — 04
3.162743e — 05
0.000000e + 00
3.162743e — 05
1.265097e — 04
2.846469¢ — 04
5.060389¢ — 04
7.906857e — 04
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les solutions approchées les erreurs
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Figure-12-

comparaison des temps
1. temp de Trapéze :4.636473e-01
2. temp de adaptative 1 :4.502658e-01

3. temp de Simpson modifiée :5.078167e-01

4. temp de adaptative m :5.866239e-01

5. temp de simpson :3.534781e-01

3.5.2 Les équations intégrales de Fredholm non linéaire

Exemple 3.5.1 (1)

soit I’équation intégrale

p(z) =

T 1
7_’_7

2
TRPT xte” (t) dt
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Avec la solution exacte est

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

erreur Trapéze

0.00000e + 00

*

12

erreur adp 1

0.00000e + 00

_ @

erreur adp m

0.00000e + 00

3.78493e — 05 3.08371e — 05 2.85749¢ — 05
7.56986e — 05  6.16743e — 05 5.71498e — 05
1.13548¢ — 04  9.25115e — 05 8.57248e — 05
1.51397e — 04  1.23348¢ — 04 1.14299¢ — 04
1.89246e — 04  1.54185e — 04 1.42874e — 04
2.27096e — 04  1.85023e — 04 1.71449e — 04
2.64945e — 04  2.15860e — 04 2.00024e — 04
3.02794e — 04  2.46697e — 04 2.28599¢ — 04
3.40644e — 04  2.77534e — 04 2.57174e — 04
3.78493e — 04  3.08371le — 04 2.85749e — 04
TAB-13-
i, s soltions approchées
bel o appady
Figure-13-
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> 2

erreur simpson M

0.00000e + 00
7.48836e — 06
1.49767e¢ — 05
2.24650e — 05
2.99534e — 05
3.74418e — 05
4.49301e — 05
5.24185e¢ — 05
5.99069¢ — 05
6.73952e — 05
7.48836e — 05

les erreurs

erreur simpson
0.000000e 4+ 00
6.630556e — 09
1.326111e — 08
1.989167e¢ — 08
2.652222e¢ — 08
3.315278e — 08
3.978334e — 08
4.641389¢ — 08
5.304445e — 08
5.967500e — 08
6.630556e — 08

errtrap
erradg

erradp

O err Simp

err SimpM




comparaison de temps :

1

2

soit I’équation intégrale

. temp de trap :5.141423e-01

. temp de adp_ 1 :6.559986e-01

. temp de SimpM :8.646355e-01

. temp de adp_m :1.335492e+00

. temp de Simp :1.308758e+00

Avec la solution exacte est

- W

© o N S o

11

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

erreur Trapéze

0.000000e+-00
8.607583e-04
1.721517e-03
2.582275e-03
3.443033e-03
4.303791e-03
5.164550e-03
6.025308e-03
6.886066e-03
7.746825e-03
8.607583e-03

ot = @)

erreur adp 1
0.000000e+-00
6.328276e-04
1.265655e-03
1.898483e-03
2.531310e-03
3.164138e-03
3.796966e-03
4.429793e-03
5.062621e-03
5.695449e-03
6.328276e-03

erreur adp_m

0.000000e+-00
5.660199e-04
1.132040e-03
1.698060e-03
2.264080e-03
2.830100e-03
3.396119¢-03
3.962139¢-03
4.528159e-03
5.094179e-03
5.660199¢-03

TAB-14-
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erreur simpson M

0.000000e+-00
4.166736e-07
8.333472e-07
1.250021e-06
1.666694e-06
2.083368e-06
2.500042¢-06
2.916715e-06
3.333389¢-06
3.750062¢-06
4.166736e-06

erreur simpson
0.000000e+-00
4.166736e-07
8.333472e-07
1.250021e-06
1.666694e-06
2.083368e-06
2.500042¢-06
2.916715e-06
3.333389e-06
3.750062¢-06
4.166736e-06



les solutions approchées < 10° les erreurs
14 T T 9
exacte errtrap
* apptrap erradq
o appadg sk erradp,
12F o appadp err SimpM|
+ app SimpM O errSimp
O app Simp 7
1k
6L
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> >
06 B - Sl ] ar
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Pys
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X X

Figure-14-
Comparaison de temps

temp de trap temp de adp 1 temp de SimpM temp de adp _m temp de Simp

1.521583e+0  1.725807e+-00 3.397308e+-00 2.711941e4+-00  6.293146e+00

o7



Conclusion générale

Dans ce travail on s’intéresse & la résolution numérique des équations intégrales de
Fredholm(non linéaire et linéaire).

Notre travail consiste & trouver la solution approchée, par des différents méthodes de
quadratures, comme la méthode de Trapéze, la méthode Simpson,, en comparant pour

chaque cas les résultats approchées avec la solution exacte.
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